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Abstrakt

V praci sa zaoberame neuniformnymi vypoctovymi modelmi, s dérazom na branching
programy, vyuzivané hlavne na reprezentdciu postupnosti booleovskych funkcii,
skumanie ich vlastnosti a vypoctovej zlozitosti. Analyzujeme najvyznamnejsie vysledky
z oblasti zlozitosti branching programov, Studujeme vplyv roéznych ohraniceni na
zakladny model. Pre explicitne definované postupnosti funkcii sa ziskavanie
netrividlnych dolnych odhadov povaZuje za tazky problém. Prezentované narocné
techniky na ziskavanie dolnych odhadov su aplikované na konkrétne postupnosti
funkcii ajazykov. Na prikladoch ilustrujeme limity pouZitelnosti a hranice kvality
dolnych odhadov dokazatelnych jednotlivymi technikami. Zjednocujuci pohlad na
doteraz zname techniky a koncept bariér, ktoré treba prekonat, naznacuje smerovanie
v Studovanej oblasti.

Klti€ové slova: branching programy, neuniformné vypoctové modely, dolné odhady
zlozZitosti, natural proofs
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Uvod

ZloZitost booleovskych funkcii je v oblasti teoretickej informatiky dobre zndmy pojem.
Prudky rozvoj vypoctovej techniky, ktorej zakladom je préve efektivna implementiacia
booleovskych funkcii, pésobil zaujem o studium ich vlastnosti. Navrhli sa vypoctové
modely na ich reprezentaciu. Prirodzene sa zacalo pracovat s modelom booleovskych
obvodov (kapitola 2.2), takmer presne kopirujucich ndvrhy skutocnych hardvérovych
obvodov. V tedrii ich zlozZitosti nebol zaznamenany velky uUspech. Dolné odhady
zloZitosti explicitne definovanych funkcii sa dokazuju tazko. UZ nelinearne (w(n))
odhady sa ukazali ako velmi tazké a na vseobecnych booleovskych obvodoch doteraz
dokaz takejto hranice ostava otvorenym problémom.

Casova zlozitost na Turingovych strojoch Gzko stvisi so zloZitostou booleovskych
obvodov (1). Snahou bolo najst vhodny model pre reprezentéaciu booleovskych funkcii,
ktory by zodpovedal priestorovej zlozZitosti.

Model branching programov (BP), vznikol ako alternativa k booleovskym
obvodom na popisovanie booleovskych funkcii. ZloZitosti BP velmi dobre vystihuju
ohranic¢enia neuniformnych vypocétovych modelov na priestorovu zloZitost. Pre BP sa
tiez skimali mozZnosti ako ukdazat dolné odhady. Tu boli snahy o dost Uspesnejsie
a podarilo sa dosiahnut asymptoticky lepsie ako linearne hranice na BP bez ohraniceni.
zloZitosti BP velky vyznam. V niektorych zloZitostnych triedach, by takéto odhady
zloZitosti znamenali rozhodnutie zdvaznych problémov (ako NC! vs. L).

Barrington ukazal previazanost medzi booleovskymi obvodmi a BP. Publikoval
vysledok (2), podla ktorého efektivne paralelne riesitelné problémy na booleovskych
obvodoch (trieda NC?') a BP s polynomialnou velkostou a kontantnou $irkou, definuju
tu istd triedu (vysledku sa venujeme v kapitole 3.1).

BP neostali iba teoretickym modelom, ujali sa aj v praxi. Ukazalo sa, Ze tvoria
vhodnu datovu Struktiru na reprezentaciu booleovskych funkcii. Efektivne sa na nej
daju robit operacie ako substiticia konstanty, konjunkcie a disjunkcie funkcii. Pocet
roznych funkcii s danou dizkou vstupu je exponencidlny a preto vaé$ina funkcii musi
mat BP sexponencidlnou zloZitostou. V praxi nds zaujimaju hlavne reprezentacie
s polynomialnou velkostou a najlepsie s malym stupriom polynému. Preto je dblezité
skumat BP s ohrani¢enou velkostou. Pomocou dolnych odhadov zistujeme, ktoré triedy
funkcii sa nedaju reprezentovat BP s nizSou zloZitostou.

V prvej kapitole prace formalne definujeme branching programy a niektoré
zakladné pojmy. Zaoberame sa mierami zloZitosti na BP. V zadvere prezentujeme
priklady BP pre konkrétne postupnosti funkcii.



Druha kapitola sa venuje pojmu neuniformny vypoctovy model, kedZe BP su
prave takymto modelom. UkaZeme, preco neuniformnost ddva modelu va&csiu
vypoctovu silu ako maju Turingové stroje (TS). Dalej zavadzame pojem neuniformny TS
ako analdgiu k neuniformnym modelom vo svete TS a k nemu definujeme neuniformné
rozSirenia klasickych zloZitostnych tried. Uvadzame argumenty, preco velkost BP uzko
suvisi prave s priestorovou zloZitostou na TS.

Samozrejme aj na BP sa skima spravanie modelu po pridani ohrani¢eni. Na
zoznamenie s réznymi snahami v tejto oblasti sluzi tretia kapitola. Spomenieme
najznamejsie dosiahnuté vysledky, ktoré hovoria o hierarchiach zlozitosti takychto BP.
Prezentujeme ekvivalencie medzi triedami definovanymi v teérii zloZitosti a triedami
reprezentovanymi BP s ohrani¢eniami.

Jadro prace tvori Stvrta kapitola, v ktorej sa venujeme technikdm dolnych
odhadov pre zloZitosti explicitne definovanych funkcii na modeli BP. V praci sa snazime
zosumarizovat roézne techniky. Technik, ktoré priniesli netrividlne odhady na
vSeobecnom modeli BP, je velmi madlo. Spominame preto aj techniky na BP
s ohrani¢eniami. Na nich sa vyvinulo mnoZstvo odhadov pre zloZitost booleovskych
funkcii. VSetky sa drZia v podstate niekolkych zakladnych pozorovani a prave tieto
myslienky kapitola prezentuje. Pre lepSiu orientdciu su v chronologickom usporiadani.
Taktiez prindsa aj konkrétne priklady pouzitia jednotlivych technik. V zdvere podkapitol
uvadzame referencie na dalSie zdroje tykajuce sa danej techniky.

Fakt, Ze vSetky techniky dolnych odhadov sa drZia rovnakej schémy, si vSimli
Razborov a Rudich (3). V poslednej kapitole spominame ich koncept natural proofs,
ktory je do znacnej miery zodpovedny za minimalny Uspech pri dokazovani dolnych
odhadov zlozZitosti pre explicitne definované booleovské funkcie.

Praca predpoklad3, Ze Citatel pozna zakladné pojmy z tedrie zloZitosti.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

Praca je venovand najma branching programom (BP), formalne definujeme vypoctovy
model. Skimame tieZz niektoré miery zloZitosti, ktoré sa bezne definuju na BP. V zavere
uvedieme priklady ako postupnosti BP reprezentuju konkrétne formadlne jazyky
a booleovské funkcie.

Model podobny BP po prvy krat spomenul v roku 1959 Lee vo svojom ¢lanku
Representation of Switching Circuits by Binary-Decision Programs (4). Nazval ho
binarne rozhodovacie programy a pouzil na reprezentaciu booleovskych funkcii vo
forme datovej Struktury — strom. Model BP, v podobe ako ho prezentujeme v praci, bol
zavedeny az Masekom (5). Pomenoval ich rozhodovacie grafy (decision graphs). Ich
model bol zaloZeny na idei konecnostavového stroja s priamym pristupom k vstupu,
ktory v stave moze Citat iba jeden znak zo vstupu. Na zaklade stavu a precitaného
vstupu sa rozhodne ako bude vypocet pokracovat dale;j.

1.1 Branching programy

Pre BP existuje viacero definicii, ktoré sa podstatne liSia. Zadefinujeme dve z nich. Prvu
uvedieme definiciu BP, ktoru pouziva vacésina sucasnych autorov. Druha (6) ponukajicu
praktickejsi pohlad na priebeh vypoctu programov.

Definicia 1.1.1: Symbolom B, oznacime triedu vsetkych booleovskych funkcii
f (x4, ..., x,) nan premennych: {0,1}" — {0,1}.

Definicia 1.1.2: (7) Branching program (BP) na mnozine premennych X,, = {xy, ..., x,,}
je orientovany acyklicky graf G s oznacenymi vrcholmi a hranami spifiajuci nasledujuce
vlastnosti

1) G ma prave jeden koren (angl. source)

2) Kazdy vrchol z G ma vystupny stupen 0 alebo 2

3) Kazdy vrchol v € V(G) svystupnym stupfiom 2 je oznaCeny niektorou
premennou X;, jedna jeho vystupna hrana ma hodnotu 1 a druha hodnotu 0

4) List (angl. sink) je vrchol grafu s vystupnym stupriom 0, kazdy list je oznaceny
konstantou 0 alebo 1.

Priklad BP pre konkrétnu booleovsku funkciu je uvedeny na Obr. 1.



Obr. 1: Branching program pre funkciu f (x4, X5, x3) = X3(x; V X1x5)

Lubovolny vrchol BP G so vstupnymi premennymi xi,..,Xx, reprezentuje
booleovsku funkciu f,, n premennych. Cely BP G s korefiom s reprezentuje funkciu f.
f», mbZe byt definovand nasledovnymi spésobmi. Konkrétny vstup a je n-tica hodnét
premennych (ay, ..., a,).

Definicia 1.1.3: Vypocet f,, na vstupe (a4, ..., a,) zacina vo vrchole v. Ak sa v priebehu
vypoctu dostaneme do vrcholu s oznaenim x;, dalej pokracujeme po vystupnej hrane
s hodnotou a;. Vysledok £, (a) zodpoveda hodnote listu, ktory sme dosiahli.

Definicia 1.1.4: List u s hodnotou b realizuje konstantnu funkciu f;(a) = b. Nechw a z
su priamymi nasledovnikmi vrcholu v, dosiahnutelni po hrane s hodnotou 0, resp. 1.
Nech g a h su booleovské funkcie reprezentované vrcholmi w (resp. z). Ak v je
oznaceny premennou x;, hodnota funkcie f,(a) je definovana podla Shannonovho
pravidla dekompozicie® ako f,(a) = a; - h(a) V a, - g(a).

Uvedené definicie vypoctu su navzdjom ekvivalentné. Prva je pristup zhora nadol,
kde ideme od korefa stromu aZz do niektorého listu. Presnd cesta je dana
postupnostou vrcholov, v ktorych sme sa rozhodovali na zaklade bitu vstupu, i
pojdeme dalej po hrane 0 alebo 1. Druha je pristup zdola nahor, kde postupne
definujeme listy ako konstantné funkcie 0 a 1. Ostatné vrcholy v vieme definovat
pomocou vrcholov v podstrome, ktorého korefiom je v.

V Gvode tejto kapitoly sme spomenuli, Ze BP sa zo zaciatku volali bindrne
rozhodovacie stromy. Odvtedy je oznacCovanie nejednotné. V niektorej literature sa
pod pojmami branching programy a binarne rozhodovacie stromy rozumie jeden a ten
isty model. Inde sa ako rozhodovaci strom mysli BP, ktorého graf je strom. Dalej v préci
rozliSujeme medzi tymito pojmami.

1 v 14 . . . . .. P Vet
Kazdd booleovska funkcia f(xq,..,x,) sa dé pre lubovolni premennd x; rozlozit do tvaru:

fOeq, e, Xy e X)) © X1+ (X0, e, X2, L, Xigs o X )VE - [ (X4, 0, %21, 0, X 41, -, %), kde sUCin je
konjunkcia



Definicia 1.1.5: (6) Postupnost instrukcii Iy, I, ..., I;, typu [ = ite(Cj,Tj,Ej) nazveme
ite? program. Kde C; je podmienka, T; je then vetva a E; je else vetva. C;, T}, E; su
prvkami z mnoziny {0,1,x1,x2,...,xn,lo,11,...,I]-_l} (%1, %2, ..., Xn, SU vstupy). Kazda
inStrukcia [; = (x,y,z) zodpovedd booleovske;j funkcii f; € By, definovanej nasledovne
fj = xy V Xz. Branching program je ite program, kde podmienky C; su premenné

z mnoZiny {x, X5, ..., X, } a vetvy T}, Ej s0 z {0,1,1y, 13, ..., Ij_l}.

Uvedend definicia ma uz blizsie k programovacim jazykom, lebo ite program sa
da lahko prepisat na postupnost prikazov GOTO. Je ekvivalentna s definiciou 1.1.2.
Kazdy BP P, ktorého vrcholy st vy, ..., 1, sa da prepisat na prislichajicu postupnost ite
inStrukcii. Vnutorny vrchol grafu v; ohodnoteny x; s nasledovnikmi v, (po hrane
oznacenej 1) a v; (po hrane s 0) prepiSeme na instrukciu [; = ite(xj,lk,ll). Listy
nahradime za ich ohodnotenia (tomu zodpovedaju instrukcie ite(x, 1,1) a ite(x, 0,0)
pre lubovolnd premennt x). ESte musime zabezpedit spravne ocislovanie vrcholov, aby
sme splnili, Ze inStrukcia s vyssim Cislom odkazuje len na inStrukcie s nizSim. To ale nie
je problém, lebo graf je orientovany acyklicky. MéZeme jeho vrcholy predislovat tak,
aby po transformovani na instrukcie bola tdto podmienka splnena. Listom priradime

evve

evve

Opacne, kazdu instrukciu vieme simulovat jednym vrcholom v grafe. Konstrukcia
je rovnaka ako vyssie, akurat instrukcie transformujeme na vrcholy.

Ite program koreSpondujuci sBP na Obr. 1 pozostdva zo Siestich instrukcii
Iy, ..., Is. Listy BP transformujeme na instrukcie I, = (x4,0,0), I, = (x,1,1) a
I, = (x4,0,0). Kvnutornym vrcholom prislichaju I3 = (x3,1,,1,), I, = (x3,15,1,) a
Is = (x1,15,1).

Definujeme reprezentaciu formalneho jazyka na BP. Obmedzime sa len na jazyky
nad dvojznakovou abecedou (0, 1). Mdzeme prirodzene rozsirit definicie BP na
[ubovolnl abecedu. BP bude mat z kazdého vrcholu viac mozZnosti ako pokracovat
dalej vo vypocte.

Definicia 1.1.6: Charakteristickou funkciou mnoziny A € {0,1}" nazveme booleovsku

funkciu f € B, takd, ze f (x4, ..., x,) = 1 prave vtedy, ked retazec x; ... x,, € A.

Definicia 1.1.7: Postupnost branching programov {P;};2, definuje formalny jazyk
L < {0,1}", ak funkcia f; € B; reprezentovana P; je charakteristickou funkciou mnoziny
Ln{0,1}.

2 if-then-else



1.2 Miery zloZitosti

Na BP nas, podobne ako na kazdom inom vypoctovom modeli, zaujimaju miery
zloZitosti. Prirodzenymi mierami na Turingovych strojoch su casova (TIME)
a priestorova (SPACE) zlozitost. Na BP budeme definovat ich ekvivalenty — hibku
(angl. depth) a velkost (angl. size).

Definicia 1.2.1: Velkost BP P je rovna poltu vnutornych vrcholov v P. Hibka je
maximum zo vietkych diZok ciest od korefia P k listom.

Velkost branching programu P oznacujeme BP(P) a hibku BPD(P). Podobne
pre booleovsku funkciu f, budeme symbolmi BP(f) a BPD(f) oznacovat minimalnu
velkost (resp. hibku) BP, ktory realizuje funkciu f.

Ak {fi}m=o je postupnost funkcii, potom velkost BP pre booleovsku funkciu
fn € B, je zavisla od parametra n. Preto velkost jednotlivych BP pre booleovské
funkcie z postupnosti je funkcia s premennou n.

Symbolom PBP budeme oznacovat triedu vsetkych funkcii, pre ktoré existuje BP
s polynomialnou velkostou od dizky vstupu.

Ak si BP predstavime ako procesor, ktory sa rozhoduje na zaklade jedného bitu
vstupu (definicia 1.1.5), potom hibka odzrkadluje ¢as (pocet operacii), ktoré by musel
vykonat takyto procesor aby dospel k vystupu. Velkost hovori o tom, kolko instrukcii
musi mat v pamati procesor aby mohol realizovat danu funkciu, preto sa da chapat ako
akysi ekvivalent priestoru.

Menej ¢astou mierou je sirka. Pri jej definovani sa zvykne pouzivat BP s vrstvami
(leveled-BP).

Definicia 1.2.2: Leveled-BP P je BP, kde sa vSetky vrcholy daju usporiadat do vrstiev
tak, Ze hrany z jednej vrstvy smeruju iba do nasledujucej vrstvy.

Definicia 1.2.3: Sirka leveled-BP P je maximum z po¢tu vrcholov na jednotlivych
vrstvach. Triedu BP (aj funkcii nimi reprezentovanymi) so Sirkou n oznacime ako W,,.



1.3 Branching programy pre konkrétne
postupnosti funkcii

Priklad 1: Funkcia storage access SA,(x,y) je definovana na 2" + n premennych
(Ix] = 2", |y| = n). Vysledkom SA,(x,y) je Xpin(y) 3 teda vlastne bit z x, ktory je na
pozicii oznac¢enej hodnotou ¢isla y (Cislovanie bitov x zacina od 0). BP P pre takyto
jazyk ztychto funkcii najprv zisti Cislo zo vstupu y andsledne vrati pozadovanu
hodnotu. Bude mat tvar Uplného binarneho stromu o vyske n. V liste zodpovedajicom
y bude mat prisluSnd premennu xj;n(y). Odtial pdjde hrana 1 do listu s oznacenim 1
ahrana 0 do listu s oznaCenim 0. Zjavne takto popisany BP realizuje funkciu SA4,,.
Struktura programu je zndzornend na Obr. 2.

0 " . F .
1: :[} 1: :GI 1: :U

Obr. 2: Ndcrt branching programu pre funkciu SA,,.

Pre hibku P plati BPD(P) = 0(n), n ale nie je di?ka vstupu, ale iba parameter funkcie.
Preto ak ako m oznadime pocet vstupov pre SA,, dostaneme m = 2™ +n a teda
BPD(P) = O(logm). Podobne pre velkost BP(P) = 0(2™) = O(m). Program P je
vlastne leveled, lebo na i-tej (i < n) Urovni v strome sa testuje bit y; a na poslednej sa
testuju bity zx. Preto ma zmysel hovorit o Sirke programu, ktord ma hodnotu
0(2™) = 0(m).

Priklad 2: Jazyk PRIME,, je definovany na vstupoch x dizky n a plati PRIME, (x) = 1
prave vtedy ak Cislo bin(1x) (Cislo v bindrnom zapise zacinajuce cifrou 1 a pokracujice
ciframi x) je prvocislo.

3 . . v s . 7 ’
bin(y) je Cislo reprezentované binarnym retazcom y
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n=0 n=1 n=2 n=3

Obr. 3: Zaciatok postupnosti BP pre jazyk prvocisel PRIME,,.

V predchéadzajicom priklade sa dali jednoducho zostrojit BP pre rézne dizky vstupu,
v tomto to uzZ nie je také jednoduché. Ako uvadzame na zaciatku nasledujucej kapitoly
(lema 2.1.2), kazdy jazyk sa da akceptovat postupnostou BP, ktora ma velku zlozZitost.
Vseobecnou konstrukciou by sme vedeli zostrojit BP, tie ale svelkou
pravdepodobnostou nebudu mat optimalnu velkost pre nas jazyk PRIME,, kedZe su
to stromy. Zaciatok postupnosti BP pre tento jazyk je na Obr. 3. Pre n = 3 uZ program
nie je leveled a nie je to ani strom. Ak by sme trvali na prisne stromovej Strukture, BP
by mal urcite viac vrcholov.

Priklad 3: Jazyk L definujeme ako L ={w € {0,1}"|#,(w) = |w|/2}. L je jazyk
vsetkych retazcov, v ktorych je pocet jednotiek vacsi nanajvys rovny poctu nul.
UkaZzeme, Ze existuje postupnost BP {P;};2,, ktora definuje jazyk L. Podla definicie
1.1.7 musime zostrojit jednotlivé P, tak, Ze funkcia f,, reprezentovana P, je
charakteristickou funkciou mnoziny L N {0,1}". £, je funkcia, ktord na vstupe a vracia
hodnotu 1 prave vtedy, ked a obsahuje aspori [n/2] bitov nastavenych na 1. B, pre f,
bude mat n + 1 vrstiev, na kaZzdej vrstve bude najviac n + 1 vrcholov. Tieto vrcholy
(vramci jednej vrstvy) budd zodpovedat poétu 1v bitoch precitanych pred
dosiahnutim danej vrstvy. Vo vsetkych vrcholoch na prvej vrstve sa testuje premenna
X1, na druhej x,, podobne pre dalSie vrstvy. Poslednd vrstva su listy, kazdy list ma
priradené ¢islo z (0, ...,n) ur€ujlice pocet 1 na vstupe. Listy s priradenym ¢islom vacsim
nanajvys rovnym [n/2] budd oznacené konstantou 1, ostatné konstantou 0. Lahko
vidiet, Ze takyto BP realizuje funkciu f,,. Postupnost BP {P;};2, teda definuje formalny
jazyk L.



Kapitola 2

Neuniformné vypoctové modely

Jedna zo zakladnych vlastnosti BP je neuniformnost. Faktom je, Ze vtom spociva
podstata odliSnosti BP od klasickych vypoctovych strojov (napr. Turingove stroje),
preto venujeme neuniformnym modelom celud kapitolu. Pri modeli TS je na definovanie
konkrétneho stroja najdélezitejsie zadat 6-funkciu. Ta popisuje ako sa ma spravat stroj.
Ak je v stroj nejakom stave q a z pasky Cita symbol a, potom prechodovd funkcia
6(q,a) uréuje ako sa zmeni stav, ¢im sa ma na paske nahradi symbol a a kam sa
posinie Citacia hlava. §-funkcia je nezdvisla na konkrétnom vstupe. PouZiva sa pre
vietky dizky vstupov. Teda je uniformna.

Naproti tomu, pri neuniformnych modeloch nie je jedno pre aku dizku vstupu sa
realizuje vypocet. Z definicie BP (kapitola 1.1) je zrejmé, Ze konkrétny BP je navrhnuty
len pre vstupy rovnakej dizky. BP odkazuje na premenné priamo, ¢oho désledkom je
obmedzenie na fixnt dizku vstupu. Preto sme v definicii 1.1.7 na reprezentéciu jazyka
pouzili postupnost BP, pre kazdu dizku vstupu jeden program. Tym sme zarudili
moznost realizovat vypocet pre fubovolny vstup a dospiet k jeho akceptacii (vysledkom
je 1) alebo k zamietnutiu (vysledkom je 0). Stadi najst v postupnosti zodpovedajtci BP
kvstupu zadanej dizky. Prind8a to so sebou aj inG podstatni vlastnost. BP
v postupnosti sa nemusia na seba vObec podobat, moézu byt Uplne odlisné, cize
neuniformné. To je znacny rozdiel oproti uniformnym modelom. Tie musia na kazdom
vstupe ratat s rovnakym predpisom (pri TS 8-funkcia). Neuniformné modely si mozu
pre rozne dizky vstupov dovolit ratat plne rozdielne.

V nasledujucej casti ukdazeme, Ze toto naozaj pomaha asila neuniformnych
modelov (napriklad BP) je vac¢sia ako vypoctova sila TS.

2.1 Popisna sila branching programov

Vieme, Ze TS bez ohranieni akceptuju triedu jazykov, ktord sa oznacuje
Lpp - rekurzivne vycislitelné jazyky. Obsahuje aj velmi netrividlne problémy ako
napriklad problém zastavenia. Jednoduchym argumentom sa da ukazat existencia
jazyka nepatriaceho do Lgg. Sta¢i nam nato obycajné spocitanie velkosti mnoZin.
Vsetkych jazykov je nespocitatelne vela, TS je iba spocitatelne vela (vieme ich zoradit
lexikograficky do postupnosti). Preto musi existovat jazyk, ktory sa neda rozpoznavat
na Ziadnom TS. UkdZeme, Ze pomocou BP sa da reprezentovat fubovolny jazyk.



Lema 2.1.1: Pre kazdu funkciu f € B, (mnoZina vietkych booleovskych funkcii nad n
premennymi), existuje BP, ktory tuto funkciu realizuje.

Dokaz: Indukciou vzhladom na n (pocet premennych). Baza indukcie je z definicie 1.1.4
jasnd. BP vedia realizovat [ubovolnu booleovsku funkciu z By — konstantnu funkciu. To
budu iba samotné listy. Predpokladajme teda, Ze vieme urobit BP pre vsetky funkcie
zmnozin By, By, ...,B,_1. Funkciu f(xq,..,x,) € B, dekomponujeme pomocou
Shannonovho pravidla na tvar x;-f(1,x,...,%,) +x7 - f(0,x5,...,x,). Funkcie
f1,x5, ..., %) =f1 a f(0,x5,...,x,) = fy su vlastne booleovské funkcie nad n — 1
premennymi, preto mame podla indukéného predpokladu pre ne BP. Podla definicie ak
mame BP pre funkcie f; a f; potom vieme urobit aj BP pre ich kompoziciu v premennej
X4, €o je funkcia f. ]

Pre definovanie jazyka sa pouZiva postupnost BP, zktorych kaidy realizuje
charakteristickt funkciu mnoziny slov jazyka s konkrétnou dizkou. Cize pomocou lemy
vyssie fahko ukazeme, Ze BP vedia definovat lubovolny (aj nie rekurzivne vycislitelny)
jazyk.

Lema 2.1.2: Nech L je fubovolny jazyk nad bindrnou abecedou, potom k nemu existuje
postupnost branching programov {P;};2,, ktora ho reprezentuje.

Dékaz: Pre kaidé j definujeme booleovsku funkciu f; na j premennych ako
charakteristickt funkciu L N {0,1}/. Podla lemy 2.1.1 sa da ktejto funkcii zostrojit
BP P;. Zjavne postupnost takto definovanych BP reprezentuje jazyk L. [

Vidime Ze neuniformné modely maju vypoctovu silu este vacsiu ako uniformné.
BP ale nie su jedinym skimanym neuniformnym modelom. ESte pred BP sa zaviedli
booleovské (logické) obvody. KedZe sa na ne vpraci niekolkokrdt odvoldvame,
v nasledujucej ¢asti ich zadefinujeme.

2.2 Booleovské obvody

Model booleovskych obvodov (boolean circuit) tvori vo svete vypoctovych modelov
analégiu k obvodom v hardvéri. Pozostava z logickych hradiel, ¢o su vlastne booleovské
funkcie s jednym vystupom. Hradla su navzajom rézne poprepajané. Bity vstupu a su
privedené ako vstup na niektoré hradla. Vystupom su vystupy z hradiel, ktoré uz
nevedu do Ziadneho hradla. Evidentne je délezité ako zvolime funkcie, ktoré moézu byt
hradlami. Tieto funkcie sa nazyvaju bdza a najcastejSie sa pouzivaju také, ktoré tvoria
uplny systém. Ako napriklad {A, V, =}

Definicia 2.2.1: (1) Nech Q je baza funkcii s jednym vystupom. Booleovsky obvod nad
bazou Q funguje pre konkrétne n na vstupe x;, ..., x,. Obvod je zloZeny z konec¢ného
poctu hradiel G(1),...,G(t). Hradlo G(i) pozostava z typu w; € Q a predchodcov. Ak

funkcia w; € By(;), potom predchodcovia su N(i)-tica (P(l),...,P(N(i))). P(i) je
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prvkom z mnoziny {0,1,xy, ..., x,, G(1), ...,G(i — 1)}. Pomocou resg(;)(x) oznacime
funkciu realizovant v G (i) na vstupe x, potom vystup obvodu definujeme induktivne.

Ak I je vstup, potom res; je rovné I. Ak G(i) = (wl-, (P(l), ...,P(N(i)))), potom

’

resgi(x) = w; (resp(l), ...,resP(N(l-))). Vystupny vektor je (yy, ..., Vi), kde y; je bud
vstup, alebo hradlo. Funkcia, ktoru cely obvod realizuje je f s n vstupmi a m vystupmi.
f = (f1, ., fim), f; je funkcia realizovana v y;.

Obvody si mézeme, podobne ako BP, predstavit ako orientovany acyklicky graf.
Jednotlivé vrcholy su funkcie z bazy. Do listov privedieme vstupy a konstanty (0, 1),
potom postupne vyhodnocujeme funkcie vo vrcholoch, ktoré maju uz vsetky vstupy
zname (takto vyhodnotime najprv vrcholy ,nad” listami a pokracujeme az k vystupom
z obvodu). Reprezentacia formdlneho jazyka je definovana ako pri BP (definicie 1.1.6
a 1.1.7), poutZije sa pri nej model obvodu s jednym vystupnym bitom. Je zrejmé, Ze
jeden obvod sluzi iba pre konkrétnu dizku vstupu, preto su obvody neuniformny
vypoctovy model.

Na obvodoch sa definuju miery popisujluce zloZitosti. Velkostou obvodu C sa
oznacuje pocet hradiel v obvode. Hibka C oznauje najdlhsiu (v poéte hradiel) cestu od
niektorého vstupného bitu k vystupu. C(f) oznacuje velkost najmensieho obvodu pre

.....

vstupnym stupfiom 2, o znamena, Ze hradla nemaju viac ako 2 vstupy.

Priklad booleovského obvodu C pre funkciu f (x4, x5, x3) je naértnuty na Obr. 4.
Funkcia f je charakteristickou funkciou mnoziny L N {0,1}3 pre jazyk L z prikladu 3
v kapitole 1.3. f(x;,x,,x3) = 1 prave vtedy, ked pocet vstupnych bitov nastavenych
na 1 je aspon 2. Preto k f zodpovedd formula x;x, Vv x,x3Vx;x3. Booleovsky obvod C
sa sklada z dvoch vrstiev. Vstupy su po dvoch privedené do hradiel reprezentujicich

X1 Xz X3

Y1
Obr. 4: Booleovsky obvod pre vstup dizky 3, s velkostou 4 a hibkou 2
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konjunkcie. Vystupy z tychto hradiel su vstupom pre hradlo reprezentujice disjunkciu.
Lahko vidiet, e takyto obvod definuje funkciu f. V obvode st 4 hradla, hibka je
rovna 2. Hradlo s disjunkciou ma vstupny stupen 3. Ak trvame na hradlach s dvoma
vstupmi, potom musime toto hradlo nahradit dvoma disjunkciami. Zvysi sa tym velkost
aj hibka obvodu.

Neuniformnost nemusi vZdy vyhovovat a preto sa zaviedli uniformné obvody.
Obvodu lahko priradime kéd. Kazdému hradlu prislucha stvoricu (i,1,7,t), kde i je
poradové Cislo hradla, [ (resp. r) je Cislo lavého (resp. pravého) predchodcu a t je Cislo
funkcie z bazy (efektivne ich ocislujeme). Postupnost obvodov bude uniformna ak sa da
takyto kéd generovat na TS.

Definicia 2.2.2: (1) Postupnost booleovskych obvodov S = {C,},s0 (¢, oznaluje
velkost C,,) je BC-uniformna®, ak existuje TS, ktory zo vstupu 1™ vygeneruje kdd pre Cn
a jeho priestorova zlozZitost je ohrani¢ena 0 (logc,,).

Podobne sa daju definovat aj iné typy uniformit, vacsinou zmenou kédu alebo
ohraniceni na TS. Takéto ,,zuniformnovanie” sa da spravit aj pri BP.

V ramci obvodov sa definovali triedy NC! (Nick’s class), ktoré sa stali triedami
efektivne paralelne rieSitelnych problémov. Doévod je jednoduchy. Vyhodnotenie
obvodu C na poditaéi sa robi v ¢ase, ktory zodpoveda hibke obvodu. Pritom sa musi ist
paralelne (od kazdého bitu vstupu stcasne).

Definicia 2.2.3: Trieda NC' je trieda tych problémov, ktoré sa daju riesit na
booleovskych obvodoch s hibkou 0(log' n ), velkostou n°™ a ohrani¢enym vstupnym
stupriom 2. NC = U;»o NC*

2.3 Neuniformny Turingov stroj

Postupnost BP (resp. booleovskych obvodov) méze pre rozne dizky vstupov pouzit
rézne programy. To je dovod preco sa nedaju BP simulovat na beznom TS. Samotny
vypocet by nebolo tazké prebehnut aj na TS. Takyto TS by musel poznat isty kod BP pre
vstup konkrétnej dizky, aby mohol odsimulovat vypocet. Problém je prave zostrojit
tento kdéd. BP v postupnosti na definovanie jazyka moézu byt natolko rozne
(neuniformné), Ze sa ich kddy nedaju skoneénym pocétom stavov generovat.
V predoslej ¢asti sme spomenuli moznost ako sa z obvodov a BP daju urobit uniformné
modely. Tie sa uZ daju fahko simulovat na TS, kedZe stroj mo6zZe ich kéd generovat. Da
sa ist na to aj opacne, priddme kTS nieCo, ¢o z neho spravi neuniformny model.
Zaviedol sa model neuniformného TS (8), tiez sa oznacuje ako TS s ndapovedou. K stroju
sa pridava k stroju referen¢nu pasku (ordkulum), na ktorej moze mat ¢okolvek, ¢o radi
pri vypocte.

4 podla autorov Borodin, Cook
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Definicia 2.3.1: Neuniformny Turingov stroj je Turingov stroj’ sjednym orakulom —
paskou iba na &itanie, ktorej obsah zavisi len od dizky vstupu anie od vstupu
samotného. Priestorovd zloZitost takéhoto stroja je sucet miesta pouZitého na
pracovnej paske a logaritmu z dizky ordkula.

Nezaujima nas obsah orakula ale len jeho diZka. Preto je poutity logaritmus dizky
orakula pri definicii priestorovej zloZitosti.

Cobham vo svojej praci (9), prvy krat ukazal vztah medzi priestorovou zloZitostou
neuniformného TS a velkostou branching programu. (Symbolom S;(n) oznatime
priestorovi zloZitost neuniformného deterministického TS, ktory vyhodnocuje
postupnost funkcii f = {f,,}, kde f,, € By)

Veta 2.3.1: (6) Nech f = {f,,} je postupnost booleovskych funkcii f,, € B,,, potom plati:
1) S¢(n) = 0(log s;(n)), kde s;(n) = max{BP(f,),n}
2) BP(f,) = 20(s2M)  Kde s,(n) = max{Sf(n),logn}

KedZe booleovské funkcie f € B,,, ktoré zavisia od vietkych premennych®, maju
BP o velkosti aspori n a TS so sublogaritmickou paméatovou zloZitostou vedia riesit len
velmi jednoduché problémy, méZeme vysledok vety zhrnit do rovnosti S¢(n) =
0(log BP(f;,)). V Uvode prace sme spomenuli, Ze BP zachytdvaju priestor na TS. Prave
o tom hovori veta. Deterministicky priestor na TS je ekvivalentny logaritmu velkosti BP
pre danu postupnost funkcii.

Dokaz: Nech B, je BP o velkosti BP(f;) pre funkciu f,,. B, budeme simulovat pomocou
neuniformného TS na vstupe dizky n. Ako obsah ordkula zvolime kéd P,. Kéd budu
tvorit Stvorice, kde bude zapisané Cislo vrcholu (nato potrebujeme O(log BP(f;))
bitov), Cisla nasledovnikov v poradi po hranach 0, 1 (obe po O(log BP(f;))) a Cislo
premennej zo vstupu (0 (logn)), na ktoru sa odkazuje vrchol. Listy budi mat Specidlne
kody, kde bude cislo vrcholu, nasledovnikom ddme pevnd hodnotu O a namiesto
indexu vstupu tam bude oznacenie listu (0, 1).

Takychto $tvoric bude na péaske O(BP(f,)), preto ditka ordkula bude
0(BP(f,)(log BP(f,) +logn)) = O(BP(f,)(log s1(n))). Stroj najprv prekopiruje na
pracovnu pasku Stvoricu s koreflom (tu si ddme na ordkulum ako prvu), potom
dekdduje ¢omu sa rovna bit vstupu, ktory prislicha koreriu. Podla neho vyberie Cislo
nasledovnika, pohlada na ordkule Stvoricu, kde je vrchol s prislusnym ¢cislom,
a prekopiruje ju na pracovnu pasku. Znova ndjde prislusSny bit na vstupe
a nasledovnika. Takto pokracuje, az narazi na list, vtedy podla jeho hodnoty akceptuje
(vysledkom je 1), alebo zamietne (0).

5 v . s . v . .
Uvazujeme definiciu TS so vstupom len na Citanie a s oddelenou pracovnou paskou.

6 . . . . T
Formdlne, neexistuje premenna x; taka, ze [ (xq, ..., X;_1, 0, Xj41, «» X5) = f (X1, ey Xi21, 1, X1, oo Xpr)
pre fubovolné ohodnotenie premennych xy, ..., Xj_1, Xj 41, ) Xn-
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Na pracovnej paske potrebuje TS miesto O(log BP(f,) +logn) = O(log s,(n)).
Celkova pamatova zloZitost bude sucet logaritmu pouZitého miesta orakulom a miesta
pouzitého na pracovnej paske.

log (0(BP(f,)(log 5,(n)))) + 0(log s, (n))

= 0(log(BP(fy) log s;(n))) + 0(log s,(n))
= 0(log BP(f,,) + loglogs;(n)) + 0(log s;(n)) = 0(log s;(n))

Opacne, nech M je neuniformny TS pre vstupy dizky n vyhodnocuje fn s priestorom
Sf(n). Oznatme F pocet stavov M aT pocet symbolov pracovnej abecedy stroja M.

Orakulum nie je dlhsie ako 25rM |ebo logaritmus miesta pouzitého ordkulom je mensi
ako S¢(n). Pocet konfigurdcii na pracovnej paske je ISr™M | potet moznych pozicii hlavy
na vstupe je n a na pracovnej paske Sf(n). Celkovy pocet konfiguracii sa da odhadnut
ako

F-n-Sn)- 2Sr(M) . 1S — 90(s2(W)

Kazdy vrchol BP, ktory bude simulovat M na vstupoch dizky n, bude reprezentovat
jednu konfiguraciu M. Koreflom bude pociatoénd konfiguracia, akceptacné
konfiguracie (M da vystup 1) budu listy s oznacenym 1 a zamietacie konfiguracie (M da
0) listy s 0. Ak v nejakej konfiguracii A Cita zo vstupu i-te policko, potom prislusny
vrchol bude mat oznacenie x;, nasledovnikom po hrane 0 bude vrchol zodpovedajuci
konfiguracii, ktord nasleduje po A4, ak je i-te policko 0, pre 1 podobne. NembZe sa nam
stat, Ze takto vytvoreny graf bude cyklicky. To by znamenalo zacyklenie nasho stroja M,
¢o je vspore s tym, ze M je deterministicky a realizuje funkciu f,,. Takto vytvoreny BP
pocita funkciu f,, na vstupe dizky n a ma pozadovanu velkost. [

Podobne sa daju simulovat aj booleovské obvody. Na ordkulum si vyberieme kod
obvodu a simulujeme vypocet.

2.4 Triedy X/Poly

Na klasickych (uniformnych) TS sa zavddzaju rozne zloZitostné triedy pomocou
ohraniceni. Ohrani¢enia m6zu byt na ¢asovu, alebo priestorovu zloZitost.

Definicia 2.4.1: Trieda P (resp. NP) je trieda tych problémov (jazykov), ktoré sa daju
rieSit na deterministickom (resp. nedeterministickom) TS, ktory na kazdom vstupe x
dizky n dospeje k vysledku (akceptovanie, alebo zamietnutie) v éase (pocte krokov)
mensom ako p(n). Kde p je nejaky polynom.

Pomocou tychto tried sa definuje aj najznamejsi otvoreny problém P =? NP.
Teda ¢i deterministické a nedeterministické TS v polynomidlnom ¢ase akceptuju tu istu
triedu jazykov.
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Definicia 2.4.2: L (resp. NL) je trieda jazykov rozpoznavand deterministickym (resp.
nedeterministickym) TS, ktory na vstupoch x dizky n nepouzije viacej ako 0(logn)
miesta na paske.

K tymto znamym triedam sa daju definovat neuniformné ekvivalenty. Pomocou
pridania orakula.

Definicia 2.4.3: Nech X je trieda jazykov definovana TS s nejakymi ohrani¢eniami
(napr. P). Potom X /Poly je trieda jazykov definovand neuniformnymi TS s tymi istymi
ohrani¢eniami, ktoré pouzivaju orakulom s dizkou ohrani¢enou n°®, kde n je dizka
vstupu.

Cize P/Poly je trieda jazykov rozoznavanych neuniformnymi TS pracujdcimi
v polynomialnom ¢ase, ktorych ordkulum nemd vacsiu ako polynomialnu dizku. Na
zaver uvedieme vetu, ktorad vystihuje BP s polynomialnou velkostou (teda efektivne)
v hierarchii neuniformnych tried X /Poly.

Veta 2.4.1: (9) Triedy PBP a L/Poly su ekvivalentné.

Dokaz: Ako dokaz vety 2.3.1. KedZe mame BP s polynomialnou velkostou, ich kéd sa
zmesti na orakulom. UloZenie kédu jedného vrcholu na pracovnu pasku potrebuje
O(log n) miesta. Preto stroju M, ktory ma tento BP simulovat, statia obmedzené
zdroje z L/Poly. Naopak, pocet konfiguracii stroja M z triedy L/Poly sa da ohranicit
polynomialne, preto staci na simulaciu BP s polynomialnou velkostou. [

Viac vztahov medzi triedami X/Poly a neuniformnymi modelmi (ako BP,
booleovské obvody, switching networks...) sa da ndjst v ivode (10).
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Kapitola 3
Branching programy

s ohraniceniami

V tejto kapitole sa pozrieme nato ¢o sa stane s popisnou silou BP ak ohranic¢ime
niektory zdroj. Zakladné zdroje, ktoré mézeme ohranicit si spomenuté v definicii 1.2.1.
Je to velkost a hibka. Lema 2.1.2 ndm hovori, ze kazdy formalny jazyk (funkcia) sa da na
BP realizovat. BP, ktory sa v dokaze pouzije, ma hibku n a velkost 2". Cize nema zmysel
skimat ohranicenia velkosti slabsie ako exponencidlne. Z vety 2.4.1 vidime, ako sa
spravaju BP s polynomidlnou velkostou. Na druhej strane obmedzit velkost az pod n uz
prinesie znacné zredukovanie popisnej sily. Dovodom je fakt, Ze BP pre funkciu z B,,,
ktord zavisi od vietkych premennych, potrebuje aspofi n vrcholov. Dalej sa preto
pozrieme na ohranicenia Sirky a poctu ¢itani jedného bitu vstupu.

3.1 Branching programy s ohranicenou Sirkou

Zjavne BP s ohranienou Sirkou na 1 dokadzu popisat iba trividlne funkcie, lebo by
v grafe existovala prave jedna cesta, po ktorej musi vypocet postupovat. Ale uz aj
najmensie zmysluplné ohranicenie Sirky stac¢i na definovanie fubovolného jazyka.

Lema 3.1.1: Do triedy funkcii reprezentovanych pomocou BP so Sirkou 2 (I/,) patria
vietky booleovské funkcie (formalne jazyky).

Dokaz: Podobne ako pri leme 2.1.2 ndm staci ukazat, Zze ku kazdej funkcii f € B,
existuje BP z W,, ktory tuto funkciu realizuje. K funkcii f existuje booleovska formula A
v disjunktivnom normalnom tvare, ktord popisuje tuto funkciu.

A=A, VA,V ..VA,

Kde A; je konjunkcia literdlov. Nech v A; je k literdlov, potom BP pre A; bude mat
k + 1 Urovni. Dva vrcholy na jednej Urovni budd mat za ulohu simulovat, ¢i méze byt
klauzula A; este splnend, alebo uz nie. Vrcholy prvého typu plus akceptaény vrchol na
k + 1 drovni budt tvorit mnozinu S a druhého spolu so zamietacim vrcholom mnozZinu
N. Na j-tej Urovni sa bude testovat vstup pre j-ty literdl z A;. Z vrcholu v mnoZine N
pbjdu obe vystupné hrany do vrcholu z N na j + 1 drovni. Z vrcholu v § p6jdu hrany na
J + 1 vrstvu podla toho ¢i je j-ty literdl kladny (vtedy p6jde O hrana do vrcholuz N a 1
do S), alebo zaporny (naopak). Lahko vidiet, Ze takyto BP realizuje funkciu s predpisom
A; a jeho vypocet vidy konci na poslednej urovni.
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Obr. 5: Priklad vytvdrania BP so Sirkou 2 pre formulu v disjunktivnom normdlnom tvare. Symbolom X
(resp. X) je oznacend niektord premennd, ktord sa vyskytuje ako kladny (resp. zdporny) literdl v A;.

BP P pre f ziskame zloZenim tychto Ciasto¢nych BP. Akceptacné vrcholy nechdme
akceptacnymi aj v P. Zaneme z BP pre A;, namiesto jeho zamietacieho vrcholu dame
koren BP pre A, atak dalej aj po posledny BP pre A,,, kde uz nechame aj zamietaci
vrchol. Vysledny BP je zobrazeny na Obr. 5. Zjavne BP P realizuje disjunkciu A; V ...V
A, preto P realizuje f. [ |

Dlho sa myslelo, Ze obmedzit Sirku na konstantu takmer pre vsetky funkcie
znamena exponencialnu zloZitost. Podarilo sa to vyvratit Barringtonovi.

Veta3.1.2: (2) Triedy PBP skonstantnou Sirkou (Wy(y)) aneuniformné NC?! sa
rovnaju.

Barrington na dokaz tejto vety pouzil Specidlny model permutaénych BP. Ukazal,
7e permutaéné BP so S$irkou 5 a polynomidlnou hibkou definuju tu istd triedu ako
neuniformné NC! a PBP skonstantnou 3irkou. Veta moZe byt prevedend aj na
uniformny charakter.

Je zndmy vysledok NC! € L (11), nevie sa &i s tieto triedy rozdielne. Ich vztah sa
da konvertovat do reci BP. Veta 2.4.1 hovori, Ze PBP a L je ta ista trieda. Ak by sa teda
podarilo ukazat, ze kazdy BP z PBP sa da simulovat BP s ohranicenou Sirkou, pri
polynomidlnom naraste velkosti. Potom by sa podla vety 3.1.2 ukdazala rovnost
NC?' a L. Naopak, ak by sa podarilo ukazat superpolynomialny dolny odhad na velkost
BP s konstantnou Sirkou pre funkciu reprezentovanu BP z PBP, potom by sa ukazalo
NC?' # L. Stale je to otvoreny problém.

3.2 Read k-times only branching programy

Snaha bola najst prirodzend hierarchiu definovani pomocou ohrani¢eni na BP.
Na booleovskych obvodoch dobre funguje hierarchia NC!, formalne definovana
v kapitole 2.2. Na BP mbézeme obmedzit pocetnost Citania jedného bitu vstupu pocas
vypoctu.

Definicia 3.2.1: Branching program P je read k-times only branching program (BP), ak
kazda premenna zo vstupu je na fubovolnej ceste od korena k listom testovana najviac
k kréat. Velkost takéhoto programu budeme oznacovat BP,(P) (velkost najmensieho
read k-times only branching programu pre funkciu f ako BP,(f)). Read 1-time only BP
sa oznacuju ako read-once BP.
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RozliSuje sa medzi sémantickym read k-times only BP, vtedy sa obmedzenie tyka
ciest, ktoré mozu byt vypoctami a syntaktickym, kedy sa obmedzenie na Citanie vstupu
tyka vSetkych orientovanych ciest (aj takych, ktoré nie su dosiahnutelné). Pokial
nenapiSeme inak pod BP, myslime syntakticky. V BP; ku kaZdej ceste od korena
k niektorému listu existuje vstup, ktory tuto cestu aktivuje. Dovod je ten, Ze na
nedosiahnutelnej ceste sa musi testovat premennd aspon dva krat, ¢o sa na BP; neda.
Preto medzi syntaktickym a sémantickym BP; nie je rozdiel. Vac¢Sinou sa Studovali
syntaktické BP,, aj ked prirodzenejSie su sémantické. Nedosiahnutelné cesty nas
nemusia zaujimat, ved neexistuje vypocet ktory by taku cestu sledoval. DIho bola
otvorend otazka, ¢i su triedy polynomidlnych syntaktickych a sémantickych BP,
ekvivalentné. Odpoved priniesli Beame, Saks a Thathachar (12). Ukazali funkcie, ktoré
su na sémantickych BP, lahké (polynomidlne), ale na syntaktickych BP, ostdvaju tazké
(exponencidlne).

BPy, je vlastne model s ohrani¢enou hibkou, kedZze hibka BP;, nemoze byt viacej
ako k -n. Tym ale nie je obmedzena jeho vypoctova sila, nakolko aj BP; dokdzu
definovat vsetky jazyky (program z lemy 2.1.1 je read-once).

Symbolom DT (P) oznacime velkost BP P, ktorého graf je strom (rozhodovaci
strom). Hierarchia je definovand nasledovne.

Definicia 3.2.2: (13) Nech C je nejaka zloZitostnd miera pre booleovské funkcie. Potom
C(P) je trieda vsetkych postupnosti booleovskych funkcii f,, € B, takych, Ze
C(f,,) < p(n) pre nejaky polynom p.
Zrejme platia vztahy

DT(P) € BP,(P) € --- € BP,(P) € BP,,,(P) € --- € BP(P)

Teda to ¢o sa da definovat pomocou BP; s polynomialnou velkostou sa da aj na
BP,.1. Uplne prva inklizia je zrejmd z faktu, 7e BP s grafom, ktory je strom, nema
preCo testovat nejakd premennu viackrat. Ked sa vypocet dostane do vrcholu v
a predtym sa testovala premenna x;, v podstrome s koreiom v je zndma hodnota
premennej x;.

Plati vztah DT (P) < BP;(P), napriklad funkcia parity 1 na vstupe sa da na BP,
s velkostou O(n), ale na rozhodovacich stromoch potrebuje az exponencialnu velkost.

Zaujimavsiu vlastnu inkliziu dokazal Wegener (13). Podarilo sa mu ukazal, Ze
BP,(P) c BP,(P). Pouzil nato funkciu ,exactly half clique”.

Definicia 3.2.3: (13) Exactly half clique ECLIQUE, je funkcia vSetkych neorientovanych
grafov s po¢tom vrcholovn, ktoré obsahuju kompletny podgraf o [n/2] vrcholoch
(half-kliku) a zvysnych |[n/2] vrcholov je izolovanych. Vstupom je ('21) bitov x; ;
(1 <i<j < n), ktoré tvoria maticu susednosti grafu (x; ; = 1 vtedy a len vtedy, ked
medzi vrcholmi i a j je hrana).
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Wegener v zavere svojej prace (13) vyslovil domnienku, Ze pre vSetky k > 1 plati
vztah BP;,, (P) € BP;.,,(P). Uviedol aj kandidatov na odseparovanie jednotlivych tried.
Uplnad separacia sa podarila az Thathacharovi (14). Ukazal funkcie (pre kazdé k),

ktorym staci na definovanie BPy.,, s linedrnou velkostou, ale BP;, na ich reprezentaciu

1/k+12

. 1) ’ v -2k}, —4 v . .7 1’
potrebuje velkost aspon 29(n k ), ¢o je exponencidlne vela.

V suvislosti s BP, sa €asto pouzivaju aj nedeterministické BP. Tie si, podobne ako
iné nedeterministické modely, m6zu pocas vypoctu ,tipnut“ ako budu pokracovat.

Definicia 3.2.4: (15) Nedeterministicky BP (NBP) obsahuje aj vrcholy sdvoma
vystupnymi hranami, v ktorych sa nedita Ziadna premennd zo vstupu. V nich vypocet
pokracuje niektorou ztychto 2 hran (nedeterministicky sa uhdadne). Funkcia
reprezentovana NBP P vracia na vstupe a hodnotu 1, ak v P existuje vypocet, ktory
skondi v liste s oznacenym 1.

PouZiva sa aj definicia, v ktorej maju vrcholy lubovolny pocet vystupnych hrén,
z nich niektoré maju oznacenie 1, ostatné maju 0. Lahko vidiet Ze takato definicia je
ekvivalentna z vyssie uvedenou. Nedeterministické read k-times only BP (NBP)) su
potom definované podobne ako v definicii 3.2.1.

3.3 Read (1, +k)-branching programy

Daldim moinym zovieobecnenim BP, su programy, ktorym povolime niektoré
premenné Citat viackrat. Ako uvidime v kapitole o dolnych odhadoch, na BP; sa
podarilo dokdzat rézne netrividlne tvrdenia o ich velkosti. Zaroven BP) (k = 2) dlho
uspeSne odolavali akymkolvek pokusom o ziskanie netrividlnych odhadov pre ich
zloZitost. Preto sa medzera medzi BP, a BP, rozbila ma mensie pomocou
(1, +k) —branching programov, kde najviac k premennych dovolime ¢itat viackrat.

Definicia 3.3.1: BP P sa nazyva read (1, +k), ak pocet premennych, ktoré sa testuju na
ceste z korena do niektorého listu viac ako raz nepresiahne k.

Podobne ako pri BP, rozliSujeme medzi syntaktickymi a sémantickymi
obmedzeniami. Rovnako mdzeme zaviest aj nedeterminizmus do vypoctov.

Trieda polynomialnych (1,+k) — BP sa ukazala byt slabsia ako polynomialnych
(1,+(k + 1)) — BP. Ato aj pre vieobecny (sémanticky) pripad. Tento vysledok
dosiahli Savicky a Zak (16).
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Kapitola 4
Dolné odhady zloZitosti branching

programov

Jednym z najtaisich azaroven najdolezitejSim problémov zloZitosti je urcovanie
dolnych odhadov pre explicitne definované jazyky (pri BP postupnosti funkcii). Horné
odhady sa hladaju relativne lahko, hovoria otom, Ze existuje inStancia BP, ktora
reprezentuje zadanu funkciu s konkrétnou zloZitostou. Nato staéi program najst
a ukazat, Ze mu stacia obmedzené prostriedky. Naproti tomu pri dolnych odhadov,
potrebujeme ukazat neexistenciu BP, ktory by definoval funkciu so zloZitostou mensou.
Nie je problém ukazat niektoré slabé dolné hranice na zloZitost. Ale uz napriklad
kvadratické hranice su velmi tazké. Prave velké dolné odhady nas zaujimaju, bez nich
sa neda dokazat, Ze nejaky BP je optimalny. Ked' sa horny a dolny odhad rovnaju, ziskali
sme asymptoticky presny odhad zlozZitosti problému. Pokial sa ale nerovnaju, stale sa
mobZe stat, Ze na popisanie funkcie existuje aj efektivnejsi BP ako pozname.

Prvy problém je samotnd definicia explicitne definovanej funkcie. Ak kazdej
funkcii na n premennych priradime nejaky kdéd (napriklad pravdivostnu tabulku)
a usporiadame ich lexikograficky podla tohto kodu. MoéZeme potom definovat
postupnost funkcii nasledovne. f; bude prva funkcia na i premennych, pri ktorej BP
potrebuje na jej realizaciu velkost aspori i3. Ziskat dolny odhad na takejto postupnosti
nie je Ziadny problém, ale inak o nej vela nevieme. Preto sa takto urcend postupnost
nepovazuje za explicitne definovanu. Pokial sa vyhneme podobnym trikom pri popise
postupnosti, tak skoro vsetko prakticky pouzivane funkcie su explicitne definované.
Formélne (1), postupnost {f;};=, mdieme chapat ako explicitne definovanu ak
UiZofxy - %1 fi Cxq, o x)) = 1} € NP.

Najjednoduchsi horny odhad ndm dava dokaz lemy 2.1.1. BP pre funkciu f nad n
premennymi skonstruovany podla postupu z dékazu bude mat tvar Uplného binarneho
stromu s hibkou n. Cize kazda booleovskd funkcia sa d4 ma modeli BP vyhodnotit
v 0(n). Takyto strom ma ale a7z 2" — 1 vnutornych vrcholov, preto na kaidu funkciu
sta¢i BP s velkostou 0(2M). Ziskali sme sice linedrnu hibku na Ukor exponencialnej
velkosti. Teraz ukdzeme, Ze pre skoro vietky funkcie potrebujeme exponencialne velky
BP.
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Lema 4.0.1: Najviac s-n®-(s+ 1)?/s! réznych funkcii f € B, mbie byt
reprezentovanych BP s velkostou s.

Dokaz: Uvazujeme striktnu definiciu BP (graf, ktory ma len dva listy, jeden pre 1
a druhy pre 0). To urcite nezmensi silu BP. Graf pre BP ma s vnutornych vrcholov,
kazdy z nich moze byt oznaceny jednou premennou z n moznych. Vystupné hrany
mozu ist do jedného zs — 1 vnutornych vrcholov, alebo do niektorého listu. Koren
modzeme zvolit lubovolne z s vrcholov. To ndm zatial dokopy dava s -nS- (s + 1)%S
moznosti pre oznacenia vrcholov aich vzajomnych poprepdjani. Obsahuje to aj
syntakticky nekorektné programy, napriklad su tam cyklické grafy. To nijak nevadi lebo
robime odhad zhora. V skutocnosti réznych funkcii bude ovela menej. Permutécii
vrcholov je s!, kazda permutdcia (ak je syntakticky sprdvna) realizuje tu istu booleovsku
funkcie, lebo vysledok nezavisi od usporiadania vrcholov, ale iba od ich oznageni. Cize
tvrdenie lemy plati. [

Veta 4.0.1: (6) Pre skoro vietky’ booleovské funkcie f € B, plati, 7 BP na ich

. , , , . 2n 1
realizaciu ma velkost aspon s(n) = —(1 — —).
pofi s(n) = — =

Dokaz: Vyuzije sa fakt, Ze vSetkych booleovskych funkcii na n premennych je 22",

Zoberie sa z toho c¢ast funkcii s poctom 22 a ukaze sa, Ze aspon jedna z tychto
funkcii nie je reprezentovatelna BP s velkostou s(n). To sa podari na zaklade lemy
4.0.1, kde stadi ukazat

s 2s 2n—on/2 _2"(,_ 1
s.nS-(s+1)5/sl <2 ,kdes-n(l \/H)

pre nejaké velké n. |

Tato veta hovori otom, Ze skoro vsetky booleovské funkcie st velmi tazké.
Potrebuju na svoju reprezentaciu BP s exponenciadlnou velkostou. Ak teda zoberieme
funkciu f taku, Ze pre kazdy vstup a zvolime f(a) = 1 s pravdepodobnostou 1/2,
mozeme pre nu o¢akavat BP s komplikovanou struktirou. Ni¢ ale nehovori o odhadoch
explicitne definovanych funkcii. Tie su spravidla lahSie, lebo maju predvidatelnu
Struktdru. Funkéné hodnoty sa nevyberaju nahodne, ale na zdklade istych vlastnosti
vstupu, preto staci overit v BP tieto vlastnosti, ¢o ich robi mensimi.

MozZeme sa pokusit ziskat dolné odhady na BP pomocou odhadov na inom
modely. Jednoduchd cesta sa zdaju byt booleovské obvody (definované v 2.2), kedze
sme ich uzZ viackrat spominali ako model velmi blizky BP.

Lema 4.0.2: Pre lubovolnu booleovsku funkciu f plati C(f) < 3 - BP(f).

Doékaz tejto lemy je jednoduchy, staci sa na vypocet BP pozriet v zmysle definicie
1.1.4 a hned je vidiet, Ze jeden vrchol BP sa da simulovat po pomocou 3 booleovskych

7 \ v v .z P ,
Vsetky, az na exponencidlne malu cast.
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spojok. Podla tohto tvrdenia, ak mdme dobré dolné hranice pre booleovské obvody
mame asymptoticky také isté hranice aj pre BP. Problém je ale ndjst vacsie ako linearne
hranice na obvodoch. Preto nam tato lema velmi nepomaha.

4.1 Neciporukova metdda

Neciporuk v roku 1966 publikoval svoju pracu (17), v ktorej uvadza metddu pre tvorbu
dolnych odhadov zlozZitosti explicitne definovanych funkcii na booleovskych obvodov.
Tato metdda sa da uspesne previest do reci BP. ZaloZena je na intuitivnom pozorovani,
Zze funkcia, ktord ma vela podfunkcii (¢o implikuje zloZita Struktiru) nemoze mat prilis
malu (jednoduchu) velkost obvodu (BP).

Definicia 4.1.1: Nech f je booleovska funkcia definovana na mnoZine premennych X,,.
Funkciu f' nazveme podfunkciou funkcie f, ak f' vznikla z f dosadenim konstant za
niektoré premenné z X,,.

Napriklad funkcia f(xy, x5, x3) = (x; A x5) V X3 ma ako podfunkciu f'(xy,x,) =
(x; A x,) ak za x5 dosadime 1.

Definicia 4.1.2: (6) Nech S je podmnoZina mnoZiny premennych (vstupov) X, a f je
booleovskd funkcia, potom kazdu podfunkciu, ktord vznikne z f substiticiou konstant
za premenné z mnoZiny X,, — S nazveme S-podfunkciou.

Ak zoberieme, za mnozinu S = {x,, x5}, potom funkcia f z prikladu vy3sie ma
nasledujuce S-podfunkcie. f; = X3 (ak za x; dosadime 0) a f, =x, VX3 (ak za
X, dosadime 1).

Veta4.1.1: (6) Nech X,, je mnoZina premennych, f € B, je booleovska funkcia
definovana na X,,, ktora zavisi od vsetkych svojich premennych. Nech Sj, ..., Sx € X,
su disjunktné podmnoZziny X,, a nech s; oznacuje pocet réznych S;-podfunkcii f, potom

k
BP(f) = Q( log—sl>

Luloglogs;
=1

plati

Dokaz: Pocet roznych BP o velkosti t realizujucich funkcie na r premennych je podla
lemy 4.0.1 zhora ohraniceny vztahom

tort-(t4+ D2/t <rt-t2, pret > 4 (i)

Ozna¢me 1; mohutnost mnozZiny S; a t; pocet vrcholov voptimalnom BP pre
f oznacenych nejakou premennou x € S;. Kaidd S;-podfunkcia f mozZe byt
reprezentovana BP o velkosti t;. Staci ak premenné mimo S; nahradime za konstanty.
V grafe BP to vykoname takto. Ak vrchol v ma byt nahradeny za konsStantu b,
zoberieme jeho predchodcov, oznaéme ich ako uy, ..., u;. Pre kazdého predchodcu u;
nech ide do v hrana b;. Potom vrchol, ktory je nasledovnikom v po hrane
prislichajucej konstante b pripojime na kazdy u; cez hranu b;. Do v nevedie uZ Ziadna
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cesta, Cize jeho ohodnotenie nijak neovplyviiuje vypocet. Tym sme dostali BP v ktorom
je za v dosadena konstanta b a zniZili sme jeho velkost o 1. Po vykonani vsetkych
substitucii urcite dostaneme BP s velkostou t;.

Podla odhadu (i) sa preto pocet S;-podfunkcii dd odhadnut
s <ttt (G + D2/t < nti-t2h pret; > 4 (ii)

Funkcia f zavisi od vietkych premennych, preto sa urcite kazdd aspon raz vyskytuje
ako ohodnotenie vrcholu a teda r; < t;. Vztah (ii) sa d4 odhadnut ako

s, < t;3t (iii)

Sporom ukdZzeme odhad pre t; = Q(logs;/loglogs;). Nech teda pre [ubovolnd
konstantu c¢ plati t; < c(logs;/loglogs;). Zvolime konstantu ¢ = 1/3 z platnosti
(iii) dostavame vztah

s; < (c - logs;/loglog s;)3¢Uogsi/loglogsi)
pouzijeme substiticiu a = logs; a upravime
a )(a/loga)

o < (2
3-loga

o a \(@/loga)
2 J—
0g " < log <<3 - log a) )

< (=) - logs—
. loga ogI’s-loga

loga <loga —logloga —log3
logloga < —log 3
logloglogs; < —log3

Poslednd nerovnost uréite neplati, lebo s; je kladné. Cize odhad pre t; plati.

KedZe velkost optimalneho BP pre f je zjavne sucet vSetkych t; dostdvame tvrdenie

k k 1
0gs;
BP(f)=zti =n< e ly)
Liloglogs;

vety

=1

Postup pri ziskavani dolnych hranic pomocou Neciporukovej metddy je:

3) Pokusime sa najst podmnoZiny S; premennych, ktoré nam vytvoria podfunkcie f.

4) Spocitame Cisla s; (pocet S;-podfunkcii) tak, Ze odhadneme pocet priradeni
premennym z X,, — S;, ktoré vedu k ré6znym podfunkciam.

5) Pomocou vety 4.1.1 ur¢ime dolnt hranicu.

Metddu budeme ilustrovat na probléme 3 — CLIQUE,,.
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Definicia 4.1.3: (13) Funkcia k — CLIQUE,, je funkcia, ktorej vstupom je (721) bitov x; ;
(1 < i <j < n), ktoré tvoria maticu susednosti grafu s n vrcholmi (x; ; = 1 vtedy alen
vtedy, ked medzi vrcholmi i a j je hrana). Vysledkom funkcie ma vstupe x je 1 prave

vtedy, ked graf G definovany vstupom x obsahuje kompletny podgraf s k vrcholoch
(k-kliku).

3 — CLIQUE je jazyk vSetkych neorientovanych grafov s n vrcholoch, ktoré maju
trojuholnik (K3). Hornd hranica pre tento problém sa dd na BP ziskat celkom
jednoducho.

Veta 4.1.2: BP(3 — CLIQUE,) = 0(n3).

Dokaz: Problém hladania 3-kliky sa da ekvivalentne prepisat do splnitelnosti
booleovskych formul ako A(n) = V15i<j<ksn(xi,jxj,kxi,k). Je to formula v disjunktivnej
normalnej forme, kde klauzuly su konjunkcie troch premennych, ktoré reprezentuju
hrany, medzi nejakou trojicou vrcholov. Ak je klauzula splnend, potom urcite tieto
vrcholy tvoria trojuholnik. Takto su tam v disjunkcii vSetky moiné trojice, ¢im je
zabezpecena ekvivalencia splnitelnosti tejto formule A(n) aexistencie 3-kliky
v zodpovedajucom grafe na n vrcholoch. Pre konjunkciu 3 premennych podfa lemy
2.1.1 urcite existuje BP o velkosti d.

Lema 4.1.1: Disjunkcia dvoch funkcii, ku ktorym existuju BP P; a P, o velkosti k a [ sa
da realizovat pomocou BP s velkostou k + [.

Dokaz: Zoberieme P; a P, vtvare s 2 listami (zjednotime vsetky listy s 1 do jedného
vrcholu, ¢im nijak nezmenime sémanticky vyznam programu, podobne pre 0). Vysledny
BP pre disjunkciu ziskame tak, Zze koren P, dame namiesto listu s oznaéenim O
v programe P;. Takto vzniknuty BP bude mat velkost k + [ a lahko vidiet, Ze realizuje
disjunkciu. [

Poet klauzdl v A(n) je (3), preto pocet disjunkcii v A(n) je (%) — 1. Jedna disjunkcia
dvoch BP s velkostami d sa da podla lemy 4.1.1 realizovat BP s velkostou 2d. Preto sa
(731) — 1 disjunkcii dd realizovat BP s velkostou (Z)d = 0(nd). m

Veta 4.1.3: (18) BP(3 — CLIQUE,)) = Q(n3/logn).

Dokaz: Budeme postupovat podla Neciporukovej metddy. Za mnoZiny S; zvolime
S; = {xi,iﬂ,xi”z, ...,xi'n} pre i =1,..,n— 1. Ako podfunkcie zoberieme 3-kliku na
grafoch sn —i + 1 vrcholmi. Preto pri ur€ovani Cisla s; zafixujeme vSetky premenné
Xk, =0 pre k={1,..,i} al ={1,..,n}, alebo k={1,..,n} al={1,...,i}. Teda
vietky hrany, ktoré by mali byt incidentné svrcholom zmnoZiny{1,...,i — 1}
nastavime na 0. Pre mnozinu S; mame graf G;, ktory ma ako vrcholy {i, ..., n}. MnoZina
S; obsahuje premenné prisluchajuce k hranam, ktoré su susedné z vrcholom i. Aby sme
naplnili definiciu podfunkcie a vyjadrili s;, musime este urcit pocet priradeny zvySnym
hranam v G;, ktoré budu viest k réznym podfunkciam. Priradime im také hodnoty, aby
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vytvérali spolu bipartitny graf srovnomerne rozdelenymi particiami {i +1,...,i +
[((n—1)/2]} a {i+[(n—1i)/2]+1,..,n}. Takychto priradeni mame na vyber
2l(n=0/2][(n=0/21 Akoby sme vyplnili tabulku susednosti iba na jednej $tvrtine, kde st
hrany medzi nasimi particiami. ZvySnym premennym (hrany v rdmci particii) priradime
hodnotu 0. Bipartitny graf sme volili preto, lebo neobsahuje trojuholniky (kedze je
bipartitnym nemdze obsahovat kruznice neparnej dizky).

Dalej musime ukazat, Ze k réznym priradeniam prislichaju rézne podfunkcie. Zoberme
2 rbzne priradenia a a b. Bez ujmy na vSeobecnosti nech sa liSia v premennej x; x
a nech v priradeni a sa x;j, = 1. Potom je podfunkcia f, na mnoZine S; pre priradenie
a rozdielna od podfunkcie f;,, pre priradenie b. Ked premenné z S; nastavime
nasledovne x;,, = 1 pre p € {j,k} a x;,, = 0 inak. Pre priradenie a existuje v grafe G;
trojuholnik {j, k,i} ateda vysledok f, =1 apre b urdite v G; trojuholnik neexistuje
(fp = 0). Pre dve rézne priradenia su S;-podfunkcie rézne, preto Cislo s; sa da zdola
odhadnut s; > 2l(n-0/2ll(n=/2]

Na zaver, ked uZz mame vypocitane Cisla s;, mdéZzeme odhadnut vyraz z vety 4.1.1.

(n —i)?

Y 0(n)

logs; =2 [(n —1)/2|[(n - 1) /2] =

loglogs; = 2logn

n—-1
log s; n—-0D?-0n)
BP(3 —CLIQUE,) = Q Z =
( QUEn) ( - loglogsl> ( 8logn
l:

-0 2 (-7 o)

Suma Yt (n— )% = Y 'n? = n3/3 + 0(n?) a teda pre dolny odhad plati

BP(3 — CLIQUE,) = Q| — n3+0(2) _of™
QUEn) = 8logn\ 3 n ~ "\logn

Rozdiel medzi hornym a dolnym odhadom pre funkciu 3 — CLIQUE,, je maly,
lisSia sa len o logaritmicky faktor. Algoritmus z vety 4.1.2 teda nemusi byt optimalny
a stale sa mozeme pokusat hladat lepsi, ktory dosahuje dolnd hranicu. Alebo mbézeme
vylep3ovat dolny odhad az na Q(n?), &im by sa algoritmus ukazal ako optimalny.

Pomocou Neciporukovej metdédy sa nedaju ziskat odhady vadésie ako

2
Q(lo;lz n) (6), kde n je pocet vstupov (vo vete 4.1.3 je n pocet vrcholov grafu a nie

pocet vstupov). Zaroven existuju funkcie, ktoré tuto hranicu, pouZitim tejto metddy,
dosahuju. Takou funkciou je napriklad funkcia ,,odliSnosti prvkov”.
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Definicia 4.1.4: Funkcia Distinct,, je booleovska funkcia, ktorej vstupom je m-tica
gisel zintervalu 1 az m?, kazdé zapisané bindrne pomocou 2 logm bitov. Pre vstup a
plati, Ze Distinct,,(a) = 1 préve vtedy, ked vSetkych m ¢isel zakddovanych v a je
navzajom réznych.

Veta 4.1.4: Znova pouzijeme Neciporukovu metddu. Za mnozinu §; zvolime premenné
na vstupe, ktoré zodpovedaju Cislu i (1 < i < m). Aby sme ur¢ili ¢islo s; musime urcit
pocet podfunkcii, ktoré vzniknu po dosadeni réznych konstant za premenné mimo ;.

Vyberieme tie priradenia kde su vsetky Cisla rozdielne. Tych je (nrl”_i), pre dve r6zne

priradenia su aj podfunkcie na nich definované rézne. Priradenia sa urcite liSia aspon
v jednom Cisle. Ak za S; zvolime prave reprezentaciu tohto Cisla, tak v jednom priradeni
bude vysledok funkcie, na nom definovanej, 1 a vdruhom 0. Teraz odhadneme vyrazy
log s; aloglogs;.

m? m2-..-(m*-m+1)
m-—1

logsi=10g< = log -1 .21
> log(m? - ...- (m?> —m/2 — 1)) = logm™/?

Predposledna nerovnost vychadza z faktu, ze (m — 1)(m — 2) < (m? —m + 1) a teda
sucin kazdej dvojice z menovatela v predchddzajucom vyraze je mensi ako fubovolny
Cinitel z Citatela.

2

m 2m?
loglogs; = loglog m—1 < loglogm
Odhad ziskame z vety 4.1.1, pre velké m plati

logs; - log m™/?

mlogm mlogm .m
~ 6

>
loglogs; — loglogm2m* ~ 2log(2m?logm) ~ 2log(m?)

.y S logs; N
BP(Distinct,,) = O — =0 E — | =a@m?
, 1loglogsi 6
l:

i=1

Velkost vstupu funkcie Distinct,, je n = 2mlog m. Teda sme dostali odhad

. . nz
BP(Distinct,,) = Q <10g2 n>

]
Pre explicitne definované funkcie na BP bez ohrani¢eni doteraz neexistuje ind
technika ako ziskavat netrividlne dolné odhady. Preto sa dalej pozrieme na isté

ohrani¢ené triedy. Snaha je pomocou vyskumu v oblasti hranic na ohrani¢enych BP
nazbierat dostatok vedomosti, aby sa dalo zautocit na vSeobecny pripad.
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4.2 Branching programy so Sirkou dva

Ak Sirku obmedzime na dva a pritom nedame Ziadne ohranienie na ostatné zdroje BP,
potom podla lemy 3.1.1 vieme definovat [ubovolny jazyk. PouZivat BP so Sirkou jedna
nema prilis zmysel. Takyto BP zvladne iba konStantné funkcie, lebo existuje v iom iba
jedna cesta. Prirodzené je ale zadat skimat BP so Sirkou dva. V tejto Casti sa budeme
opierat o pracu Borodina, Doleva, Ficha a Paula (19), ktori sa prvi zaoberali takto
ohrani¢enymi BP z hladiska dolnych odhadov zloZitosti. Z nej ¢erpame aj tvrdenia
v tejto kapitole.

Podobne ako vo vete 4.0.1 by sme dospeli aj k tvrdeniu, Ze skoro vsetky funkcie
musia mat v triede W, BP s exponencidlnou velkostou. Zaujimaju nas hlavne odhady
pre explicitne definované funkcie.

V (19) sa pouZiva jemnejSie delenie BP so Sirkou 2 na monoténne (zamietacie
vrcholy su povolené aZz na poslednej Urovni) a striktné (akceptacny a zamietaci vrchol
moze byt iba na poslednej urovni). Trieda striktnych BP so Sirkou 2 sa oznacuje ako
SW,. Kazdy vSeobecny BP so Sirkou dva s k akceptacnymi alebo zamietacimi vrcholmi
moze byt prirodzenou cestou rozlozeny do najviac k striktnych BP. Vieme, Ze
monoténne W, BP stadia na definovanie kaZzdej booleovskej funkcie (BP z dokazu
k leme 3.1.1 bol vlastne monotdnny), nevieme zatial aku triedu funkcii rozpozndvaju
BP z SW,. Dva vrcholy na jednej vrstve v striktnych BP zodpovedaju akoby dvom
réznym stavom. KedZe BP si mOZe pamatat nejaku informaciu iba tym, v ktorom
vrchole sa vypocet nachadza. Striktné nemaju moznost priebezne akceptovat, preto
trieda SW, neobsahuje vietky booleovské funkcie. O jej presnej sile hovori nasledujuca
veta.

Veta 4.2.1: (19) SW, je najmensia trieda booleovskych funkcii S, ktora obsahuje
konstantné funkcie O, 1, projekcie (funkcie g(xy, ..., x;) = x;, pre vSetky n a i) a ak
f € Saa,b suliteraly

1) f@a€ES
2) fAa€ES

3) fA(a@®b)ES
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1) 2) 3)

Obr. 6: Priklady vytvorenia BP pre rozdielne pripady z vety 4.2.1. Na obrdzku je symbolom a oznacend
premennd prisluchajuca k literdlu a. Ak a je negativny literdl, potom sa prehodia hrany idice od
vrcholu a. Podobne aj pre b.
Dokaz: Jedna inkluzia (S € SW,) sa ukadze lahko. KonStantné funkcie a projekcie sa
zrejme daju realizovat na striktnych BP. Nech f € SW,, potom k f existuje striktny BP
P, ktory realizuje f. Dalej nech u je akceptaény vrchol P a v zamietaci. Ako sa vytvoria
BP pre rozne pripady z vety je uvedené na Obr. 6.

Ostava ukazat opacnl inkliziu (SW, S S). Budeme postupovat indukciou na dizku
programu. Baza indukcie je zrejma. V S su urcite vietky funkcie realizované BP s dizkou
najviac 1 (to su konstanty a projekcie). Predpokladajme, Ze v S su vsetky funkcie, ktoré
maju BP sdiZkou najviac n. Uvazujme funkciu f, ktord ma BP P ovelkosti n+ 1.
Pozrieme sa na posledné dve Urovne. Na poslednej urovni mame vrchol s ozna¢enym
1 a vrchol s 0. Oznac¢me vrcholy predposlednej vrstve ako u a v (podobne ako na Obr. 6
Casti 1)). Funkcia g reprezentovand BP P, ktorému sme odobrali poslednu vrstvu
avrcholy u av sme poloZili za akceptacny azamietaci, patri podla indukéného
predpokladu do S. Oznatme ako f, funkciu, ktorda zodpoveda BP P, ak zacneme
vypocet vo vrchole u. Funkciu f, definujeme analogicky. Nech x; je premenna
testovana v u, potom trividlne plati, Ze f,, je jedna z funkcii 0, 1, x;, X,, podobne aj pre

f,- Potom funkcia f reprezentovand BP P sa da napisat ako f = (g A (E@ﬁ)) ®f,.

Ak vysledok g je 0, potom podla predpisu pre f je vysledkom f,, ¢o zodpovedd
Strukture P. Naopak ak g =1, potom je vysledok f = f,, ¢o znova zodpovedd
konstrukcii. Takato funkcia f je vS, lebo sa dd vyskladat pomocou vlastnosti 1) a 3).
Vsimnime si, Ze pravidla 1) a 3) rataju len s literdlmi a nie s konStantami. Preto ak
f,. alebo f, je konstantna funkcia nemozeme ich aplikovat. Rozobratim pripadov pre
jednotlivé priradenia konstantnych funkcii funkciam f,, alebo f, by sme dospeli
k vysledku, Ze f sa vidy da vyskladat pomocou pravidiel z lemy. [

V SW, su funkcie ako parita 1 na vstupe (x; ® ... ®x,,), funkcia, ktord hovori i su
na vstupe samé 1 (x; A ... A x,). VSetky tieto funkcie vznikli pouzivanim pravidiel 1), 2)
a 3) z predchadzajucej vety. Ako sme uz skor naznacili, nie vSetky funkcie patria do
SW,. Ktoré to su popisuje nasledujuca lema.
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Lema 4.2.2: (19) Nech f € SW, potom plati jedno z nasledujucich tvrdeni:

1) f je konstantna, alebo paritna® funkcia

2) existuje literdl a taky, Ze po substitucii a = 0, dostaneme z f konstantnu, alebo
paritnu funkciu

3) existuju dva literaly a a b také, Ze funkcia f sa stane konstantnou, alebo paritnou
pre vsetky ohodnotenia premennych, pri ktorych literdly a a b nadobudaju
rovnaku hodnotu

Idea dokazu je zaloZend na vete 4.2.1. Kde kazda funkcia z SW, musi byt bud
konstanta, alebo paritna funkcia (vlastnost 1)). Pripadne vznikne pouzitim pravidla 2)
(resp. 3)) aza nim niekolkokrat pravidlo 1). Takato funkcia bude mat tvar (f A
A)®c; @ ...®c, (resp. (f Ala® b)) @c; @ ...Dc,). Cize ak za a dosadime 0
dostaneme tvrdenie 2) tejto lemy, podobne s tvrdenim 3). Pomocou tejto lemy sa da
ukazat, 7e nejakd funkcia nepatri do SW,. Ak funkcia nespifia ani jednu z tychto
vlastnosti neméze patrit do triedy SW,.

Dal$im pohladom na funkcie zo SW,, ktorym sa zaoberali autori z (19), bol
geometricky pohlad. Kockou S nazveme podmnozinu {0,1}" tvaru

S={xe {0,1}"|xl-1 =04, Xi, = Qg ey X, = Qg }, kde ay, ..., a; € {0,1}.

Dimenziou takejto kocky nazveme cCislo n — t. Prazkovanou kockou S nazveme
podmnozinu {0,1}", ktord spifia nasledujuicu vlastnost

S = {x € {0,1}"|xi1 =0ay, X, = A, X, @ .. D Xj_ = b}, kde a4, ...,a., b € {0,1}

Kocky su vlastne bindrne vektory, kde zafixujeme isté premenné (i, ...,i;) na
konkrétne hodnoty. Prizkované maju naviac zafixovany aj su¢et modulo 2 niektorych

premennych (j, ..., j,).

Nech Z, oznacCuje najmensie Cislo také, Ze pre kazdu funkciu f z SW, na n
premennych plati — poéet pruzkovanych kociek, ktorych disjunktné zjednotenie je
mnoZinu vstupov a, pre ktoré f(a) =1, nepresiahne Z,. Potom plati nasledujlica
lema.

Lema4.2.3: Z, < 4-2V2 -2

D6kaz: Indukciou na parameter n. Pre n = 1 to zjavne plati, kedZe kazda funkcia na
jednej premennej je bud konstanta, alebo paritna funkcia ana ne staci jedna
pruzkovana kocka so spravne nastavenim suctom premennych. Predpokladajme
platnost pre vsetky cisla mensie nanajvys rovné ako n — 1, ukazeme platnost pre n.
Nech f € SW,, f je definovana na n premennych. Nech Z je najmensie prirodzené

® Funkcia tvaru a;, . Q. kde aj; je booleovsky literal.
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Cislo také, Ze mnoZina vstupov, pre ktoré f vracia 1, je disjunktnym zjednotenim Z
pruzkovanych kociek. Indukény krok vyuziva pripady lemy 4.2.2.

1) Ak je f konstantna, alebo paritna, vtedy urcite Z < 1.

2) Ak existuje literdl a taky, Ze po substiticii a = 0 sa z f stane konstanta, alebo
paritnd funkcia, potom plati, ze f=(aAfi)V(@aAf,), kde f, je prislusna
konstantna, alebo paritnd funkcia a f;,f, € SW, na n—1 premennych. Na
reprezentaciu vstupov pre (@ A f;,) staci urcite jedna kocka ana (a A f;) podla
indukéného predpokladu Z,,_;, dokopy teda Z < Z,,_; +1 < 4-2"D/2 2 4
1=(4/v2)2"? - 1.

3) Vtomto pripade sa da f napisat ako f=(aAbAf)V (a AD /\fz) Y
@AbAf)v(anbAaf,), kde a, b sa literdly, f; a f, si konstanty, alebo
paritné funkcie a fi, ..., f, su funkcie n — 2 premennych. Z podobnych pri¢in ako
v2)saddukazatvztah Z < 2Z, , +2 < 2(4-2"2/2 - 2) 4+ 2 =4.2V2 -2,

Chceme ukazat, e Z < 4 - 2™/2 — 2. Zjavne to vo véetkych pripadoch plati. [

Po pripravnych lemach sa mbzeme pustit do najzaujimavejsej Casti prace (19)
a to dolnych odhadov na BP s vyrazne ohrani¢enou Sirkou.

Definicia 4.2.1: (19) Nech § je systém podmnozin {0,1}", S-programom nazveme
postupnost dvojic (Sy, ay), ..., (Sy, @), kde Sy, ..., Sy, € S aay, ..., a, € {0,1}. Cislom
nazveme dizkou S-programu.

Takyto S-program pocita n-arnu funkciu f nasledovne. Pre a € {0,1}", ak
ag¢ Un,S;, potom f(a)=0. Ak a € S;\ U;'-;}) S;, potom f(a) = a;. S-zloZitost
funkcie f je najmensia dizka programu, ktory realizuje f. Oznac¢ime ju ako Cs(f). S-
program (Sy,a,),...,(Sy,a,,) nazveme monoténny ak Vi:a; =1. ZloZitost
monotdénneho S-programu pre funkciu f oznacime MCs(f).

Zoberme funkciu f € W,, ako sme v uvode kapitoly uviedli, BP P pre f sa da
dekomponovat do postupnosti striktnych BP so Sirkou dva. Ak za § zoberieme systém
vietkych prazkovanych kociek, potom Cs(f) je pocet pruzkovanych kociek. ktoré
potrebujeme na reprezentdciu f pomocou S-programu. Naviac z lemy 4.2.3 vieme, Ze
kazda funkcia z SW, nepotrebuje, na reprezentdciu pomocou S-programu, viac ako
4 - 2™2 _ 2 prazkovanych kociek. Preto poéet programov, do ktorych sa rozlozi P musi
byt najmene;j Cs(f)/(4 .2n/2 2). Pre hibku BP P (aj velkost, ked?e ta4 nemdze byt
viac ako dvojnasobok hibky) potom plati nasledujuci veta.

Veta 4.2.2: (19) Nech f € W, a § je systém vsetkych pruzkovanych kociek potom pre
BP P realizujuci funkciu f plati:

Cs ()
BP(P) = BPD(P) = 07 —5y

Dékaz: Uvahy nad vetou. n
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Podobna veta plati aj pre funkcie z monoténnej W, a monotdnne S-programy. Ako
priklad pouZitia ndm posluzia symetrické funkcie.

Definicia 4.2.2: Booleovska funkcia f(xy,...,x,) sa nazyva symetricka, ak pre kazdu
permutaciu T n premennych plati f (x4, ..., x,,) = f(xn(l), ...,xn(n)).

Pri symetrickych funkciach nezdlezi na usporiadani premennych, ale vysledok
funkcie zavisi iba od poctu 1 na vstupe.

Definicia 4.2.3: Symbolom Ey/; ozna¢ime symetricki funkciu na n premennych taku, ze
Ex(x1,...,xy) = 1vtedy alenvtedy, akk < x; + -+ x, < L.

Veta 4.2.3: (19) Nech P je monoténny BP s ohrani¢enou Sirkou dva reprezentujuci

. (&)
n —_
funkciu Ey,,, potom BPD(P) = n(F2n 2

Dékaz: Pomocou vety 4.2.2. Sta¢i ndm ukazat, Ze monoténny S-program pre Eg,, ma

velkost aspon (Z)/n Zoberme jednu pruhovanu kocku S z §-programu.

S = {x € {0,13"x;, = ag, 0 i, = @, %5, @ . B x5 = b}

Urcite aspon k — 1 premennych musi byt zafixovanych na 1 pomocou a; (posledna
premenna sa mobze zafixovat pomocou b). Inak by do mnozZiny S patrili aj vstupy
s poc¢tom 1 menej ako k.Tie nepatria medzi vstupy na ktorych Ej, vracia 1 ato
nemobze byt, kedZe S-program je monotdonny (kde kazdd mnozina z § musi byt
akceptacna). Preto do S nemoze patrit viac ako n — t < n vstupov s poctom 1 presne
k (z bitov mimo {iy, ..., i;} mdZe mat hodnotu 1 najviac eSte jeden bit). Polet vstupov,
kde je prave k nastavenych bitov na 1 je zrejme (’,:) Preto MCS(E,?,n) > (’,:)/n a teda
tvrdenie vety plati. [

Ako vidime pre malé k je odhad trividlny, najlepSie odhady sa dosahuju pri k = n/2.

Pomocou tejto techniky sa podarilo dokazat aj dalsie vysledky. Pre monoténne W, BP
plati

BPD(ERy) = n(})/(k + k*3%+1)
a pre vseobecné W, BP plati
BPD(E} /31n) = Q(n?/logn).

Detailné dokazy sa nachadzaju v (19). Na konci prace Borodin, Dolev, Fich a Paul
uviedli medzi otvorenymi problémami — dokazat asymptoticky vacsie ako polynomidlne
dolné hranice na vSeobecnych W, BP. Z rieSenim priSiel Yao (20), ukazal nasledujucu
vetu.
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Veta 4.2.4: Nech p(n) je lubovolny polyném. Potom pre velké n BP so Sirkou dva,

ktory pocita funkciu Ef;, /1 ,,° musi mat velkost presahujicu p(n).

Pri dokaze tejto vety uZ nebola pouZitd metdda spocitavania mnoZzin, ale dokaz
bol robeny pravdepodobnostnymi metédami. Na triede W, teda mame velké odhady.
Ked' povolime vacsiu Sirku, uz sa znova stavaju dolné odhady tazkymi. Dévod nato je
mozno skryty v Barringtonovom vysledku (kapitola 3.1), podla ktorého su triedy NC?
a PBP skondtantnou 3irkou ekvivalentné. Cize BP sohrani¢enou Sirkou vedia
rozpoznavat uz celkom pocetnu triedu funkcii s iba polynomialnou velkostou.

4.3 Odhady pre read-once branching programy

V kapitole 3.2 sme sa venovali popisu hierarchie tried read k-times only BP programov.
Samozrejme aj pre tieto ohrani¢ené modely sa zacali skimat metddy dolnych odhadov.
Zalozené su na réznych pozorovaniach. Jednu z technik publikoval Wegener v ¢lanku
(13). Tu prezentujeme v tejto kapitole. Najprv uvedieme definicie klic¢ovych pojmov.

Definicia 4.3.1: (13) Nech f je booleovska funkcia. Implikantom P funkcie f je
konjunkcia literalov taka, Ze plati: ak na vstupe x je P(x) = 1, potom aj f(x) = 1.

Definicia 4.3.2: (13) Nech f je booleovska funkcia. Klauzulou C funkcie f je disjunkcia
literdlov taka, Ze plati: ak na vstupe x je C(x) = 0, potom aj f(x) = 0.

Implikant je teda konjunkcia literalov, ktord ked' je splnend na vstupe x, potom je
splnena aj funkcia f. Klauzula je naopak disjunkcia literalov, ktord ked' je zamietnutd na
x, potom aj f na x vracia 0. Napriklad funkcia f(x,y,z,w) = xyVyzw ma
implikanty xy, yzw, ale aj xyz, xyz, xyzw a dalsie. Klauzuly su xVy, y, xXVyVZ a este
aj iné.

Definicia 4.3.3: Nech f je booleovskd funkcia. Primarnym implikantom (resp.
klauzulou) nazveme taky implikant (klauzulu) funkcie f, ktory neméze byt pokryty
vSeobecnejsim implikantom (klauzulou).

Teda taky implikant, z ktorého po odstraneni lubovolnej premennej uz neostane
implikant funkcie. Z prikladu vysSie by to boli implikanty xy, yZw a klauzuly y, x V Z,
x Vw. Pod pojmom dizka implikantu sa mysli pocet premennych vimplikante (pre
klauzuly obdobne).

Nasledujuca veta bude hovorit o odhadoch pre rozhodovacie stromy (DT), je
zaloZzena na pozorovani, ze ak funkcia ma dlhé primarne implikanty, alebo klauzuly
nemoze mat prilis mald velkost. Na kratkych cestach od koreria k listom by sa nestihlo
overit ¢i ma byt vystup 1, alebo 0.

° Tato funkcia sa nazyva aj majority, lebo vysledok je 1 prave vtedy, ak na vstupe prevazuju bity
nastavené na 1.
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Veta 4.3.1: (13) Nech f je monotdnna booleovska funkcia, nech [(0) oznacuje dizku
najkrat$ej primarnej klauzuly funkcie f a 1(1) di?ku najkratsieho implikantu f . Potom
plati:

DT(f) = (Z(O)l (J(”))l(l)) _1

Dokaz: Ku kaZdej postupnosti 0 a1 (0-1 postupnost) zodpoveda vrchol v grafe, do
ktorého sa dostaneme z korena po danej postupnosti hran (ak uz dosiahneme list
dalsie Cisla v postupnosti su ignorované). Ukazeme, Ze postupnosti s malym poctom 1
a0 nemoziu viest do listu. Ku postupnosti iy,...,i,, oznacme taky vrchol ako

V(g ey ).

Nech iy, ..., i, je postupnost, kde je menej ako [(0) nul a menej ako [(0) jednotiek.
Primdrne implikanty a klauzuly monotdnnej funkcie neobsahuju negované literaly.
Nato aby sme vedeli hodnotu funkcie f, potrebujeme mat v liste otestovanych asporn
1(0) (resp. (1)) premennych na hodnotu O (resp. 1). Na ceste iy, ..., [,, otestujeme ale
menej hodnoét ako treba na urcenie vysledku funkcie f a preto vypocet eSte nemohol
dojst az k listu. Cize vrchol v(iy, ..., i,,) je vnutorny v lubovolnom DT pre funkciu f.
Velkost DT pre f nemdZe byt mensia ako pocet postupnosti, ktoré obsahuju menej ako
[(0) nul a zaroveri menej ako [(1) jednotiek. 0-1 postupnosti s k jednotkami a [ nulami

je zjavne (lzk). Teda vhodnych postupnosti je spolu

1(0)-11(1)-1 . )
; ; (1 -LH) _ <l(0)l(-|('))l(1)> _q

Co je zaroven aj dolny odhad na velkost DT. [

Pomocou tejto metddy sa da ukdazat dolnd hranica pre funkciu k — CLIQUE,
(definicia 4.1.3), funkcia je zjavne monotdnna, preto moézeme pouzit vetu 4.3.1.

1(0) +1(1)
1(0) )‘ 1

Kde 1(1) = (%), lebo k-klika obsahuje (¥) hran, takze implikant musi mat aspofi tofko

DT(k — CLIQUE,) > (

premennych, aby tieto hrany skontroloval. [(0) = [W], to vyplyva
z Turanovej vety, ktord hovori o tom, Ze najvacsi (s najvacsim poctom hran) graf na n
vrcholoch, ktory este neobsahuje k-kliku je taky, ktory ma k —1 rovnomerne
rozdelenych particii A4, ..., Ax_1 @ medzi particiami ma ,vSetky” hrany. Aby sme vedeli
ze graf nemd k-kliku musime skontrolovat aspon tolko hran, kolko je hran
v kompletnom grafe K,, minus pocet hran v Turanovom grafe s n vrcholmi. Inak by sa
nam totiz mohlo stat, Ze neskontrolované hrany este vytvaraju k-kliku. Teda

1(0) = Ykt 'éil). Kedze |A;| € {[&],l&]}, po upravach dospejeme k Zelanému
vysledku.
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Samozrejme sa da tato technika pouzZit aj na iné funkcie ako hladanie k-kliky.
Dobre funguje aj na symetrickych funkciach (definicie 4.2.2 a 4.2.3), kde sa tieZz daju
ziskat netrividlne odhady.

Veta 4.3.2: Pre [ubovolnl symetrickd funkciu Ey, plati

1
DT(E},) = (nz ) -1

D6kaz: Funkcia je urCite monotdnna, takZze pouZijeme vetu 4.3.1. Najkratsi implikant
musi mat di?ku asponf k, lebo funkcia Er, na vstupe s menej ako k bitmi 1, vracia
hodnotu 0. Podobne pre najkratsiu klauzulu plati, Ze musi byt dlha aspon n — k + 1.
Teda plati

n—k+1+k n+1
DT(E,Qn)z( . >_1=( . >_1

Pre malé k odhady pomocou tejto vety nie su velmi velké, ale ak k vzrasta sn

odhady su lepsSie. Napriklad pre funkciu majority Eﬁl/z],n dostdvame odhad
4ln/2]

Zn
DT(Efy21n) 2 (jajr) = 1 2 o 2 755 = (2.

Wegener tuto metddu dalej rozvinul aj na dokazovanie dolnych hranic pre BP;.
Zavedieme oznacenia: k(0) a k(1) su prirodzené &isla, mnozina S(k) bude mnoZina
takych 0-1 postupnosti, ktoré obsahuji menej ako k(0) nul amenej ako k(1)
jednotiek. Nech f je monotdénna funkcia a P je fubovolny BP; pre f. Potom ak sa nam
podari ukdzat vlastnost, ze na P pre kazdé dve postupnosti (iy, ..., i), (jl, ...,jp) €
S(k) plati v(iy, ..., im) aj v(jy, -, Jp) nie st listy. A naviac ak (iy, ..., i) # (1 ) Jp)
potom aj v(iy, ..., im) # V(j1, - Jip)-

Touto vlastnostou sme vlastne ukazali, Ze blizko korera P musi byt Struktira BP
stromova. TakZze mdzeme rovnakym argumentom ako vo vete 4.3.1 dospiet k odhadu

B = (KO L)

Pouzitie tejto techniky je tazsie, musime urcit Cisla k(0) a k(1) a eSte k tomu aj
dokazat vyssie uvedenu vlastnost mnoziny S(k). Aj tak sa ale podarilo nieco dokazat.

Veta 4.3.3: (13) Pre funkciu k — CLIQUE,, plati:

k(0) + k(l)) .

BP,(k — CLIQUE,) > ( X (0)

Kde k(0) =n—k*+3ak(l) = ('2‘)

Dal$iu techniku pre dolné odhady pre read-once BP ukazal Zak (21). Najprv
zavedieme niektoré oznacenia pouzité v préci.
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Definicia 4.3.4: Nech K je vrchol vo vypocte (postupnost vrcholov) BP na vstupe a
symbolmi ay (resp. aX) ozna¢ime mnoZinu indexov vstupnych bitov, ktoré sa testovali
pred (resp. v a po) dosiahnuti vrcholu K.

Zjavne pre kazdy read-once BP akaidy vrchol K plati aX € @x (pruhom
oznacujeme komplement).

Definicia 4.3.4: (21) Nech a = (aq, ...,a,) a b = (b4, ..., b,), dalej nech S € {1, ...n},
potom budeme pouZivat a =¢ b, ak Vi € S plati a; = b;.

Lema 4.3.1: (21) Nech P je dany BP,, a, b su vstupy a nech K je vrchol nachadzajuci sa
vo vypocte na a aj na b. Potom plati:

1) Ak ag = bk ac je vstup, kde ¢ =,, a a ¢ =g b, potom c je akceptované, prave
vtedy ked' je akceptované b.
2) by € ak

3) Ak ¢ =p =gz @, potom vypocty na c a a su rovnake.

Do6kaz: Na obrazku Obr. 7 su znazornené vypocty v BP, ako to predpoklada tato lema.

1) Po dosiahnutie K vypocet na c sleduje vypocet a dalej sa ide po b.

2) Nech to tak nie je, potom existuje premenna x;, na ktoru sa odkazuje vo vypocte
pre b pred dosiahnutim Ka zaroven vo vypocéte a po dosiahnuti K. Urobime
vstup ¢ nasledovne, ¢ =5, b a c =g, a, vypolet na tomto vstupe sleduje najprv
ten na b az po K, potom sleduje ten pre a (musi to tak dopadnut, lebo v BP; su
véetky vetvy dosiahnutelné). Cize vypocet pre ¢ sa odkazoval aspori dva krat na
x; €o je vspore stym, Ze P je read-once. Tato Cast lemy hovori otom, Ze
premenné z bg sU po K nedosiahnutelné nielen pre vypocet na b (Co je
z definicie read-once), ale aj pre pokracovanie vypoctu na a.

3) Podla zadefinovania ¢ sa vypocCty a a ¢ mozu rozist len vo vrcholoch s premennou
sindexom z by — ag, tie su podla 2) nedosiahnutelné pre ich vypocty.

Obr. 7: Schéma vypoctov BP na a a b, ktoré sa stretnu vo vrchole K.
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Samotnd technika je v podstate pozorovanie intuitivnej vlastnosti, Ze BP; nema
moznost testovat premennu viac ako raz. Preto, pre zloZitejSie funkcie, musi byt
dostatocne rozsiahli, aby si mohol v jednotlivych vetvach pamaétat hodnoty uZ
otestovanych premennych. llustrujeme to na priklade pre ECLIQUE,, (definicia 3.2.3).

Idea je nasledovnd. Ked sa v BP; P testuje posledny vrchol patriaci do kliky, musi sa
zistit aké su ostatné vrcholy patriace do kliky. KedZe tie sa uz testovali, nemdze sa na
ne P odkazat priamo a teda P si to musi pamatat v rozdielnych vetvach vypoctu, o ma
za nasledok vela vrcholov v P ateda aj velku velkost. Teraz sa na dokaz pozrieme
detailnejsie.

Lema 4.3.2: (21) Nech P je BP; pre jazyk ECLIQUE,, nech a, b su vstupy, pricom
ECLIQUE,(a) =1 anech K je spolo¢ny vrchol pre oba vypolty na a aj b. Potom
by —ax = 0.

Dokaz: Lema hovori, Ze ak aj b obsahuje half-kliku, potom by = ag. Nech teda lema
neplati, potom bgy —ax # @. Nech s € by — ag. Urobme vstup c, jeho bit ¢, = ay
a ostatné bity vc nechdme ako ma a. Takyto vstup spifia predpoklady lemy 4.3.1
¢ast 3) a teda plati, vypolty na a a ¢ st rovnaké (oba akceptuju). Co je ale spor, lebo
c urcite nie je klika.

Veta 4.3.4: (21)

2n/3

BP,(ECLIQUE,) = ————

Dokaz: Pre jednoduchost uvazujme n delitelné 6. Nech P je [ubovolny BP; pre jazyk
ECLIQUE,. Nech M je mnozZina vstupov a, pre ktoré ECLIQUE,(a) = 1. Urobime
zobrazenie F z mnoziny M do vrcholov P. Pre a € M bude platit F(a) = v, kde v je
prvy vrchol taky, Ze hrany na ktoré sa odkazoval vypocet pre a pred dosiahnutim v
pokryvaju asponi n/2 — 2 vrcholov kliky v grafe a. VSimnime si, Ze ostane este 1 alebo
2 nepokrytych vrcholov.

Dalej nech S je mnoZina vietkych vstupov a, pre ktoré funkcia ECLIQUE,, vracia 1
a pre lubovolné dva vstupy z S sa kliky na nich liSia aspon v 6 vrcholoch. Odhadneme

pocet prvkov mnoziny S zdola nasledovne. Rozdelime si vrcholy grafu do trojic

n/3
n/6

vsetkych trojuholnikov. Ked' z kazdého vyberu urobime kompletny graf, bude to half-

a urobime znich trojuholniky. Cislo ( ) je pocet roznych vyberov polovice zo

klika v pévodnom grafe. Zaroven dva rozne vybery sa liSia aspon v 2 trojuholnikoch

n/3 2n/3
IS| > >—
n/6 n/3+1

a teda aspon v 6 vrcholoch.

Ak sa nam podari ukazat, Ze zobrazenie F je na mnoZine S injektivne, potom sme
ukazali poZzadovanu hranicu pre P. KedZe ten je fubovolny, tak aj tvrdenie vety. Pre
spor predpokladajme, Ze to tak nie je.
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Nech a,b €S, a # b azéiroven F(a) = F(b) = K. Podla lemy 4.3.2 plati ay = bg,
dalej nech ¢ je vstup taky, Ze ¢ =, a ac =g b. Podla lemy 4.3.1 Cast 1) potom
vypocet b je ten isty ako pre ¢ a teda c obsahuje half-kliku. Nech v je vrchol, ktory je v
klike a, ale nie je vklike b (také su aspon 3, lebo kliky vS sa liSia v najmenej 6
vrcholoch) a zdroven je pokryty aspon jednou hranou z ag (podla definicie F tam taky
bude). Nech u je naopak vrchol z kliky v b, ale nie je v klike a a zaroven u nie je pokryty
Ziadnou hranou z ag = by (znova tak taky urcite je). Hrany v c urcite pokryvaju vrcholy
v aj u. Ale kedZe c obsahuje iba hrany z a, alebo b urcite neexistuje hrana medzi vu.
Co je v spore s tym, Ze ¢ obsahuje half-kliku. [

Odhad vo vete 4.3.4 je zavisly od parametru funkcie a nie od dizky vstupu, ak ako
m oznadime dizku vstupu pre ECLIQUE,,, potom dolny odhad pre BP, je:

BP,(ECLIQUE,) > 2V2m/3-log(v2m/3)

Za spomenutie eSte stoji, Ze Wegenerov jazyk k — CLIQUE, je NP-Uplny
problém (&ize nepatri do P, ak NP # P). Jazyk ECLIQUE,,, ktory pouzil Zak, je v P.

Doposial prezentované techniky mali spolo¢ny fakt, Ze vistom zmysle zistovali
pocet vrcholov v BP,, ktoré musia byt rézne. Tym sa potom urci dolny odhad pre
zloZitost. Toto vyvrcholilo aZz to vety, prvykrat dokdzanu v (22), tu prezentujeme
$pecialny pripad (stéle ale dost vSeobecny) vety (23).

Nech I podmnoZina mnoziny premennych X,. Symbolom v(f,I) oznatme
maximalny pocet ekvivalentnych (X, \ I)-podfunkcii funkcie f (definicia 4.1.2) pre
rézne dosadenia konstant za premenné z I. Pod pojmom ciastocny vstup u definovany
na I rozumieme vstup, kde premenné zI su konkrétne hodnoty z mnoZiny {0,1}
a ostatné su volné. Ak f je funkcia, symbolom f|, oznadime podfunkciu f, ktord
vznikla dosadenym konstant z u za premenné, kde je u definovany, do f.v(f,I) sa
teda da formalne zadefinovat ako (S oznadime mnozZinu vsetkych ¢iastocnych vstupov
definovanych na I)

v(f,1) = max|{v € S| flu = fl.}]

Veta 4.3.5: (23) Nech f € B, je funkcia zavisla od vsetkych svojich premennych a nech
r < n je prirodzené Cislo. Potom lubovolny BP; pocitajuci funkciu f ma velkost aspori:

on-r

max v(f,I)

|[I|=n—-r

Dékaz: Nech P je BP; realizujuci f. Pre kazdy vrchol w z grafu P definujeme w* ako
mnozinu vSetkych premennych, ktoré sa vyskytuji vo w, alebo na lubovolnej
orientovanej ceste od w k niektorému listu (CiZze podprograme, ktorého koreriom je w).
Dalej pre kazdy vstup x, definujeme zobrazenie e(x) ako hranu uv, kde uv sa
nachadza na ceste, ktoru aktivuje vypocet na x naP a plati |[ut|=>r+1a|vT| <.
Pre kazdé x takd hrana existuje a je jedind. Existencia je zaru¢end tym, Ze f zavisi od
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vsetkych premennych a teda velkost grafu P je aspon n, Cize sa postupnym skusanim
vsetkych hran na vypocte pre x da ndjst hrana s poZzadovanou vlastnostou. Jedine¢nost
vyplyva z faktu, Ze vypocet pre x je orientovana cesta.

Zoberme konkrétny vstup x, ideme odhadnut pocet vstupov y, pre ktoré plati
e(x) = e(y). Nech e(x) = uv a nech premenni ¢itand v u je x;. Urobime mnozinu J
ovelkosti 7, aby platilo ut\ {x;} 2] 2 v*, uréite takd mnoZina existuje. Dalej
I = X, \J. I nie je prazdna mnoZina, aspon x; tam patri. Pre kazdy vstup y ozna¢me
ako y* Ciasto¢ny vstup definovany na I, kde y =; y*. Teda ak vstup y aktivuje cestu,
ktord obsahuje hranu uv. Potom vsetky premenné testované pred dosiahnutim u
(vratane u) maju rovnaku hodnotu v y aj y*, preto aj y* dosiahne hranu uv. Plati to aj
naopak, ak y* dosiahne hranu uv potom aj y.

Ak e(x) = e(y) potom sucasne vypocty y*, x* vedu do v. Preto pre kazdy Ciastocny
vstup z, definovany na J, plati f(y*,z) = f(x*, 2)10, €o vlastne znameng, Ze tieto dve
J-podfunkcie su ekvivalentné. Takychto réznych y* spifiajucich uvedent vlastnost je
najviac v(f,I). Ztoho vyplyva, Ze vstupov y svlastnostou e(x) = e(y) je najviac
v(f,1)2" (kazdému ciasto¢nému vstupu y* mozeme doplnit este r premennych, ¢o
dava 2" moznosti). Cize existuje najviac v(f,1)2" vstupov y, ktoré maju rovnakd
hodnotu e(y).

Vyssie uvedeny odhad plati pre kazdy vstup x a nejaki mnozinu I o velkosti n — r (aby
sme vedeli Ccislo v(f,I)). Plati, Ze vSetkych wvstupov x je 2™ a
v(f,I) < maxjj=n_ v(f,I) pre lubovolné I. Preto vP musi byt urlite aspon
2"/(2" - max|yj=n_ v(f,1)) hrdn (2" je polet vietkych vstupov, pre kaidy je
definovand funkcia e(x) anajviac 2" - max;j=p— V(f,I) vstupov ma hodnotu e(x)
rovnaku). Dostali sme odhad na pocet hran, nas ale zaujima velkost P — pocet vrcholov.
KedZe v P ma kazidy vnutorny vrchol 2 vystupné hrany musi byt vrcholov aspon
polovica z po¢tu hran. Co ndm dalo o ¥ horsi odhad ako hovori veta. Odhad sa da
vylepsit o faktor 2, pomocou istych viastnosti grafov. Presny dokaz je uvedeny v (23). m

Veta 4.3.5 vlastne hovori, Ze hladanie doiného odhadu pre BP; sa da zredukovat
na hladanie horného odhadu pre v(f,I). Savicky a Zak (23) jej pouZitim dalej ukazali
existenciu postupnosti booleovskych funkcii {f;, }m=1, ku ktorej prislichajuci jazyk je v P
(Cize ju povazujeme, za explicitne definovanu) a zdrovenl BP; pre funkciu f,, potrebuje

velkost aspori 23V7,

Na read-once BP bolo dokazanych este vela dolnych odhadov. Vaésina pre jazyky
tykajuce sa klik. Ale podarili sa aj iné jazyky, napriklad Ponzio (24) prezentoval dolny

1% Kede &iastotné vstupy y* a z su definované na disjunktnych mnozinach, ktorych zjednotenim je X,,,
f(y*, z) je uz presne uréena hodnota funkcie.
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odhad 2%(Vn) pre nasobenie' na BP;. V (25) je tento odhad zlep$eny pouzitym vety
4.3.5 na 2%M/%) pre niektoré problémy boli ukdzané aj presné odhady zloZitosti na
BP,. V (7) je ukazand zloZitost jazyka SA, (definicia v kapitole 1.3 priklad 1) ako
BP,;(SA,) = 2-2™ — 1. Doposial asi najlepdim vysledkom je hranica 27~0Uogmn)
uvedend v (26).

4.4 Odhady pre read k-times only branching programy

Pre read-once BP bolo vyvinutych vela technik pre dolné odhady a
ukdzat exponenciadlne hranice pre niektoré funkcie sa dalo celkom lahko. Pre BP,
(k = 2) st odhady uz tazsie, podarilo sa ale nieco dokazat.

Borodin, Razborov a Smolensky (27) po prvy krat ukazuja netrividlny odhad pre
NBPy, kde k je lubovolné. Odhad je zaloZeny na vete, ktora hovori Ze kazda funkcia f
sa da rozloZit na isty pocet podfunkcii, ktoré zavisia iba od niektorych premennych.

Veta4.4.1: (27) Nech f € B, je funkcia ak,a su prirodzené ¢&isla. Nech T =
k
(ZNBP,\,_(]"))2 “ potom f sa dé rozlozit do formy

T ka

f= \//\fi,-(Xi,-)

i=1 j=1

Kde f;; zavisi iba od premennych z X;; € X,,, Xij| = |n/a] azéroven pre kaidé i

ij
(1 <i £T), kaida premenna patri do najviac k mnozin z {Xl-,l, vir Xika §-

Pomocou tejto vety dosiahli pre niektoré funkcie f odhady NBP,(f) =

29("/4k"3), hranica sa zhorsuje podla toho ako rastie k, pre k > logn to uz nie je
exponencidlny odhad.

Okol'nishnikova v svojej praci (28) ukazala aké dolezité je ziskat dobré odhady
pre NBPy, bez nich sa totiZz nedaju ziskat dobré odhady pre vSeobecny pripad NBP.
Idea je, Ze ak sa v NBP velakrat ¢ita niektora premenna, potom tento NBP nemdze
byt maly.

Veta 4.4.2: (28) Nech f € B,, C je konstanta (0 < C < 1), ¥(n) je rastica funkcia.
Dalej nech X, je podmnoZina premennych X,, taka, Zze |X,| = |Cn]. Ak pre vietky X,
existuje taka substitucia konstant za premenné v X,, Zze funkcia g vzniknutd touto
substittciou z funkcie f (g je podfunkcia f) md zloZitost NBPy,,)(g) = mp(n), potom
NBP(f) = min{Cnk(n),ny(n)}.

" Pod nasobenim si mdzeme predstavit funkciu MUL(a, b), kde vysledok je 1, ak stredny bitva - b je 1,
inak je vysledkom 0.
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Dokaz: Nech P je NBP pocitajuci f ukazeme, Ze pre jeho zloZitost plati odhad z vety.
Symbolom Y oznadime mnozinu premennych, na ktoré sa P odkazuje najmenej k(n)
krat. MoOzZu nastat dva pripady.

|Y| > |Cn|, teda urite aspori [Cn] premennych sa v P vyskytuje viac ako k(n), z ¢oho
vidiet, Ze P nemOie mat menej ako [Cnlk(n) = Cnk(n) = min{Cnk(n),nyp(n)}
vrcholov a teda tvrdenie vety plati.

Y] < |Cn|, ak |Y| < |Cn], potom doplnime mnozinu Y premennymi, aby sme dostali
mnoZzinu X, o velkosti |Cn|. Podla predpokladov vo vete existuje substittcia konstant
do f za premenné v X, taka, Ze vysledna funkcia g ma zloZitost aspori NPB(g) =
mp(n). Lahko vykondme tuto substiticiu aj do nasho programu P, dostaneme
program R, ktorého zloZitost nie je vacSia ako zloZitost P (substiticiou len
odstrariujeme vrcholy a Ziadne nepridavame). R je zéroveri read k(n)-times only NPB,
nakolko vsetky premenné s viac vyskytmi sme odstranili v substiticii. R ma urcite
aspon ny(n) vrcholov, ¢ize P ich nembze mat menej. Tym sme dokazali vetu. [ |

V dokaze sa nikde nevyskytuje vlastnost, Ze BP by mal byt nedeterministicky,
preto veta plati aj pre deterministicky pripad. Touto technikou sa podarilo ziskat
netrivialny odhad (28) na vSeobecnych NPB pre charakteristicki funkciu f Reed-
Mullerovho kédu NPB(f) = Q(nlogn/loglogn) (kde n je dizka vstupu).

Definicia 4.4.1: Ak X je zlozZitostnd trieda, potom co — X je trieda problémov, ktorych
komplement je v X.

Jukna (29) ukazal dalSiu hranicu na NPBy,, konkrétne pouzil funkciu

m

fraCry ) = \[ (1@ (@ ayx,))

i=1
kde A = {a;;} je booleovska matica m x n (m < dlog(n + 1)) takd, ze kazdych 2d
stipcov je linedrne nezavislych.

Pre f,q sa mu podarilo dokdzat NPBy(fnq) = 200n/k*) Balej si viimol, ze
funkcia f,, 4 sa da realizovat na NPB; s polynomidlnou velkostou, zatial €o f;, 4 sa nedd
definovat na NPB,,(P)12 akk < ky = (1/2 — &) Inn/InInn. Co mé za nasledok

co — NBP;(P) \ NBP, (P) # ®

Jukna tym ukazal, Zze NBP,(P) # co — NBP,(P), pre k < ky. ZImmermanovej (30)
a Szelepcsenyho vety vieme, Ze nedeterministicky priestor je uzavrety na komplement,
¢o znamena, ze NBP(P) = co — NBP(P). Jukna vlastne dokazal, Zze rovnost urcite
potrebuje aspon logaritmicky pocet Citania jedného bitu vstupu pre nedeterministicky
logaritmicky priestor.

2 Trieda nedeterministickych read k-time only BP s polynomiélnou velkostou od dfzky vstupu.
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4.5 Odhady pre read (1, +k)-branching programy

V tento kapitole uvedieme jeden vysledok pre dolné odhady na (1,+k) — BP, ukaze
sa, ze pre funkcie istych parametrov, neméze existovat maly program. Tuto vlastnost
pouzili autori v (31), odtial cerpame vetu a jej dokaz.

Zavedieme niektoré oznacenia. Nech a je Ciasto¢ny vstup, potom S(a) € X, je
mnoZina premennych, ktoré su v a zafixované (a je na nich definovany). Dalej nech q,
b su Ciastoéné vstupy, potom D(a, b) oznacime premenné z S(a) N S(b), ktoré maju
v a r6znu hodnotu od b. Pojmom minterm (maxterm) funkcie f oznacime ciastocny
vstup a, ak plati f|, = 1 (resp. f|, = 0) a zaroven a je minimdlny v zmysle, Ze ak v a
uvolnime jednu zafixovanu premennu, uZz nebude po substitucii platit podmienka
ekvivalencie s konstantou 1 (0). Funkcia comp(a) bude definovana na ¢iastocnych
vstupoch avracia prvy vrchol BP, v ktorom sa testuje hodnota nedefinovana va
a dostane sa dortho vypocet na a.

Definicia 4.5.1: (31) Funkcia f je d — rare, ak pre lubovolné dva rézne vstupy a, b
také, ze f(a) = f(b) =1, plati |D(a,b)| = d. Dalej f jem — dense, ak pre kazdy
maxterm a funkcie f plati, Ze pocet zafixovanych premennych v a (dizka a) je aspon
m.

Ako hovori nazov d — rare funkcia f ma vstupy, na ktorych f dava 1, od seba vo
vzdialenosti aspon d. Vzdialenost meria vlastne funkcia D. Pre m — dense funkciu,
musime poznat urcite aspot m hodnét premennych, aby sme mohli z istotou urcit
hodnotu funkcie ako 0.

Definicia 4.5.2: (31) Nech a, b su ¢&iastocné vstupy (S(a) = S(b)) a nech P je BP. a, b
nazveme ,zabudacim® pdrom, ak v P existuje vrchol v, patriaci ¢iastoénym vypoétom
comp(a) aj comp(b) a oba vypocty sa odkazovali na premenné z D(a, b) aspori raz.

Zabudacie preto, lebo vo v sa zabudli vSetky rozdiely medzi a a b. Aby sa znova
zistili, musia sa prislusné premenné precitat znova. Nasledujuca lema hovori
o podmienkach existencie ,,zabudacich” parov v BP.

Lema 4.5.1: (31) Nech P je BP, kde sa kazdy vypocet odkazuje na asport m réznych

premennych. Nech s je prirodzené Cislo aplati 1 < s < . Potom existuju, po

2log,|P|+1
dvoch disjunktné, mnoZiny I; € X, pre 1 < j < s a liastoCné vstupy a; # b;, pre ktoré
plati S(a;) = S(b;) = I; také, ze pre vietky 1 < j < s plati:

1) || < 2log,|P| + 1

2) Vstupy (al, . aj) a (al, e (1, bj) tvoria ,,zabudajuci“ par.
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Veta 4.5.1:(31) Nech d,m,k su prirodzené Cisla zintervalu (1..n). Potom pre
l[ubovolny (1, +k) — BP pocitajuci d — rare a m — dense funkciu f plati:

(1,+k) — BP (f) > Z(min{d, m/(k+1)}-1)/2

Dékaz: Sporom predpokladajme, Ze existuje (1,+k) — BP P pocitajuci funkciu f
s mensou velkostou ako hovori veta. Dalej mdéZeme predpokladat, e d > 2, inak by sa
odhad stal trividlnym. Z toho priamo vyplyva, Ze existuje vstup na ktorom dava f
hodnotu 0. Ak by neexistoval, tak d = 1. Podla definicie mame, Ze dizka kazdého
maxterm-u je aspor m. Pre kazdy minterm musi platit, Ze ma dizku aspori n. Keby to
tak nebolo, potom by existoval minterm s dizkou menej ako n, &ize by existovali aspori
dva vstupy, ktoré sa liSia v jednom bite a f ma na nich hodnotu 1, ¢o je v spore s tym,
Zed=>2af jed—rare. Plati n = m, teda pre zistenie hodnoty f musime pozriet
aspon m premennych, z coho vyplyva, Ze aj nas P musi na kaidej vypoctovej vetve
otestovat aspon m rb6znych premennych. Velkost P je mensia ako
2(min{d, m/(k+1}-1)/2 tada

log,|P| < log, Z(min{d’ (k—Tl)}_l)/z < %(kl-l—l _ 1)

ktl<—
2log,|P| +1

Cize P spifia predpoklady lemy 4.5.1, pre s = k + 1. CiZe existuju mnoziny I; a vstupy
aj, by (1<j<k+1) s vlastnostami 1) a 2) uvedenymi v leme. Z 1) vyplyva, Ze pre
kazdu I; plati |Ij| < 2log,|P| + 1 < min{d, m/(k + 1)}. Z toho vyplyva, Ze Ciastotny
vstup (a4, ..., ai4+q1) definuje ostro menej ako m premennych ((k+ 1) - |Ij| < m).
PretoZe f je m — dense musi sa dat (ay, ..., a,4,) rozsirit (dodefinovanim volnych
premennych) na vstup a, pre ktory plati f(a) = 1. Keby to tak nebolo, potom
(ay,...,ax4+1) by pre vsetky rozsirenia daval v f hodnotu 0 ateda by existoval
maxterm kratsi ako m (spor).

P je (1,+k) — BP preto mbéze iba k premennych ¢itat viac ako raz, ztoho hned
vyplyva, Ze musi existovat j také, Ze premenné z mnoziny I; sa testuju najviac raz na
ceste vypoltu comp(a). Zvlastnosti 2) lemy vieme, Ze vstupy (al, . aj) a
(al, e (1, bj) tvoria ,,zabudaci” par. Nech v je zodpovedajuci vrchol (definicia 4.5.2).
Potom v € comp(a) azaroven premenné z D(aj,bj) (ostatné premenné su
v Ciastoénych vstupoch rovnaké) boli testované aspon raz na comp(a) pred
dosiahnutim v. Plati D(aj,bj) C I;, lebo a; aj b; su definované na I;. Urobime vstup b,
ten vznikne z a nahradenim premennych a; za b;. comp(b), urcite dosiahne vrchol v
(tak je definovany ,zabudaci” par) a dalej sleduje vypocet comp(a), ¢ize b dosiahne
rovnaky list ako a, preto f(b) = 1. D(a,b) = D(aj,bj) C I;, preto aj |[D(a,b)| <
|Ij| < d. Poslednd nerovnost vyplyva z faktu |Ij| < min{d, m/(k + 1)}. Co je ale
v spore s vlastnostou d — rare funkcie f. ]
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Pomocou tejto vety sa hladanie dolnych odhadov da premenit na hladanie
vlastnosti rare a dense funkcii. Autori ukazali, %e tieto vlastnosti splfiaju
charakteristické funkcie linedrnych kodov. Konkrétne pre niektoré Reed-Mullerove

kody sa podaril ukazat odhad ZQ(Vn/kH) pre velkost (1,+k) — BP.

4.6 Dalsie dolné odhady

Existuje eSte vela odhadov na zloZitost, ktoré sme nespomenuli. Vytvorili sa aj viaceré
modely so znacnymi ohranic¢eniami. Menovite hlavne OBDD (Ordered binary decision
diagrams), o nich viac v (6) a (32). Dalej balanced BP spomenuté v (33) a mnoho inych.
Autori dufali, Ze dokazovanym odhadov v ohrani¢enych pripadoch budid schopny
vyvinut techniku pre vSeobecny pripad, Zial nestalo sa tak. Na zdver uvedieme jeden
vysledok ktory sa predsa podaril a to odhady pre symetrické funkcie (definicia 4.2.2).
Ukazali ho autori Pudldk, Aitai, Babai, Hajnal, Kolmds, Rodl, Szemerédi a Turdn vo
svojej praci (34).

Veta 4.6.1: (34) Nech f je skoro (aZ na exponencidlne malu Cast) fubovolnd symetrickd
funkcia. Nech P je leveled-BP pocitajuci f so Sirkou O(log n)¢, kde c¢ je fubovolna
konstanta. Potom velkost P je najmenej nlog n/Cloglog n, pre nejakd kladnu
konstantu C.

Veta plati napriklad pre funkciu f definovanu nasledovne. Nech p je prvocislo
také, 7e n'/* < p < n'/3. Potom f(x) = 1 prave vtedy, ked pocet 1 v x je kvadratické
reziduum modulo p (existuje a také, ze a? = x (mod p)).

Autori pracu zakoncili hypotézou, Ze pouZitim rovnakych metdd opakovane sa im
podari zlepsit odhad az na Q(n logn). Zaroven dufali v moZnost odstranenia
ohranicenia Sirky stym, Ze im stdle ostane netrividlna hranica. Toto sa im podarilo a v
(35), kde naozaj ukazali hranicu Q(n logn) pre symetrické funkcie na BP
s ohrani¢enou Sirkou a Q(nlog n/loglog n) pre BP bez ohraniéeni. KedZe kazda
symetrickd funkcia sa dd realizovat BP svelkostou O(n?/logn) (10) edte stale je
medzera medzi najlepsim odhadom zhora a zdola.
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Kapitola 5

Natural Proofs

V predchdadzajucej kapitole sme uviedli, Ze na BP sa nedari ziskat vyssSie dolné odhady.
Obdobne je to aj vpripade s booleovskymiobvodmi. Pretrvdva problém ziskat
superpolynomialne dolné odhady pre explicitne definované funkcie. Iné problémy na
tom nie su o ni¢ lepSie. V tedrii zlozZitosti je vela podstatnych otdzok, na ktoré zatial
nepozname odpoved.

Prikladom je najslavnejsi otvoreny problém P =?NP. Problém, znamy uz
niekolko desatroci, ktorym sa zaoberalo mnoZstvo matematikov a informatikov. Zial
problém je stale nevyrieSeny. Samotnd jeho definicia je lahko formulovatelna.
Formalne sme triedy P a NP zadefinovali v kapitole 2.4. Neformdlne sa casto o nich
rozprava ako o triedach ,easy to find“ (problémy, ku ktorym vieme lahko najst
rieSenia) a ,easy to verify” (ak pozname rieSenie, potom vieme lahko overit, i je
spravne). Po mnohych neuspesnych snahich dokazat rovnost alebo ich odseparovat,
prisli vedci s myslienkou, Ze moZno sa ich vztah ani nedd dokdazat v ramci tedrie, ktoru
pouzivame (problém je nezdvisly od Standardného axiomatického systému tedrie
mnozin).

Vyvoj pokracoval dalej az do okamihu, ked sa objavili Uvahy o bariérach. Kazdy
dokaz o P vs. NP musi bariéry prekonat. Bariéry su:
1) relativizacia — hovori, Ze techniky ako diagonalizacia nie su dost silné na
rozhodnutie P vs. NP
2) algebraizacia — algebricka relativizacia
3) natural proofs

Posledne menovana suvisi s BP a dolnymi odhadmi zloZitosti, preto sa jej budeme
dalej blizsie venovat. Viac o probléme nezavislosti P vs. NP sa da ndjst vo vynikajucej
praci S. Aaronsona (36).

Natural proofs je koncept po prvy krat prezentovany v praci Razborova

a Rudicha (3). Uk&zali, ze vSetky dolné odhady na neuniformnych modeloch pre
booleovské funkcie su v istom zmysle urobené jedinou prirodzenou technikou.
Neformdlne postupuje nasledovne. Chceme pre funkciu f,, € B,, ukdzat, Ze patri do
istej triedy S (napriklad to moze byt PBP).

1) Zadefinujeme nejaku vlastnost booleovskych funkcii C,,.

2) UkdZeme, Ze pre vsetky funkcie g,,, ktoré maju vlastnost C,, nepatria do S.

3) Ukazeme, Ze aj f,, ma C,, a dokaz je u konca, lebo urcite f,, nie jev S.
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Formalne, vlastnost C,, je podmnoZina B,,. Hovorime, Ze funkcie, ktoré patria do
C,, tuto vlastnost maju a naopak funkcie, ktoré je nemaju nepatria do C,,.

5.1 Prirodzené vlastnosti

Vlastnost C,, € B,, je I'-prirodzena, ak existuje C, < C,, (velmi ¢asto C,; = C,) a su
splnené vlastnosti:

1) konstruovatelnost — rozhodnut, ¢i funkcia f,, ma vlastnost C,, (f,, € C,,) sa da
v zloZitostnej triede T’ (funkcie reprezentujeme pomocou pravdivostnych
tabuliek, tie maju velkost 2™). Napriklad ak I' = P, potom rozhodnut, ¢i f,, patri
do C;, sa da v polynomidlnom c¢ase od 2™.

2) velkost — musi platit |Ci| = 2700 . |B, | = 270 . 22"

3) uzito¢nost — vlastnost C, je uZitocnad voci zloZitostnej triede S, ak pre kazdu
postupnost funkcii fi, ..., f,, ..., kde udalost f,, € C,, nastdva nekonecne casto,

plati {fu}n=1 € S.

Ukdazalo sa, Ze skoro vSetky pouZivané vlastnosti su konStruovatelné a maju
pozadovanu velkost. UZitoCnost vlastnosti sa vidy berie vzhfadom na konkrétnu
zloZitostnu triedu S. Casto sa za triedu S berie P/Poly (&o je aj trieda neuniformnych
booleovskych obvodov polynomidlnej velkosti (1)). Potom je vlastnost C,, uZito¢nd, ak
pre kazdu postupnost funkcii fi, ..., f, ... (f, € C,, nastdva nekonecne Casto), plati {f,,}
nemad obvod s polynomialnou velkostou.

Otazka je, ktory argument potom nie je prirodzeny. Napriklad by takym mohlo
byt jednoduché spocitavanie velkosti mnoZin. Vlastnost C,, zadefinujeme ako f,, ma C,,,
ak f,, nema polynomidlny BP. MnoZina C,, je urcite velka (podla vety 4.0.1), ale to ndm
nepoméze pri konstruovani C,. Tato vlastnost je z nasho pohladu neprirodzend. To
nam neprekaza, lebo pomocou spocitavania eSte nebol urobeny Ziadny dolny odhad
pre explicitne definovanu funkciu.

Dbkazy, ktoré pouZivaju prirodzené vlastnosti sa nazyvaju natural proofs
(prirodzené dokazy).

5.2 Limity natural proofs

NajzaujimavejSie na praci (3) je, ze autori prisli s dokazom, podla ktorého je sila
prirodzenych dékazov inherentne obmedzend. Predstavme si, Ze chceme pre f ukazat
f & P/Poly. Potom kazdy prirodzeny dokaz musi odli§it f od [ubovolnej
pseudonahodnej funkcie z P/Poly, algoritmus pouZity v dokaze, ale musi fungovat pre
kazdu funkciu. Ak za f zvolime ndhodnu funkciu (ktord urcite nepatri do P/Poly),
algoritmus pouZzity na rozliSenie f od funkcii z P/Poly je vlastne algoritmus na
prelomenie pseudondahodného generatora Cisel z triedy P/Poly.
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Definicia 5.2.1: (3) Pseudondhodny generator Cisel je booleovska funkcia na
n premennych G,:{0,1}* — {0,1}*". Silou pseudondhodného generdtora H(G,)
oznacujeme najmensie prirodzené Cislo s také, Ze existuje booleovsky obvod
C s velkostou s, pre ktory plati

P[c(G,(x) = 1] —PlCG) =1]| =
kde x je ndhodny vstup z {0,1}" a y je ndhodny vstup z {0,1}*™.

Neformdlne, sila je najmensie Cislo s, pre ktoré existuje booleovsky obvod
C s velkostou najviac s. Zaroven pravdepodobnost toho, Ze C rozli§i medzi
pseudondahodnym a nahodnym retazcom je aspon 1/s.

Veta 5.2.1: (3) Predpokladajme, Ze existuje dokaz dolného odhadu zloZitosti, ktory
pouziva P/Poly-prirodzenu vlastnost uzitocnu voci triede P/Poly. Potom pre kazdy
generator pseudonahodnych ¢&isel G:{0,1}* — {0,1}?%, ktory ma polynomialnu

asovu zlozitost, plati H(G,) < ko

Dokaz: Nech C,, je P/Poly-prirodzend vlastnost pouZitd v dokaze z predpokladu vety.
Potom existuje C;; S C,, ktora spifia podmienky konstruovatelnosti a ma pozadovant
velkost. Pre jednoduchost budeme uvazovat C,, = C,,. Nech ¢ > 0 je lubovolna
konstanta anech n =[k¢]. Pomocou generatora G, urobime generator
pseudonahodnych funkcii F: {0,1}¥ — B, nasledovne.

Oznaéme ako Gy, G; booleovské funkcie Gy, G;:{0,1}* — {0,1}*. G,(a) bude prvych
k bitov vystupu Gy (a), podobne G,(a) bude poslednych k bitov G,(a). Pre retazec
y € {0,1}" definujeme Gj: {0,1}* — {0,1} .

G, =G

y oG

v, © - © G, (kompozicia funkcii Gy, G; uréena pomocou retazca y).
Pre x € {0,1}* definujeme funkciu F(x) na vstupe y € {0,1}"* ako F(x)(y) je rovné
prvému bitu vystupu Gy(x). Lahko vidiet, Ze vyhodnotenie F(x)(y) sa realizuje
s polynomidlnou casovou zloZitostou F(x) € P/Poly, kedZe G, ma polynomidlnu
¢asovu zloZitost. Pre lubovolné, ale fixné x € {0,1}* je teda funkcia F(x) € B,
realizovatelnd obvodom s polynomialnou velkostou.

Podla definicie uzitocnosti vocli triede P/Poly urdite F(x) & C, (pre dostatocne dlhy
vstup x). Inak by F(x) & P/Poly. Testovanie F(x) € C,, podla predpokladu
konstruovatelnosti vlastnosti C,,, ma polynomiadlnu ¢asovu zloZitost od dizky
pravdivostnej tabulky F(x), ¢ize 200 = 20k) . Nahodna funkcia f € B, svysokou
pravdepodobnostou nepatri do triedy P/Poly. Preto C, je vlastne Statisticky test,
ktory dokaze rozlisit medzi ndhodnou a pseudondhodnou funkciou v ¢ase 200,
naviac plati tvrdenie

|P[C.(f) = 1] = P[C,(F(x)) = 1]| = 270™) = 2709
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Algoritmus na rozhodovanie g € C,, (pre lubovolnu funkciu g € B,) je po Upravach aj
algoritmom pre rozliSenie pseudondhodnej postupnosti generovanej G; od ndhodnej
postupnosti. Dalej sa pomocou $tatistickych vlastnosti dokaze tvrdenie vety. Detailny
dokaz je v (3). [

Problém je, Zze v P/Poly sa nachadzaju aj velmi netrividlne pseudonahodné
generatory, ktorych rozbitie musi vyrieSit problémy ako faktorizacia a diskrétny
logaritmus. Ak by existoval prirodzeny dokaz pouZivajici P/Poly-prirodzenu vlastnost
uzitocnu voci triede P/Poly, potom by existoval algoritmus pre rieSenie problému
faktorizécie s €asovou zloFitostou 209, pre lubovolné ¢ > 0. Taky algoritmus by bol
o dost lepsi ako techniky, ktoré pouzivame v sucasnosti. To je dévod, preco sa nedari
pomocou prirodzenych dokazov ukdazat, Ze nejakd funkcia nie je v P/Poly (nema
polynomialny obvod). Podobne to funguje pre kazdu zlozitostnu triedu S. Na ukdzanie
toho, Zze f &S by sme museli byt schopni prelomit akykolvek generator
pseudonahodnych ¢isel zS. Pre obmedzené triedy S sa to mozZe podarit, ale ak S
obsahuje Siroku skalu funkcii, uz sa objavuju problémy.
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Zaver

V praci sme predstavili vypoctovy model branching programov, okrajovo sme sa
zaujimali aj o iné neuniformné modely. V druhej kapitole sme ukazali niekolko vztahov
platiacich vo svete neuniformnych modelov arozdiely oproti svetu uniformnych
modelov.

Pokusili sme sa nacrtnut, preco su doblezZité dolné odhady na BP aaké dolné
odhady zloZitosti sa podarilo dokazat. Najznamejsie techniky pre odhady zlozZitosti sme
prezentovali. Existuje mnoho dalsich, na ktoré uz nezostalo miesto.

Ako vyplyva z tretej kapitoly, techniky na dolné odhady nie su také dobré, ako by
sme potrebovali. Vieme, Ze vacdSina funkcii je velmi zloZitych, ale ked pride na
konkrétne (explicitne definované) funkcie, metédy zlyhavaju. Dari sa iba na velmi
Specidlnych postupnostiach funkcii.

V poslednej kapitole sme predstavili koncept natural proofs (prirodzené dokazy),
¢o je hlavny dévod, preco sa nedari ziskat dolné odhady zloZitosti. Skoro vietky dékazy
sa drzia schémy natural proofs. Ak pomocou nich ukdZzeme, Ze funkcia je tazka, potom
sme zaroven aj vyriesili nejaky tazky problém. Napriek tomuto faktu existuje progres
v odhadoch zlozZitosti, zatial ¢o niektoré problémy stale odoldvaju.

Autori pouZivaju rozdielne definicie pojmov a implicitné predpoklady viet. V praci
sme podavali vety a dokazy s jednotnymi definiciami. Zaroven explicitne uvadzame
vsetky predpoklady k vetam.

Po komunikdcii s odbornikmi z oblasti branching programov vznikal, paralelne
stvorbou prdce, archiv ¢lankov venujucich sa problematike neuniformnych
vypoctovych modelov (najma branching programov) a dolnych odhadov zlozZitosti.
Vytvorila sa aj verzia prace, kde su priame hypertextové odkazy na tieto ¢lanky.
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