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Abstrakt

Tato praca je zamerana na konstrukciu snarkov, ktoré sa nedajiu pokryt Styrmi per-
fektnymi pareniami. Vyuzivame fakt, ze pokrytie snarku styrmi perfektnymi pareniami
je ekvivalentné farbeniu snarku konkrétnou konfiguraciu 10 bodov a 6 priamok v 3-
rozmernom projektimnom priestore nad 2-prvkovym polom. Naimplementovali sme
program, ktory testuje zafarbitelnost snarkov touto konfiguraciou a tieZ farebné vlast-
nosti Casti grafov. Pomocou vlastnosti, ktoré sme odhalili, sme potom konsStruovali

snarky, ktoré sa nedaju pokryt styrmi perfektnymi pareniami.

Kracové slova: snark, farbenie, Steinerovsky systém trojic



Abstract

This thesis is focused on the construction of snarks whose edge-set cannot be covered by
four perfect matchings. We use the fact that covering graphs by four perfect matchings
is equivalent to coloring snark with a configuration of 10 points and 6 straight lines in
the 3-dimensional projective space over the field of two elements. We have developed a
software that tests colorability of snarks with configurations and properties of colored
graph components. We have constructed new snarks whose edge-set cannot be covered

by four perfect matchings by using properties that we have discovered.

Keywords: snark, coloring, Steiner configuration
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Uvod

Cielom tejto bakalarskej prace je pomoct pri skimani vlastnosti kubickych grafov na-
zyvanych snarky. Ich zékladnou charakteristikou je, Ze st to 3-regularne bezmostové
grafy, ktoré sa nedaju hranovo zafarbit troma farbami. Podla Vizingovej vety je teda
ich chromaticky index 4.

Hoci sa ich skimaniu venuje viacero timov po celom svete, stale je tato trieda gra-
fov velmi malo preskimané a pochopené. K pochopeniu snarkov nam poméha analyza
roznych vlastnosti a invariantov. Mnohé zo skimanych snarkovych invariantov réznym
sposobom meraji, nakolko je dany snark daleko od hranovo 3-zafarbitelného grafu.
Jednym z tychto invariantov je pocet perfektnych pareni (1-faktorov) potrebnych na
pokrytie vSetkych hran. Tuto hodnotu pre graf G' budeme volat pokryvaci index a
oznacovat 7(G). Existencia pokrytia Styrmi perfektnymi pareniami savisi s farbenim
konkrétnou konfiguraciou 10 bodov a 6 priamok v 3-rozmernom projektivnom pries-
tore nad 2-prvkovym polom, pracovne nazvanou tetraedralna konfiguréacia. Jej body a
priamky totiz ohrani¢uju Stvorsten (tetraéder). Podobnym konfiguraciam sa venujeme

v osobitnej kapitole.

Obr. 1: Petersenov graf

Velka viacsina malych snarkov mé pokryvaci index 4, preto su zaujimavé najma tie,
ktoré sa nedaju pokryt Styrmi 1-faktormi. Poc¢itacové generovanie a testovanie ukazalo,
ze do 36 vrcholov existuju len dva netrividlne snarky s pokryvacim indexom aspon 5

[3]. Jeden je Petersenov graf (obrazok 1) a druhy je graf na 34 vrcholoch s nazvom
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W Ms4 na obrazku 2. Cast tejto prace je zamerana na pocitacovii podporu skiimania
snarkov s pokryvacim indexom va¢sim ako 4. Skiimame ich vlastnosti a pomocou nich
konstruujeme dalsie snarky s pokryvacim indexom aspon 5. S ich pouzitim sa nam
podarilo vytvorit niekolko nekone¢nych sérii takych snarkov. Ale cielom je aj najst, ¢o
najviac malych snarkov s pokryvacim indexom aspon 5.

Jednou z motivacii Studia snarkov su tazké a dlho otvorené hypotézy. Snarky su
kandidatmi na protipriklady pre tieto hypotézy. Prvou je Cycle double cover hypo-
téza [8], podla ktorej sa kazdy bezmostovy graf da pokryt cyklami tak, aby kazda
hrana bola v dvoch cykloch. Dalsia je Five Flow hypotéza. Tato hypotéza hovori, Ze
kazdy bezmostovy graf ma nikde nulovy 5-tok. Fulkersonova hypotéza hovori, ze v kaz-
dom kubickom bezmostovom grafe existuje Sest takych perfektnych pareni, ze kazda
hrana patri do prave dvoch. Podla Bergeovej hypotézy sa hrany kazdého kubického

bezmostového grafu daju pokryt piatimi 1-faktormi. Neskor sa ukézalo, Ze posledné

dve spomenuté hypotézy su ekvivalentné [11].

Obr. 2: Graf W M3,

Na testovanie vlastnosti skonstruovanych snarkov sme naimplementovali program
Snark Master. Umoziiuje ndm testovat zafarbenie grafov réznymi steinerovskymi kon-
figuraciami a tiez prechodové relacie, o ktorych budeme pisat neskor. Tento program je
napisany v jazyku Scala a na testovanie vyuziva kniznicu riesiacu SAT problém. Vzhla-

dom na to, Ze ide o rieSenie hrubou silou, testovanie aj relativne malych snarkov (do 60
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vrcholov) moézZe trvat hodiny, a to aj napriek viacerym optimalizaciam pre konkrétne
konfiguracie.

Vysledkom préace st nami skonstruované snarky s pokryvacim indexom aspon 5 a
ich nekonecné série. Dalej st to ¢iastoéné komponenty snarkov, ktoré maji zaujimavé
vlastnosti vzhladom na ich pouZitie v konstrukeii novych snarkov. K tymto snarkom a

komponentom su aj ilustricie a tiez ich zapis v nami pouzivanom forméate grafov. Na

zaver je popisany program Snark Master.



Kapitola 1
Snarky - zadkladné pojmy a vlastnosti

Zéakladné pojmy z teorie grafov su Tahko dostupné v uéebniciach a monografisch. My
vychadzame z knihy R. Diestela [4]. Pokial ide o snarky, zatial nie st vobec knizne
spracované. Existuje niekolko prehladovych ¢lankov, zvicsia starsieho data [15]. Po-
vodnych vedeckych $tadii na tému snarkov je vSak vela a ich pocet v ostatnom case
zacal prudko rast. V tejto kapitole uvedieme zakladné charakteristiky snarkov a nie-

ktoré poznatky o nich. Sformulujeme tiez otazky, ktorym sa v praci budeme venovat.

1.1 Snarky

Budeme sa zaoberat len jednoduchymi grafmi, teda bez néasobnych hréan a bez sluciek.
Kubicky graf nazyvame snark, ak je bezmostovy a jeho chromaticky index je 4. Podla
Vizingovej vety chromaticky index kazdého kubického grafu je 3 alebo 4. Aby sme vyli-
¢ili trividlne pripady, kladieme na snark spravidla aj podmienku, aby cyklickd stvislost
bola aspon 4 a aby mal obvod vacsi alebo rovny 5. To znamené, Ze neobsahuje cyk-
lus dlzky menej ako 5. Snark, ktory nespliia posledné dve podmienky budeme nazyvat
trivialny.

Prvy objaveny snark bol Petersenov graf (1898). Je zobrazeny na obrazku 1. Az do
polovice 70-tych rokov minulého storoc¢ia boli zndme len tri netrivialne snarky. Prvé
nekonecné triedy objavili v tom ¢ase G. M. Adelson Velski a V. K. Titov [2| a R.
Isaacs [7]. Hoci aj v stucastnosti sa vyskumu snarkov venuje viacero timov po celom
svete, snarky nie st dostatocne preskiimané a pochopené. Preto je v tejto oblasti stale
vela nezodpovedanych otazok a hypotéz. Zatial nemame dostatok znalosti o Strukture
snarkov, aby sme ich mohli zodpovedat.

V sutcastnosti k vyskumu snarkov vyznamne poméha aj vypoctova technika. Po-
mocou nej sme schopni generovat velké mnozstvo snarkov a testovat ich vlastnosti.
Ale ani s takym velkym mnozstvom snarkov sa nepodarilo vyvratit niektoré hypotézy.

Treba poznamenat, ze z mnozstva kubickych grafov na danom pocte vrcholov je len
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mélo snarkov. Vieme, Ze ich podiel s rastiicim po¢tom vrcholov ide k nule. Aj preto sa

pre nas zaujimavé.

1.2 Pokrytie perfektnymi pareniami

Perfektné parenie alebo 1-faktor grafu G(V, E) je podgraf H(V', E') grafu G, pre ktory
plati V' = V' a kazdy vrchol podgrafu H je stupna 1. Nie kazdy graf nutne ma 1-faktor.
Petersen vsak dokazal, ze kazdy bezmostovy kubicky graf ma 1-faktor [13]. Neskor bolo
dokazané, ze kazda hrana bezmostového kubického grafu je v nejakom 1-faktore. Z toho
vieme, ze pre kazdy graf GG existuje mnozina 1-faktorov, ktorymi sa da pokryt cely graf
G. Preto zavadzame pojem pokryvaci index a oznatujeme ho 7(G). Pokryvaci index
hovori, kol'ko 1-faktorov potrebujeme na pokrytie grafu. Nie je zndma Ziadna konecna
hranica, ktoré by platila pre vSetky snarky.

Ak na pokrytie stacia tri 1-faktory, tieto 1-faktory musia byt disjunktné, a preto
mozeme hranam patriacim do prvého 1-faktoru dat farbu 1, druhému 2 a tretiemu
3, a tym dostaneme korektné 3-farbenie. Ale to sa pri snarkoch nemoze stat, pretoze
tie sa nedaju zafarbit troma farbami. Pre snarky teda plati, Ze ich pokryvaci index je
aspon 4. Vac¢Sina snarkov, ktoré pozname, sa da pokryt styrmi 1-faktormi. Dalsi fakt
je, ze nepozname snarky, na ktoré by pat 1-faktorov nestacilo. Hovori o tom Bergeova
hypotéza [11], podla ktorej na pokrytie kazdého kubického bezmostového grafu staci
pat 1-faktorov. V tejto praci nas zaujimaju prave tie, na ktoré styri 1-faktory nestacia.
Snazime sa vytvorit ¢o najvéicsie mnozstvo takych snarkov.

Pomocou pocitacového generovania a testovania sa ukéazalo, ze do 36 vrcholov exis-
tuja len dva také snarky. Jeden je Petersenov graf a dalsi je snark W M3y na 34 vrcholov.
Prva konstrukcia, ktora vysvetluje pokryvaci index 5 pre graf W Msy, je z ¢lanku [5].
Druhu konstrukciu opisuji autori M. Abreu, T. Kaiser, D. Labbate a G. Mazzuoccolo
v ¢lanku Treelike snarks [1]. Obe tieto konstrukcie popisuji nekoneénu triedu snarkov,
ktoré sa nedajua pokryt styrmi 1-faktormi a pomocou nich sa da skonstruovat aj W Mas,.

Ale st aj iné postupy konstrukcie, ktorymi ho vieme vytvorit.



Kapitola 2
Stienerovské systémy trojic

V tejto kapitole sa budeme venovat steinerovskym systémom trojic a steinerovskym
konfiguraciam. PopiSeme, ako pomocou nich vieme farbit grafy a aky maji savis s

tokmi. To vSetko nam pomodze pri skiimani snarkov s pokryvacim indexom aspon 5.

2.1 Systémy trojic

Steinerovsky systém trojic S je dvojica (P, B) kde P je n-prvkovd mnoZina, ktorej
prvky sa nazyvaju body a B je mnozina 3-prvkovych podmnozin mnoziny P. Trojica v
systéme sa tiez nazyva priamka alebo blok. Musi tiez platit, ze kazda dvojica bodov sa
nachadza spolu prave v jednom bloku. Bloky podla definicie steinerovského systému
maja spolo¢ny maximéalne jeden bod.

Najmensi steinerovsky systém je trividlny systém, ktory ma len tri body a jeden
blok. Najmensi netrividlny systém je Fanova rovina, ktora obsahuje sedem bodov a
sedem priamok. Je znazornena na obrazku 2.1. Je znédme, Ze steinerovsky systém na n
vrcholoch existuje prave vtedy, ked n = 1 alebo 3 (mod 6) [6].

Ciastocny steinerovsky systém je opif dvojica (P',B’) pricom P C Pa B CB
pre nejaky systém (P, B). NavySe musi platit, Ze neobsahuje izolované body a kazda
dvojica bodov je najviac v jednom bloku. Ciastotné steinerovské systémy nazyvame
tiez steinerovskymi konfigurdciami.

Homomorfizmus zo steinerovskej konfiguracie S do T' je zobrazenie bodov konfigu-
racie S do bodov konfiguracie T' také, Ze obrazy bodov, ktoré v S tvorili blok, musia
tiez tvorit blok v T

2.2 Farbenie steinerovskymi konfiguraciami

Pomocou steinerovskych konfiguracii moézeme farbit kubické grafy. Dovolené farby vo

farbeni st body v steinerovskej konfiguracii. Podmienkou farbenia je, ze farby pouzité
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Obr. 2.1: Fanova rovina

vo farbeni na hranach incidentnych s nejakym vrcholom musia v steinerovskej kon-
figuracii tvorit blok. Z definicie steinerovskej konfiguracie vyplyva, ze dve zafarbené
hrany incidentné s jednym vrcholom implikuji farbu tretej hrany. Ak sa kubicky graf
d& hranovo zafarbit nejakym systémom S, tak hovorime, Zze ma S-farbenie. Napriklad
farbenie trividlnym systémom je rovnaké ako obyc¢ajné farbenie troma farbami. Snarky
teda nemaju farbenie trividlnym steinerovskym systémom.

Za vrcholy do steinerovského systému trojic moézme zobrat napriklad aj prvky grupy.
Zoberieme za vrcholy prvky Z2 — {0}, systém bude obsahovat jeden blok so vSetkymi

vrcholmi. Tento systém mé tieto dve vlastnosti:
1. hodnota vrcholu je sama sebe opac¢nou hodnotou
2. sucet hodnot vrcholov v jednom bloku je 0

Vdaka tymto vlastnostiam sa na farbenie takymto steinerovskym systémom trojic mo-
zeme pozerat ako na nikde nulovy tok [10]. Prva vlastnost hovori, Ze ak jednym smerom
v hrane te¢ie hodnota X, tak druhou stranou tiez tecie X. To ndm pontika novy po-
hlad na problém. Pri konstruovani snarkov z mensich komponentov mézeme skiimat
ich tokové vlastnosti. Vdaka nim mozeme odvodit vlastnosti skonstruovaného snarku.

Teda pri vhodnom ohodnoteni bodov steinerovskej konfiguracie je farbenie aj tokom.

2.3 Steinerovské konfiguracie a 1-faktory

Teraz sa pozrieme na to, akym spésobom suvisi pokrytie snarku Styrmi 1-faktormi so
steinerovskymi konfigurdciami a teda aj s farbenim a tokmi.

Majme styri 1-faktory A, B, C, D. Majme snark s pokryvacim indexom 4 a pokryme
ho 1-faktormi A, B, C, D. Potom pre hrany incidentné s jednym vrcholom plati, Zze dve
hrany patria kazda do jedného 1-faktora a jedna hrana patri do dvoch 1-faktorov. Nech

farba hrany je mnozina 1-faktorov, do ktorych hrana patri. Pre farby v okoli jedného
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Obr. 2.2: Tetraedralna konfiguracia

vrcholu plati, Ze kazdy 1-faktor sa tam nachadza prave raz, bud samostatne, alebo vo
dvojci s inym 1-faktorom. Teda povolené trojice farieb v okoli vrcholu st (A, B, CD),
(A, C,BD), (A,D,BC), (B,C, AD), (B, D, AC), (C, D, AB). Farby vyjadrime pomocou
prvkov Z3—{0}. A = 0111, B = 1011, C = 1101 a D = 1110. Farba, ktora je kombinaciou
dvoch 1-faktorov bude ich suéet v Z3— {0}, napr AB = 1100. Takto definované farbenie
mozeme reprezentovat ako farbenie pomocou steinerovskej konfiguracie z obrazku 2.2.
Tato konfiguracia je pre naSu dalSiu pracu dolezita. Budeme ju volat tetraedralna
konfiguracia a oznacovat T'. Ak je hou snark zafarbitelny, potom hovorime, Ze ma T-
farbenie. V&imnime si, Ze T-farbenie je zarovei aj tokom v grupe Zj, pricom vietky
hodnoty su v T'. Je to vdaka tomu, Ze sic¢et bodov v jednom bloku je 0.

Trojicu roznych stredovych bodov jedného trojuholnika T-konfiguracie nazyvame
antipriamka. Trojicu réznych stredovych bodov, ktoré nie si v jednom trojuholniku
T-konfiguracie nazyvame kvdzipriamka.

Jediny sposob, ako vyjadrit 0 ako sicet troch réznych bodov z T-konfiguracie je,
7e tieto tri body tvoria bud priamku, alebo antipriamku v T-konfiguracii.

Plati nasledujtce tvrdenie.

Veta [12|: Bezmostovy kubicky graf sa da pokryt styrmi 1-faktormy prave vtedy,
ked ma T-farbenie.

Vdaka tejto vete vieme, ze testovat, ¢i sa graf da pokryt Styrmi 1-faktormi je to
isté, ako testovat, ¢i je zafarbitelny tetraedralnou konfiguraciou.

Hammingova vaha bodu T-konfiguracie je pocet jeho jednotiek. V T-konfigurécii
su dva typy bodov. Body s Hammingovou vahou 3 st krajné body blokov. Nazyvame
ich rohové body. Potom st to body s Hammingovou vahou 2. Tieto body st v strede

bloku a nazyvame ich stredové body.
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Pre tetraedralnu konfiguraciu dalej plati, Ze neexituje homomorfizmus z T do trivial-
nej konfiguracie s troma bodmi a jednym blokom [12]. Ozna¢me T” konfiguraciu, ktora
vznikne, ked z T" odstanime bod p € T', bloky, v ktorych je p a potom vSetky izolované
body. Potom z T" existuje homomorfizmus do trivialnej konfiguracie. To znamena, Ze z
T’'-farbenia grafu vieme ziskat aj 3-zafarbenie. To sa pri snarkoch nemoze stat. Preto

pri kazdom T-farbeni snarku je pouzity kazdy bod tetraedralnej konfiguracie.

2.4 Multipoly

Multipél je struktura podobna grafu. Lisi sa tym, ze mdze obsahovat hrany, ktorych
konce nemusia byt incidentné s vrcholmi. Ak je iba jeden koniec hrany incidentny
s vrcholom, tak hranu nazyvame wisiaca hrana alebo tiez polhrana. Ak hrana nie
je incidentna so ziadnym vrcholom, potom hranu nazyvame izolovana hrana. Visiace
hrany multipélu M budeme oznacovat S(M). Ak |[S(M)| = 0 potom M je graf. Ak
|S(M)| = n, potom M nazyvame n-pol.

Z visacich hran mézeme robit skupiny, ktoré nazyvame konektory. Konektory nemu-
sia pokryt celé S(M). Jedna visiaca hrana moze byt maximélne v jednom konektore.
Ak polhrana nie je v ziadnom konektore, tak ju nazyvame rezidudlna polhrana.

Dve visiace hrany mdzeme spédjat tak, ze ich odstranime a pridame hranu medzi
vrcholy, s ktorymi boli visiace hrany incidentné. Tiez mdzeme spajat konektory S; a
S, rovnakej velkosti tak, Ze i-tu polhranu z S; spojime s i-tou polhranou z Sy predché-

dzajucim sposobom.

2.5 Prechodové relacie

Pri zafarbeni komponentu tetraedralnou konfiguraciou musi byt sicet farieb na visia-
cich hranach 0, ¢o vyplyva z toho, Ze T-farbenie je tok. Na konektore velkosti 2 budu
niektoré dva vrcholy z tetraedralnej konfiguracie. Podla toho, aka je ich vzajomna

poloha v tetraedralnej konfigurécii, ich mézeme rozdelit do nasledujtcich tried:

e nula-je bud rohovy bod, teda dvakrat ten isty bod, ktory je v prieniku viacerych
blokov alebo stredovy bod, ¢o je dvakrat ten isty bod, ktory je v strede bloku

e Usecka - dva rohové body jednej priamky
e polpriamka - rohovy a stredovy bod jednej priamky
e uhol - dva stredové body, pricom bloky, v ktorych si1, maja spolo¢ny bod

e os - dva stredové body, pricom bloky, v ktorych st, nemaji spolo¢ny bod
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e vyska - krajny a stredovy bod, ktoré nie st v jednom bloku

Pri tomto deleni ndm nezalezi na poradi vramci jedného komponentu. Delenie nam
poméha popisovat, aké farbenia tetraedralnou konfiguraciou dovoluje dany komponent.
Zaujima nas, ¢o moézeme dostat na konektoroch. Teda ak komponent méa &k konektorov,
potom chceme vediet vSetky k-tice z vySSie definovanych tried, ktoré moézu byt na

konektoroch pri T-zafarbeni. Tito vlastnost nazveme prechodova relécia.



Kapitola 3
Zname konstrukcie

V tejto kapitole popiSeme dve zname konstrukcie nekone¢nych tried snarkov s pokry-
vacim indexom 5. Obe konstrukcie sa daju pouzit na konstrukciu W Ms,. Neskor vsak

popiSem nas spdsob konstrukcie tohoto grafu.

3.1 Konstrukcia "veterny mlyn" (windmill)

Snark W M3, bol objaveny pomocou pocitacového generovania. Prvy matematicky do-
kaz, pre¢o méa pokryvaci index 5 bol pomocou tejto konstrukcie [5].

Postup konstrukcie ja nasledovny. Pre i € {0,1,2} zoberme snark G;, pricom
7(G;) > 5, ktrory ma hranu z;y;. Nech 2V a z} si susedia x; a y? s y! su susedia
y;- Nech H; pre i € {0,1,2} je graf, ktory vznikne odstranenim vrcholov z; a y;. Vy-
tvorime novy vrchol u a dalsie vrcholy a;, b;, ¢; také, Ze a; susedi s a9, ; a y ,, dalej b;
susedi s },; a y;_; a ¢; susedi s a;, b; a novym vrcholom u. Konstrukcia je znazornena
na obrazku 3.1. V ¢lanku je dalej dokdzané, Ze touto konstrukciou dostaneme snark s
pokryvacim indexom aspon 5.

Ak zoberieme Gy = Gy = G = Peresenov graf, potom dostavame W Msy.

G o Gh

Obr. 3.1: Konstrukcia windmill

11
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3.2 Konstrukcia "stromovitych" (treelike) snarkov

Teraz popiSeme konstrukciu od autorov M. Abreu, T. Kaiser, D. Labbate a G. Mazzu-
occolo [1].
Na tuto konstrukciu potrebujeme komponent F', ¢o je komponent, ktory vznikne z

Petersenovho grafu nasledovnymi operéaciami.

e 7 Petersenovho grafu najprv odstranime vrchol x. Visiace hrany, ktoré ostana,

oznacme ag, a4, as a ich susedov y, z, t.
e Na dvoch hranach incidentnych s y priddme po jednom novom vrchole.
e K novym vrcholom pridame polpriamky aq, as.

Postup je znazorneny na obrazku 3.2. Komponent F' mé péat visiacich hran. Z toho

su dva konektory a jedna rezidualna hrana.

ay a3y

Obr. 3.2: Konstrukcia komponentu F

Obr. 3.3: Konstrukcia W Ms, ako stromovitého snarku
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Dalej zadefinujeme Halinov graf. Sklada sa z planarneho stromu bez vrcholov
stupna 2 a z cyklu cez jeho listy. Zoberme kubicky Halinov graf. Listy z cyklu nahradime
komponentami F' tak, ze polhrana as bude pripojena ku stromu z Halinovho grafu. Na
obrazku 3.3 je priklad takejto konstrukcie pre Halinov graf pozostévajiceho zo stromu
s jednym vrcholom a z troch komponentov F. To, ¢o dostaneme je opat graf W Ms,.
Autori ¢lanku dalej dokazuju, Ze takouto konstrukciou vznikaju snarky s pokryvacim
indexom aspon 5.

Existuje aj v8eobecnejsia konstrukeia tohoto typu [12]. Casti tejto konstrukcie budua
detailnejsie popisané v d'algej kapitole. V tejto konstrukeii st pouZité tri druhy kompo-
nentov. Prvy je dekolinedtor, ¢o je (2,2)-pol, ktory vznikne odobranim cesty dlzky 1 zo
snarku s pokryvacim indexom aspont 5. Druhy je (2,2,1)-pol B, ktory vznikne odstra-
nenim cesty dlzky 2 z grafu Kjz3. Spojenim dekolinedtora a B dostdvame komponent
F', ¢o je tiez (2,2,1)-pol. Teraz zoberieme Halinov graf a rovnako ako v predchéadza-
jucej konstrukecii nahradime jeho cyklus komponentmi F’. Takéto snarky nazyvame

halinovské snarky. Halinovské snarky maju pokryvaci index aspon 5.



Kapitola 4
Vysledky prace

V tejto kapitole popiSem vysledky a zistenia, ku ktorym sme dospeli pri testovani a
konstruovani snarkov a tiez postupy, ktoré sme vyuzili. Teoretické poznatky sme ¢erpali

z prace [12].

4.1 Dekolineator

Zoberme si Tubovolny kubicky (2,2)-pél a pozrime sa na jeho prechodovu relaciu pri
farbeni T-konfiguraciou. Ozna¢me farby na jednom konektore 1, x5 a na druhom vy, ys.
7 tokovych vlastnosti vieme, Ze x1 + x2 + y1 + y2» = 0. Chceme teraz vediet, aké

prechodové relacie st vobec pripustné.

e Ak x1 + x5 = 0, znamen4 to, Ze na konektore je bud rohovy, alebo stredovy
bod. Vtedy ale aj y; + y2 = 0. Teda aj na druhom konektore bude rohovy, alebo
stredovy bod. (2,2)-pol zachovava prechod nula — nula.

e Ak vstupuje os, potom z; + x5 = 1111 v Zj. Jedind moZnost ako dostat 1111
na druhom konektore ako stucet dvoch farieb je opét os. (2,2)-pdl zachovava aj

prechod os — os.

e Ak x4y, x5 tvori polpriamku, potom x; + o = ¢, kde ¢ je rohovy bod a (xy, x5, ¢)
tvori priamku. Aby boli zachované tokové podmienky, potom musi platit aj y; +
Yy = c potom ale y; + y» + ¢ = 0. KedZe ¢ je rohovy bod, potom yi,ys je
polpriamka. (2,2)-p6l zachovéava aj prechod polpriamka — polpriamka.

e Nech teraz x1, z, je vySka. Potom jeden z x1, 22 je rohovy bod ¢; a druhy je stre-
dom priamky ¢, c3. Body ¢, o, c3 tvoria v tetraedréalnej konfiguracii trojuholnik,
v ktorom je vyska x1,xs. Potom x1 + 29 = ¢y + o + ¢3 = y1 + y2 a teda y1, yo

musi byt nektora vyska v trojuholniku ¢y, co, c3.

14
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e Ak 1, x5 je uhol, potom si to dva stredové body blokov, ktoré maji spolo¢ny
rohovy bod. Nech tento uhol lezi v trojuholniku ¢y, ¢o, c3 a ¢; je spominany spo-
lo¢ny vrchol. Potom 1 4+ xo = (¢1 +¢o) + (¢4 +¢3) = o+ ¢3 = y1 + yo. Teda y; a
Yo davaju v sucte stredovy bod. To modZe nastat len vtedy, ked yq, 1o je Gse&ka z
rovnakej priamky ako ¢y, c3 alebo uhol. Mo6zZe byt ten isty alebo iny, ktory v sucte

dava bod ¢z + ¢3. V (2,2)-pole moze nastat uhol — uhol a aj uhol — Gselka.

e Ak x1, x5 je ise&ka, potom x1+x5 je stredovy bod. Preto tak isto ako v predchéaz-
dajicom pripade i,y moze byt tselka alebo uhol. Teda moze nastat prechod

uselka — uhol alebo Gselka — uselka.
Toto st vsetky mozné prechody cez (2,2)-pol:
nula — nula
0s — 0s
polpriamka — polpriamka
vyska — vyska
uhol — uhol
uhol — dsecka
iseCka — uhol
isecka — Gsecka

Tato prechodovi relaciu oznac¢ime €). Je to maximalna prechodové relacia, ktora
moze (2,2)-pol mat. Nie v8etky prechody vSak musia nastat. Vnatorna struktara (2,2)-
po6lu moze niektoré, moézno aj vSetky prechody vylucit.

Zoberme snark, ktory sa neda zafarbit tetraedralnou konfiguraciou. Po odstraneni
cesty dlzky 1 dostavame (2,2)-pol. Takyto (2,2)-pol nazveme dekolinedtor. Mozeme ho
oznaCit X. VysSie sme popisali, aké prechody moze mat. Vdaka tomu, Ze vznikol z
T-nezafabitelného grafu, vieme o prechodoch viac.

Vieme, ze nemdze mat prechod polpriamka — polpriamka. Keby taky prechod
mal, potom na oboch konektoroch by v sucte bola rovnaka farba. Tuto farbu by
sme mohli pouzit v povodnom grafe na odstranenii cestu a mali by sme korektné
T-zafarbenie. To ale nie je mozné.

Podobne je to aj s prechodom tsecka — tsecka. Keby dekolineator mal takyto
prechod, potom by na oboch konektoroch bol v siicte ten isty stredovy bod. Z takejto
situacie by sme opéat vedeli nast T-zafarbenie pévodného grafu, ¢o je spor.

7 tejto mensej mnoziny prechodov mézeme pozorovat, ze pri kazdom prechode
(1, 22) = (y1,y2) aspoii jedna z dvojic (21, x2), (Y1, y2) nelezi na jednej priamke. Preto
nézov dekolineator.

Na obrazku 4.1 je priklad dekolineatora, ktory vznikne z Petersenovho grafu.
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Obr. 4.1: Dekolineator z Petersenovho grafu

4.2 Komponenty [ a B

Dalsf komponent, s ktorym budeme pracovat je (2,2)-pol I z obréazku 4.2. Komponent [
vznika odstranenim cesty dlzky 1 z grafu K. Tento komponent mé prechodovi relaciu:
nula — nula
vysSka — vyska
polpriamka — polpriamka
uhol — Gsecka
isecka — uhol

asecCka — usecka

Obr. 4.2: Komponent I

Pri farbeni komponentu I tetraedralnou konfiguraciou je pri kazdom vrchole jedna
hrana farby s Hammingovou vahou 2 a dve hrany s vahou farby 3. Doélezité pozorovanie
je, ze ak na jednom konektore I st farby s Hammingovou vahou 3 potom na druhom
konektore st bud obe farby vahy 2 alebo 3, v zavislosti od farby stredovej hrany. Opacne
ak na jednom konektore st dve farby vahy 2, potom na druhom musia byt dve farby
véhy 3, pretoze pri kazdom vrchole méze byt maximalne jedna farba vahy 2. Preto sa

uhol zobrazi na tsecku. Tuto vlastnost neskor vyuzijeme pri konstrukcii.
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Komponenty moézeme spajat za sebou pomocou ich konektorov. Skuisme sa pozriet
na prechodovi relaciu komponentu, ktory vznikne spojenim X s I a to s dalsim X

(skratene X 1X). Zistime, Ze prechodova relacia obsahuje prechody:

nula — nula
vyska — vyska
uhol — uhol
uhol — Gsecka

asecka — uhol

Je to teda opét dekolineator. Tato prechodové relacia je podmnozinou prechodovej
relacie dekolineatora X. Chyba tu prechod os — os, pretoze komponent [ nema tento
prechod. Priamky, na ktorych lezia vrcholy tvoriace os, nemaju ziaden spolo¢ny bod.
Preto by sa stredova hrana v komponente I nedala dofarbit.

Toto ndm umoznuje nahradzat dekolineator dvoma dekolineatormi a komponentom
I. Nech Z je petersenovsky dekolineator. Potom nahradenim dekolineatora Y v T-
nezafarbitelnom snarku dekolineatorom Y IZ dostaneme novy T-nezafarbitelny snark,
ktory ma o 10 vrcholov viac.

KedZe nés zaujimaju malé snarky, tak mozeme napriklad v Petersenovom grafe na-
hradit petersenovsky dekolineator X dekolineatorom X 71X. Dostaneme graf z obrazku

4.3. Problémom je, Ze tento graf mé trojrez. Ako zvysit stvislost si ukazeme neskor.

Obr. 4.3: Rozsirenie Petersenovho grafu pomocou XIX

Komponent B vznikne z [ pridanim vrcholu na stredovii hranu a pridanim polhrany
z neho, alebo z grafu K3 3 odstranenim cesty dlzky 2. B je (2,2,1)-pol, ma dva konektory
a jednu visiacu hranu, ktort nazyvame rezidualna.

Operécia ®-sucinu na (2,2,1)-poloch funguje tak, Ze spoji konektor jedného kom-
ponentu s konektorom druhého komponentu a pridad novy vrchol, do ktorého pdjdu

reziduédlne hrany a nova polhrana. Operacia je znazornena na obrazku 4.4.
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Obr. 4.4: Operacia ®-sa¢inu na (2,2,1)-pdloch

18

B komponent povoluje viac prechodov cez konektory, konkrétne tychto 18 precho-

dov:
vysSka — vyska
vysSka — uUsecka
vySka — polpriamka
uhol — rohovy bod
uhol — usecka
os — Usecka
rohovy bod — uhol
rohovy bod — polpriamka
usecCka — vysSka
usecka — uhol
usecka — os
useCka — polpriamka
useCka — stredovy bod
polpriamka — vySka
polpriamka — rohovy bod
polpriamka — Gsecka
polpriamka — polpriamka

stredovy bod — usecka

Dolezité je, ze kazdy prechod vynucuje nejaka farbu na rezidualnej hrane. Pri ope-

racii ® prave rezidualna hrana casto vyvola spor vo farbeni. Moézeme si vSimnut, Ze

komponent, ktory vznikne spojenim dekolineatora X a komponentu B je ekvivalentny
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komponentu F' z konstrukcie treelike snarkov. Komponent X B ma tiez bohatt precho-
dovu relaciu. Povoluje az 19 prechodov:

vyska — vyska

vysSka — Gsecka

vysSka — polpriamka

uhol — vyska

uhol — uhol

uhol — os

uhol — rohovy bod

uhol — Gsecka

uhol — polpriamka

uhol — stredovy bod

os — Usecka

rohovy bod — uhol

rohovy bod — useska

rohovy bod — polpriamka

usecka — rohovy bod

iseCka — Gsecka

polpriamka — uhol

polpriamka — usecCka

polpriamka — polpriamka

Ale komponent (X B) @ (X B) povoluje len 7 prechodov:

vysSka — usecka

uhol — vyska

uhol — usecka

uhol — polpriamka

rohovy bod — polpriamka

isecCka — polpriamka

polpriamka — polpriamka

Je to vdaka rezidualnej hrane.
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4.3 Halinov dip6l

Vpredchéadzajucej kapitole sme videli, Ze hoci komponent B mé& vela prechodov, jeho
kombinovanim s dekolineatormi sa prechodova relacia rychlo redukuje. To uvidime aj v
dalsom komponente. Pripojme k uz spominamému komponentu (X B) ® (X B) dalsie

B sposobom ako je na obrazku 4.5. Tento komponent nazyvame Halinov dipdl.

Obr. 4.5: Halinov dipél

Halinov dip6l ma len dva mozné prechody. Su to:
isecCka — Gsecka
polpriamka — polpriamka

Mozeme sa pokisit tieto prechody este zredukovat. Uz sme videli komponent, ktory
nam moze pomoct. Je to dekolineator. Ten totiz v prechodovej relacii nema ziaden pre-
chod s objektom polpriamka. Skusme teda zapojit dekolinedtor X za Halinov dipol.
Ozna¢me tento komponent Z a skiimajme jeho prechodovi relaciu. Tento komponent
nie je symetricky. Ak do Halinovho dip6lu vstupuje polpriamka, tak z neho aj vystu-
puje. Ak je na vstupe dekolinedtora polpriamka, dekolineator ju nevie dofarbit, preto
komponent Z nemé prechod z objektu polpriamka. Ked do Halinovho dip6lu vstupuje
usecka, tak z neho aj tsecka vychadza. Dekolineadtor X mé prechod dsecky — uhol.
Iné vstupy pre Halinov dipél nema zmysel rozoberat. Preto cely komponent Z ma iba
jeden jediny prechod, ktorym je tiselka — uhol. Keby sme uzavreli komponent Z
tak, ze jeden konektor spojime s druhym, ziskame snark, ktory nemé T-zafarbenie.
Je to prave vdaka sporu na konektoroch. Ked na konstrukciu komponentu Z ako de-
kolinedtory pouzijeme dekolineatory z Petersenovho grafu, dostaneme uz znamy graf,
W Msy. Pomocou sktimania prechodovych relacii komponentov teda vieme vysvetlit

nepokrytelnost grafu W Mz, Styrmi 1-faktormi.

4.4 Nedofarbitelné komponenty

Prechodovu relaciu komponentu Z vieme vyuzit aj inak. Vieme, Ze pri kazdom za-
farbeni komponentu Z musi byt na jednom konektore uhol. Je na konektore dipélu,

ktory sme pripojili ku Halinovmu dip6lu. Mohli by sme k nemu pripojit komponent,
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ktory nemé prechod z objektu uhol. Takym komponentom je napriklad opat Halinov
dip6l. Spojme teda tieto dva komponenty do jedného komponentu, ktory oznacime
HX H podla komponentov, z ktorych vznikol (Z = HX ). Vieme, ze medzi HX a H
nastava konflikt v prechodovej relacii. Preto je tento komponent nedofarbitelny. Ked
pripojime k tomuto komponentu lubovolny komponent, tak nebude mat T-zafarbenie.
Samozrejme nezaujimaju nas vietky doplnenia komponentu ale len tie, ktoré splhaju
podmienky zaujimavych snarkov, napriklad, Zze maji dostato¢nu suvislost.

Komponent HX H méa 2 konektory. Mozeme vSak vyrobit o trochu vacsi nezafar-
bitelny komponent s troma konektormi, ktory neobsahuje HX H ako podgraf. Na to
si musime v8imnat Hammingovu vahu farieb v prechodovej relacii komponentu H.X.
Na vystupe moze mat komponent HX len uhol. Objekt uhol je tvoreny stredovymi
bodmi priamok tetraedralnej konfiguracie. Tie maju Hammingovu vahu 2. Naopak, na
vstupe moze mat len objekt asecka, ¢o st vrcholy s Hammingovou véahou 3. Mozeme
spravit nasledujicu konstrukciu. Zoberme dva komponenty HX. Spojme jednu hranu
z vystupu HX s hranou vstupu druhého H X . Konstrukcia je znazornené na obrazku
4.6.

Obr. 4.6: Komponent HXHX

Dostaneme novy konektor pozostavajuci z jednej hrany vystupu HX a jednej zo
vstupu druhého HX. Tento komponent je nezafarbitelny, pretoze druhy komponent
H X dostava na vstupe farbu s Hammingovou vahou 2 a ti nevie spracovat. Tento krat
vSak mame viac moznosti ako komonent doplnit.

Takto by sme vedeli vytvorit dalsie komponenty, ktoré sa nedaju dofarbit pomocou
tetraedralnej konfiguracie. Toto boli nejmensie, ktoré sme nasli. Kazdy takyto kompo-

nent je zakladom pre nekonec¢nii triedu snarkov s pokryvacim indexom aspon 5.

4.5 Snark s vysokou neparnostou

V tejto Casti Cerpame teoretické poznatky z prace [9].

Nepdrnost je minimalny pocet neparnych kruznic v 2-faktore v bezmostovom ku-
bickom grafe GG, oznacujeme w(G). Kedze kazdy kubicky graf ma parny pocet vrholov,
potom aj neparnost musi byt parne ¢islo.

Rezistencia grafu G je minimalny pocet vrcholov, ktoré treba z grafu G odstranit,

aby bol graf 3-zafarbitelny. Oznacujeme p(G).
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Obidva invarianty si, podobne ako pokryvaci index, mierami vzdialenosti snarku
od 3-zafarbitelného grafu. Vieme, ze p(G) < w(G). Nepozname vsak vztah medzi 7(G)
a p(G) alebo w(G).

Na obréazku 4.7 je snark, ktory vznikne uzatvorenim nedofarbitel ného komponentu

HXHX 7z predchadzajucej ¢asti. Tento snark je prvy znamy snark s w(G) > 2 a
7(G) > 4.

Obr. 4.7: Graf HXHX

4.6 Halinov dip6l ako substittcia

V predchadzajucich castiach kapitoly sme prechodovu reldciu Halinovho dipolu vyuzili
na vytvorenie sporu. Teraz budeme hladat podobnost s inym komponentom, aby sme
ich navzajom mohli substituovat.

V prechodovej relacii halonovho dipélu st prechody:
isecka — Gsecka
polpriamka — polpriamka

V oboch pripadoch je na kazdom konektore maximéalne jedna farba s Hammingovou
vahou 2. Pri prechode tsetka — tselka je sucet farieb na jednom konektore rovny
stuctu farieb na druhom konektore. Je to stredovy vrchol priamky. Mozeme si to pred-
stavit aj tak, Ze cely Halinov dipo6l okrem konektorov mé ako farbu tento stredovy
vrchol. Podobne pri prechode z polpriamky to bude jeden rohovy vrchol.

Ked skamame prechodovi relaciu cesty dizky 1 (alebo hrany s jej koncovymi vr-

cholmi) obr. 4.8, zistime Ze je rovnaké ako prechodova relacia Halinovho dipolu. Tento
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poznatok nam déva nové moznosti na konstrukciu snarkov s pokryvacim indexom aspon

D.

Obr. 4.8: Cesta dlzky 1 a Halinov dipol

Ak zoberieme I'ubovolni cestu dizky 1 v l'ubovolnom snarku s pokryvacim indexom
aspon 5, tak aj graf, ktory vznikne nahradenim tejto cesty Halinovym dipélom bude
mat pokryvaci index aspon 5. Halinov dip6l nemusi mat presne tie isté prechody ako
cesta dlzky 1. Moze mat aj menej, ak v konstrukeii Halinovho dipélu pouzijeme dekoli-
neatory, ktoré niektoré prechody este zredukujia. Ked chceme konstruovat malé snarky,
tak mozeme zobrat Halinov dipél s pretersenovskymi dekolineatormi a nahradit nim
cestu v Petersenovom grafe. Tato operacia zobrebie 2 vrcholy z Petersenovho grafu
a prida 26 vrcholov. Celkom 34 vrcholov. Dostavame opat W Ms,. Dévod nezafarbi-
telnosti W Msy je tentokrat preneseny z Petersenovho grafu substiticiou, ktora tato
vlastnost zachovéva.

Substitucia Halinovym dipolom ma aj ini dobru vlastnost. KedZe nahradzame
jednu hranu nie¢im stuvislym, tak sivislost grafu neklesne, ale moze stupat. Takymto
posilnenim hran, ktoré st v malych rezoch moézeme vyrobit suvislejsi graf. Moézeme sa
vratit k uz spominanému grafu z obrazku 4.3. Tento graf ma dva netrividlne trojrezy.
Oba maja jednu spolo¢nii hranu. Ttdto hranu spolu s jej vrcholmi mozeme nahradit
Halinovym dipolom. Dostavame 44 vrcholovy snark s pokryvacim indexom aspon 5 a

bez trojrezov 4.9.

4.7 Bipartitné vlozky

Uz sme videli komponenty, ktoré menia prechodovi relaciu a tiez komponenty, ktoré
maju rovnaké prechodové relacie. Teraz budeme hladat komponenty, ktoré zachovavaju
geometrické typy dvojic. S tymto ciefom sme skonstruovali viacero malych komponen-
tov, ktorych prechodové relacie sme potom otestovali. Najskor sa nam podarilo najst
(2,2)-pély na 10 vrcholoch so zachovavajicou prechodovou relaciou. Tie vSak obsaho-
vali cyklus dlzky 4. Snarky, ktoré maji cyklus dlzky 4 nie st pre nés prili§ zaujimavé.
Nakoniec sa nam podarilo najst (2,2)-po6l na 12 vrcholoch, ktory neobsahoval cyklus

dlzky 4 a mal konstantna prechodovi relaciu. Teda ak na vstupe bola tse&ka, tak aj
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Obr. 4.9: Nahradenie hrany Halinovym dipolom

na vystupe bola isecka. A podobne to platilo pre vSetky triedy dvojic vrcholov tetra-
edralnej konfiguracie. Chceli sme vediet, ako takyto komponent vzniki. Ukazalo sa, ze
obsahuje vela cyklov dlzky 6. Existuje graf na 14 vrcholoch, ktory tiez obsahuje takéto
cykly. Vola sa Heawoodov graf 4.10. Zistili sme, Ze n&s 12 vrcholovy komponent vznikne
odstranenim cesty dlzky 1 z Heawoodovho grafu. Potom sme tito vlastnost otestovali
aj na Pappusovom grafe 4.11. Tento graf je Struktirou podobny Heawoodovmu grafu.
M4 18 vrcholov. Komponent, (2,2)-pdl, ktory vznikne odstranenim cesty dlzky 1 z
Pappusovho grafu sme otestovali na prechodovi relaciu. Tento (2,2)-p6l mé tiez zacho-

vavajucu prechodovu reléciu.

deg

Obr. 4.10: Heawoodov graf Obr. 4.11: Pappusov graf

Otézka je kolko takychto grafov existuje. Heawoodov aj Pappusov graf su kubické,
bipartitné grafy. Preto ma zmysel pozriet sa na vsetky také grafy. Podarilo sa dokazat),
7e (2,2)-pél, ktory vznikne z bipartitného kubického grafu odstranenim cesty dizky 1
bude mat zachovavajtucu prechodovi relaciu [12].

V dokaze sa najprv ukaze, ze ak z bipartitného kubického grafu odstranime vrchol
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v, tak v kazdom T farbeni zvysného 3-polu bude na visiacich hranach priamka v tetra-
edralnej konfiguracii. Potom sa ukaze, ze vdaka tomu po odstraneni nejakého suseda
vrcholu v vznikne (2,2)-p6l so zachovavajicou prechodovou relaciou.

Pretoze tieto komponenty vznikaju z bipartitnych grafov a mozeme ich Tubovolny
pocet krat vkladat do snarkov, nazvali sme ich spolo¢ne bipartitné viozky. Ako sme uz
spominali, niektoré grafy obsahuju cyklus dizky 4. To nam nie vzdy prekéza, pretoze
cestu dizky 1 mozeme vybrat tak, aby vzniknuty (2,2)-pol neobsahoval cyklus dlzky
4. Problém je, ked takych cyklov je v grafe viac a nedaju sa vSetky zru$it odstrane-
nim jednej cesty dizky 1. Pre najdenie najmensicho vyhovujiceho bipartitného grafu
sme stiahli z databazy grafov (https://hog.grinvin.org/) malé bipartitné kubické grafy.
Spracovali sme ich pomocou grafového programu Sage (http://www.sagemath.org/).
Hladali sme v nich grafy, z ktorych sa da odstranit cesta dizky 1 tak, aby nezostal v
grafe ziaden cyklus dlzky 4. Najmensi taky graf je spominany Heawoodov graf na 14
vrcholoch. Potom dalSie st na 16, 18 a 20 vrcholoch.

Bipartitné vlozky nam mo6zu pomoct pri konstrukceii snarkov s pokryvacim indexom
aspon 5. Zoberme snark s pokryvacim indexom aspon 5. Nech v tomto snarku existuji
2 hrany, ktorych rozrezanim vznikne (2,2)-pol, ktorého prechodova relacia spésobuje
pokryvaci index aspon 5 snarku. To znamené, Ze po spatnom spojeni tychto dvoch hran
dostaneme na tomto mieste spor v prechodovej relacii. Potom na toto miesto mozeme
zapojit za sebou I'ubovolne vela bipartitnych vloziek a vzniknuty graf bude mat tiez
pokryvaci index aspon 5. Ked nas zaujimaju najmensie snarky s pokryvacim indexom
aspon 5, tak mdzeme zobrat W M3, a bipartitna vlozku z Heawoodowho grafu. V casti
4.3 sme ukazali, Ze komponent Z mé iba prechod dsecka — uhol. MozZeme za tento
komponent zapojit bipartitnad vlozku a uzavriet cely tento komponent ako na obrazku
4.12. Dostaneme 34 + 12 = 46 vrcholov.

V prilohe je subor, ktory obsahuje kubické bipartitné grafy s obvodom aspon 6 od
14 do 20 vrcholov. KedZe maja dostatoény obvod, mézu byt pouZité na vytvorenie
bipartitnych vloziek.

Bipratitné vlozky moézeme naozaj vlozit len na miesto, kde chceme zachovat pre-
chodovt relaciu. Inak pokryvaci index snarku nemusi ostat 5. Zoberme napriklad Pe-
tersenov graf. Rozrezme niektoré dve hrany vo vzdialenosti 1 a vlozme tam bipartitna
vlozku z Heawoodovho grafu. Dostavame graf na 10 + 12 = 22 vrcholov. Tento graf
bude mat stale dostac¢ujicu suvislost. Nemoze vSak mat pokryvaci index aspon 5, pre-
toze uz vieme zZe do 34 vrcholov existuju iba dva také snarky, Petersenov graf a W Msy.
Preco teda tento 22 vrcholovy graf nemé pokryvaci index aspon 57 Dokonca tento graf
ani nie je snark, pretoze sa da zafarbit troma farbami. Problém je, Ze nazafarbitelnost
Petersenovho grafu tetraedrélnou konfiguréciou teraz nevieme vysvetlit pomocou pre-
chodovej relacie, tak ako sme ju zadefinovali. Problém je uz to, Ze pri prechodovej relacii

nas nezaujima poradie farieb na konektore. Ked rozpojime dve hrany v Petersenovom
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Obr. 4.12: W M3, s bipartitnou vlozkou

grafe, tak (2,2)-pol, ktory vznikne ma takato prechodovi relaciu:
vyska — vyska
uhol — uhol
uhol — Gsecka
nula — nula
iseCka — uhol
iseCka — Usecka

polpriamka — polpriamka

MoézZeme najst prechody napriklad polpriamka — polpriamka. Mohlo by sa nam
zdat, ze ked spojime rozpojené hrany spét, tak s tymto prechodom je Petersenov graf T-
zafarbitelny. To vSak nie je pravda. Sice existoval prechod polpriamka — polpriamka,
ale na konektoroch boli bud rézne polpriamky, alebo ak boli rovnaké, tak farby na
konektore boli v r6znom poradi.

Ina situécia nastéava, ked rozpojime v Petersenovom grafe hrany, ktoré maja spo-
lo¢ny vrchol. Takyto (2,2)-pél ma v prechodovej relacii len prechod dseéka — uhol.
Ked hrany spat spojime tak mame spor a preto nebude Petersenov graf T-zafarbitelny.
Na toto miesto moézeme dat bipartitni vlozku. Tiez dostaneme 22 vrcholovy snark.
Problémom je 3-rez. Ten musime odstranit substittciou cesty dlzky 1 Halinovym di-
polom. Tym to spdésobom vieme skonstruovat 46-vrcholovy snark, ale nie mensi.

Iny pohlad na Petersenov graf je, Ze sa sklada z petersenovského dekolineatora a

cesty dlzky 1. Cesta dlzky 1 ma prechody:

asecka — usecka
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polpriamka — polpriamka

Petersenovsky dekolineator tieto prechody nemé. Preto ich spojenim dostavame T-
nezafarbitelny snark. Medzi spojenie konektorov dekolineatora a cesty dlzky 1 mé-
zeme vkladat bipartitné vlozky a tak vyrabat snarky s pokryvacim indexom aspon 5.

Vyrobime vsak aj trojrezy, ktorych sa potom musime zbavit.

4.8 Priamky a antipriamky

V tejto kapitole ukazeme d’algiu techniku ako konstruovat snarky s pokryvacim indexom
aspon 5. V predchadzajucich kapitolach sme spajali (2,2)-poly. Teraz budeme spéjat
3-poly. Tu uz nebudeme skiimat prechodovu relaciu, ale bude nas zaujimat Hammin-
gova vaha farieb na visiacich hranach a tiez, ¢i tvoria priamku alebo antipriamku v
tetraedralnej konfiguracii.

Uz sme videli, ze farby na visiacich hranach 3-polu, ktory vznikne odstranenim
vrchola z bipartitného kubického grafu, pre kazde T-farbenie tvoria priamku v tetra-
edralnej konfiguracii. To st dva rohové vrcholy a jeden stredovy vrchol z tetreedrélne;j
konfiguracie. Hammingove vahy farieb na visacich hranéch sua 3, 2, 3.

Ked zoberieme snark s pokryvacim indexom aspofi 5 a odstranime vrchol, tak do-
staneme 3-pol, ktory pri kazdom T-farbeni mé na visiacich hranach farby tvoriace
antipriamku. Je to preto, lebo pri farbeni 3-pélu tetraedralnou konfiguraciou musi byt
sucet farieb na visiacich hranach rovny 0, pretoze je to tok. To znamend, ze farby tvo-
ria priamku alebo antipriamku v tetraedralnej konfiguracii. Keby tvorili priamku, tak
potom povodny snark, z ktorého 3-pél vznikol by sa dal dofarbit tetraedralnou konfi-
guraciou. To ale nie je mozné, pretoze tento snark mal pokryvaci index aspon 5. Preto
na visiacich hranach moéze byt len antipriamka. Hammingove vahy farieb na visiacich

hranach sa preto 2, 2, 2.

N
w
|

Obr. 4.13: Spojenie 3-poélov zo snarku s pokryvacim indexom aspon 5 a bipartitného

grafu

Spojenim 3-polu z kubického bipartitného grafu a 3-pélu zo snarku s pokryvacim
indexom aspon 5 dostavame T-nezafarbiteIny snark uvedeny na obréazku 4.13. Je to
vdaka roznym Hammingovym vaham, ktoré jednotlivé 3-poly vedia dofarbit. Jediny

problém je, Ze tento snark ma trojrez. Toho sa vieme zbavit pomocou Halinovho dipolu.
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MoézZeme sa vratit ku komponentu I z ¢asti 4.2. Tento komponent ma len 2 vrcholy
a 2 konektory. Komponent I méa taka vlastnost, ze ak na jednom konektore st farby s
Hammingovou vahou 2, tak potom na druhom konektore su farby vahy 3.

Zoberme spominany 3-pol zo snarku s pokryvacim indexom aspon 5. Pripojme na
dve jeho visiace hrany komponent /. Dostdvame novy 3-poél, ktory pri kazom T-farbeni
mé na visiacich hranach farby vah 2, 3, 3. Zoberme d'alsi 3-p6l skonstruovany zo snarku
s pokryvacim indexom aspon 5 odstranenim jedného vrchola. Spojenim tychto dvoch
3-polov dostéavame opat T-nezafarbitelny snark z obrazku 4.14. Je to preto, lebo tieto
3-poly maji na visiacich hranach farby roznych Hammingovych véh. Jeden 2, 2, 2 a

druhy 2, 3, 3. Opét sa potrebujeme vysporiadat s trojrezom.

Obr. 4.14: Spojenie dvoch 3-polov zo snarkov s pokryvacim indexom aspon 5 a kom-

ponentu [

Aby sme odstanili trojrez, tak stac¢i nahradit spodnt hranu z trojrezu z obrazku
aj s prilahlymi vrcholmi Halinovym dipolom. Ak oba 3-pély vznikni z Petersenovho

grafu, tak dostavame uz spominamy graf z obrazku 4.3.



Kapitola 5

Snark Master

Snark Master je program, ktory nam poméha skumat pokryvaci index snarkov pomocou
steinerovskych konfigurécii. Je napisany v jazyku Scala. Pre grafické pouzivatelské ro-
zhranie vyuziva Java Swing. Na testovanie vlastnosti grafov vyuziva kniznicu CafeSat.
Je to kniznica riesiaca SAT problém napisané v jazyku Scala. Snark Master poskytuje
funkcionalitu pre testovanie zafarbitelnosti grafu vybranou steinerovskou konfiguraciou
a tiez testovanie prechodovych relécii komponentov grafu.

V nasledujucich ¢astiach popiSeme sitasti programu, ako sa program pouZiva a s

akymi datami vie pracovat.

5.1 Funkcionalita a puzitie Snark Mastra

Okno aplikacie Snark Master obsahuje 3 ¢asti. Najprv su to dve zélozky s nazvom
"Coloring” a "Transition”. Potom jedno textové pole, do ktorého Snark Master vy-
pisuje vysledky vSetkych akcii vyvolanych uzivatelom.

Zalozka 7 Coloring” umoziuje testovat zafarbitelnost grafov steinerovskymi kon-
figuraciami. Uzivatel najskor musi vybrat siubor, ktory obsahuje grafy na testovanie.
Program vie spracovat len subory v takzvanom bratislavskom forméte pre kubické
grafy.

Stubor v tomto formate mdze obsahovat komentare. St to riadky, ktoré zacinaju
symbolom ”{” a kon¢ia symbolom ”}”. Komentare mozu byt v l'ubovolnych riadkoch.
Teraz popiseme riadky okrem komentarov. V prvom riadku je pocet grafov v siibore.
Pre kazdy graf je v sibore m + 2 riadkov, kde m je pocet vrcholov grafu. Prvy riadok je
poradové ¢islo grafu v subore, ¢islované od 1. V dalSom riadku je pocet vrcholov grafu
m. Nasleduje m riadkov. V i-tom riadku pre 0 < ¢ < m su ¢isla vrcholov susediacich s
vrcholom ¢ oddelené medzerou. Vrcholy si ¢islované od 0.

Ak sa programu nepodari spracovat grafy zo suboru, tak vypise chybu. Program tiez

testuje, ¢i kazdy vrchol je stupna 3, tym sa predchadza chybam pri ruénom zapisovani

29
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grafu do bratislavského formatu. Ak tato podmienka nie je splnena pre nejaky vrchol,
tak program vypiSe ¢islo grafu, ¢islo vrcholu a pocet susedov tohto vrcholu. Ak sa
podarilo grafy spracovat, tak sa vypiSe sprava o tspe$nom nacitani grafov a nazov
siboru sa objavi v kolonke "Graphs".

Pred testom je potrebné vybrat steinerovsku konfiguraciu, ktorou zafarbitelnost
chceme testovat. Uzivatel mé na vyber z troch konfiguraci. Tetraedralna konfiguracia
(obrazok 2.2), rozsirena tetraedréalna konfiguracia vznikne z T-konfiguracie, pridanim
4 antipriamok, a posledné je trividlna konfigurdcia, pomocou ktorej je mozné testovat),
¢i sa graf da hranovo zafarbit troma farbami.

Potom je mozné spustit test. Ak nie je vybrany ziaden graf, tak sa vypiSe chyba.
Inak sa postupne na vSetkych grafoch z vybratého suboru spusti test na zafarbitel-
nost vybranou konfiguraciou. Program vypiSe zaciatok testovania aj vysledok testu pre
kazdy graf. Ak program pre graf najde zafarbenie, tak pre kazda hranu grafu vypise
bod z konfiguracie, ktorym program hranu ofarbil.

Zalozka " Transition” je urCené pre testovnie prechodovych relacii. Tu sa netestuju
celé grafy, ale len komponenty grafov. Pre zapis komponentov mame dalsi format. Stubor
moze obsahovat také isté komentare ako pri bratislavskom formate. Stubor popisuje
vSak len jeden komponent. Komponent je graf z visacimi hranami. Preto potrebujeme
pri zapise komponentu vytvorit fiktivne nové vrcholy, pre kazda visiacu hranu. Visaca
hrana bude hrana medzi vrcholom komponentu a fiktivnym vrcholom. V prvom riadku
je pocet vrcholov n komponentu (aj s fiktivnymi). Nasleduje n riadkov, ktoré rovnako
ako v bratislavskom formate popisuju susedov v grafe. V tomto forméate su zapisané
aj konektory, na ktorych chceme sledovat prechodovu relaciu. Preto na dalsom riadku
je ¢islo m pocet konektorov. Potom pre kazdy konektor je riadok s dvoma fiktivnymi
vrcholmi, ktorych incidentné hrany tvoria konektor.

Program testuje len prechodové relacie pri zafarbeni komponentu tetraedralnou
konfiguraciou. Po spusteni testu program néjde vSetky zafarbenia. Po skonceny vypise
dva vysledky. Prvym st vSetky moznosti zafarbenia visiacich hran. Pre kazda mozZznost
jeden riadok. Na prvy riadok este pred tym vypiSe fiktivne vrcholy v poradi, v akom
bude vypisovat ich zafarbenia. Téato ¢ast vystupu moze byt velmi velka. Druha cast
je jednoduchsia. Program zoberie vSetky mozné zafarbenia konektorov podla vstup-
ného suboru. Pre kazdé zafarbenie konektoru zisti, aké geometrické typy tvoria farby
v konfiguracii, to znamené tredy z konca kapitoly o steinerovskych systémoch. Ak ma
komponent m konektorov, tak program vypise vSetky m-tice tried dvojic vrcholov.

Pre farbenie tetraedralnou konfiguraciou pouziva Snark Master bloky s ¢islami fa-

rieb ako na obrazku 5.1.
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Obr. 5.1: Oznacenie farieb v T-konfiguracii

5.2 Scala

Scala je programovaci jazyk, ktory vznikol v roku 2003 na uvierzite v Lausanne. Je to
silno typovany jazyk, ktory spéja objektovo orientované programovanie s funkcional-
nym programovanim. Kompiluje sa do bajt kédu a bezi na JVM. Kompilator Scaly
obsahuje aj cast Java kompiladtoru. Java a Scala triedy sa moézu miesat, odkazovat na
seba a pouzivat svoje rozhrania.

Nazov Scala vznikol zo zpojenia Scalable Language. V Scale sa daju pisat silné
jednoriadkové skripty ale aj vel'ké systémy. Je to objektovo orientovany jazyk. Dokonca
viac ako Java. Neexistuju static metédy ani metody s navratovym typom void. Vsetko
v Scale je objekt a vSetky operacie st volania metod. Viac tradi¢nych dizajnovych
vzorov je zakomponovanych v jazyku. Tiez podporuje implicitné triedy a funkcie.

Je to tiez funkcionélny jazyk. Funkcia je tieZ objekt. Daju sa lahko spajat. Funkcie
mozu brat dalsie funkcie ako parametre. Scala ma efektivne nemenné (immutable)
datové struktury. Ma tiez aj implentéacie datovych struktir, ktoré mézu menit stav, ale
preferované st nemenné.

Tato kombinacia objektového a funkcionalneho programovanie poméha vyvoju dis-

tribuovanych a paralelnych systémov. Prikladom ja Apache Spark (http://spark.apache.org/).

5.3 Akka

Akka je kniZznica napisana v jazyku Scala, ktora obsahuje nastroje pre jednoduché
pisanie distribuovanych a paralelnych systémov. Je to open-source projekt. Je zakladom
viacerych modernych frameworkov.

Zékladny a najsilnejsi néstroj je actor model. Umoznuje vytvarat actorov, ¢o si

triedy, ktoré bezia vo svojom vlastnom vlédkne. Actory beZia paralelne, nezavisle od
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seba.

Inym objektom nie je mozné pristupovat k funkciam alebo atributom actora. Je-
dind moznost, ako komunikovat s actorom je pomocou sprav. Je to podobny spdsob
komunikacie ako medzi procesmi v opera¢nych systémoch. Kazdy actor ma schranku
na spravy. Actor musi implementovat funkciu receive, pomocou ktorej sa spracovivaju
spravy so schranky. Pattern matching je konstrukcia v jazyku Scala, pomocou kto-
rej sa implementuje funkcia receive. Je to nédhrada swith-u z Javy, pattern matching
v Scale vSak ponitika vacsiu flexibilitu. V konstrukcii st vyrazy a k nim aj prikazy,
ktoré sa maji vykonat ak dany vyraz vyhovuje porovavanému objektu. Vyrazy moézu
obsahovat konstanty, stromové konstrukcie tried, typové testy a rozne iné.

Actory tvoria hierarchiu. Na zaciatku sa v actor systéme vytvori hierarchia troch
zékladnych actorov. Z nich jeden je korenovy actor pre vSetkych actorov vytvorenych
pouzivatelom a druhy pre actorov potrebnych pre actor systém. Actor, ktory vytvori
actora sa stava jeho rodi¢om v hierarchii. Ak je actor vytvoreny mimo nasho actora,
tak rodi¢om mu je korenovy actor pre pouzivatel'skych actorov.

Akka sa riadi heslom "Let it crash". Tyka sa to hlavne velkych systémov, ktoré su
spustené nepretrzite dlha dobu. Ak v nejakom komponente nastane chyba, je lepsie kon-
krétne casti restartovat, ako udrziavat v zlom stave. S tymto ndm pomaha hierarchicka
struktura actorov. Rodi¢ monitoruje svojich synov a mozeme zadefinovat stratégiu,

akym sposobom vyriesit chyby z jeho synov. Jednym zo sposobov je restartovat syna.

5.4 Implementacia

Implementaciu Snark Mastra mdzeme rozdelit do dvoch casti. Prva je implementa-
cia pouzivatel'ského rozhrania. To je implementované pomocou Java Swing. Na jeho
vytvorenie sme pouzili nastroj, pomocou ktorého sme mohli jednoducho rozmiestnit
komponenty, ktoré potrebujeme a nastroj vygeneroval zrojovy kod. Vsetok kod po-
trebny na vytvorenie komponentov je v triede MainForm. Okrem toho sme potrebovali
do vygenerovaného kédu pridat, ktoré radioButton-y tvoria jednu skupinu.

Druhé cast su vSetky riadiace a testovacie prvky. Tie sii naimplementované pomocou
actorov. Hierarchia tychto actorov je znazornené na obrazku 5.2. Actory komunikuju
pomocou sprav a vacsiou cez svojho rodica. Teraz popiSem tulohy jednotlivych actorov.

NodeGuardian actor je prvy actor, ktory Snark Master po vytvoreni actor sys-
tému vytvori. Po vytvoreni vytvori dalsich troch actorov, uiGuardian, testGuardian a
graphParser. Sluzi tiez ako sprostredkovatel komunikacie medzi tymito troma actormi.
To znamené, Ze prijima spravy a podla typu spravy rozhodne, komu ju preposle.

UlIGuardian je actor zodpovedny za pouZivatel ské rozhranie. Najprv vytvori pou-

7ivalel'ské rozhranie pomocou vytvorenia insStancie triedy MainForm spominanej vyssie.
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[ NodeGuardian }

/N

[ UiGuardian J [ TestGuardian J [ GraphParser J

o,

[ CologingTab J [TransitionsTabJ [ Log J

Obr. 5.2: Hierarchia actorov

Potom vytvori dalsie 3 actory pre jednotlivé komponenty. Slazi na komunikaciu medzi
nimi a tiez s ostatnymi actormi cez nodeGuardiana.

Log actor spravuje textové pole urcené pre logy. Ked dostane spravu, pozrie sa
na jej typ a podla toho vyberie akym sposobom zapiSe spravu. Zapisuje jednoduché
informécie o chode programu, vynimky a vysledky vSetkych spustenych testov.

ColoringTab actor sleduje komponenty na zélozke Coloring a reaguje na vstup
od uzivatela. Ked pouzivatel vyberie sibor s grafmi, pogle ho svojmu rodic¢ovi ako
poziadavku na spracovanie grafov. Ak sa vrati sprava o tspesnom spracovani suboru,
tak sa zobrazi nazov precitaného siboru. Ak uzivatel chce spustit test zafarbiteInosti,
actor sa pozrie ktoru konfiguraciu pouzivatel vybral a pogle rodicovi poziadavku na
otestovanie grafu spolu s grafom a konfiguraciou.

TransitionsTab actor sleduje komponenty na zalozke Transitions. Pouzivatel ma
moznost vybrat stibor s komponentom. Actor potom posle poziadavku na spracovanie
siboru. Pouzivatel ma na vyber dva testy. Prvy vyhlada vSetky prechodové relacie
nac¢itaného komponentu a vypiSe ich. Druhy testuje, ¢i komponent ma aspon jeden
mozny prechod. Tento test je uzitoény pri velkych komponentoch, ktoré boli skonstru-
ované so zamerom najst komponent, ktory sa neda zafarbit. Pri spustani testu actor
najskor overi, ¢i uzivatel vybral komponent a potom posle poziadavku na testovanie
so v8etkymi parametrami.

GraphParser je actor, ktory dostava poziadavky na spracovanie suborov. V po-
ziadavke je aj formét siboru. Zatial vSak pouzivame len bratislavsky format a pre
komponenty mame uz opisovany format. Forméty st naprogramované ako singletony
s funkciou parse(file). V pripade, Ze pri spracovavani siboru nastala chyba, napriklad
pre zly format, tak actor posle spéat chybu.

TestGuardian actor prijima poziadavky na spustenie testov. V poziadavke je aj
to, ktory test sa ma vykonat. Actor ho spusti a po jeho dokonceni vrati spat vysledok
testu.

Prvy test je test na zafarbitelnost steinerovskym systémom. Pri v8etkych testoch
sa vyuziva kniznica pre rieSenie SAT problému. Na zaciatku testu sa vytvoria pre-

menné pre kazda hranu a farbu steinerovského systému, ktorych platnost znamené, ze
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hrana je zafarbend danou farbou. Nasledne sa vygeneruju podmienky, ktoré popisuja
farbenie steinerovskym systémom grafu. ich splnitelnost znamené zafarbitelnost grafu
steinerovskou konfiguraciou. Zoberie sa jedno mozné ohodnotenie premennych. Z nich
sa zisti, aké st farby hran v danom farbeni a vrati sa ako vysledok.

Druhy test je zistovanie prechodovych relécii komponentu. Tak ako aj v predché-
dzajicom teste sa vyuziva transformacia na SAT. Tento test je vSak komplikovanejsi.
Pre kazdé mozné zafarbenie visiacich hran sa vyrobi mensi test. Pre tento mensi test
sa pridavaju aj podmienky, ktoré vynucujt konkrétne zafarbenie na visiacich hranéch.
Mensie testy nebeZia za sebou, ale kedZe st nevavislé, tak mozu bezat paralelne. Vietky
sa spustia akoby naraz, ale iba tolko tloh moZe beZzat paralelne, kolko mé pocitac
dostupnych jadier procesora. Kazda tloha zapiSe svoj vysledok do jemu priradeného
miesta v poli. Po skonceni vSetkych tloh sa zoberu tie prechodové relacie, ktoré su
splnitelné v danom grafe a transformuja sa na vysledok testu.

Posledny test je na zistenie, ¢i komponent ma vobec nejaké mozné prechody. To sa
robi s vyuzitim prvého testu. Komponent s virtualnymi vrcholmi je sice graf, ale nie
kubicky. Preto musi byt drobna zmena v podmienkach. Ak sa komponent s virtualnymi
vrcholmi dé zafarbit, potom ma nejaki prechodovu relaciu.

Tolko ku implementécii Snark Mastra. Prvotna idea bola vytvorit distribuovany
systém, ktory bude na klastri pocitacov testovat vlastnosti zafarbitel nosti vac¢sich snar-
kov. Naprogamovali sme jednoduché aplikacie, ktoré sa daju nasadit na klaster, jedna
na hlavny pocitac a druhé na ostatné. Tieto aplikicie vytvorili spolu jeden actor systém
a vedeli medzi sebou jednoducho komunikovat. Hlavny pocita¢ vie prijimat malé, viac
neparalelizovatelné tlohy. Tie posielal ostatnym pocitacom, ktoré ich vykonévali a vy-
sledok posielali spéat hlavnému pocitacu. Chyba tu viac veci, ako napriklad rozdelenie
vypoctu hruhou silou na mensie ¢asti, komunikacia s klastrom, monitoring a dalSie.
Neskér sa vsak ciel nasho vyskumu obratil na hladanie malych snarkov s pokryvacim
indexom. Preto sme sa rozhodli pre omnoho jednoduchsiu aplikaciu, ktora nam bude

pontkat postacujicu funkcionalitu.

5.5 Kompilacia a spustenie

Program Snark Master je napisany v jazyku Scala verzia 2.11, preto potrebuje aj
jeho kompilator. Snark Master vSak vyuziva viacero kniznic. Na udrziavanie zavislosti
sme pouzili program Gradle. Gradle je néstroj, ktorym sa dé cely projekt konfigurovat.
Preto pre kompiléciu a vytvorenie spustitel ného .jar archyvu odportacam pouzit Gradle.
Stac¢i spustit pomocou neho ulohu buildJar, ktora je spolu s ostatnou kongfiguraciou
definovana v stubore build.gradle. V prilohe je aj skompilovany projekt. Pre spustenie

Jar suboru je potrebné mat nainstalovanta Javu (napriklad JRE SE 8ul12).
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Po spusteni sa otvori okno s ponukou testov popisanych vyssie.
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Cielom tejto prace bolo konstruovanie snarkov s pokryvacim indexom aspon 5. Vieme,
ze tato vlastnost suvisi s farbenim tetraedralnou konfiguraciou.

Naimplementovali sme program Snark Master, ktory ndm pomahal skiimat snarky.
Pomocou neho vieme testovat, ¢i snark je zafarbitelny troma konfiguraciami. Prva je
trivialne trojzafarbenie, dalsia je tetraedralna a nakoniec rozsirené tetraedralna konfi-
guracia. Snark Master tiez vie testovat prechodovi relaciu komponentov.

Prechodovi relaciu komponentu vieme ohrani¢it rozborom pripadov a tokovymi
podmienkami. Tym ziskame mozné prechody cez komponent. Vnutorna struktira kom-
ponentu vSak modze vylacit viac prechodov. Na to sme vyuzivali Snark Master. S po-
znanim prechodovych relacii komponentov vieme konstruovat snarky s pokryvacim
indexom aspon 5. Existuji uz triedy snarkov s pokryvacim indexom aspon 5. Ukazali
sme vSak, ze ich vieme rozsirit. Napriklad pomocou substitiicii ¢asti grafov vac¢simi.
Tu sme vyuzivali nahradenie dekolineatora dvoma dekolinedtormi a komponentom 7
alebo nahradenim cesty dlzky 1 Halinovym dipolom. Dopracovali sme sa ku bipartit-
nym vlozkam, ktoré zachovavaju prechodovu relaciu. Vdaka tomu vieme do kazdého
snarku s pokryvacim indexom aspoi 5, ktory mé na niektorej dvojici hran spor v pre-
chodovej relacii, vkladat Tubovolny pocet bipartitnych vloziek. Tymito konstrukciami
vieme vyrabat velké mnozstvo malych snarkov s pokryvacim indexom aspon 5.

Pomocou prechodovych relacii sa ndm podarilo tiez vysvetlit pre niektoré snarky,
prec¢o maju pokryvaci index aspon 5. Napriklad dekompoziciou Petersonovho grafu na
dekolineator a cestu dlzky 1 sme nasli spor v ich prechodovej relcii.

Motivacia $tudia snarkov bola najst protipriklady viacerym hypotézam. Hladanie
snarkov je vSak tazké. Zistit, ¢i sa kubicky bezmostovy graf da pokryt Styrmi perfekt-
nymi pareniami je NP-tuplny problém [5]. Konstruovat snarky s pokryvacim indexom
aspon 5 je I'ahsie. Napréaklad pomocou spominanych kongtrukeii. Vieme, Ze do 34 vrcho-
lov existuju 2 netrividlne snarky s pokryvacim indexom aspon 5. Pomocou spominanych
konstrukeii vieme na kazdom parnom pocte vrcholov od 44 skonstruovat taky snark.

Snark na 44 vrcholoch vieme skonstruovat pomocou nahradenia dekolineatora X
pomocou XIX v grafe W Ms,. Pridanim 12, 14, 16 alebo 18-vrcholovej bipartitne;
vlozky do grafu W Mjs, dostaneme snarky na 46, 48, 50 a 52 vrcholoch. Snarky na

54, 56, a 58 dostaneme nahradenia dekolineatora X pomocou X 71X v uz spomenutych
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grafoch. Snarky na 60 vrcholoch a viac uz vieme skonstruovat pomocou nezafarbitel-
ného komponentu na 60 vrcholoch. Stale vSak nevieme, ¢i existuji netrividlne snarky
s pokryvacim indexom aspon 5 na rcholoch medzi 34 a 44.

Dalsie moznosti pre pokracovanie v tejto praci je vytvorenie generatora, ktory po-
mocou popisanych konstrukcii vygeneruje databazu snarkov s pokryvacim indexom
aspon 5 do nejakého rozumného pocétu vrcholov. Tychto snarkov bude vela. Uz len pri
konstrukcii pomocou nedofarbitelného komponentu na 60 vrcholoch mame obrovské
mnozstvo moznych konstrukeii.

Co sa tyka programu Snark Master, je tu tiez priestor na vylepSovanie, ¢i uz rych-
losti alebo funkcionality. Napriklad sa moézu pridat nové steinerovské konfiguricie na
testovanie, alebo moznost nahrat pred testom stubor s popisanou konfiguraciou. Dalsie
moznosti st navrh skiimania prechodovych funkeii na vacsich konektoroch ako velkosti

2. Tiez je moznost pridat vystup do suboru alebo vyber forméatu vystupu.
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Prilohy

CD obsahujuce

e zdrojovy kod aplikacie Snark Master

spustitelna verziu programu Snark Master

kody niektorych grafov s pokryvacim indexom aspon 5 v bratislavskom formate

kody niektorych skimanych komponentov a ich prechodové relacie

bipartitné kubické grafy z obvodom aspon 6 do 20 vrcholov
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