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Abstrakt

Kolmogorovska zlozitost sa ukazuje ako jednoduchy, intuitivny a velmi
silny nastroj na dokazovanie tvrdeni z mnohych oblasti matematiky a infor-
matiky.

Praca uvadza niektoré zaklady a terminolégiu potrebnii na pochope-
nie problematiky. Vysvetluje Kolmogorovsku zlozZitost ako taku, ¢im buduje
aparat na zavedenie pojmu nestlacitelnosti ¢o vytsti do tzv. metédy nestlaci-
telnosti, ktorej vyklad a ukdzky vyuzitia tvoria nosni cast prace. Zaverecna
kapitola poskytuje podrobné dokazy mmnohych tvrdeni, ktoré demonstruju
niektoré jej dolezité vysledky. Dokazy tu uvedené pokryvaju oblast formal-

nych jazykov a automatov, zlozitosti algoritmov a ndhodnych grafov.

1¢ové slova: Kolmogorovska zloZitost, metéda nestlacitelnosti, forméalne

jazyky, triediace algoritmy, grafy

Abstract

Kolmogorov Complexity shows to be a simple, intuitive and very power-
ful tool for proving theorems from a wide range of subfields of mathematics
and informatics.

The thesis gives some basics and terminology essential for understanding
the topic. It explains Kolmogorov Complexity as it is, by which it builds
an apparatus for establishing the notion of incompressibility. This leads to
so called incompressibility method, representation of which makes the car-
rier part of the thesis. The final chapter provides detailed proofs of plenty
of theorems, which demonstrate some if its important results. Proofs men-
tioned cover field of formal languages and automatas, algorithm complexity

and random graphs.

Keywords: Kolmogorov Complexity, incompressibility method, formal lan-

guages, sorting algorithms, graphs
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Kapitola 1
Uvod

Motivaciou pre vznik tohto textu bola o.i. neexistencia kvalitnej literatary
v slovenskom jazyku zameranej na Kolmogorovsku zloZitost. Cielom préce
preto bolo napisat $tudijny text v slovenskom jazyku formulovany tak, aby
bol zrozumitelny pre ¢itatela so zdkladnymi vedomostami z teoretickej infor-
matiky, avSak aby tym neutrpela exaktnost a potrebny stupen formalnosti
textu. Praca posluzi ako odrazovy mostik pri hlbsom studiu Kolmogorov-
skej zlozitosti a poskytuje ivodny nahlad ilustrovany mnohymi prikladmi

jej vyuzitia.

S rozvojom teoretickej informatiky sa informatici zacali viac zaujimat
o zlozitost algoritmov. Vznikla snaha vytvarat ¢o najlep$ie, najefektivnejsie
algoritmy ¢i uz z pohladu casovej alebo priestorovej zlozitosti. VSeobecne
vSak moze byt zaujimava zlozitost roznych objektov, nie len algoritmov.
Pomocou zlozitosti tychto objektov mozeme tiez urcit zlozitosti algoritmov,
ktoré s tymito objektami pracuja.

Takyto pristup vyuziva napriklad Kolmogorovska zlozitost (KZ). Je to
Specidlny pripad algoritmickej zlozitosti, ktord sa implicitne nezaobera zlo-
zitostou algoritmov, ale zlozitostou refazcov. KZ refazca je merand dizkou
algoritmu, ktory tento retazec produkuje. ZjednoduSene modzeme povedat,
ze vzhladom na vybrani popisni metédu, je Kolmogorovské zloZitost re-
tazca rovné dlzke najkratsieho popisu retazca. Na zéklade KZ retazca potom
mozeme dokédzaf aj zlozitost samotného algoritmu ako popisu refazca. Ta-
kyto spdsob uvazovania sa v mnohych pripadoch ukazuje ako najvhodnejsia
volba. Pomocou tejto idey sa podarilo vyrieSif mnoho problémov, ktoré sa

klasickym pristupom nedarilo riesit desiatky rokov.
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Na ilustraciu je pre nas velmi peknym prikladom éislo w = 3.14159265 . . .
Vieme, Ze toto ¢islo tvori nekoneéne dlhy retazec, lebo mé nekoneény desa-
tinny rozvoj. 7 sa preto intuitivne zda byt velmi zlozity refazec. Zda sa, ze
jednotlivé cifry jeho rozvoja sa striedaji vskutku ndhodne. Avsak hodnotu 7
vieme s uréitou presnostou jednoducho vypoéitat, jednym z jeho vyjadreni

je napr. Bailey-Borwein-Plouffeov vzorec

> 4 2 1 1
_ _ _ _ 1.1
" g%<8k+1 8k+4 8k+5 8k+6> (1.1)

Vidime, Ze nekoneény retazec sme prave popisali velmi kratkym popisom.
Ak ur¢ujeme Kolmogorovski zlozitost retazca, kritériom zloZitosti je pre nis
dizka jeho najkratSieho popisu. Vidime, ze m ma z tohto hladiska prekva-
pivo mali zlozitost. Existuje premi kratky algoritmus, a kedze K Z retazca je
dlzka jeho najkratsieho popisu, jeho zlozitost je maximalne dizka uvedeného
popisu, ktora je rovna konstante.

KZ je aplikovatelnd v mnohych oblastiach matematiky a informatiky.
Hoci nie kazd4 z tychto oblasti pracuje s retazcami, prakticky vsetky ob-
jekty sme schopni kédovat ako binarne retazce. Refazec je teda jeden z
najpouzivanejsich pojmov v tejto praci. Prva sekcia bude preto pojednévat

prave o retazcoch a sposobe ich kédovania.

1.1 Retazce a ich kédovanie

Tak ako vieme vyjadrovat ¢isla v bindrnej ststave, vieme aj kazdy refazec
kédovat ako sekvenciu nil a jednotiek, tzn. zapisat ho v abecede {0,1}. Tym
dostaneme binarny retazec, s ktorym sa nam pracuje lepsie, lebo v abecede
méame len dva znaky. Preto budeme predpokladat, ze kazdy refazec je nad
abecedou {0,1} (keby aj pévodne nebol, vieme ho tak zakédovat). Potom
dlzku refazca x vieme vyjadrit ako logz. Z tohto dévodu budeme pouzi-
vat vyhradne logaritmus so zdkladom 2. Zapis logx preto znamené log, x.
Binarne retazce (sekvencie, slovd) je vhodné mat nejak zoradené, aby sme
mohli niektory z nich zvolif bez toho, aby sme ho museli cely vypisat. Re-
tazce utriedime lezikograficky, tzn. najskor podla ich dizky a potom podla
'numerickej hodnoty’. Dostavame takuto lexikograficky utriedenti postup-

nost retazcov:

€,0,1,00,01,10, 11,000,001, 010, 011, 100, . .. (1.2)
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Stotoznujeme mnozinu prirodzenych cisiel s uvedenou lexikograficky zorade-

nou postupnostou bindrnych retazcov nasledovne:

(¢,0),(0,1),(1,2),(00,3),(01,4), (10,5), (11,6), (000, 7), . .. (1.3)
Takymto spésobom mézeme &islo z = 27T — 1 + Yoo a;2" reprezento-
vat retazcom anan_i...a1ag. Taktiez mozeme pisat z = > 7 ((a; + 1)2°

pre 0 <7 < n.

Takze bindrny retazec 10’ a prirodzené ¢islo v decimalnom tvare 5 buda
znamenaf ten isty objekt. V skuto¢nosti mézeme napr. pisat 001 = 8. DIz-
kou kone¢ného bindrneho refazca x rozumieme pocet jeho bitov. Budeme
ju oznacovat [(z). Napriklad [(000) = 3 alebo pre x = zjz3...xz, plati
[(x) = n, pre prazdne slovo e zrejme plati I(e) = 0.

Pri kédovani viacerych objektov do retazca moze nastat problém, ked ne-
vieme jednoznacne urcit, ktora cast kédu reprezentuje ktory objekt. Preto
ak chceme jednym refazcom popisat viacej objektov, musime néjst také ké-
dovanie, aby sme jednotlivé popisy objektov vedeli oddelit. Na to vyuzivame
tzv. prefizové kody.

Hovorime, Ze x je prefixom y, ak existuje z také, Ze y = xz. Mnozine slov
hovorime bezprefirovd, ak Ziadne z jej slov nie je prefixom ziadneho iného
slova z tejto mnoziny. Dekdédovacia funkcia D : A — B definuje prefixovy
kdd, ak jej definicny obor A je bezprefixovy. Bezprefixova mnozina a prefi-
xovy kéd pouzivame ako synonymad. A tvori mnozinu tzv. kddovych slov. V
prefixovom kdde teda ziadne z kédovych slov nie je prefixom ziadneho iného
kédového slova. Ak mame objekty kédované prefixovym kédom ako binarny
refazec, vieme tento retazec rozdelif na dasti reprezentujice jednotlivé ob-
jekty a vieme ho jednoznac¢ne dekdédovat.

Vezmime si napriklad kédovaciu funkciu E : {z,y,z} — {0,1} defino-
vanu takto: (x,0), (y,01), (z,001). Vidime, ze x je prefixom slova y (y = z1)
ako aj slova z (z = xy), preto by sme mohli kédové slovo 0001 dekédovat
ako zxy alebo aj ako xz. Toto teda nie je prefixovy kod.

Definujme preto kédovaciu funkciu F nasledovne:
Definicia 1.1.1. E: {0,1}* — {0,1}*
Eo(z) =10

Ei(x) = E;—1(l(x))x pre i > 0
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Pozrime sa blizsie ¢o vlastne robi funkcia E. Vezmime si napr. x = 10. V le-
xikografickom usporiadani tento binidrny refazec oznacuje prirodzené ¢islo
5. Pripad pre i = 0 je zrejme 1°0 = 111110. Dalej E1(10) sa podla predpisu
rovna FEy(1(10))10 = 11010. Kedze [(10) = 2, prvé dve jednotky oznacuju
dlzku zapisu z, teda kolko bitov treba na jeho zapis, potom nasleduje deliaca
0 a potom zapis samotného x.

Potom
By(x) = Ey(I(z))z = Eo(I(I(x)))l(x)z = 110 (z).

Pre x =10’ plati Fy(x) = 10110, lebo I(x) = 2 a nezabtudajme, Ze prirodzené
¢islo 2 sme stotoznili s bindrnym kédom 1’ (délezitost tohto by sme si viac
uvedomili napr. v pripade, Ze dizka x by bola 3, pri¢om 3 je pre nas vlastne
'00"). Takze I(I(z)) = 1, teda dlzka zapisu 1’ je 1 = preto zacina Es(z)
prave jednou jednotkou, nasleduje oddelujtca 0, potom dizka zapisu z, ¢o
je 2 =’1” a potom uZ len samotné z =’10’. Kédovanie E; = 14®)0z je pre

nas dolezité a casto ho vyuzivame, preto pren zavedieme oznacenie
z =10z (1.4)

pricom zrejme [(Z) = 2I(z) 4+ 1. Niekedy budeme vyuzivat aj

Ey(z) = l(x)z, (1.5)
kde plati I(Fa(x)) = 20(l(z)) + I(x) + 1.

T nazyvame ’'samooddelujuci’ (z anglického self-delimiting) tvar retazca x.
Tento tvar budeme povazovat za Standardny zapis retazca.
Niekedy budeme potrebovat zapisat v samooddelujicom tvare viac ako

len jeden refazec. V pripade, Ze chceme zapisat dva retazce x a y, vyuzijeme
zapis (z,y).

Definicia 1.1.2. (z,7) = Ty = 1!/®)0zy

Potom I({z,y)) = 2l(x) + I(y) + 1.

Co v pripade, Ze chceme zapisat este viac refazcov? Ak chceme zapisat

refazce x,y a z, pouzijeme (x, (y, z)), priCom zrejme plati
(x,(y, z)) = (z, 1l(y)0yz> = 1l(x)0xll(y)0yz, (1.6)

resp. (x,(y, z)) = (z,Yz) = Tyz. (1.7)
Potom [({z, (y,2))) = 2l(x) + 2l(y) + I(z) + 2.
Pre zapis viacerych retazcov iterujeme uvedeny postup. Takyto zapis este

vicsieho poctu refazcov ale nebude v priebehu textu potrebny.
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1.2 Asymptoticka notacia

Na vyjadrenie ¢asovej zloZitosti budem pouzivat asymptotickd notéciu, preto

uvediem jej presnu definiciu.

Definicia 1.2.1. Nech f a g st funkcie na realnych ¢islach. Potom

o(g(n)) = {f(n) | (vc > 0)(Ing > 0)(Vn > np) 0 < f(n) < cg(n)},
alternativna definicia f(n) =o(g(n)) ak nlLrglo ;((E)) 0,

w(g(n)) = {f(n) | (Ve > 0)(3no > 0)(¥n > ng) 0 < cg(n) < f(n)},
g(n)

alternativna definicia f(n) = w (g(n)) ak lim —— =0,

nse f(n)
6 (9(n) = {£(n) | f(n) = Q(g(m)) A f(n) = O (g(m))}

Ak f(n) patri do 6(n), piseme f(n) =9 (g(n)), nie f(n) € 0 (g(n)).



Kapitola 2

Kolmogorovska zlozitost

Ked uz vieme ako mozeme efektivne kddovat Tubovolné objekty do bindr-
nych postupnosti, posuiime sa dalej. Ako uz bolo spomenuté, K Z retazca je
vlastne dlzka najkratsieho programu generujtuceho dany refazec. Pri zisto-
vani KZ vlastne hladdme najkrat$i mozny popis retazca. Vynara sa otézka
akym sposobom, resp. v akom (programovacom) jazyku tento popis zapisat.
Po kratkej ivahe zistime, Ze vyber jazyka citelne neovplyviiuje dizku popisu.
Majme popis ako program v dvoch roznych programovacich jazykoch. Oba
programy pocitaju to isté. Lisia sa syntaxou, klicovymi slovami a Strukti-
rou. Oba programy musia vSak vykonévat to isté, preto Ziadny z nich nemoze
byt v zavislosti na dizke vstupu markantne dlhsi. Ak jeden program vstup
nejak spracovéava, tak tato polozka je ¢o do zlozitosti relevantna. Lenze tak
isto musi vstup spracovaf aj iny program, preto sa dlzka programov bude
opit 1i8it len kvoli dlzke klacovych slov a syntaxe. Nech teda program napi-
Seme v ktoromkolvek jazyku, jeho dizka sa zmeni maximalne o konstantu,
ktora ako vieme pri urcovani zlozitosti nehra rolu.

Programom budeme preto rozumiet program pre Turingov stroj. U ¢i-
tatela sa predpokladd znalost tohto pojmu, avSak pre istotu si k tomuto
'stroju’ nieco povedzme.

Turingov stroj (TS) je teoreticky model pocitac¢a schopny riesit vSetky
algoritmicky riesitelné problémy. TS pomocou hlavy, ktord méze citat aj
zapisovat, ¢ita vstup na potencidlne nekonecénej vstupnej péaske. Paska je
rozdelend na ¢asti (policka, bunky), pri¢om na kazdom policku je bud jeden
znak vstupnej abecedy alebo je prazdne, ¢o oznacujeme Specidlnym symbo-
lom B (Blank). Cas je diskrétny, jednotlivé ¢asové okamihy mozeme ozna-

¢t ako 0,1,2,... TS zacéina v case 0, kedy kazdé policko pasky obsahuje
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B okrem konecnej stivislej postupnosti znakov, ktoré tvoria samotny vstup
pre TS. V case 0 je hlava umiestnend na prvom znaku vstupu. Hlava sa
moze pohybovat vlavo i vpravo, v jednom kroku vzdy o jedno policko, pri-
padne moze ostat na prave ¢itanom poli. V kazdom kroku hlava na ¢itané
policko zapise jeden znak z pracovnej abecedy. TS sa v kazdom okamihu
nachédza prave v jednom stave z konecnej mnoziny vsSetkych svojich stavov.
V case 0 je v zaciatoénom stave gp. Funkénost TS je zabezpedend kone¢nou
mnozinou pravidiel, podla ktorych hlava TS pracuje. V kazdom kroku hlava
podla znaku, ktory prave ¢ita a stavu v akom sa TS nachadza, zapiSe na ¢i-
tané policko zadany znak, posunie sa vlavo, vpravo alebo ostane na mieste a
TS prejde do stavu Specifikovaného danym pravidlom. TS akceptuje vstupné
slovo prave vtedy, ak prejde do akceptacného stavu, nemusi ani precitat cely
vstup.

Kazdy TS definuje ¢iasto¢nt funkciu®, ktorej hovorime ciastocne rekur-
zivna alebo vypocitatelnd. Trieda problémov riesitelnych (jazykov akcepto-
vatelnych) Turingovymi strojmi reprezentuje triedu vsetkych ¢iastocne re-
kurzivnych funkcii.

Formalne je Turingov stroj definovany ako 6-ica (K, %, T, 0, qo, F), kde
K je mnozina stavov T, ¥ je konecna abeceda vstupnych symbolov, I' je
kone¢né abeceda pracovnych symbolov, ¢ je prechodova funkcia, gg je po-
¢latoény stav a F' je mnozina akceptac¢nych stavov T'S 7. Turingove stroje
nie s najpraktickejSie ¢o sa pisania programov tyka, avSak velmi dobre sa
na nich d4 argumentovat a dokazovat. Prave preto ich vyuZivame.

Turingovych strojov je ale vela a pri zadavani programu pre nejaky TS
by bolo dost nepraktické zakazdym formélne zapisat konkrétny TS. Tento

problém riesime tak, Ze sa zvoli ich efektivne vymenovanie
To, Th, T2, T5 . .. (2.1)

TS st teda zoradené a ocislované prirodzenymi ¢islami. Potom vieme jeden
konkrétny z nich Specifikovat jeho poradovym ¢islo. Nemusime ho vypisovat
cely, na jeho urcenie ndm staci log i bitov (na zépis ¢isla i potrebujeme log i
bitov).

Pre Turingove stroje, tak ako pre vsSetky objekty, existuje kddovanie

do binarnych refazcov. Kddujeme ich tak, Ze vieme jednoznac¢ne urcit, ¢

!Ciastoén4, lebo nie je definovani nutne pre vietky vstupné slova, na niektorjch sa

proste zasekne
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binarny retazec je alebo nie je korektnym zépisom nejakého TS. Na zéklade
toho vieme konstruovat tzv. univerzdlne Turingove stroje (UTS).

UTS U je TS, ktory vie simulovat Iubovolny iny TS T;. UTS dostane
na vstupe ¢&slo ¢ Turingovho stroja, ktory ma simulovat a program p 2 pre
simulovany TS. Vstup dostane v tvare (i,p) = 1!@0ip, o je vlastne ip. U

mal simulovat i-ty Turingov stroj, preto plati

U({i,p)) = Ti(p)- (2.2)

Este do toho modzeme zakomponovat vstup y pre samotny 7;, potom moZeme
pisat
U({y, (i,p))) = Ti((y, p))- (2.3)

Péar riadkov vysSie bolo spomenuté, Ze mozeme konstruovat univerzalne Tu-
ringove stroje. Tych je v skuto¢nosti nekoneéne vela. Ktory z nich teda bu-
deme pouzivat? D4 sa ukdzat, ze KZ refazcov vytvorenych dvomi réznymi
univerzalnymi TS sa liSia len o konstantu, ktord je v tomto pripade zaned-
batelna. Toto si vSak eSte rozoberieme neskor. Takze mozeme si zvolit jeden
(lubovolny) UTS U, ktory budeme povazovat za nas referenény univerzalny
pocitac.

Spominal som, ze kazdy TS pocita nejaka ¢iastoc¢ne rekurzivnu funkciu

¢. Tak isto ako Turingove stroje, vieme efektivne menovat aj tieto funkcie:

¢17¢27¢37"' (24)

kde i-ty TS pocita funkciu ¢; (tymto funkcidm sa niekedy hovori aj opisné
metddy). Tak isto ako existuje univerzalny TS, existuje aj univerzdlna cias-
tocne rekurzivna funkcia, prislichajica uz vybranému UTS U. Z praktickych
dovodov mozeme bez ujmy na vSeobecnosti tito funkciu oznadit ¢g a TS,

ktory ju pocita Ty. Preto, ak sme pisali
U(<ya <’L7p>>) = Ti(<y?p>)>

mozeme taktiez pisat

do((y; (i, p))) = ¢i((y,p))- (2.5)

2Pre tjch, na ktorych tento program p pdsobi trochu mittco (preco by T'S mal dostavat

na vstupe este nejaky program?), tak berte TS ako pocitaé, na ktorom sa spusti dany
program p. Tento program potom samozrejme moéze mat eSte svoj vlastny vstup, ako
o chvilu uvidime.
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2.1 Podmienena Kolmogorovska zloZitost

Definicia 2.1.1. Nech z,y,p st prirodzené ¢isla. Kolmogorovska zloZitost

x podmienend y je definovana ako

Co(z|y) = min{l(p)|o({y,p)) = =}, (2.6)

kde Tubovolné ¢iastoéne rekurzivna funkcia ¢ spolu s p a y také, Ze

#((y,p)) = x st popisom x. Ak také p neexistuje, Cy(z|y) = oo.

Ak teda zistujeme Kolmogorovsku zlozitost refazca x podmienent y po-
¢itaného funkciou ¢, hladdme najmensiu dlzku programu p takého, Ze ak
tato funkcia dostane na vstupe y a p, funkcia vrati prave refazec x. V pri-
pade, ze dana funkcia s danym vstupom nikdy nevrati x, hovorime, ze ma
nekonecnt zlozitost Cy podmienent y. Funkcia ¢ vlastne pocita program p

S0 vstupom y.

Veta 2.1.2. Nech ¢g je univerzdlna ciastocne rekurzivna funkcia. Plati
Coo (2ly) < Cy(xly) + ¢4 (2.7)

pre vietky ciastocne rekurzivne funkcie ¢ a vsetky x,y, pricom cy je kon-

Stanta zdvisiaca od ¢, ale nie od x alebo y.

Dokaz. Uvedena rovnost hovori, ze KZ retazca ziskaného funkciou ¢ a fun-
kciou ¢g s tym istym vstupom sa lisia len o konstantu zavisiacu len od fun-
kcie ¢. Funkciu ¢y pocita UTS U a ten so vstupom (y, (n,p)) simuluje T,

so vstupom (y,p). V reéi funkcii to mézeme zapisat ako

$o((y; (n, ) = énl(y, ) (2.8)

Vidime, ze univerzalna funkcia potrebuje na vstupe aj ¢islo n, ktoré vsak uz
funkcia ¢,, nepotrebuje. KZ x pocitaného univerzalnou funkciou preto nie je

od KZ x pocitaného ¢, vicsia o viac ako je dlzka zapisu éisla n.
(y, (n,p)) = 1'W0y1"™ onp, (2.9)

pri¢om zvyraznend ¢ast je zapis ¢isla n, na ktory potrebujeme I(n)+1+1(n)
bitov. Preto

kde ¢4, = 2l(n) + 1. O



2.2 Nepodmienena Kolmogorovska zloZitost 17

Ked uz vieme, Ze univerzéilna funkcia ¢g potrebuje len zanedbatelne viac
informacie nez simulované funkcie, mézeme pri uréovani KZ od tejto funkcie

abstrahovat. Preto moZeme pisaft

C(zly) = Cyy(z]y) (2.11)

pre univerzilnu c¢iasto¢ne rekurzivnu funkciu ¢g, ktortt budeme oznacovat

ako referencnd funkcia pre C.

2.2 Nepodmienena Kolmogorovska zloZitost

Po definicii podmienenej KZ uvadzame uz trividlne vyzerajucu definiciu ne-

podmienenej Kolmogorovskej zlozitosti:

Definicia 2.2.1. Nepodmienena Kolmogorovska zlozitost C(z) bindrneho

t
retazca

C(x) = C(xle) (2.12)

Ako uz nazov hovori, nepodmienend KZ retazca uz nijak nezavisi od vstupu.

Skutoc¢nost, Ze prvok patri do nejakej konkrétnej mnoziny, ndm moze
velmi pomoct pri odhadovani zlozitosti tohto prvku. Ukazem, Ze pre kazda
lahko popisatelnt mnozinu je zlozitost TubovoIného jej prvku rovna najviac

logaritmu mohutnosti tejto mnoziny.

Veta 2.2.2. Nech A C N x N je rekurzivne vycislitelnd a y € N. Predpokla-
dagme, Ze Y = {z : (z,y) € A} je konecnd. Potom pre nejaki konstantu c
zdvisiacu jedine od A a pre vsetky x € Y plati C(z|y) < I(|Y]) + c.

Dokaz. Nech A je Turingovym strojom 7' vymenovana bez opakovania ako
postupnost
(:Cla yl)a (-TZ’ y2)> s

Nech (2, Yi,), - - -, (®iy, ¥i,,) je podpostupnost povodnej postupnosti, v kto-
rej st menované len prvky A obsahujiice na mieste z-u len prvky Y. Oznaéili
sme teda |Y| = k. Pouzijic pevné y zmodifikujme 7" na T), tak, ze T, (p) = x;,
pre 1 < p < |Y|. Aplikovanim vety 2.1.2 ale dostavame

Clzly) < Or,(x) + ¢ <U(Y]) + ¢,

kde ¢ zalezi len od A, ¢im je veta dokazana. O
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2.3 Prefixova Kolmogorovska zloZitost

Této préaca sa zaoberd len jednoduchou Kolmogorovskou zlozitostou, takou,
ako bola doteraz definovana. V skutocnosti sa vSak vytvorila aj ina ver-
zia, tzv. preficova Kolmogorovskd zloZitost. Vznikla miernou modifikdciou
povodnej kvoli tomu, aby sa odstranili niektoré jej neziadice vlastnosti.

Doteraz definovana KZ napriklad nie je aditivna, nerovnost C(z,y) <
C(z) + C(y) neplati pre vietky = a y. Dalsou nevyhodou funkcie C' je jej
nemonoténnost. Nie vzdy plati C(z) < C(zy), prefix refazca nemusi byt
nutne menej zlozity ako cely refazec.

Prefixovd KZ m4 z tohto hladiska lepSie vlastnosti. Ako uz v predosle;
kapitole bolo povedané, pracujeme s prefixovymi kédmi. U prefixovej KZ sa
nezaoberame ciastoéne rekurzivnymi funkciami, ale ¢iasto¢ne rekurzivnymi

prefixovymi funkciami, ktoré su definované nasledovne.

Definicia 2.3.1. Ciasto¢ne rekurzivna prefixova funkcia ¢ : {0,1}* — N je
Ciastoéne rekurzivna funkcia takd, ze ak ¢(p) < oo aj ¢(p) < oo, tak p nie

je prefixom gq.

Pre ciastoc¢ne rekurzivne prefixové funkcie plati ekvivalent vety 2.1.2
o CiastoCne rekurzivnych funkcidch. V doékaze sa najskor ukaze existen-
cia univerzélneho prefixového TS U takého, ze U((y, (i,p))) = T/(y,p) pre
Yy, p € N. Zvysok dbékazu je analogicky k dokazu spominanej vety.

Definicia 2.3.2. Vyberme aditivne optimalnu ¢iastoént rekurzivnu prefi-
xova funkciu 1y ako referencnt a definujme prefixovit Kolmogorovsku zlozi-

tost x podmienent y ako
K (aly) = Cyo aly). (2.13)
Nepodmienend prefixova KZ je potom definovana ako
K(x) = K(z|e). (2.14)

Pre prefixoviit KZ potom napr. plati K(z,y) < K(x) + K(y), ¢o je nie-
kedy ziaduca vlastnost. Taktiez si mozeme v8§imnut zbyto¢nost zapisu (z, y).
Vyzadujic, aby dekdédovaci algoritmus bol bezprefixovy, mozeme teraz po-
pisat oba retazce bez toho, aby bolo treba Specifikovat ich koniec a zaciatok.
Preto K((z,y)) = K(z,y).
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2.4 Nestlacitelhost

Ked uz som vybudoval potrebny aparat, definujeme klic¢ovy pojem pri vset-
kych dokazoch robenych pomocou KZ. Tym pojmom je nestlacitelnost. Mys-
lienka je takd, Ze refazec oznaéime za nestlacitelny v pripade, Ze jeho KZ uz
nemozno stlacit pod jeho dizku (jeho KZ nebude mensia ako jeho dizka). To
znamena, ze nevieme najst ziadny program kratsi ako samotny retazec, ktory
by ho exaktne popisoval. Najlepsim a najkratsim popisom takéhoto refazca

si je potom on sam, najkrat$ie je vypisat cely refazec ako taky. Formalne:

Definicia 2.4.1. Hovorime, Ze binarny retazec x je nestlacitelny ak
C(z) > (=), (2.15)
resp. C(zly) > l(x). (2.16)

Ako sme si uz na zaéiatku ukézali, napr. retazec 7 nie je zrovna nestlaci-
telny, kedze jeho dlzka sa rovna oo, no jeho KZ je rovna konstante. Ako teda
vyzeréa taky nestlacitelny refazec? V jeho zapise zrejme nie st Ziadne cCasti,
ktoré vieme popisat nejakym kratsim programom, tak by sme totiz dokazali
skratit jeho popis. Ked by sme aj niektort jeho cast vedeli zapisat kratsim
popisom, zas by sme potrebovali vela informdcie na Specifikdciu umiestnenia
tejto casti v refazci, takZe ni¢ neusetrime. Tak isto tento refazec nebudeme
vediet vypocitat ziadnym kratkym algoritmom. Zrejme v refazci nendjdeme
ziadne opakujice sa c¢asti, ziadne vzory, ziadne pravidelnosti. Intuitivne sa
v postupnosti budu jednotlivé znaky striedat skutoéne nahodne, kedze ich
nebudeme nijak vediet odhadnut. Z tohto dovodu sa takymto retazcom ho-
vori aj Kolmogorovsky nahodné, resp. len ndhodné. Ukazuje sa totiz, Ze nes-
tlacitelné retazce naozaj spesne prechddzaju vietkymi efektivnymi testami
nahodnosti. 3

V skuto¢nosti pre kazdt dizku n existuje aspoti jeden nestladitelny reta-
zec s touto dizkou. Preco? Pre kazdé n existuje 2" binarnych retazcov dizky
n, ale len Z?:_()l 2t = 2" — 1 moznych kratsich opisov. Ostava aspoii ten

jeden, ktory bude nestlacitelny.

3Pojem test ndhodnosti nas pre nase téely trapit nemusi. Vedzme len, 7e je to akysi
algoritmus, ktory ndm na zaklade nejakych vlastnosti povie ¢i je refazec (s nejakou prav-

depodobnostou) ndhodny. Viac sa docitate v [16].
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Definicia 2.4.2. Hovorime, Ze retazec = je c-nestlacitelny (c-ndhodny)

pre nejaku konstantu c, ak
C(z) > l(z) —c. (2.17)

Definicia 2.4.3. Podobne pre celoéiselnt funkciu g(n) je = dizky n
g-nestlacitelny (g-ndhodny), ak

C(z) =n—g(n) (2.18)

c-nestlacitelné refazce (analogicky pre g(n)-nestlacitelné) su teda také, kto-
rych popis vieme skratit o ¢ bitov oproti dlzke povodného retazca. Pouzijtc
rovnaky vypocet ako pri prvej definicii nestlacitelnosti dostavame, Ze refaz-
cov, ktoré vieme stlacit o ¢ je Y 12! = 277¢ — 1. Tych nestlacitelngch je
potom 2" — (2"7¢—1) = 2" —2"7¢ 4+ 1. VSimnime si, ze definicia nestlacitel-
nosti hovori vlastne o 0-nestlaéitelnych refazcoch. A z uvedeného vypodctu
dostavame aj to, ze aspon polovica retazcov dizky n je 1-nestlacitelna, as-
pon tri Stvrtiny st 2-nestlacitelné. .., az napokon, ze (1 — 1/2¢)-ty zlomok
vietkych refazcov dizky n st c-nestlacitelné refazce. Takze ako vidime, vic-
Sina refazcov je c-nestlacitelnd pre nejaké ¢ (samozrejme pre ¢ < n). Tieto

zistenia mozeme vSeobecne zhrnit v jednoduchej, no o to uzitoénejsej vete.

Veta 2.4.4 (Veta o nestlacitelnosti). Nech c je kladné celé ¢islo. Pre kazdé
y, kaZda konecnd mnozina A s mohutnostou m obsahuje aspori m—m/2°+1

prvkov x takjch, Ze
C(zly) > logm — c. (2.19)

Dokaz. Ako uz vieme, pocet retazcov z A, kde |A| = m kratsich

ako logm — c je
logm—c—1

> 2i=alemme (2.20)
i=0
Takze pocet refazcov v A, ktoré nemaju kratsi popis ako log m — ¢ je aspoii
m— (2°8m¢ — 1) =m —m2 ¢+ 1=m—m/2° + 1. O

Takze vidime, Ze znac¢nd cast vSetkych refazcov, skoro vsetky, si nes-
tlacitelné. Tento fakt budeme vdacne vyuzivat a budeme predpokladat, Ze

skoro vsetky refazce st nestlacitelné.
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Zadefinujme si este jeden pojem, ktory bude v priebehu textu vyuzity.
Ak vieme, ze x patri do nejakej podmnoziny celych Cisel A, m6zeme jeho zlo-
zitost brat ako C'(x|A). Napriklad C(z) = C(z|N), ked vieme, Ze x je priro-

dzené c¢islo.

Definicia 2.4.5. Odchylka nahodnosti* z relativna k A je definovana ako
d(z]A) = 1(JA]) — C(z]A). (2.21)

Kedze z vety 2.2.2 uz vieme, ze C(x|A) < [(|]A|) + ¢, dostavame §(z|A) > —c

pre nejaka konstantu ¢ nezavisla od x.

*z anglického randomness deficiency
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Metoda nestlacditelnosti

Ako som uz ukézal, takmer vSetky refazce st nestlacitelné (Veta o nestla-
¢itelnosti 2.4.4). Tento fakt budeme vyuzivat pri dokazoch pomocou tzv.
metddy nestlacitelnosti. Metédoa nestlacitelnosti vyuziva KZ a nestlacitel-
nost objektov v dokazoch. Je aplikovatelnd do vSemoznych oblasti nielen
matematiky a informatiky. Metéda funguje vSeobecne zhruba takto:

Vezmeme si lubovolny nestlacitelny objekt z mnoziny, s ktorou pracu-
jeme. Vieme, ze taky existuje, preto si ho mézeme zvolit. Fakt, Ze objekt je
nestlacitelny plati pre takmer vSetky objekty z danej mnoziny, preto moéZeme
vybrany objekt povazovat za akéhosi reprezentanta tejto mnoziny. Nemu-
sime hladaf nijaky konkrétny objekt, vezmeme si lubovolny, vieme totiz,
ze taky nestlacitelny objekt uréite existuje a jeho existencia je pre nas po-
stac¢ujica. Jeho nestladitelnost v skutoénosti nevieme dokézat, ale to ani
nie je nutné. Dalej ukédZeme platnost dokazovanej vlastnosti na tomto ob-
keby dané vlastnost pre tento objekt neplatila, mohli by sme ho vyjadrit
kratsim popisom, ¢im dostaneme spor s jeho nestlacitelnostou. V dokazoch
teda pracujeme len s jednym objektom, ¢im sa dokazy stavaji jednoduch-
$imi. V mnohych pripadoch touto metédou dospejeme k vysledku platnému
v priemernom pripade, kedZe nestlacitelnost je vlastnostou skoro vSetkych
objektov.

Ukazeme si vyuzitie tejto metddy v dékazoch tvrdeni z oblasti formal-

nych jazykov a automatov, triediacich algoritmov a grafov.
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3.1 Formalne jazyky a automaty

3.1.1 Pumpovacia lema

Ako jednoduchu ukazku vyuzitia Kolmogorovskej zlozitosti vo formalnych
doékazoch, si na zaciatok ukédzeme dékaz neregularnosti jazyka. Na dokazova-
nie (ne)prislusnosti jazykov do triedy regularnych jazykov sa v teérii jazykov
vyuziva dobre zndma tzv. pumpovacia lema. Hoci sa u ¢itatela predpoklada

jej znalost, uvediem asporti jej znenie bez dokazu.

Lema 3.1.1 (Pumpovacia lema). Ku kaZdému reguldrnemu jazyku L exis-
tuje konstanta p takd, Ze ku kazZdému slovu w,w € L, |w| > p existuji slovd

T,y a z, pre ktoré plati:

(i) w=zxyz
(ii) lry| <p
(ii) lyl = 1

(iv) Vi,i > 0 slovo xy'z patri do L

Nazov lemy vznikol z poslednej menovanej vlastnosti, ktord hovori, ze
strednii ¢ast slova mozeme ’pumpovat’ modZeme iterovat Tubovolne velakrat

(hoci aj nulakréat) a slovo bude stale patrit do jazyka.

3.1.2 Regularnost jazyka

Uz mame definované vSetko potrebné, pozrime sa preto na prvi ukazku
pouzitia metédy nestlacitelnosti. DokaZeme, ze jazyk L = {0¥1*|k > 1} nie
je regularny. Najskor si na porovnanie uvedme ddkaz pomocou pumpovace;j

lemy.

Dékaz 1. Mame jazyk L = {0F1¥|k > 1}. Zvolme z neho slovo w = 0P1P,
kde p je ¢islo z pumpovacej lemy. Podla lemy toto slovo vieme zapisat ako
xyz. Nech v8ak w rozdelime akokolvek (podla pravidiel lemy), podslovo xy
ako aj samotné y bude obsahovaf len nuly, kedZe |xy| < p a na zaciatku slova
w mame p nil. No a ked toto slovo zacneme pumpovat, za¢ni nam pribadat
v slove nuly, avSak pocet jednotiek sa nezmeni, ¢im sa pokazi Struktara slova
a to uz nebude patrit do jazyka L. Slovo w = xy’z uz teda (pre i # 1) nepatri
do L. Preto jazyk L nie je regularny. O
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A teraz si predvedme dokaz pomocou metédy nestlacitelnosti

Dokaz 2. Doékaz bude sporom, tak ako st aj takmer vsetky ostatné dokazy
pomocou tejto metddy.
Predpokladajme, Ze jazyk L je regularny. Potom existuje deterministicky

kone¢ny automat (DKA) A, ktory ho akceptuje. Uvazujme k, pre ktoré plati
C(k) > logk, (3.1)

teda k je nestlacitemé. ! Z vety o nestlacitelnosti (2.4.4) vieme, ze také
k existuje. Nech A je po precitani prvych k£ nal vstupného slova v stave q.
Vsimnime si, Ze tento stav a samotné A s pre nas popisom ¢isla k. To preto,
lebo A zacdinajic v ¢ na refazci obsahujicom len jednotky akceptuje prave
po k pre¢itanych jednotkach, kedze akceptuje len slovéa tvaru 0¥1%. Dlzka
zapisu A a ¢ je rovna konstante. TakZe existuje nejaka konstanta c nezavisla
od k také, ze C(k) < c. A by podla tohto mal akceptovat L len pre k také,
ze logk < C(k) < ¢, ¢im dostavame spor. Pre dostatocne velké k (konkrétne
také k, ze logk > c) by totiz A uz neakceptoval. Jazyk L = {0F1¥|k > 1}

preto nie je regularny. O

3.1.3 Regularnost definovani pomocou Kolmogorovskej
zlozitosti

Kedze ¢itatel je zrejme zvyknuty skor na dokazy pomocou pumpovacej lemy,
nez metédou nestladitelnosti, uvediem este dva jednoduché priklady, na kto-
rych si moze porovnaft tieto dve metddy a zvyknit si na uvazovanie v poj-
moch KZ. Neskor budua uz doékazy ¢iste pomocou KZ.

Vyuzivat niektoré popisy regularnych jazykov na dokaz ich neregularnosti
je niekedy velmi naro¢né. Tieto popisy s zviiésa uzitoéné najméi na doka-
zovanie ich reguldrnosti (napr. Myhill-Nerodova veta). Tu nachadzame dal-
Sie vyrazné pozitivum metédy nestlacitelnosti. Uvediem interpretéciu prave
spominanej Myhill-Nerodovej vety v rec¢i Kolmogorovskej zlozitosti, ktoru
mozeme pouzit dokonca aj v pripadoch, ked ndm pumpovacie lemy nepo-

mozu.

Veta 3.1.1. Nech L je requldrny jazyk. Potom pre nejaku konstantu ¢ zdvi-

siacu len od L a pre kazdy retazec x, ak y je n-ty retazec v lexikografickom

1 ) . ., e e . 7wz
Uvedomme si, Ze k je vlastne bindrny retazec reprezentujuci prirodzené &islo k.
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poradi v Ly ={y | xy € L} (pripadne v doplnku L), tak
C(y) <C(n)+ec. (3.2)

Poznamka 3.1.2. L, je vlastne jazyk vSetkych suffixov slova z takych, Ze

slovo xy patri do L.

Dokaz. Slovo y mozeme popisat pomocou
e popisu DKA akceptujticeho L, tj. O(1) bitov
e stavu DKA po spracovani z, tj. O(1) bitov
e Cisla n, C(n) bitov,

¢o dava dokopy C(n) + ¢ bitov, pre nejaka konstantu c. O

3.1.4 Regularnost-prvoéisla
Lema 3.1.2. Jazyk L = {17 | p je prvocislo} nie je reguldrny.

Doékaz (Pumpovacia lema). Predpokladajme, ze L je regularny, tzn. do-
kaz sporom. Nech n je najmensie prvocislo vicsie alebo rovné p, kde p je
celé ¢islo z pumpovacej lemy (3.1.1). Nech w = 1", zrejme w € L. Podla
pumpovacej lemy 1" mézeme prepisat ako zyz, kde |y| > 1, a zy’z € L
pre Vi. Taktiez plati |xy| < p. Nech i = n + 1. Podla pumpovacej lemy musi
slovo "1z patrif do L. Toto slovo vieme prepisaf ako zyzy™ = 1"y" kedze
obsahuje len jednotky. Vieme, %e pumpovand ¢ast y méa dizku 1 < |y| < n,
nech y = 1™. Potom 1™y" = 177 = 170"+ "ale n(m + 1) je zrejme zlo-
zené ¢islo, preto toto slovo do L napatri, ¢im dostédvame spor. Jazyk L nie

je regularny. O

Dokaz (KZ). Dokaz bude prebiehat opét sporom. Predpokladajme, ze L
je regularny. Nech pre retazec xy z vety 3.1.1 plati zy = 17, kde p je (k+1)-
vé prvocislo. Nech z = 17’/, kde p’ je k-te prvocislo. Potom y = 177 an
z vety 3.1.1 je rovné 1. Z toho dostédvame, ze C(p—p’) = O(1). AvSak rozdiel
medzi prvocislami rastie neohranicene s ich velkostou, z ¢oho dostdvame, Ze
neohrani¢ené mnozstvo celych ¢isiel ma KZ = O(1). Ale moZnych popisov
dlzky O(1) je predsa len O(1), nie je ich neohrani¢ene vela, dostavame spor.

Jazyk L nie je regularny. O
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3.1.5 Regularnost-najviési spoloény delitel
Lema 3.1.3. Jazyk L = {0°17 | nsd(i,7) = 1} nie je reguldrny.

Pozndmka 3.1.3. nsd(i,j) oznacuje najvicsieho spolo¢ného delitela cisiel i
aj.

Doékaz (Pumpovacia lema). Aj tento dokaz bude sporom. Nech L je re-
guldrny a n je najmensie prvocislo také, ze n > p, kde p je konstanta z pum-
povacej lemy. Nech w = 071! Slovo w zrejme patri do L, Tahko vidno, ze
nsd(n, (n — 1)!) = 1. Podla pumpovacej lemy mo6zeme w prepisat ako xyz,
kde 1 < |y| a xy’z € L pre (Vi)(i > 0). Tiez |zy| < p a preto xy je prefixom
slova 0". Nech i = 0. Potom aj slovo 0°1(»~ V' kde a = n — |y| < n by
malo patrit do L ale zrejme nepatri, pretoze nsd(a, (n — 1)!) # 1 pre ziadne

2 < a < n. Mame spor, jazyk L nie je regularny. O

Dokaz (KZ). Nech slovo x z vety 3.1.1 je 0P, kde p je lubovolné prvocislo.
Potom 17 je lexikograficky prvé neprazdne slovo v LS N 1%, kde LS oznacuje
komplement jazyka L,. LS N 1* st vlastne vSetky slova skladajice sa zo
samych jednotiek, ktoré nemozu byt sufixom slova x, lebo zy by uz nepatrilo
do L. No a kedze p je prvocislo, slovo 1P je v LS N 1* lexikograficky prvé, ich
dlzky st totiz stdelitelné, resp st rovné. Keby bolo v L¢ N 1* lexikograficky
prvé nejaké iné, kratsie slovo, jeho dlzka by nedelila p, preto by malo patrit
do L, N1* a nie do L N 1*. Podla tohto ndm ale z vety 3.1.1 plynie, Ze
existuje konstanta c taka, ze pre vSetky prvocisla p plati C'(p) < ¢, ¢o je
samozrejme nepravda. Opit sme dospeli k sporu s predpokladom, ze jazyk

L je regularny. O

3.1.6 Konverzia nedeterministického koneéného automatu
na deterministicky

V tejto ¢asti sa nebudeme venovat algoritmu ako prerobit nedeterministicky
kone¢ny automat (NKA) na deterministicky (DKA). Bude nas zaujimat len
minimélny pocet stavov, ktoré takto ziskany DKA musi mat. KedZe nedeter-
minizmu sa u DKA zbavime tak, Ze stavy buda reprezentované podmnozi-
nami mnoziny stavov, je zndme, ze DKA vytvoreny z NKA moze potrebovat
az 2™ stavov, kde n je pocet stavov transformovaného NKA. V tejto Casti si

pomocou metédy nestladitelnosti ukazeme dokaz nasledovného tvrdenia.
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Veta 3.1.4. Na konverziu NKA s n stavmi na DKA potrebujeme v najhor-

Som pripade Q(2") stavov.

Dokaz. Vezmime si jazyk Ly = {z | k-ty bit zprava je 1}. Zrejme existuje
nejaky NKA A’ s k + 1 stavmi akceptujuci Ly (A’ potrebuje len napocitat
do k a v nejakom stave musi zacat, preto prave tych k + 1 stavov). Nech Ly
akceptuje nejaky DKA A. Dokaz bude opit sporom.

Predpokladajme, 7e A mé len o(2X) stavov.Vezmime si nejaky nestlaci-
telny retazec x dizky k, C(z|k, A) > k (kde A si je sam sebe popisom). Opit
vieme, Ze takyto retazec existuje. Pridajme na koniec refazca x k nul, do-
stavame z0F (pre nase tcely v skutocnosti staci na koniec prilepif akjkolvek
binarny retazec dizky k). Ulozme si stav automatu A po preéitani vstupu
x. Slovo x patri do Ly prave vtedy, ked jeho prvy bit je 1, lebo |z| = k
a slovo z L mé k-ty bit zprava 1. Takze podla tohto stavu (podla toho, ¢i
je akceptacny) vieme uréit prvy bit z. Ked bude A ¢itat dalej prvia nulu z &
pridanych nul, prejde do nejakého stavu. Opit ak je tento stav akceptacny,
k-ty bit zprava od prave ¢itaného (teda v = druhy bit zlava) je 1, inak 0.
Takto postupne bit po bite vieme zistit kazdy z k bitov x, aZ zistime celé x.
2 Vidime, ze za predpokladu, ze pozname k a A, potrebujeme vediet len stav
q automatu A po preéitani 2. Kedze A ma len o(2) stavov, na zapis stavu
g potrebujeme jasne menej ako k bitov. Tym sme ale dostali popis retazca
x krat$i ako je jeho dizka, preto C(xz|k, A) < k, ¢o je spor s predpokladom,
Ze x je nestlacitelny. Takze DKA A potrebuje v najhorsom pripade Q(k)

stavov. O

3.1.7 Hladanie podretazcov jednosmernym DKA s tromi
hlavami

Hladanie podrefazcov v refazci sa tiez nazyva string matching. Existuje
pren niekolko algoritmov, nds bude zaujimaf rieSenie pomocou koneénych
automatov (KA). KA riesi tato tlohu, ak akceptuje jazyk SUBSTR =
{$x#y$ | = je podrefazcom y a x,y € {0,1}*}. Pomocou KZ sa postupne
podarilo dokézaft, Ze string matching nemozno robit pomocou DKA s dvoma,
hlavami, ani s troma hlavami [11], ba dokonca Ziadnym DKA s k hlavami

pre ziadne k [7]. VSetky tieto vysledky ilustruju silu tejto metédy. My sa

2To isté sme mohli docielit aj tak, Ze automatu A zacinajicemu v stave, do ktorého
sa dostal po preé¢itani z, by sme na vstupe dali binarny retazec dizky k — 1. Dalej by sme

takym istym spdsobom zrekonstruovali celé x.
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nebudeme zaoberat samotnym hladanim podretazcov pomocou DKA, ani si
nepredvedieme kompletny dékaz jedného z vyslovenych tvrdeni. Ako uz pod-
nadpis naznacuje, bude nés zaujimat pripad, ked pocet hldv automatu je 3,
konkrétne si ukadzeme dokaz tzv. pohybovej lemy, ktora zohrala rozhodujicu
ulohu pri dékaze, Ze tri hlavy nestacia.

Najskor si vSak definujme jednosmerny deterministicky konecny auto-
mat s troma hlavami. Je to Sestica A = (X, Q, 9, qo, F, 3), kde X je abeceda,
() je mnoZina stavov, d je prechodova funkcia, gy je pociato¢ény stav a F
je mnozina akceptaénych stavov. Zavedme pren oznacenie 3-DKA. V kaz-
dom kroku na zédklade aktudlneho stavu a trojice symbolov prave ¢itanych
hlavami hq, ho, hg A deterministicky meni stav a postva niektoré zo svojich
hlav o jednu poziciu do prava. Pre kazdy vstup kazda z hlav dosiahne ukon-
covaci znak $. A akceptuje, ak je v akcepta¢nom stave a vSetky tri hlavy
uz precitali posledny znak. Predpokladédme, ze hlavy detekuji ich vzajomné
kolizie, ked ¢itaju znak na tej istej pozicii.

Teraz uz slibeny dokaz pohybovej lemy. Original dokazu najdete napr.
v [11, 9].

Lema 3.1.4 (Pohybova lema). Nech a je blok textu taky, Ze |a| = n a C(a) >
n — O(logn). Predokladajme, Ze 3-DKA A je v stave q a jedna z hldv h;,
1 <4 < 3, je na prvom bite a pricom n > |Q)|.

Potom bud

(1) kym h; precdita a, niektora dalsia hlava sa pohne asporn o jednu pozi-

ciu,alebo

(2) h; sa bude pohybovat, kym nedosiahne koniec vstupu alebo nestretne

niektord inid hlavu, pricom hlavy rozne od h; stoja nehybne.

Dokaz. Ak neplati (2), to znamend, Ze nejaka hlava rozna od h; sa pohne,
kym h; docita cely vstup alebo stretne inti hlavu. Chceme dokazat, ze potom
musi platit (1), teda Ze niektora hlava sa pohne kym h; ¢ita a. Predpokla-
dajme opak, a sice, ze ziadna z hlav sa nepohne, kym h; ¢éita a. Klucovym
v dokaze bude, ze ak h; preéita a bez pohybu inych hlav, bude a stlacitelené
pomocou A.

7 kazdého stavu A existuje postupnost symbolov dizky najviac |Q|, ktoré
sposobi pohyb inej hlavy, inak by sme dostali cyklus, a v nejakych stavoch
sa musia pohnut aj dalsie hlavy. A mé len |Q| stavov a najkratsia cesta (ak

vobec cesta existuje) zo stavu do iného stavu je maximalne |Q|. Takze A



3.1 Formalne jazyky a automaty 29

moze precitat najviac |@| symbolov, aby sa pocas ¢itania nepohla aj dalsia
hlava. Kym h; c¢ita a, nehybe sa ziadna iné hlava. Preto z kazdého bitu a
existuje postupnost symobolov dlzky najviac |Q|, ktora sa na paske nemdze
vyskytnit, pretoze by viedla k rozhybaniu inej hlavy. TakZe na kazdom bite
méme najviac 219l — 1 postupnosti, ktoré sa mozu vyskytnut.

Postupnosti a s tymito vlastnostami je najviac (2|Q| — 1)ﬁ, pretoze
n > |Q| a kazda z moznych postupnosti nemoze zac¢inat na kazdom z n bi-
tov postupnosti a, ale len na kazdom z ﬁ bitov a (teda na kazdom |Q|-tom
bite), kedZe kazd4 z tychto moznych postupnosti ma dizku |Q|. Ak chceme
vybrat jednu z tychto postupnosti a, mézeme ju jednoznacne identifikovat
jej indexom v efektivnom vymenovani vsetkych tychto postupnosti. Potre-

bujeme na to len

lo) |Q|_ L:i —€) = — €n .
log(2™ — 1)@l ,Q‘(\QI )=(1-¢) (3-3)

bitov, kde € je konstanta zavisla len od |@Q|. TakZe na popis a potrebujeme

len
e (1 — €)n bitov na popis indexu a,
e O(1) bitov na popis A,
e O(1) bitov na popis aktualneho stavu g automatu A,
e O(1) bitov na popis aktualnych bitov ¢itanych inymi hlavami,

¢o je dokopy
(I—-¢e)n+0(1) < C(a). (3.4)

Dostali sme teda spor s predpokladom, Ze a nestlacitelny retazec, takZze musi
platit (1), lema plati. O

Cely dokaz v [11] vyuziva dokdzant lemu. Prva hlava musi najskor pre-
Citat vstup po znak #. Pomocou lemy sa dokaze, Ze na vstupe z#a?"x ho
uz doéita = po znak #, kym h; pride na koniec a®”. Ak by to nebola pravda,
h1 by docitala cely vstup, kym ho a hsg by podla pohybovej lemy stali na
mieste. To by h; prisla na koniec vstupu skoér ako by ho precitala znak #.
Potom kym hs precita a®”, hlava hs uz presla znak # alebo ho doéita cely

vstup, zatial ¢o hg sa nehybe. Kazdopadne vyskyt x nebude zisteny.
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3.2 Zlozitost triediacich algoritmov

V dasti o triediacich algoritmoch sa budeme zaoberat dokazovanim ich ¢a-
sovej zlozitosti v priemernom pripade. Dokazovanie zlozitosti v priemernom
pripade vSak byva oSemetnou zalezitostou, kedze ta sa ziskava tak, Ze sa
zisti zlozitost vSetkjch vstupov pozadovanej dizky a potom sa spravi prie-
mer. My uz vieme ako funguju dokazy metédou nestlacitelnosti a prave tu sa
Kolmogorovska zloZitost, resp. metéda nestlacitelnosti ukazuje ako vyborna
volba. Tento problém totiz vyrieSime tak, Ze si zvolime len jeden vstup,
ktory bude pre nas v istom zmysle reprezentativny. Na nom ukazeme plat-
nost pozadovanej vlastnosti. Jeho reprezentativnost spociva v tom, Ze kedze
nestlacitelné st takmer vSetky refazce, plynie ndm, Ze jeho dand vlastnost

plati v priemere pre vSetky vstupy.

3.2.1 Bubblesort

Sekciu venovanu triediacim algoritmom za¢neme analjzou dobre zndmeho
triediaceho algoritmu Bubblesort. O tomto triedeni je vSeobecne zname, Ze
jeho Gasova zlozitost je ©(n?). Analyzu jeho zlozitosti klasickymi metédami
mozete najst napr. v[8]. Pri tomto dokaze som cerpal z [15] a kvoli niekto-
rym nejednoznacnostiam v dékaze aj z konzultacii s pAnom Paulom M. B.
Vitanyim.

Bubblesort pracuje v prechodoch. Prechody robi zlava doprava, avsak
rovnako sa d4 implementovat aj opa¢nym smerom. V kazdom prechode sa
deje nasledovné: Zatneme prvym prvkom postupnosti a porovname ho s jeho
nasledovnikom. Ak je prvy prvok vicési ako druhy, st vymenené, inak sa
nedeje ni¢. Pokracuje sa prvkom, ktory je teraz na druhej pozicii. Opit
n prvkové pole vzdy vezmeme i-ty prvok postupne pre 1 < ¢ < n —1
a porovnadme ho s prvkom na pozicii i + 1. Ak je prvok na i-tej pozicii
kon¢i vykonanim tychto krokov na prvku na pozicii n — 1. Nasleduje dalsi
prechod. Bubblesort pokracuje, kym v prechode nastane vymena prvkov.
Ak v niektorom prechode uz nebudu Ziadne dva prvky vymenené, znamena
to, Ze pole je uz utriedené, algoritmus sa zastavi. Vicsie prvky sa presuvaju

..........

postva dalej. Prvky sa takto prestivaju v prechodoch, kym nie st utriedené.
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Je zrejmé, Ze na utriedenie postupnosti n prvkov nam staci najviac n—1
prechodov, jednak preto, lebo v kazdom prechode je Bubblesort schopny
presunit asporni jeden prvok na spravnu poziciu, a jednak preto, Ze po pre-
miestneni n — 1 prvkov na spravne pozicie bude urcite aj ten posledny n-ty
prvok na spravnom mieste (uz nemdze byt na zlej pozicii, vsetky ostatné
pozicie su totiz uz okupované ostatnymi prvkami, ktoré st uz na svojich
miestach). V kazdom kroku algoritmus zrejme méze spravit najviac n — 1
vymien dvoch susediacich prvkov. Z toho nam jasne plynie, ze pocet usku-
to¢nenych vymien mozeme odhadniit ako O(n?). To uz mame trivialny horny
odhad. My sa budeme zaoberat ohrani¢enim zdola, o ktorom vieme, Ze sa

rovna Q(n?).

Veta 3.2.1. Bubblesort vykond v priemernom pripade aspori (n?) vymien

prvkov.

Dokaz. V dokaze vyuzijeme, Ze na vstupe dlzky n mozeme dostat n! po-
stupnosti, resp. permutacii. Ak sa dozvieme ako presne prebiehal proces
triedenia, teda kam sa prvky presavali, vieme z utriedenej postupnosti zis-
tit povodni neutriedent postupnost. Preto uvazujeme n! navzéjom réznych
procesov triedenia. Vieme uréit dolny odhad celkového po¢tu vymien prvkov
potrebnych na utriedenie postupnosti.

Oznaéme si na$ algoritmus Bubblesortu B. Chceme vzostupne utriedit

permutaciu 7 prvkov mnoziny {1,2,3,... n}. Nech
T =aias...dan, (3.5)

kde a; pre 1 < i < n je z {1,2,...,n}. Vieme, Ze existuje n! takychto
permutécii. Nech m; oznacuje vzdialenost prvku ¢ v podiatoénej permutécii
7 od jeho pozicie vo finalnej utriedenej postupnosti. Intuicia hovori, ze tato
vzdialenost je rovna poctu miest, o ktoré je prvok na zadiatku posunuty od
svojej finélnej pozicie. Tu je ale vzdialenost myslend trochu inak. Pri urceni
vzdialenosti postupujeme nasledovne.

Na zaciatku st vSetky vzdialenosti rovné nule. Zac¢iname so vstupnou po-
stupnostou zlava pre ¢ = 1. Ak prvok a; je uz na svojom spradvnom mieste,
pokracujeme s a;41. Vzdialenost m,, prvku a; od jeho spravnej pozicie a;,
mozeme vyjadrit ako a; —i+k, kde k je pocet prvkov vicsich ako a;, ktoré sa
po posunuti prvku a; ocitnii vlavo od neho. Samozrejme ak sa po navyseni
tejto vzdialenosti o k dalsie viiéSie prvky ocitni viavo od prvku a — ¢, mu-

sime o ich pocet vzdialenost opif zvicsit. Totiz viicsie prvky vlavo od a; sa



3.2 Zlozitost triediacich algoritmov 32

pocas triedenia tiez presnund na svoje spravne pozicie, ¢im prvok a; posunil
dolava. Prvok a; posunieme o jeho vzdialenost m;. Na 1. pozicii v postup-
nosti sa teraz ocitol iny prvok, a;, s ktorym postupujeme analogicky. Postup

opakujeme, kym neziskame utriedent postupnost. Potom
n
M=) "m; (3.6)
i=1

je vlastne celkovy pocet porovnani/vymien potrebnych na utriedenie po-
stupnosti 7. Ak sa uZ prvok i v niektorom prechode Bubblesortu zac¢ne
prestvat vpravo, zrejme to neznamend, Ze sa v danom prechode premiestni
j, ktory sa bude prestvat namiesto neho dalej. To vSak znamena, Ze zvySok
cesty m;, ktort prvok i eSte neprecestoval, prejde v niektorych dalsich pre-
chodoch. Takze kazdy prvok prejde pocas triedenia prave tolko miest, aké
je jeho pociatoéna vzdialenost od finalnej pozicie. Zrejme M < n?, pretoze
kazdy z n prvkov modZe byt od svojho findlneho umiestnenia vzdialeny naj-
viac o n — 1 miest. Ked teraz na vstupe dostaneme my,mo, ..., my, vieme
zrekonstruovat povodnil permutéiciu .

Samotnd rekonstrukcia je jednoduché, ked uz vieme ako zistit vzdiale-
nosti prvkov. Na vstupe mame utriedent postupnost 1,2, ..., n a postupnost
My, - .., M1 vV tomto poradi. V pévodnej postupnosti jednoducho presunieme
postupne prvok ¢ pre kazdé ¢ zac¢inajuc od ¢ = n konciac s ¢ = 1 o m; pozicii
vlavo a dostaneme pdvodnt postupnost.

Uvediem dva priklady.

Priklad 1. Majme na vstupe 6-prvkovii postupnost
3,6,5,1,4,2.

Cislo 3 je od svojej spravnej pozicie vzdialené o 2 pozicie, aviak po jeho po-
sunuti sa vlavo od neho ocitnt aj ¢isla 6 a 5, preto jeho vzdialenost ur¢ime
ako mg = 4. Posunieme ho teda o 4 miesta vpravo, dostdvame postupnost
6,5,1,4,3,2.

Prvy prvok postupnosti je teraz ¢islo 6. To je od svojej pozicie vzdialené o 5
miest, kedZe je v postupnosti najviicsie, vzdialenost uz nemusime navysit,
preto mg = 5. Po jeho posunuti dostavame

5,1,4,3,2,6 = ms =4

1,4,3,2,5,6
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my ostava na nule, kedZe ¢islo 1 je na svojej spravnej pozicii.

Ideme na cislo 4, my = 2

1,3,2,4,5,6

1 je opit na spravnej pozicii, 3 musime este posuntt o jedno miesto, preto
navysime ms na 5.

1,2,3,4,5,6

UZ nemusime ni¢ prestvat.

Takto teda vieme uréit nasu vzdialenost m; prvkov postupnosti.

Samotné rekonstrukcia:

Na vstupe mame utriedent postupnost a mg = 5, ms = 4, my = 2,m3 = 5,
mg = my = 0 v tomto poradi.

1,2,3,4,5,6

mg = 5, preto ¢islo 6 posuniem o 5 miest vlavo

6,1,2,3,4,5

Kedze ms = 4, dalej dostdvame

6,5,1,2,3,4

myg=2=6,51,423

ms3=5=3,6,51,4,2

mo = mq = 0 = uz mame poévodni postupnost.

Priklad 2. Nech vstupnd postupnost je 2,4,3,1. Potom ¢islo 2 je od svo-
jej spravnej pozicie vzdialend o 1 miesto, to by sa vsak vlavo od nej ocitla
stvorka, tak vzdialenost dvojky zvysime na 2, avSak po posunuti o dve miesta
by bola vpravo aj od 3, preto vzdialenost zvysime na 3. Takze mg = 3.
4,3,1,2

my sa potom rovna 3

3,1,2,4 = mg =2

1,2,3,4

Teraz ako z utriedenej postupnosti a postupnosti vzdialenosti ziskame vstupni
postupnost.

1,2,3,4

ma=3=41,23

ms=2=4,3,1,2

me=3=2,4,3,1
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my = 0, uz mame povodni postupnost.

Polozme si otézku, kolko rdoznych postupnosti mq,ms, ..., m, existuje.
Vlastne sa pytame, kolko existuje rozkladov ¢isla M na n nezépornych sci-
tancov, resp. kolkymi sposobmi mozno rozdelit M objektov do n podmnozin
(mozu byt aj prazdne, ked prvok nepostvame). Pridajme k tymto M objek-
tom n — 1 oddelovac¢ov. Ked chceme totiz oznacit n podpostupnosti, staci
nam n — 1 oddelovacov, ked beriem do tGvahy, Zze prva podpostupnost (mq)
zacina pred prvym oddelova¢om a posledna (m,) konéi za poslednym na
konci postupnosti. Ulohou teda je z terajsich M + n — 1 objektov vybraf
n — 1 oddelovacov. Kazdy vyber jednoznacne popisuje prave jedno rozdele-

nie M objektov do n mnoZin. A to su predsa jednoduché kombinéacie. Preto

B(M) = (M - 1) (3.7)

n—1

existuje prave

moznosti ako rozdelit M na n usporiadanych nezdpornych séitancov. Permu-
taciu 7 teraz vieme popisat pomocou M, n, indexom logaritmu log B(M)
na popisanie postupnosti msq,...,m, a programu P, ktory nam poévodni
permutdciu z tychto parametrov zrekonstruuje (a utriedent postupnost sa-

mozrejme pozname). Vezmime si poéiatoéni postupnost 7, pre ktora plati
C(m | n,B(M),P) >logn!—logn (3.8)

Podla Vety o nestlacitelnosti existuje takych permutécii n prvkov aspor
n!(1 — 1/n). Taktiez mozeme predpokladat M > n. V opa¢nom pripade
(potrebujeme vykonat menej ako n vymien) by sme tato postupnost vedeli
utriedit v ¢ase O(n). Popis, podla ktorého chceme pociatoéni postupnost
skonstruovat, musi mat dizku aspont C(7|n, B(M), P) (pretoze KZ retazca
je dizka jeho najkratsieho popisu). TakZe potrebujeme zapisat M a B(M)
ako popis povodnej postupnosti. Na zapis tychto dvoch tdajov v samood-

delujicom tvare potrebujeme
loglog M + 1 + loglog M + log M + log B(M) (3.9)
bitov, pri¢om vieme, Ze musi platit

2loglog M + log M +log B(M) + O(1) > nlogn — O(logn), (3.10)
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nemozeme totiz dostat popis lepsi ako C'(7 | n, B, P). Vyraz logn! mézeme
upravit na nlogn podla Stirlingovho vzorca
n

nl ~ /2, (3.11)
e

Upravme teraz vyraz log B(M). Vyuzijeme nasledujicu rovnost pouziti

napr. aj v [16]:

a
a—2>

1
log <a> = blog% + (a—b)log + 3 log + O(1) (3.12)

b b(a — b)

Dokaz tejto rovnosti pre jeho naroénost nebudem uvadzat, v pripade zdujmu
je prenechany na ditatela. Tato rovnost eSte vSak bude v priebehu prace

vyuzita. Aplikujeme ju na log B(M) a dostavame

Na prvy pohlad sa mozno nezd4, Ze sme tym nieco ziskali, no vjraz

M log % =log (1 + "W_I)M mozeme zjednodusit podla vzorca

e > (1+ %)b, (3.13)

ktory plati pre Va > 0 a kladné celé ¢islo b. Takze uvedeny vyraz nahradime

vjrazom loge™ L. TakZe zatial mame

2loglog M +log M + (n — 1)(log (1 + ;¥5) +loge) + 3 log 375y >

n

nlogn — O(logn)

Celt rovnicu predelime n-kom a predpokladajic 2 < n < M < n? modzeme

skrtat zbytocné vyrazy a dostadvame
M
log (1 + 71) >logn + O(1) (3.14)
n [e—
Z toho potom vidime, ze M > n(n — 1), teda
M > n?. (3.15)

Kedze uvedené vztahy platia pre (1 — 1/n)-ty zlomok vsetkych permutacii
n prvkov a M nam ako celkovy poéet potrebnych vymien/porovnani vlastne
udéva zlozitost algoritmu, dostdvame pre toto triedenie ohranicenie Q(n?)

v priemernom pripade. O
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3.2.2 Shellsort

Dal¥ou zastdvkou na prehliadke triediacich algoritmov bude Shellsort (podla
pana D. L. Shella). Uréenie netrividlneho dolného odhadu zlozitosti tohto
triedenia v priemernom pripade bolo otvorenym problémom vyse Styri de-
safrocia. Tento problém bol vyrieSeny len neddvno, a to prave pomocou
Kolmogorovskej zlozitosti. Takyto dokaz mozete najst v [15, 3]. Neskor sa
ukézalo, Ze pouzity argument sa dé preniest aj do klasickych metdd zisto-
vania zlozitosti. Dokaz bez KZ néajdete v [13].

Shellsort triedi n-prvkova postupnost 7 v p prechodoch vyuzivajic po-
stupnost tzv. inkrementov hi, ha, ..., hy. V k-tom prechode rozdeli postup-
nost na hy, podpostupnosti dlzky [n/hy] (resp. |n/hy|). V kazdej podpo-
stupnosti m; p, pre i € {1,2,...,ht} st prvky s indexami i, (i + hg), (1 +
2hg), ..., (i + [n/hg|hg) (resp. posledny ¢len podpostupnosti moze mat in-
dex i+ |n/hy|hy). Teda index prvku mod hy, je vlastne nejaké j—1, pricom j
jez {1,2,..., hi}. Kazda z tychto podpostupnosti je utriedena jendoduchym
Insertsortom. Efektivnost tohto triedenia zavisi od volby p a jednotlivych
inkrementov h1, ..., hp, pricom h, = 1, aby bolo zaruc¢ené plné utriedenie
prvkov (inak by postupnost mohla zostat utriedend len ¢iastocne, aj keby

jednotlivé podpostupnosti boli pekne utriedené).

Pre istotu uvediem priklad. Nech sme na vstupe dostali postupnost
5,8,3,1,9,2,10,7,4,6. Nech h; = 3, postupnost je rozdelena na tri podpo-

stupnosti dlzok 4, 3 a 3 nasledovne

5 8 3
19 2
107 4
6

pri¢om stipce tvoria spominané podpostupnosti. Tieto st utriedené Insert-

sortom

172
5 8 3
6 9 4
10
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a dostavame ¢iasto¢ne utriedenti postupnost 1,7,2,5,8,3,6,9,4, 10.
Dalej by sme postupovali pre inkrement hy atd. VSimnime si, Ze kedZe
h, =1, na koniec dostaneme u# len jednu podpostupnost (stipec), ktora
bude rovna celej doterajSej ¢iastoCne utriedenej postupnosti s n prvkami.
Posledny krok teda len Insertsortom utriedi celti doteraz utriedend postup-
nost.

Vypocet Shellsortu pozostéava z porovnani a inverzii (vymien) prvkov.
Budeme pocitat len pohyby dadtami=vymeny prvkov, avsak ten isty odhad,

ako ku ktorému sa dopracujeme, plati aj pre pocet porovnani.

Veta 3.2.2. Priemerny pocet porovnani a tieZ aj inverzii v p-prechodovom
Shellsorte na n-prokovej postupnosti je aspori Q(pn'+1/P) pre lubovolni po-
stupnost inkrementov, pre p = o(logn). Priemer sa berie zo vSetkych po-
stupnosti n prvkov s rovnakou pravdepodobnostou (rovnomerné rozdelenie

pravdepodobnosti).

Dokaz. V dékaze sa najskor dopracujeme k odhadu poctu potrebnych vy-
mien prvkov. Z nich sme schopni zrekonstruovat pévodnt postupnost. Po-
dobne ako pri Bubblesorte vyuzijeme, ze vieme kolko je réznych rozdeleni
tohto poctu na séitance, teda na ’inverzie’ konkrétnych prvkov (bude vysvet-
lené v dokaze). Za vstupni permutaciu si zvolime nestlac¢itelni, ¢o v kombi-
nécii s mnozstvom informécie potrebnej na kédovanie triedenej postupnosti
vyuzijeme na ziskanie dolného odhadu.

Nech vstupnéd postupnost je permutaciou 7 prvkov {1,2,...,n}. Uva-
zujme (hq, ho, ..., hy) algoritmus Shellsortu A, kde hy, je inkrement v k-tom
prechode a hy, = 1. Trividlnym odhadom zdola by mohlo byt Q(pn), kedze
kazdy z n prvkov musi byt porovnany aspon raz v kazdom z p prechodov.
Nech m;y pre kazdé 1 < i < mn al <k < p je pocet takych prvkov pod-
postupnosti obsahujtcej 7 na zadiatku k-teho prechodu, ktoré st vlavo od

.....

potrebuje prave ) "' ;(m; 4+ 1) porovnani. Oznaéme poéet vSetkych inverzi

M=) "mj (3.16)

k=11i=1

Postupnost mq g, . .. my,  jasne Specifikuje pociatoénti permutaciu prechodu
k. Preto ak dostaneme mq pre vSetky 1 <:<nal<k<p (dokopy ich

bude np), vieme zrekonstruovat pociatoéni permutaciu 7.
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Ukazme si jednu ¢ast tejto rekonstrukcie. Pracujme s postupnostou dizky
8. Prave pracujeme na i-tom prechode, chceme zistif pociatoénii postupnost
prechodu 7. Zatial sme sa dopracovali k postupnosti
2,1,6,3,4,8,7,5avieme, Zze my; = 2, mg; =1, m3; =1, my; =0, ms5; =0,
me,; = 1, my; = 0, mg; = 0. Vieme, ze h; = 3. Postupnost rozdelime na

podpostupnosti

216
348
75

Na zéklade my ;,...mg; vieme, Ze pred utriedenim jednotlivych podpostup-

nosti to vyzeralo takto

748
256
31

TakZze postupnost na zaciatku i-teho prechodu bola 7,4,8,2,5,6, 3, 1. Takto
vieme rekonstruovat postupnosti v jednotlivych prechodoch az zrekonstru-

ujeme povodnu postupnost.

Podobne ako v dokaze zlozitosti Bubblesortu, aj tu vyuzijeme, ze existuje
M -1
D(M) = ( o )

p— 1 (3.17)
roznych rezdeleni M na np zoradenych nezapornych celych sc¢itancov m; j.
Kazdé takéto rozdelenie moze byt jednoznacne popisané prirodzenym ¢islom
7, ktoré je vlastne jeho poradovym ¢islom vo vymenovai tychto rozdeleni.
Takze popis M a j popisujt postupnost prvkov m; ;. Nech teda P je program
pre UTS, ktory rekonstruuje zoznam prvkov m, z tohto popisu. Existuje
n! roznych permutécii n prvkov. Nech je permutécia m nestlacéitelnd s Kol-

mogorovskou zloZitostou
C(m | n, A, P) > logn! — logn, (3.18)

Ako uz vieme, takychto permutacii existuje vela. Zrejme existuje program,
ktory na vstupe A, P,n zrekonsStruuje m z popisu prvkov m; j. Preto mini-
malna dizka popisu prvkov m; i, spolu s O(1) bitmi na popis tohto programu

z v Y v o
musi prevysovat zlozitost 7:

C(mig,...,mpp | n, A, P)+O(1) > C(m|n, A, P) > logn! —logn (3.19)
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M opit méze sluzit ako dolny odhad poctu vykonanych inverzii. Takze
zaujima nas popis M a j, ktoré spolu popisuji postupnost prvkov m; j, lebo
z nich uz vieme zostrojif povodna permutéciu 7. DIzka tohto popisu musi
opit prevySovat Kolmogorovsku zlozitost popisovanej permutécie w. M a j

teda zapiSeme ako samooddelujici refazec, potrebujeme na to
2loglog M +log M + 1+ log D(M) > logn! —logn — O(1) (3.20)

bitov. Vieme, ze M < pn?, kedze kazdé m; , < n. Taktiez mdzeme predpo-
kladat p < n (keby bolo viac ako n prechodov, mohli by sme dostat aspori

n? porovnani). Mdzeme teraz tento vyraz upravovat:
2loglog pn? + log pn? + log D(M) + 1 > logn! — logn — O(1)

2log3logn + 3logn +log D(M) 4+ 1 > logn! —logn — O(1)
2log 3 + 2loglogn + 3logn + log D(M) + 1 > logn! — logn — O(1)
log D(M) > logn! — logn — 2loglogn — 3logn — O(1)
log D(M) > logn! — 4logn — 2loglogn — O(1) (3.21)

Ako uz bolo spominané pri Bubblesorte, opiét vyuzijeme odhad log D(M)

podla uz pouzitého vzorca (3.12). Dostavame

np—1
M+np—1 M+np—1 1 M+np—1
—Dlog————+ Mlog————— + —log————— + O(1
(np —1)log wp—1 8 T3 3D (1)

Druhy séitanec na pravej strane moéze byt odhadnuty podla (3.13) na

np—1 M
log <1 + % ) < loge™! (3.22)

pre kladné M a np — 1 > 0. Po mensej iprave

M+np—1
log =
np—1

1 M+np—1
—-1) (1 1 1 1
(np ><Og<+np—1>+oge+2(np—1) OgM(ﬂP-U)
Vidime, Ze pre n — oo
1 M+np—1 0

1
2(np—1) o8 M(np —1) -
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Preto log D(M) pre n — oo mozeme vyjadrit ako

(np — 1) (log <1 + ) +log e> (3.23)

np—1

Na logn! moézeme aplikovat Stirlingovu aproximdciu (3.11) a pravé strana

nerovnosti (3.21) konverguje k nlogn pre n — oo. Mozeme pisat

(np — 1) <log (1 + ) +log e) > nlogn (3.24)

np—1

a postupnymi tpravami sa pre p = o(logn) dostaneme k vysledku

nplog <1 + m])\fl) + nploge > nlogn

plog (1 + %) > logn

1+ 52> nl/p
M > pn!ti/p, (3.25)
teda
M = Q(pn!*1/P) (3.26)

Ziskali sme odhad pre permutéciu , pre ktorua plati C(7 | n, A, P) > logn!—
logn. Takychto permutacii je v8ak asponn n!(1 — 1/n) a preto priemernd

zlozitost je aspon

1
<1 - > Q(pn' /Py = Q(pn'*1/p) (3.27)
n
pre p = o(logn).
Pre p = Q(logn) je dolny odhad trividlne pn = Q(pn!*+1/?). O

3.2.3 Varianty Shellsortu

Spomenme si aj dva zname varianty Shellsortu a ich zlozitosti. Dobosie-
wicz v [4] navrhol pre kazda vzniknutit podpostupnost podla inkrementov
namiesto jej utriedenia Insertsortom len jeden prechod Bubblesortu. Tento
algoritmus nesie meno Dobosiewicz sort. Naproti tomu Incerpi a Sedgewick
v [6] navrhuju pre kazda podpostupnost dva prechody Bubblesortu, jeden
zlava a druhy zprava. Toto triedenie nazyvame Shaker sort, kedZze evokuje
mieSanie shakerom. Oba tieto varianty vSak takto moézu zrejme ponechat

vstupn postupnost neutriedent, hoci posledny inkrement je 1. Jeden ani
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dva prechody Bubblesortu nemusia postupnost utriedit. Preto sa vyzaduje
zaverecna faza, a sice je to Insertsort aplikovany na tato ’skoro utrieden®’
postupnost.

Tieto varianty neboli ani zdaleka tak Studované ako samotny Shellsort,
preto sa o ich zlozitostiach vie menej. Nejaké odhady sa v minulosti uz
podarilo ziskat (vid. [4, 14, 6, 19]). Ale len nedévno Bronislava Brejova 3 v [3]
dokazala, ze Shaker sort triedi v najhorSom pripade v case O(n3/ 2 log3 n.
Pomocou metddy nestlacitelnosti dokézala aj odhady zdola v priemernom

pripade oboch variantov, a to je to, ¢o nés teraz zaujima.

Veta 3.2.3. Nech H je postupnost p inkrementov hi, ..., hy. V priemernom
pripade s inkrementmi H md Dobosiewicz sort zloZitost Q(n?/2P) a Shaker
sort Q(n?/4P).

Doékaz. Dokéazem vetu pre Dobosiewicz sort. Vieme, ze kazdé triedenie zalo-
Zené na porovnavani prvkov potrebuje v priemere aspon 2(nlogn), ¢o jasne
plati pre p > logn — loglogn, ako mozeme vidiet, pre p = logn — loglogn

plati:
n2 n2 n? 210g logn

o5 = grgn—oglogn = =nlogn. (3.28)

Preto budeme dalej predpokladat p < logn — loglogn.

Nech vstupnou postupnostou je nejaka permutacia 7 mnoziny {1,2,...,n}.
Nech 7/ je permutécia, ktort dostaneme po p prechodoch Dobosiewicz sortu
(este pred findlnym Insertsortom). Nech X je pocet vsetkych inverzii
v 7', Potom zévere¢ny Insersort pracuje v ¢ase Q(X). Dokézeme, ze X =
Q(n?/2P) v priemernom pripade.

Vytvorime unikdtny popis permutacie 7w, prva ¢ast popisu umoziiuje
skonstruovat samotné 7w z 7’ a druhé éast popise permutéciu 7’. Prva ast sa
skladd z p retazcov dlzky n (z1,...,z,), pricom j-ty bit i-teho refazca nam
hovori, ¢i prvok z; bol v i-tom prechode vymeneny s prvkom x;_j,. Z ta-
kychto postupnosti a permutécie 7’ vieme lahko simulovaft kroky vzad a krok
po kroku rekonstruovat jednotlivé 'medzipermutéacie’ az nakoniec pévodni
permutaciu .

Permutaciu 7’ popiseme jednoducho postupnostou inverzii ai,...,an,,

kde a; je pocet prvkov vlavo od ) (7 je i-ty prvok v «'), ktoré s od neho

3Bronislava Brejova, absolventka nasej fakulty
“v poli a1, ...,a, mame inverziu (a;,a;) ak i < j a a; > a;
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vacsie. Zrekonstruovaf povodni permutdciu z tohto popisu uz pre Cdita-
tela so skisenostami z rekonstrukeii v predoslych dokazoch dozaista nebude
problém.

e

Potom Y7 a; = X. Ako uz vieme, existuje presne D(X) = (
postupnosti n nezapornych séitancov so suctom X. ' moze byt preto po-
pisané ¢islom X a indexom postupnosti ai,...,a, v enumeracii vsetkych

takychto postupnosti. Na to potrebujeme

L(m) = 2loglog X +1log X +log D(X) +1 (3.29)
bitov. Na popis 7 potrebujeme spolu

np + 2loglog X + log X + log D(X) + 1, (3.30)

tam sme zaratali aj np bitov potrebnych na popis p postupnosti dizky n na

popis 7'. Pouzijeme uz ndm znamy vzorec (3.12) pre log () a dostavame

X
log D(X) < log + n>
n

+n X+n 1 X+n
X1 -1
R I R R o

Druhy sé¢itanec opét mozeme odhadntf najviac na nloge. Z predoslych po-

nlog + O(1).

uziti tohto vzorca uz vieme, %e dalej moZeme pisat
X
logD(X) <nlog( —+1) 4+ O(n). (3.31)
n

Potom x
L(m) < np+ nlog (n + 1) + O(n) (3.32)

Nech P je program, ktory z n, p a H vytvori 7w. Vieme, Ze
L(m) > C(w|n,p, H, P) > logn! —logn, (3.33)

pri¢om existuje vela postupnosti 7 s takouto zloZitostou. Z prave uvedeného

nam plynie, Ze
X
np + nlog < + 1> + O(n) > nlogn — ©(n) (3.34)
n

270(1)

X
log (n + 1) >logn —p—6(1) = logn —log 2" — O(1) = log

+12 w6m

[
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2 2

X > 5o ) (3.35)

Zlozitost algoritmu pre permutéciu 7 je preto Q(g—i) Tento odhad plati pre
n!(1 — 1/n) permutécii, preto priemerna zlozitost je

(1 _ 1) o) — (. (3.36)

n 2p 2w

Dolny odhad pre Shaker sort ziskame tplne analogicky, akurat na zapis
jedného kroku algoritmu potrebujem 2n bitov namiesto n. Preto dostdvame
dolny odhad Q). 0

3.2.4 Heapsort

Pozrime sa teraz na dalsie triedenie, ktorého zlozitost v priemernom pripade
bola otvorenym problémov tridsat rokov. Bol vyrieSeny prave pomocou me-
t6édy nestlacitelnosti. Pri pisani dokazu som ¢erpal z [16, 15, 9].

Heapsort vymyslel v roku 1964 pan J. W. J. Williams, vzapéti bol mierne
vylepseny panom R. W. Floydom, ktory znizil poc¢et vykonanych porovnani.
Tento algoritmus patri k tym najznamejsim a je Casto vyuzivany aj kvoli
tomu, ze zarucene pracuje v case nlogn. Heapsort je triedenim ’in situ’
('na mieste’), teda triedenie prebieha len v ramci triedeného pola A[l...n]

bez pridavnej pamiite. Pracuje s datovou $trukttrou zvanou halda.’

Definicia 3.2.4. Pole prvkov ki,...,k,, kde k; € N nazyvame haldou, ak

tieto prvky su Ciastoc¢ne usporiadané tak, ze plati
kij2) = kjpre 1< [j/2) <j<n. (3.37)

Halda moze byt vizualizovana ako Gplny binarny strom (az na poslednt
arovern, kde je len zlava tplny, kedZe tam mozu tie najpravejsie prvky chybat,
podla n) s n uzlami. Kazdy uzol reprezentuje prvok pola, ktory uchovava
hodnotu tohto uzla. Najvicsia hodnota je ulozena v koreni stromu a kazdy
dalsi uzol ma hodnotu mensiu alebo rovna ako jeho otec. V halde je kazdy
podstrom tiez haldou.

Kvéli dokazu tohto triedenia povazujem za vhodné uviest presny algorit-

mus triedenia. Algoritmus bude zapisany v pseudokéde.® Heapsort najskor

Sz anglického heap

SPoznamka. length[A] je dizka pola A, zatial ¢o heap-size[A] je velkost haldy. Halda
nemusi stale obsahovat vSetky prvky pola, preto jej velkost méze byt mensia ako velkost
pola. LEFT(i) (RIGHT(i) vracia lavého (pravého) syna
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zo vstupného pola vytvori haldu procediirou BULID-HEAP a potom v nej
usporadiva prvky (HEAPSORT).

BUILD-HEAP(A)

1 heap-size[A]«length[A]

2 for i— |length[A]/2| downto 1 do
3 HEAPIFY(A.)

HEAPIFY(A.i)
1 LEFT(i)
r—RIGHT (i)
if (I<heap-size[A]) and (A[l]>Al[i])

then largest«1

1

2

3

4

5  else largest«i
6 if (r<heap-size[A]) and (A[r]>Allargest])
7  then largest«r

8 if largest#i then

9  exchange Ali]<>A[largest|

10 HEAPIFY (A, largest)

Vidime, ze BULID-HEAP zavola procediru HEAPIFY postupne na prv-
koch na poziciach |length[A]/2],...,1. Nemusi ju volat az od pozicie n,
pretoze tie zvy$né prvky st v strome len listami, teda st bez synov a na
nich netreba ni¢ upravovat (uzol sam o sebe je haldou). HEAPIFY len jed-
otca s jeho najvicsim synom a v tom pripade sa zavolda HEAPIFY aj na
uzol, do ktorého sa otec teraz dostal. A takto az na dno stromu (k listom).
Vsimnime si, ze BULID-HEAP funguje tak, ze ked sa zavold na nejakom
uzle, tak podstromy s korenmi v jeho synoch uz st haldami.

Uz vieme ako sa vytvara halda, ukazme si algoritmus samotného triede-

nia.
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HEAPSORT(A)

1 BUILD-HEAP(A)

2 for i«length[A]| downto 2 do
3 exchange A[l]«Alj

4 heap-size[A]<heap-size[A]—1
5 HEAPIFY(A,1)

Ako som uz spominal, HEAPSORT najskor zo vstupného pola vytvori haldu.
Potom od posledného prvku pola po druhy, tento prvok vzdy vymeni s ko-
reniom. Teda na koniec pola sa dostane najvicsi prvok, ten je potom z haldy
odstraneny, lebo uz je na spravnom mieste. A na prvok z konca, ktory sa
teraz stal korenom, je zavolana procedira HEAPIFY, ktora ho umiestni na
jeho spréavne miesto v aktuélnej halde.

Ako uz bolo v vode spomenuté, existuju dve verzie tohto triedenia:
Williamsova a Floydova. Floydova verzia potrebuje vykonat priblizne dva-
krat menej porovnani, avSak pre urcéenie zlozitosti bude pre nas klucovy
pocet vymien prvkov, ktory je v oboch verzidch rovnaky. Takze dokazeme
zlozitost pre obe verzie. V tomto dokaze je obrovskou vyhodou metdédy nes-
tlacitelnosti fakt, ze sa nemusi zaoberat rozdelenim jednotlivych héld, ktoré
pocas triedenia vznikaji. Ostatné metddy totiz narazia na problém, Ze hoci
s pociatoénym rovnomernym rozdelenim pravdepodobnosti vstupov, je ne-
smierne naro¢né pocitat rozdelenie vzniknutych hald a eSte fazsie rozdelenie
zmens$ujucich sa hald vznikajacich pocas procedury HEAPSORT.

V dokaze pomocou Kolmogorovskej zlozitosti si najskor ako vzdy zvolime
nestlacitelnt vstupnt permutéaciu. Z jej zlozitosti je v. Tvrdeni 1. odvodena
zlozitost haldy jej prislichajucej. VyuZijeme to, Ze z haldy vieme zrekon-
Struovat povodni permutédciu, ¢o je dokdzané v Tvrdeni 2. Nasledne ale aj
z utriedeného pola budeme schopni reprodukovat haldu, vdaka ¢omu dospe-

jeme k priemernému pocétu pohybov prvkov v uzloch.

Veta 3.2.5. Heapsort vykond v priemernom pripade (rovnomerné rozdele-

nie) nlogn + O(n) pohybov prokami.

Dokaz. Nech vstupnou permutéciou pre Heapsort je nestlacitelnd permu-
tacia p taka, ze

C(p|n) > nlogn — 2n. (3.38)
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Jej existenciu mozeme uvazovat vdaka vete o nestlacitelnosti 2.4.4 (4-Stir-
ling 3.11).

Tvrdenie 1. Potom pre haldu h, ktord vytvori procedira BULID-HEAP,
plati
C(hln) > nlogn — 6n. (3.39)

Doékaz. Ukézeme, Ze keby toto neplatilo, vieme popisat permutéciu p menej
ako nlogn — 2n bitmi.

Predpokladajme C'(h|n) < nlogn — 6n. Pre kazdé j, ked procedira
BULID-HEAP (resp. HEAPIFY) postva prvok A[j] z korena haldy smerom
dole na jeho spravnu poziciu, zakédujeme si cestu, ktoru bol tento prvok
postuvany. Ulozime si 0, ak Siel prvok do Tava (vymenil sa s Tavym synom),
1 ak Siel do prava a 2 ked sa uz zastavi. Na zakddovanie tejto procediry

budeme potrebovat '
J
nlog3 Z ST (3.40)
j

bitov, lebo mame n prvkov, * v kazdom kroku si ukladdme jednu z troch
moznosti (0,1,2), na zapis jednej z nich potrebujem log 3 bitov a priemerna
dlzka cesty, ktorou pdjde prvok z korenia dole, je > j Qj]ﬁ, lebo existuje 2771
ciest dlzky j nanajvys j. Prvok pri zostupovani dolu pri HEAPIFY nemusi

zastavit az v liste, preto beriem do tvahy aj cesty kratsie ako j. Vyuzitim

rovnosti
2
Z — = =2 (3.41)
h 1
=2t (1-3)
dostavame )
J
nlog3 Z o1 < 2nlog3. (3.42)

Z haldy h a takéhoto popisu ciest vieme jednoducho simulovat BUILD-
HEAP odzadu a zrekonstruovat p. Preto

C(p|n) < C(hln) +2nlog3 + O(1) < C(hn) + 4n < nlogn — 2n, (3.43)

"Hodnota n je to pouzita ako v spominangch publikiciach, z ktorych som &erpal. Oku
pozorného Citatela vSak urcite neuslo, ze v tomto kroku by sme odhad mohli urobit trochu
tesnejsim. Ked si v§imneme, ze procedira BUILD-HEAP vola HEAPIFY nie pre vSetkych
n prvkov, ale len od |n/2]| nizsie, mohli by sme n nahradit n/2. Tymto tahom by sme
v8ak v skutoc¢nosti ni¢ neziskali, pretoze aj tak by sme dospeli k sporu tak isto ako k nemu

dospejeme s pévodnou hodnotou n.



3.2 Zlozitost triediacich algoritmov 47

¢im dostavame spor, takze plati C'(h|n) > nlogn — 6n. O

Z utriedenej postupnosti potrebujeme ziskat h. Na to ndm stac¢i uchovat
histériu poslednjch n — 1 reorganizacii haldy pocas procedury HEAPSORT.
V skutoénost nam staéi uchovat si koneéné pozicie len pre i :=n —1,...,2,
na ktoré bol prvok A[i] v halde vloZeny. Poziciu zakédujeme popisom cesty,
ktort prvok od korena prejde, az niekde zastavi. Cesta bude reprezentovana
postupnostou nil a jednotiek, pric¢om 0 znamené vlavo a 1 vpravo, oznaéme
ju s, resp. s;. Potom &; = logn — I(s;) je vlastne akysi skrateny zapis dlzky
postupnosti s;. Tento zapis sa nam hodi, pretoze v kaZdej nizsej arovni
haldy je dvakrat viac prvkov ako v tej vysSej. Preto vela prvkov pojde od
korenia po dlhych cestach dole, zatial ¢o kratkych ciest bude mélo. A na
zapis dlhsej cesty potrebujem predsa viac bitov ako na zapis kratsej cesty,
preto je vhodné ttto dizku odratat od logn, ¢o je dlzka najdlhsej cesty. Tym
sa mi obrati pomer poc¢tu dlhsich a kratsich ciest. Cesty budeme kédovat

samoodelujicimi refazcami v tvare 11°6%04;s;, na ¢o potrebujeme
2logd; +1(s;) +1 (3.44)

bitov. Zapis vetkych tjchto ciest za sebou bude tvorif postupnost H. O dlzke
tejto postupnosti potom plati

n

(H) = (2logd; +1(s;) + 1) (3.45)

Tvrdenie 2. Z postupnosti H a n vieme skonstruovat haldu h.

Dokaz. Spitne simulujeme HEAPSORT. Na zaciatku je v poli A[l...n]
utriedend permutacia s najmensim prvkom v A[l]. Pre i = 2,3,...,n — 1
budeme robif nasledovné: prvky poéniic A[1] na ceste (n — i) v H® posu-
nieme o uzol nizsie, teda do syna na tejto ceste. Posledny prvok na tejto
ceste uz nebude kam posuntf, pretoze cesta sa skoncila, preto ho vlozime do
Ali] a hodnotu, ktora bola pred tym v A[i] vloZzime do A[l]. TakZe za¢neme
na ¢ = 2. Hodnotu v uzle A[2] si zapamétame, prvky na ceste s,_2 po-
¢nic A[l] postupne postivame po tejto ceste nizsie, az posledny prvok tejto
cesty neméame kam daf, tak ho vlozime do A[2] a do A[1] vlozime doterajsiu

hodnotu A[2]. A dalej ideme na uzol A[3]...a tak postupne az po A[n-1].

8teda na poslednej ceste v H. V H ¢&itame cesty od poslednej po prva.
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Posledné tGprava v postupnosti je potom zrejmaé, ostava uz len presuntaf hod-
notu v A[n] do A[1] s tym, Ze opét postivame dole prvky poéntc koreniom
stromu na ceste od A[1] do A[n]. O

Uvediem priklad. Postupnosti a haldy budem zapisovat ako jednoduché
polia, bez vizualizacie na binarne stromy. Citatelovi pre nazornost odport-
éam spravit si tento priklad na bindrnych stromoch. Pripominam, Ze synmi
uzla Ali] st uzly A[2i] a A[2i+1]. UkdZeme si ako ziskat jednotlivé cesty s;
pocas procedary HEAPSORT.

Nech povodné halda je A[1...7] =10,7,8,4,3,1,5. Najskor sa vymenia
hodnoty korena a uzla A[7], dostavame
5,7,8,4,3,1,10, pricom hrubo vyznacend hodnota 10 je uz na svojom sprav-
nom mieste. Hodnota 5 v koreni sa teraz po¢as HEAPIFY premiestni do pra-
vého syna korena, dostavame 8,7,5,4,3,1,10. Cesta s7 = 1. Opiit si koren
a posledny neutriedeny prvok vymenia hodnoty, dostavame 1,7,5,4, 3,8, 10.
Hodnota 1 sa presunie po ceste sg = 00 a dostavame 7,4,5,1, 3,8, 10. Dalej
3,4,5,1,7,8,10 — 5,4,3,1,7,8,10 - s5 =1
1,4,3,5,7,8,10 — 4,1,3,5,7,8,10 - s, =0
4,1,3,5,7,8,10 — 3,1,4,5,7,8,10 — s3 = ¢, lebo 3 je najvicsia hodnota,
preto sa nebude nikam postvat.
3,1,4,5,7,8,10 — 1,3,4,5,7,8,10 — sy = ¢, lebo 1 je opéf najvicsia
hodnota, kedZe uz je len jedina.
1,3,4,5,7,8,10 — s trividlne.

Teraz k samotnej rekonstrukcii haldy z postupnosti s, ..., sg.

Na zacdiatku méme utriedenti postupnost 1,3,4,5,7,8,10. Zaciname pre

i = 2. s9 = ¢, mame prazdnu cestu, preto len vymenime hodnoty uzlov A[1]
a A[2]. Dostavame 3,1,4,5,7,8, 10.

sg je opéf prazdna cesta, opét vymenime hodnoty korena a A[3]. Dostavame
4,1,3,5,7,8,10.

s4 = 0, prvky na tejto ceste postiivame o uzol nizsie. Takze hodnotu 5 ko-
refia do uzla A[2], ale pdvodni hodnotu uzla A[2] uz niet kam posunut, lebo
cesta sa skoncila. Preto hodnotu uzla A[2] premiestnime do uzla A[4] a jeho
povodna hodnota ide do korena. Dostavame 5,4, 3,1, 7,8, 10.
s5=1—17,4,5,1,3,8,10

s6 =00 — 8,7,5,4,3,1,10

Tu sme vycerpali postupnost H. Tu méme vSak jedini moznost, presuntft
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prvky na ceste od korenia k A[7] o uzol nizsie, pricom hodnota uzla A[7]
pojde do korena.
1,3,4,5,7,8,10

Uz vieme ako rekonstruovat haldu pomocou postupnosti H. Pokrac¢ujme
dalej v dokaze.
Plati
nlogn —6n < C(hln) <I(H) + O(1), (3.46)

kedZe tento popis musi byt kratsi ako je KZ haldy h. Z toho ale dostavame

2(2 logd; +1(s;)+1) = 2(2 log §; +logn —0; + 1) > nlogn —6n, (3.47)
i=1 i=1
lebo I(s;) = logn — §;.
Ale kedze Y ;" ;logn < nlogn, tak toto je mozné len ak Y ;" ;§; = O(n).
Preto

Z I(s;) =nlogn — Z d;i =nlogn — O(n) (3.48)
i=1 i=1

a priemerné dizka cesty je potom (po vydeleni predoglého vyrazu n) logn—c,
pre nejaka konstantu c. Pre kazdy prvok, ktory sa pocas procediry HEAP-
SORT presuval na svoju spravnu poziciu, sa dizka cesty, po ktorej bol pre-
miestneny zrejme rovnd poctu jeho presunov. Preto celkovy pocet pohybov
prvkov je aspon

nlogn — nc =nlogn — O(n). (3.49)

Kedze temer vSetky permutéicie st Kolmogorovsky nahodné, tento odhad

pre jednu z nich plati pre vSetky permutacie v priemere. ]
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3.3 Kolmogorovsky nahodné grafy

V poslednej kapitole tejto priace ukadZzem vyuzitie metddy nestladitelnosti
v tedrii grafov. Tieto dokazy mozete najst v [10].

Kazdy ohodnoteny graf G = (V| E) s n vrcholmi mdzeme reprezentovat
ako bindrny refazec E(G) dlzky (), kde kazdy bit hovori o existencii hrany
medzi dvojicou vrcholov spomedzi vSetkych moznych (g) dvojic vrcholov
v m-vrcholovom grafe. Jednotlivé dvojice budt zoradené, napr. lexikogra-
ficky, a i-ty bit bude rovny 1 v pripade existencie hrany ¢, inak bude nulovy.
Obréatene kazdy binarny refazec dizky (g) kéduje n-vrcholovy graf. Mierne

modifikované rekapitulacia definicie 2.4.5:

Definicia 3.3.1. Ohodnoteny graf s n vrcholmi mé odchylku ndhodnosti

najviac 6(n) a nazyva sa d-ndhodny, ak pren plati
C(E(G)|n) > <;‘> —§(n) (3.50)

Ohodnotené grafy s vysokou KZ maju paradoxne vela topologickych vlast-
nosti, ¢o vyvolava zdanie sporu s ich ndhodnostou. AvSak ndhodnost v tomto
pripade implikuje striktné $tatistické pravidelnosti. Statistické vlastnosti re-

tazcov s vysokou KZ boli skiimané aj v [18].

3.3.1 Disjunktné cesty medzi vrcholmi, diameter

Definicia 3.3.2. Nech z = ...z, je bindrny refazec dizky n a y je
omnoho kratsi binarny refazec dizky I. Nech p = 27! a #y(x) je pocet
(moZno prekryvajucich sa) roznych vyskytov y v x. Ratame aj vyskyt y
zacinajuci na konci x a pokracujuci na zaciatku x, teda akoby celé x bolo

zapisané na kruznici.”

Ked napriklad z = 0100110100101 a y = 1010, tak v = st celkom
#y(z) = 3 vskyty y: 0100110100101,0100110100101, 0100110100101.

Uvedme si znenie vety, ktort budeme v dalSom potrebovat. Jej dokaz
mozete najst v [16] (Veta 2.6.1, str. 162).

Veta 3.3.3. UvaZugyme notdciu z predoslej definicie s | < logn. Existuje
konstanta c pre vsetky n a x € {0,1}"takd, Ze ak C(z) > n —d(n), tak

[#y(x) — pn| < Vapn, (3.51)

9Ked vypiseme vietky bity = v poradi, v akom st v z, je vlastne jedno ktorym bitom

za¢neme. Mohli by sme ho napisat napr. ako i, Tit1,...,%n, T1,T2,...,Ti—1
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3l
= —1K 1 .
kde o loge[ (yIn) +logl + d(n) + |

To v skuto¢nosti znamena, ze

#y(r) < pn £ /apn (3.52)

#y(x) vlastne oznacuje frekvenciu vyskytu y v x.

Dokéazme si teraz prvé tvrdenie v tejto sekcii.

Lema 3.3.1. Vo vsetkych o(n)-ndhodniych ohodnotenych grafoch je n/4 +
o(n) disjunktnych ciest dizky 2 medzi kazdymi dvoma vrcholmi i a j. Navyse,

vSetky o(n)-ndhodné ohodnotené grafy maji diameter 2.

Doékaz. Diameter je dizka najdlhSej cesty v grafe medzi dvoma vrcholmi.
Uplné grafy nemusime uvazovaf, tie st totiz jediné, ¢o majt diameter 1
a vieme ich opisat na O(1) bitov, tie teda nie st ndhodné. Ostédva nam
i,7 je dvojica vrcholov grafu G spojenych r disjunktnymi cestami dizky 2.
Potom G modZeme popisat modifikiciou povodného kédu pre G pomocou

nasledovného

e program na rekonstrukciu grafu z roéznych casti tohto kédovania na
O(1) bitov

e zapis ¢ a j, i < j na 2logn bitov

e povodny kéd E(G) grafu G s vymazanymi 2(n — 2) bitmi uréujicimi
existenciu hran (i,k), (k,j) pre kazdé k # i,j, spolu (3) — 2(n — 2)
bitov

e najkratsi program pre refazec e; ; obsahujtci preusporiadanych n — 2
parov bitov vymazanych v predoslom bode. Jeden bit z paru popi-
suje existenciu hrany (i, k), druhy (k, 7). Blok '11’ ndm teda hovori

o existencii cesty dlzky 2 medzi tymito dvoma vrcholmi.
Vytvorili sme popis grafu G na
O(logn) + <I2l) —2(n—2) + C(ejjn)
bitov, ¢o musi byt samozrejme viac ako je KZ grafu G, ktory je o(n)-ndhodny.

O(logn) + <I21> —2(n—2) + Cleyjn) > <I21> — o(n)
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C(ei7j\n) > l(em) - O(Il), (353)

lebo vieme, ze I(e; ;) = 2(n — 2).

Potom z vety 3.3.3 dostavame

‘#’11’(%) - %‘ < M. (3.54)

Po dosadeni za o dostavame jednoduché o(n):

‘#’11'(%]’) - %‘ < O(H)Z’ (3.55)

z ¢oho napokon dostavame frekvenciu vyskytu 2-bitového bloku ’11’; ktora
sa z konstrukcie rovnéa poctu disjunktnych ciest dizky 2 medzi i a j, rovnt

g + o(n). (3.56)

No a kedze nam toto hovori o viskyte cesty dlzky dva medzi kazdymi dvoma
vrcholmi, vidime, 7e kazdé dva vrcholy st spojené cestou dlzky dva, takze

kazdy o(n)-ndhodny graf ma diameter 2. O

3.3.2 Statistiky podgrafov

Pokracujeme definiciou ohodnoteného podgrafu ohodnoteného grafu.

Definicia 3.3.4. Nech G = (V, E) je ohodnoteny graf s n vrcholmi. Uva-
zujme ohodnoteny graf H s k vrcholmi {1,2,...,k}. Kazd4 k-prvkova pod-
mnozina mnoziny V grafu G indukuje podgraf Gy grafu G. Podgraf Gy je
usporiadanym ohodnotenym vyskytom H, ak dostaneme H zmenou hodnot
vrcholov G i1 <119 < ...<irnal,2,... k.

Z vety 3.3.3 si Tahko vieme odvodit frekvenciu vyskytu ohodnotenych

dvojvrcholovych podgrafov. Tie existuju totiz len dva
(1) podgraf pozostavajici z dvoch izolovanych vrcholov
(2) podgraf pozostavajici z dvoch vrcholov prepojenych hranou

Vsimnime si, ze kazdy bit kédovania E(G) grafu G hovori o existencii také-
hoto podgrafu z 2 vrcholov. Kazdy bit totiz z konstrukcie hovori o existencii
hrany medzi dvomi vrcholmi, preto ak sa bit rovna 1, tak mame podgraf (2),
ak sa rovna 0, existuje podgraf (1). Preto do vzorca na frekvenciu vyskytu

ohodnotenych dvojvrcholovych podgrafov z vety 3.3.3 za p dosadime 1/2%,
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lebo dlzka podretazca, ktorého vyskyt zistujeme je | = 1, dizka zapisu E(G)

. 1 )
Je (g) = 2({52)! = n(n2 ). Dostévame

”(”4 D \/ 37’;(1% 61) (5(n) + O(1) (3.57)
ako frekvenciu vyskytu ohodnoteného podgrafu s dvoma vrcholmi. Avsak
urcenie frekvencie vyskytu ohodnotenych podgrafov s k vrcholmi pre &k > 2 je
komplikovanejsie nez ako hladat frekvenciu vyskytu k-bitového podretazca.
Je to preto, lebo vsetkych (2) k-prvkovych podmnozin mnoziny vrcholov
grafu sa moze prekryvat aj inak ako sa mozu prekryvat podretazce.

Nech #H(G) je pocet vyskytov H ako ohodnoteného podgrafu G, pri-
¢om tieto vyskyty sa mozu navzajom roznymi sposobmi prekryvat. Nech p je
pravdepodobnost, s akou zvolime prave H spomedzi vSetkych 2(5) k-prvkovych

podmnozin mnoziny vrcholov grafu G. Takze

1 —k(k—1)
P= =97 (3.58)
2(2)

Pred nasledujicou vetou este zadefinujem pojem wvrcholové pokrytie po-

trebny v dokaze.
Definicia 3.3.5. Vrchlové pokrytie grafu G je mnozina C' = {S1,S3,...,Sn},
N

kde N = % a S; st navzajom disjunktné podmnoziny V' a plati U S;i=V.
i=1

Veta 3.3.6. Bertc do dvahy prdve spomenuti terminologiu, nech G = (V, E)
je graf s n vrcholmi, k je kladné celé cislo, pricomn deli k, H je ohodnoteny
graf s k < +/2logn vrcholmi. Nech

C(E(G)[n) > (”) — 5(n). (3.59)

Potom 2
‘#H(G) — p(Z)‘ < (Z) ap%, (3.60)
hde o = lo?;e (K(H|n) +log % <Z> +o(n) + 0(1)).

Doékaz. Podla [2] vieme rozdelit (Z) roznych k-vrcholovych podmnozin

do h = % roznych pokryti G, pricom kazdé pokrytie bude obsahovat
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N = 7 disjunktnych podmnozin. Kazd4 k-vrcholovd podmnozina V' patri
do prave jedného pokrytia. Vymenujme tieto pokrytia ako Cy, Cy,...,Chr_1.
Nech pre kazdé i € {0,1,...,h — 1} a kazdy k-vrcholovy ohodnoteny graf
H je #H(G,1) pocet (teraz uz neprekryvajucich sa) vyskytov podgrafu H
v pokryti Cj.

Teraz uvazujme experiment, pocas ktorého spravime N pokusov, pricom
kazdy z nich méze dopadnt 2@ sposobmi. Intuitivne kazdy pokus repre-
zentuje prvok pokrytia a kazdy vysledok pokusu reprezentuje k-vrcholovy
podgraf. Pre kazdé i vytvorme refazec s; obsahujici N blokov po (g) bitov,
pricom bloky reprezentuji jednotlivé prvky pokrytia a bity hovoria o pri-
tomnosti hran vnutri indukovanych podgrafov kazdej z N podmnozin C;.
Kazdé s; je teda kédovanim pokrytia C;.

Vidime, ze graf G mozeme ziskat pomocou n, 1, s; a na zistenie zvy$nych
hran neuvedenych v s; potrebujeme zostavajucich (5) — N (g) bitov E(G).
Kedze tento popis opidt nemoze byt kratsi ako C'(E(G)|n), plati

logn + log h + C(si|n) + (Z) — N(g) > (Z) —d(n) (3.61)
Uvedomujuc si, ze I(s;) = N (g) dostavame
C(siln) > U(s;) —logh — d(n) (3.62)

Frekvenciu vyskytu (g)-bitového bloku E(H) medzi N blokmi dizky (g) nam

uréuje veta 3.3.3 ako

#H(G,i) = Np + \/Npa (3.63)

Takto to moZno spravit nezavisle pre kazdé 7 nehladiac na zavislost medzi
frekvenciami podgrafov v réznych pokrytiach. Totiz, tento argument zalezi
jedine od nestlacitelnosti G. Ak by mnozstvo vyskytov nejakého podgrafu
v TubovoInom pokryti bolo privysoké alebo prinizke, vedeli by sme stlacit G.
Vsetkych k-prvkovych podmnozin n je ().

Takze

#16) () )| - hzzj #H(G,3) - N, (3.60)

¢o sa po dosadeni z (3.63) sa to rovna

h—1
Z v/ Npa.
=0



3.3 Kolmogorovsky nahodné grafy 55
7 toho dostavame horny odhad
n n n
’#H(G) —p<k>‘ < hy/Npa = (]’{})\/Npa = (’“]z[\/pa
n
Po dosadeni N = T
n n k n k
o)< (Y- G o



Kapitola 4

Z.aver

Kvalitna literatira o Kolmogorovskej zloZitosti v slovencine prakticky ne-
existuje, ¢o bolo aj vyraznou motivaciou pre vznik tejto prace. Snahou bolo
napisat Studijny text v slovenskom jazyku formulovany tak, aby bol zrozu-
mitelny pre citatela so zdkladnymi vedomostami z teoretickej informatiky,
avSak aby tym neutrpela exaktnost a potrebny stupen formélnosti textu.

Uvodné kapitola pontika uréity zadklad potrebny na pochopenie textu
a nacrtava motivaciu vzniku popisovanej metddy.

Druhé kapitola zavadza a vysvetluje samotny pojem Kolmogorovska zlo-
Zitost refazca ako dlzku najkratsieho programu generujiceho dany refazec.
Dopracuvéva sa k pojmu nestlacitelnosti refazca, tj. vlastnosti retazca, ktora
hovori o tom, Ze jeho Kolmogorovska zlozitost je viicsia nez jeho dlzka.

Prvé dve kapitoly buduja aparat pre vysvetlenie tzv. metédy nestlaci-
telnosti, ktord je témou najdlhsej, tretej kapitoly. Tu je ukdzané jej vyuzitie
v mnohych dékazoch z réznych oblasti. Taktiez st tu ukadzané dokazy ziskané
prvykrat prave metddou nestlacitelnosti, priGom sa dokazu problémy, ktory
boli otvorené desiatky rokov. Hlavnym zameranim prace st prave detailné
ukazky vyuzitia metédy neslacitelnosti.

Préaca poskytuje moznosti na jej rozsirenie v ramci diplomovej prace.
7 kazdej oblasti méze byt uvedenych viac prikladov dékazov pomocou po-
pisovanej metédy. Taktiez mozno rozsirit zaber prace o iné, tiez zaujimavé
zamerania matematiky a informatiky. Je mozné ukazat este viac vlastnosti
Kolmogorovskej zlozitosti. Taktiez je mozné pripadnd implementécia nie-

ktorych algoritmov.
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Problematika bola aj pre mna aplne nové, preto som sa najskor musel
venovat jej Studiu. TaktieZ v oblastiach, v ktorych som ukazoval vyuzitie
metédy nestlacitelnosti som nadobudol nové vedomosti, resp. som prehibil ¢
utvrdil moje doterajsie znalosti. Téma ma zaujala a teSim sa, Ze som v ramci
svojej bakalarskej prace mohol pisat prave o tomto. Pozitivhym vedlajsim
efektom pisania prace bolo aj to, Ze som sa naudil pracovat v TEX-u, ¢o
urcite v budicnosti vyuzijem.

Jednozna¢nym prinosom v porovnani s ostatnou cudzojazy¢nou literati-
rou je i datailnost vykladu a snaha o jeho zapis v Tahko stravitelnej forme, ¢o
inej literattre zaoberajicej sa danou problematikou bohuzial chyba. Preto
dafam, Ze tento text ocenia vsSetci, ktori chct ziskat zdkladné vedomosti

o uvedenej problematike.
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