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V tejto praci sa venujem silnému hranovému farbeniu regularnych grafov.

Najskor popisujem, kde sa tento problém vyuziva v praxi a ako sa postupne
historicky vyvijali vysledky v tejto oblasti. V kapitole 4 a 5 zhfham niektoré
zakladné alebo zaujimavé vysledky, ktoré uz boli v tejto oblasti vyskiimané
pre vSetky grafy, alebo pre Specidlne triedy grafov a v 6. kapitole zhinam
nastolené otvorené hypotézy.
V 7 kapitole overujem zakladni hypotézu o silnom chromatickom indexe
pre 4-regularne grafy a v 8. kapitole urcujem silny chromaticky index pre
niektoré nekonecné triedy 4-regularnych grafov, konkrétne pre 2-rozmerné
torusy a Cayleyho grafy.
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Uvod

Silné hranové farbenie je jedna z vlastnosti grafov, ktoré nie st velmi preskiimané.
Prvykrat sa o silnom chromatickom indexe hovorilo v roku 1984. Cielom
mojej bakaldrskej prace je spravit akysi prehlad v problematike silného hra-
nového farbenia grafov, ako aj urcit silny chromaticky index pre niektoré
nekonecné triedy reguldrnych grafov. Zaklad pre tvorbu prehladu som nasiel

v [1] od M. Mahdiana. Na skiimanie som si vybral podtriedy 4-reguldrnych
grafov. Budem sa snazit pre tieto grafy najst, pripadne dokézat nejaké nové
vysledky:.

Vlastnost silného hranového farbenia sa vyuZiva aj v praxi. Napriklad m4
siroké uplatnenie v mobilnych sietach.



Kapitola 1

Z.akladné definicie

Definicia 1. Dve hrany si vo vzdialenosti mazimdine 2 prave vtedy, ked
zdielaji koncovy bod, alebo ak niektoré dva z ich koncovych bodov st susedné.

Definicia 2. Siné hranové farbenie grafu G je priradenie farieb hranam
grafu G tak, ze ziadne dve hrany vo vzdialenosti maximélne 2 nemajui rov-
naku farbu.

Definicia 3. Stupen vrchola v grafe je pocet hran incidentnych s vrcholom.
Stupen vrchola v v grafe G sa oznacuje degq(v).

Definicia 4. Maximdlny stupen grafu je maximalny zo stupniov vrcholov v
grafe G.

Definicia 5. Indukované pdrenie (alebo tiez silné pdrenie) v grafe G je
mnozina A hran takych, ze ziadne dve hrany v A nie su vo vzdialenosti
maximélne 2. Inymi slovami, indukované parenie grafu G je mnozina hran v
indukovanom podgrafe grafu G, ktoré je taktiez parenie. Silné hranové far-
benie moze byt teda taktiez definované ako rozdelenie hrdn do indukovanych
pareni.

Takisto je mozné definovat silné hranové farbenie ako vrcholové farbenie
Specidlneho typu grafu:

Definicia 6. Hranovy graf grafu G, ktory sa oznacuje L(G) je graf, ktory
ma vrchol korespondujuci ku kazdej hrane grafu G a dva vrcholy su spojené
hranou prave vtedy, ked korespondujtice hrany si susedné (zdielaji koncovy

bod).

Definicia 7. Stvorec grafu H, ktory sa oznacuje H?, je graf, ktory m4 jeden
vrchol korespondujici s kazdym vrcholom grafu H a jeho dva vrcholy su
susedné ak ich korespondujice vrcholy v H si bud susedné, alebo maji
spolo¢ného suseda t.j. st vo vzdialenosti maximéalne 2 v H.



Podla predchadzajicich definicii, je jasné, Ze na silné hranové farbenie
grafu G' sa mozeme pozerat aj ako na klasické vrcholové farbenie Stvorca
hranového grafu G, ktory oznacujeme L(G)2.

Definicia 8. Silny hranovy chromaticky index grafu G, ktory obycajne oznacujeme
sx'(G) je minimélny pocet farieb v silnom hranovom farbeni grafu G.

Priklad 1. Silny hranovy chromaticky index Petersenovho grafu je 5. Na
obrazku 1.1 je priklad silného hranového farbenia tohoto grafu.

Obr. 1.1: Silné hranové farbenie Petersenovho grafu

Definicia 9. Obvodom grafu G nazyvame dizku miniméalnej kruznice v grafe

G.
Definicia 10. Najvacsie n také, ze K,, C G oznacime w(G).

Definicia 11. Graf G nazyvame perfektny, ak kazdy indukovany podgraf
H C G m4 chromatické ¢islo x(H) = w(H).



Kapitola 2

Motivacia vyskumu

Problém silného hranového farbenia mé zaujimavé aplikacie najmé pre pri-

. , . .. .. . . , - N ,
radenie kanalov v mobilnej viacskokovej sieti a v mobilnych sietach: Bezdrotova
radiova siet pozostdva zo skupiny vysielacov komunikujicich navzdjom cez
zdielané médium. Kazdy vysiela¢ m4 dosah, v ktorom dokdze komunikovat
s ostatnymi zariadeniami. Komunikacia sa uskutoc¢nuje medzi parom uzlov,
ktoré si oba navzajom v dosahu cez protokoly, ktoré posielaji datové pakety
jednym smerom a spravy o doruceni v druhom smere.

Urcovanie kanalov frekvencii linkdm medzi vysielacmi vyhybajic sa primarnej

a sekundarnej interferencii koresponduje s problémom silného hranového far-
benia grafu, ktory modeluje radiovt siet. Takyto graf mé jeden uzol pre kazdy
vysiela¢. Pre kazdy par vysielacov, z ktorého kazdy vysiela¢ je v dosahu
toho druhého, je hrana medzi korespondujicimi vrcholmi. V tomto grafe,
spravne silné hranové farbenie mus{ pridelit rozdielne farby korespondujice
s rozdielnymi kandlmi akémukolvek paru hrdn medzi ktorymi je cesta o dizke
maximélne 2. Su tu dva pribuzné problémy:

Problém D2EC(G): Pocita silné hranové farbenie daného grafu G =
(V, E) s najmensim moznym poctom farieb. Ekvivalentne, pocita prirade-
nie kanalov bez interferencie s pouzitim najmensieho poctu kanélov.

Problém D2EC(G, k): Maximalizuje pocet hran zafarbenych silnym hra-
novym farbenim s maximadlne k farbami daného grafu G = (V, E). Ekviva-
lentne, pocita priradenie kandlov s maximalne k kanalmi, ktoré maximalizuje
pary vysielacov, ktoré mozu komunikovat bez interferencie.

Mahdian and Erickson dokéazali, ze D2EC(G) je NP tplny problém.
Zlozitost D2EC(G) implikuje, Ze aj problém D2EC(G, k) je tiez NP tplny.



Pre vacsinu grafovych farbeni je prva otazka, ktora je kladend, najdenie
horného ohranicenia miniméalneho poc¢tu farieb potrebnych na farbenie v
zavislosti od A(G) . Pre silné hranové farbenie bol tento problém prvykrat
rieSeny Erdésom a Nesettiom. Vyslovili hypotézu, ze silny hranovy chromat-
icky index kazdého grafu s maximalnym stupniom A(G) je maximélne EAZ.
Tato hypotéza je stale otvorena.



Kapitola 3
Historia

Koncept silného chromatického hranového farbenia bol najskor definovany v
roku 1984 J. L. Fouwuetom a J. L Jolivenom. Studovali silny chromaticky
index na kubickych plandrnych grafoch. Ich vystupom bola [17].

Na konferencii v Prahe v 1985, P. Erd6s and J Nesetril prezentovali nasle-
dujuci problém:

Problém 3.1. Ndjdite nagmengsie t(k) také, zZe ak A(G) = k, potom sx'(G) <
t(k).

Pre akykolvek graf G s maximalnym stupiiom A(G), sx'(G) < 2A2-2A+
1. Je to preto, lebo kazda hrana priamo susedi s 2A — 2 hranami a vo vz-
dialenosti dva md 2(A — 1)? hran. Spolu teda kazd4d hrana m& maximalne
2A% —2A susednych hrdn do vzdialenosti 2. Kazd hranu teda mozeme uréite
zafarbit jednou z 2A2-2A + 1 farieb. Z toho vyplyva, ze t(k) < 2ky—2k + 1.

Erdés a Nesettil vyslovili hypotézu:

Hypotéza 3.2. (Hypotéza o silnom farbeni) Pre akykolvek graf s mazimdlnym
stupriom A(G), sx'(G) < f(A) kde f(A) je definovand takto:

f(A) =

4
5A2

{ﬁ ak A je pdrne
1

— % + 411 ak A je nepdrne

Nasledujtice priklady ukazujui, ze odhad nemozno zlepsit:
Pre k parne, mozeme ndjst priklad nahradenim kazdého vrchola 5-cyklu
nezdvislou mnozinou s velkostou £ a spojenfm dvoch vrcholov ak korespondujiice
vrcholy v 5-cykle st susedné. (Operacia nahradzania kazdého vrchola v grafe
nezavislou mnozinou sa vola vrcholové nasobenie a vysledny graf oznacujeme
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CK?).
Pre neparne k mozeme priklad ziskat nahradenim dvoch susednych vrcholov
(k+1)

5-cyklu nezdvislou mnozinou o velkosti = a ostatné nezavislou mnozinou

o velkosti (kz;l) V kazdom pripade, moZeme lahko vidiet, Ze neexistuje in-
dukované parenie o velkosti 2 v grafe a preto farba hran musi byt odlisn4.

Obr. 3.1: Priklad grafov, ktoré ukazujui, ze hypotézu nie je mozné zlepsit
V roku 1989 bola v [9] vyslovena nasledujiica hypotéza pre silny chromat-
icky index bipartitného grafu:

Hypotéza 3.3. (Bipartitné silné hranové farbenie) Pre kazdy bipartitny graf
G s mazimdlnym stupriom A, sy’ (G) < A?

Kompletny bipartitny graf Ka a ukazuje, ze nasledujica hypotéza je
pravdiva a najlepsia mozna.

V roku 1993 R. Bruadi a J. Quinn v [7] zovSeobecnili predchddzajicu hy-
potézu takto:

Hypotéza 3.4. (Zovseobecnené bipartitné silné hranové farbenie) Pre kazdy
bipartitny graf G s particiami X a'Y takymi, Ze maximdlny stupen vrchola v
particii X je o a v particit Y (3 plati, sx'(G) < af.

11



Kapitola 4

Vseobecné ohranicenia

Hordk, Qing a Trotter si v [19] v8imli, ze je velmi zlozité dokéazat dokonca,
ze sx'(G) < (2 — €)A? pre nejaké € > 0.

M. Molly a B. Reed vyriesili tento problém nasledujicou vetou. Toto je jedind
znama vSeobecna hranica pre silny hranovy chromaticky index:

Veta 4.1. Ak graf G md mazimdlny stuperi A dostatocne velkyj, potom sx'(G) <
1.998A2

Dokaz pozostava z dvoch casti. V prvej casti je ukdzané, ze pre kazdy

graf, Stvorec hranového grafu grafu G je %—riedky, to znamenda, ze okolo

ktoréhokolvek vrchola je najviac (1—%) (AL éG)z) hran v susedstve akéhokolvek
vrchola z L(G)2. V druhej ¢asti je dokdzané, Ze pre nejaké ¢ > 0 existujey > 0
takd, ze graf H je A-riedky. Jeho chromatické ¢islo je maximélne (1—+)A(H).
Dokaz tejto casti je pravdepodobnostny a je zalozeny na jednoduchej iteracii
procediry nahodného farbenia.

Dosledky hypotéz:

Definicia 12. Velkost najvicsieho indukovaného parenia grafu G sa oznacuje

sm(G).
Definicia 13. Velkost najvicsicho antiparenia grafu G sa oznacuje am(G).

Antipérenie je mnozina A hran takych, ze kazdé dva prvky A su vo vzdi-
alenosti maximalne 2. Je jasné, ze sm(G) a am(G) koresponduju s velkostou
maximélnej nezavislej mnoziny a maximalnej kliky stvorca hranového grafu.

Hypotéza silného chromatického indexu implikuje nasledujice dve hy-
potézy:

Hypotéza 4.2. Pre kazdy graf G, |E(G)| < f(A)sm(G) kde f je funkcia
definovand v hypotéze o silnom farbeni.
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Hypotéza 4.3. Pre kazdy graf G, am(G) < f(A), kde f je funkcia defino-
vand v hypotéze o silnom farbeni.

Specidlny pripad hypotézy 4.2 moze byt formulovany podla 2K,-free
grafov.

Definicia 14. Suvisly graf nazyvame 2Ks-free, ak neobsahuje indukovany
podgraf izomorfny ku 2K,.

Trieda 2K,-free grafov mé vela zaujimavych vlastnosti a vystupuje vo
vela aplikdcidch v teorii grafov, ako napriklad hypotéza perfektého grafu a
hypotéza silného chromatického indexu.

Ked sm(G) = 1, predpredchddzajica hypotéza moze byt formulovana
nasledovne:

Veta 4.4. (Bermondova veta). Kazdy 2Ksy-free graf s maximdlnym stupriom
A ma mazimdlne f(A) hrdn, kde f je funkcia definovand v hypotéze o silnom
farbent.

Predchadzajica veta bola vyslovena ako hypotéza Erdosom a Nesettilom
v [14]. Takisto bola vyslovend Bermondom v [8] v roku 1983. Ich hypotéza
bola motivovana problémom v dizajnovani zbernicovych prepojovacich sieti.
Problém je o maximalnom poc¢te procesorov v multiprocesorovom systéme.
Procesory komunikuji cez zbernice. Kazdy procesor je na dvoch zbernici-
ach a maximdlne d procesov moze zdielaf jednu zbernicu. Ulohou je najst
maximalny pocet procesorov pre ktoré mozeme vytvorit taki siet, ze kazdé
dva procesory P1 a P2 mé6zu komunikovat priamo cez zbernicu alebo je tam
iny procesor P taky, ze P1 a P a takisto P2 a P vedia komunikovat pri-
amo. Nie je tazké vidiet, Ze maximdlny pocet procesorov v takomto systéme
je ekvivalentny maximalnemu poctu hran v 2K,-free grafe s maximalnym
stupnom A.

V [8] je spomenuté, ze D. J. Kleitman dokdzal Bermondovi vetu pre
parne stupne, ale jeho dokaz nebol nikde publikovany. Prvy publikovany
dokaz Bermondovej vety patri Chungovi ([13]).

Dosledky Bermondovej vety:

Veta 4.5. Pre kazdy graf G, ktory nie je kruznicou s nepdrnou dlzkou alebo
kompletnym grafom, a mda mazximdlny stupen A plati: sx'(G) < 2A(A —1).

Dékaz. Podla Brookovej vety, pre kazdy graf G, sy (G) = x(L(G)?) <
A(L(G)?*) = 2A(A — 1). pokial L(G)? nie je kompletny graf alebo nepdrny
cyklus, Tahko overime, Ze Stvorec grafu nemoze byt neparny cyklus s dlzkou

13



viac ako 3. Ak L(G)? je kompletny graf, znamen4 to, ze G je 2K,-free graf.
Ale v tom pripade, podla Bermondovej vety, G m& maximélne f(A) hrdn, a
preto s'(G) < |E(G)| < f(A) < 2A(A1). =

Hypotéza 4.3 je stéle otvorena. Nasledujica slabsia forma je dokézana
Faudree-om v [16].

Veta 4.6. Ezistuje € > 0 také, ze am(G) < (2-€)A?

Pre bipartitné pripady je dokazané korespondujice vyjadrenie. Faudree
dokazal v [16] nasledujicu vetu:

Veta 4.7. Pre kazdy bipartitnyg graf G, am(G) < A2

Tiez dokazali v [15], ze kazdy bipartitny (k+1)K»-free graf s maximalnym
stupfiom A m4 maximalne £A? hran. Toto implikuje nasledujicu teorému.

Veta 4.8. Pre kazdy bipartitny graf G, |E(Q)| < A%sm(G).

4.1 Grafy s malym maximalnym stupnom

Nerovnost sy/(G) < 2A%2-2A + 1 implikuje, Ze hypotéza o silnom farbenf je
pravdiva pre A < 2. Preto prvy netrivialny pripad je Delta = 3. L. Andersen
v [6] a nezdvisle P. Hordk v [19] vyriesili tento problém nasledujiicou vetou:

Veta 4.9. Ak G je graf s mazimdlnym stupriom A < 3, potom sx'(G) < 10.

V [6] je takisto dokdzané, ze pre akykolvek graf G s maximalnym stupfiom
A < 3, existuje linedrny algoritmus na néajdenie silného hranového farbenia
s pouzitim 10 farieb.

Pre A = 4, podla hypotézy, kazdy graf sa musi dat silno hranovo zafarbit
s pouzitim 20 farieb. Podla Vety 4.5, vieme, Ze kazdy graf m4 silné hranové
farbenie s pouzitim 24 farieb. Tato hranica bola vylepsend Hordkom v [18]
takto:

Veta 4.10. Ak G je graf s mazimdlnym stupriom A < 4, potom sx'(G) < 23.
Bol dokdzany este lepsi vysledok ohladom grafov s A <4 v [4]:

Veta 4.11. KazZdy graf s mazimdlnym stupriom 4 md silné hranové farbenie
ktoré pouziva mazximdlne 22 farieb.
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Naznak dokazu: Nasledujica lema dokazuje vetu pre 4-regularne grafy
s obvodom aspon 6. Dokaz vety pre grafy, ktoré nie si 4-regulérne, a grafy s
obvodom mensim ako 6 sa rozdeluje na niekolko ¢asti. V prvej sa uvazuje o
grafoch ktoré nie st 4-regularne a o grafoch s obvodom nanajvys 3. V druhej
a tretej Casti sa uvazuje o grafoch s obvodom 4 a 5. Kompletny dokaz tejto
vety je [4]. V dokaze si pouzité nasledujice lemy:

Lema 4.12. Ak G je graf s maximdlnym stupriom 4, potom G md silné
hranové farbenie, ktoré pouziva 21 farieb, ktoré ale nechdava neofarbené hrany
incidentné s jednoduchym vrcholom. Ak C' je cyklus v G, potom G md silné

hranové farbenie, ktoré pouziva 21 farieb, ktoré nechdva neofarbené hrany
cyklu C.

Lema 4.13. Kazdy 4-requldrny graf s obvodom aspon 6 md silné hranové
farbenie, ktoré pouziva maximdlne 22 farieb.

Lema 4.14. Kazdy graf s mazimdlnym stupriom 4, ktory md vrchol so stupriom
maximdlne 3 ma silné hranové farbenie, ktoré pouziva maximdlne 21 farieb.

Lema 4.15. 4-regquldrny graf so sluckou, alebo dvojitou hranou md silné hra-
nové farbenie, ktoré pouziva mazximdlne 21 farieb.

Lema 4.16. 4-requldrny graf s obvodom 3 md silné hranové farbenie, ktoré
pouziva mazximdlne 21 farieb.

Lema 4.17. Kazdy 4-requldrny graf s obvodom 4 md silné hranové farbenie,
ktoré pouZiva maximadlne 22 farieb.

Lema 4.18. Ak G je 4-requldrny graf s obvodom 5, potom G md silné hranové
farbenie ktoré pouzZiva maximdlne 22 farieb.

Pre A > 5 je problém nevyrieSeny. Pre bipartiné grafy je problém vyrieseny
pre A = 3 A. Stegerom a M Yuom v [23].

Veta 4.19. Ak G je bipartitng graf s mazimalnym stupnom A < 3, potom
sY'(G) <9.

Hypotéza 3.3 je otvorend pre A > 4. Pre Hypotézu 3.4, jediny znamy
vysledok iny ako predchadzajica veta (ktord riesi tuto hypotézu v pripade
«a = 3 = 3) je nasledujuci: Tento vysledok je dokdzany v [11].

Veta 4.20. Nech G je bipartitnyg graf s biparticiami X, Y a bez cyklu dl/iky
4. Ak maximdlny stupen vrchola X je dva a mazimdlny stupen vrchola z'Y
je A, potom sx'(G) < 2A.

V [11] je vyslovené, ze 2A v predchddzajiice]j teoréme moze byt nahradené
A + 2. Tato hypotéza je stale otvorend a zda sa byt velmi tazka.

15



Kapitola 5

Specidlne triedy grafov

Hypotéza o silnom farbeni je dokdzand pre vela tried grafov. V tejto sekcii
je zoznam niekolkych takychto tried grafov. Takisto st tu doteraz zndme
vysledky niektorych tried grafov.

5.1 STROMY

Trividlne najnizsie ohranicenie pre silny chromaticky index grafu G je nasle-
dujice: Yuv € E(G), sx'(G) > am(G) > max{deg(u) + deg(v) — 1}

Definujme o(G) := max(u,v € E(G))deg(u) + deg(v) — 1 Preto pre akykolvek
graf sy'(G) > o(G). Nasledujica veta, ktorad je dokdzana v [16], ukazuje, ze
rovnost sa dosahuje u stromov:

Veta 5.1. Ak G je strom, potom sx'(G) = o(G);

Toto jasne implikuje, Ze hypotézy 3.2 a 3.3 platia pre stromy.

5.2 d-dimenzionalne kocky

Definicia 15. D-dimenzionélna kocka Q4 je graf, ktorého mnozina vrcholov
je mnozina vsetkych binarnych sekvencii dlzky d. Dva vrcholy su susedné,
prave ked korespondujiice sekvencie st rozdielne prave na jednej pozicii.

Je Tahké vidiet, Ze Qg je bipartitny graf.
Nasledujuca veta, ktora je dokdzand v [8], implikuje ze Hypotéza 3.3 je
pravdiva pre d-dimenziondlne kocky.

Veta 5.2. Pre d-dimenziondlne kocky Qq, sx'(Qq) = am(Qq) = 2d ak d > 2.
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5.3 Chordalne grafy

Definicia 16. Graf G nazyvame chordalnym, ak pre kazdy cyklus C's dizkou
minimélne 4 v GG, existuje hrana ina ako hrany v C' spojujica dva vrcholy v
C' (takuto hranu volame chorda v cykle).

Nasledujice dve vety st dokdzané v [12].
Veta 5.3. Ak G je chorddlny, potom L(G)? je chorddlny.

Veta 5.4. V chorddlnom grafe, kaZdé maximdlne antipdrenie je mazimdlne
okolie kliky, kde okolie kliky je mnoZina K hrdn kliky spolu s niekolkymi
hranams, z ktorych kaZdd je incidentnd s clenom K.

Veta 5.5. Pre kazdy choddlny graf G, L(G)?* je perfektny a preto jeho silng
chromaticky index je ekvivalentny s velkostou jeho maximdinej kliky, ktord
je ekvivalentnd s velkostou mazimdlného antipdrenia v G. Podla predchadza-

Jucej vety, velkost antipdrenia v chorddlnom grafe G je mazimdlne: max (];) +

k(A —k+1) = 248+,

a preto chordalne grafy spiﬁajﬁ hypotézu o silnohranovom chromatickom
indexe.

5.4 Kneserove grafy

Definicia 17. Kneserov Graf K'N]" je definovany pre m > 2n. Vrcholy su
n-prvkové mnoziny fixovanej m-prvkovej mnoziny a dva vrcholy si sudedné,
prave ked korespondujiice mnoziny si dizjunkné.

Faudree v [16] prezentoval dva kratke elegantné dokazy pre nasledujiicu
vetu.

Veta 5.6. Silny chromaticky index v Kneserovom grafe IKXN]* je rovny (;:L)
pre kazdé m > 2n.

m

Toto spolu s kombinatorickym: (2n) < (m;”)Q implikuje, ze hypotéza o
silnom hranovom chromatickom indexe plati pre Kneserové grafy.

5.5 Grafy s cyklami, ktorych diZky su deli-
telné styrmi

Dolezitou vlastnostou grafov G, ktorych diiky cyklov st delitelné styrmi je,
ze ziaden z cyklov nemd chordu. Nasledujica veta, ktord je dokdzana v [11],
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ukazuje, ze Hypotéza 3.4 je pravdiva pre také grafy. VSimnime si, ze kazdy
taky graf je bipartitny.

Veta 5.7. Nech G je bipartitny graf s particiami X, Y. Nech mazimalny
stupen, vrchola v X je o a v'Y je B. Predpokladajme, Ze vsetky dizky cyklov
st delitelné styrmi. Potom: sx'(G) < af.

V [16] bolo dokézané, ze Hypotéza 2.2 plati pre takéto grafy. Takisto exis-
tuje hypotéza, Ze v skutocnosti silny chromaticky index akéhokolvek takého
grafu je ohraniceny linedrnou funkciou podla A.

5.6 Planarne grafy

Nasledujiica veta je dokézand v [16]. Dokaz vyuziva Vetu o 4 farbach.

Veta 5.8. Ak G je plandrny graf, potom sy (G) < 4A + 4. Navyse, pre
kazdé A > 2, existuje plandrny graf G s mazimdlnym stupriom A a sx'(G) =
4A — 4.

5.7 C(C4-free grafty

Definicia 18. Graf sa nazyva C)-free, ak neobsahuje ziady podgraf izomorfny
s Uy, inak povedané, neobsahuje ziaden cyklus s dlzkou 4.

Nasledujuca veta ukazuje doteraz najlepsi vysledok:

Veta 5.9. Pre kazdy Cy-free graf G:
sY'(G) < (2+0(1))(55)

Vsimnime si, ze sa mozeme bez straty vseobecnosti domnievat, Ze graf
je regularny (toto moze byt dokézané Tahko; jediny problém je v udrziavani
nepritomnosti Cy podgrafu). Tento fakt spolu s ekvivalenciou silného hra-
nového farbenia a klasického vrcholového farbenia Stvorca hranového grafu
implikuje, ze predchadzajica veta je ekvivalentna s nasledujicou, ktord je
dokdzand v [2]

Veta 5.10. Pre kazdé ¢ > 0, existuje Ao, také, Ze pre kazZdy graf G s
mazimdlnym stupriom A > Ay, ktory je stvorcom hranového grafu z Cy-free

requldrneho grafu, x(G) < (2+ €)(15%).
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Dokaz tejto vety je pravdepodobnostny a podobny Kimovmu dokazu
faktu, ze chromatické ¢islo grafu s obvodom 5 je maximalne (1 4 o(1))2%
ktory je v [10]. Pouzitd je Kimova polondhodnd ofarbovacia procedira s
rozdielnou analyzou. Nasledujica veta ukazuje, ze predchadzajica veta je

asymptoticky najlepsia mozna.

Veta 5.11. Pre kazdé g > 3 a dostatocne velké A, existuje graf s obvodom
maximdlne g, mazrimdlnym stupriom maximdlne A a silnym chromatickym
1 A2

indexom minimdlne: (53-0(1));~x.

Této veta je dokdzand v [2].

5.8 Halinove grafy

Definicia 19. Halinov graf G = T'|J C je plandrny graf, ktory pozostava z
stromu a cyklu C spojujuceho vsetky listy stromu, takze C je ohranicenie
vonkajsej plochy. Stupen kazdého interiérového vrcholu v T' je minimalne 3.
Strom 7" a cylkus C sa volaja charastericky strom a pripojeny cyklus grafu

G.

Strom sa nazyva (3,1)-strom, ak stupen kazdého vnitorného vrchola je 3.
(3,1)-pasovy T je (3, 1)-strom ak odstrénenim listov (spolu s ich incidentnymi
hranami) vznikne cesta, ktord sa nazyva chrbat stromu 7.

V dalsom texte “pasovy” znamena (3,1) pasovy

Nech G}, je mnozina vSetkych kubickych Halinovych grafov, ktorych chare-
sticky stromy su péasové radu 2h + 2.

Nech G € Gy. Ak {0,1},{1,2},....{(h—1),h},{h,h+ 1}, a {h+ 1,0} st
hrany pripojeného cyklu grafu G, potom G sa oznacuje N,

Predpokladajme ze G je Halinov graf radu 2h 4+ 2 s pasovym T ako
jeho charasterickym stromom, h > 1. Pomenujeme vrcholy pozdfz chrbtu P,
¢islami 1, 2....h. Vrcholy susedné s 1 sa volaju 0 a 1’. Vrcholy susedné s h sa
volaji h+1 a h’. Ostatné listy susedné s ¢ sa volajii’,2 < i < h—1. Vsimnime
si, ze 0,1'....h',h + 1 st vrcholy leziace na pripojenom cykle Cj, 5. Toto
oznacenie budeme teraz pouzivat. Nech G} je mnozina vsetkych kubickych
Halinovych grafov, ktorych charakteristické stromy su pasy radu 2h + 2.

Veta 5.12. Pre h >4 a G € Gy, 6 < s}/ (G) <8

Dokaz je v [3]
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Lema 5.13. Predpokladayme G je graf so silnych hranovym chromatickym
idexom minimdlne 6. Nech dva susedné vrcholy a a b z G su stupria 3. Nech
x,y ay,w sisi dalsimi susedmia ab. Nech G je graf ziskany z G vymenenim
hranovo-indukovanych subgrafov G[{AB}] rebrikovym grafom o dizke 4. Po-

tom sx'(G) < sx'(G).

Veta 5.14.

ak h je nepdrne

ak h > 6 a h je parne
ak h=4

ak h =2

SX/(Neh) -

© o0 N O

Veta 5.15. Ak G je kubicky Halinov graf, potom 6 < sy’ (G) < 9 a ohranicenie
je tesné.

Désledok 5.16. Podla predchadzajucej vety sme dostali, Ze kazdy kubicky
Halinovskyj graf je hranovo-rozloZitelny do 9 indukovangjch pdrent.

5.9 Karteziansky, Kroneckerov a silny sticin

Definicia 20. Kartezidnsky sucin GUH dvoch grafov G a H ma mnozinu
vrcholov V(G) x V(H) a mnozinu hrén {(a,x)(b,y) : ab € E(G) az =y
alebo zy € E(H) a a = b}.

Definicia 21. Kreneckerov(kategoricky) sicin G x H ma mnozinu vrcholov
V(G) x V(H) a mnozinu hran {(a,x)(b,y) : ab € E(G) axy € E(H)}

Definicia 22. Silng sicin G ¥ H méa mnozinu vrcholov V(G) x V(H) a
mnozinu hrén E(GOH)|J E(G x H).

5.9.1 Karteziansky sicin

Veta 5.17. Pre akijkolvek graf G a akykolvek graf H, ktoré obsahuji dva
susedné vrcholy s mazimalnym stupriom, mame sx'(GOH) > 2A(GOH)

Doékaz. Nech ab je hrana v G a a vrchol s maximalnym stupnom. A nech
xy je hrana v H a x aj y vrcholy s maximalnym stupnom. Oznac¢me si S
mnozinu vSetkych hran incidentnych s (a,x) alebo (a,y) plus hranu (b,x)(b,y).
Potom vSetky hrany v S musia byt ofarbené rozdielnymi farbami v kazdom
silnom farbeni. Jednoduchd matematika hovori: | S |= 2A(G) + 2A(H) =
2A(GOH). O
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Veta 5.18. Nech G a H si dva grafy. Pre Karteziansky sucin mame: sx'(GOH) <
sX'(G)X'(H) + sx'(H)X'(G).

Dokaz najdeme v [5].
Veta 5.19. Nech G a H su dva grafy, potom sx'(GOH) > fx'(G)A(H).

Dokaz najdeme v [5].

5.9.2 Kroneckerov suc¢in

Veta 5.20. Nech G a H su dva grafy rozdielne od Ky. Pre Kroneckerov sucin
G x H mdame: sx'(G x H) < sx'(G)sx'(H).

Dokaz najdeme v [5].

5.9.3 Silny stcin

Ako mnozinu hran v silnom sti¢ine G'X H moZzeme brat zjednotenie mnoziny

hran kartézskeho a Kroneckerovho stic¢inu. Skonstruujeme silné farbenie GRH

farbenim hran kartezianskeho sti¢inu pomocou Vety 5.18 a hrén krockenorovho
stc¢inu podla modifikovanej verzie farbenia definovaného v dokaze Vety 5.20.

Nasledujice dve lemy nés uistia, ze kazdé z tychto dvoch farbeni zostanu
silnymi vo findlnom G X H. Obe st dokdzané v [5].

Lema 5.21. Pre kazdy graf G a H, existuje silné farbenie ¢ grafu (GOH) v
sX'(G)X'(H)+sx'(H)X'(G) farbdach, ktoré splria nasledujicu dopliujicu pod-
mienku: pre kaZdi hranu ab v G a pre kazdi hranu xy v H, S.((a,x)) () S.((b,y)) =
0 (prdzdna mnozina).

Lema 5.22. Pre akékolvek grafy G a H, existuje silné farbenie ¢ grafu G x H
v2sX'(G)sx'(H) farbdch, ktoré splia nasledujiicu dopliiugicu podmienku: Pre
kazdi hranu ab z G a pre kaZdi hranu xy z H, S.((a,z)) () Sc((a,y)) = 6
(prdzdna mnozina). S.((a,z)) () Se((b,z)) = 0 (prdzdna mnozina).

Veta 5.23. Nech G a H si dva grafy. Pre silng sicin GRH mame: sx'(GX
H) < sx'(G)X'(H) + sx'(H)X'(G) + 2sx'(G)sx'(H).

Dokaz opét najdeme v [5].
Vsimnime si, ze tato veta nam dava presnu hodnotu silného chromat-
ického indexu silného si¢inu dvoch kompletnych grafov. Kedze K, X K,, =
Kpn, potom sx'(Kynn) = (W;n) = X' (K )X (5n) X (Kp) X (K ) 428X (K ) sX' (Ky)-
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Kapitola 6
Dalsie hypotézy

Existuje vela otvorenych problémov a hypotéz ohladom silného chromat-
ického indexu a indukovaného parenia. V tejto sekcii si vymenujeme niekolko
hypotéz.

Faudree v [15] dokdzal, ze maximalny pocet hran v (k + 1)Ky — free
grafe je kA2, Takisto dokézali, Ze ak doddme dalsie obmedzenie, Ze graf je
stvisly, maximalny pocet hrdn je maximélne kA%-A a vyslovili nasledujicu
hypotézu:

Hypotéza 6.1. Ezistuje konstanta c takd, Ze pre k a A dostatocne velké,
kazdy suvisly (k + 1)Ky-free graf s mazimdlnym stupriom A md mazimdlne
KA?-ckA hrdn.

Nasledujuca hypotéza Faudreeho bola spomenuta vyssie:

Hypotéza 6.2. Silny chromaticky index kaZdého grafu s dizkami cyklov deli-
telnymi styrmi je ohraniceny linedrnou funkciou podla A.

Nasledujtica hypotéza je spominané v [16], [20], Je takisto viditelné, ze
komplement Cy ukazuje, ze tato hypotéza, aj je pravdiva, je najlepsia mozna.

Hypotéza 6.3. Ak G je kubicky a plandrny, potom sx'(G) < 9.
Nasledujice dve hypotézy su takisto spomenuté v [16], [20].
Hypotéza 6.4. Ak G je bipartitny kubicky Cy— free graf, potom sy’ (G) < 7.

Hypotéza 6.5. Silny chromaticky index kaZdého Cs-free grafu je maximdlne
A2,

Nasledujuca veta podporuje tito hypotézu:
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Veta 6.6. Kazdy C5-free graf G, ktory nemd indukované pdrenie o velkosti
2 md mazimdlne A? hrdn.

Dokaz je v [2].

Hypotéza 6.7. Ak G je bipartitny kubicky graf a jeho obvod je dostatocne
velky, potom sx'(G) < 5.

Pre Halinove grafy:
Hypotéza 6.8. Pre h > 5,sx'(G) < 7 pre kazdé G € Gy, .
Hypotéza 6.9. Pre h > 5 a h nepdrne, sx'(G) = 6 pre kazdy G € Gy, .

Hypotéza 6.10. Predpokladajme G = T'|JC je Halinov graph. Potom sx'(G) <
sx'(T) + 4.
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Kapitola 7

Overenie hypotézy o silnom
chromatickom indexe

V tejto casti sa budeme zaoberat overovanim zdkladnej hypotézy o silnom
chromatickom indexe pre 4-regularne grafy s malym poc¢tom vrcholov a teda
overovanim, ¢i ndhodou neexistuje graf, ktory nesplna tuto hypotézu.

Hypotéza hovori, ze pre graf s A =4, sx/'(G) < 20.

Pri overovani sme postupovali podla tychto krokov:

1. Vygenerovali sme grafy.

2. Naprogramovali som algoritmus, ktory zistuje silny chromaticky index
grafu.

3. Spustili sme algoritmus na vygenerovanych grafoch.

7.1 Generovanie grafov

Pri tomto kroku sme pouzili program s nazvom Genreg od autora Dr. Markusa
Meringera. Pre vstupné parametre n, k generoval n-vrcholové k-regularne
grafy a zapisoval ich do stiboru, kde sa s nimi dalo d'alej jednoducho praco-
vat. Vygenerovali sme si 4-reguldrne grafy s 5 — 15 vrcholmi.

24



7.2 Programovanie algoritmu na zistovanie silného
chromatického indexu grafov

Algoritmus sme naprogramovali v programovacom jazyku Java. Jeho poma-
lost v8ak znemozituje jeho pouzitie na velké grafy. Momentalne je optimali-
zovany pre 4-regularne grafy. Nizsie popiseme, ako funguje.
Déatova struktira - hlavné casti:

Trieda Vrchol: obsahuje pole, v ktorom sa uchovavaju ¢isla susednych vr-
cholov a pole v ktorom sa uchovavaju farby hran s danymi susedmi. Teda
ak v poli SUS je na 1. pozicii ¢islo 3 a v poli FAR na prvej pozicii ¢islo 4
znamena to, ze jeden zo susedov daného vrchola je vrchol ¢islo 3 a hrana k
nemu ma farbu ¢islo 4.

Trieda Graf: obsahuje pole Vrcholov, ktoré m4 taku velkost, kolko vrchlov
mé graf, ktory prave spracovdvam, 3 zdsobniky, niekolko poli o velkosti
stupna grafu

Popis algoritmu:

1. nacitanie grafu - algoritmus vie &ftat stbor, ktory vygeneroval program
Genreg postupne po jednom grafe a postupne na kazdom z nich zistit silny
chromaticky index.

2. samotné zistovanie silného chromatického indexu grafu - Algoritmus
najskor skusa, ¢ sa mu podari zafarbif graf po¢tom farieb 7. Ak sa mu
to nepodari, skisa ten isty graf zafarbit s poctom farieb o jeden vyssim,
a7 pokial sa mu nakoniec nepodari graf zafarbit. Ked algoritmus zafarbuje
hranu, zisti aké najmensie ¢islo farby moze pouzit tak, aby nebol v kon-
flikte s ostatnymi, uz zafarbenymi hranami(zisti farby hran, ktoré vychadzaji
7o vSetkych susednych vrcholov). Algoritmus pouZiva backtracking a ked'ze
prehladdva graf do sirky, vieme urcite povedat, Ze prvych 7 hrén, ktoré za-
farbi, budd mat rozdielne farby a je jedno, aké ¢isla farieb sa pouZziji, nezavisi
od nich vysledok. Preto akonahle sa chce algoritmus vratit k 7. hrane a pre-
farbit ju, skonéi pre dany pocet farieb a prida farbu. Ked sa algoritmus vracia
v backtrackingu (nemal pouzit aku d'alsiu farbu), tak méze prefarbit hranu
iba na ¢islo vacsie, ako je momentalne ¢islo farby tej hrany. Algoritmus teda
funguje tak, ze prehladdva do §irky graf a vzdy ked zafarbi hranu k nejakému
vrcholu, ulozi si tento vrchol v zésobniku(ak tam este nebol) a ked zafarbf
vSetkych susedov vrcholu, ktory spracuvava, tak pokracuje so zafarbovanim
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pre vrchol v zésobniku. V dalsich zdsobnikoch si pamatd postupnosl vrcholov
a hran, ktort ofarbuje a podla neho sa vracia v backtrackingu spat.

3. vypis vysledku- Pri zistovan{ silného chromatického indexu grafov vi-
acerych grafov naraz si algoritmus pamata vsetky vysledky a na konci vypise
sumér, kde napise, kolko z grafov ktoré ofarboval sa mu podarilo zafarbit
akou najmensou farbou.

Odhad casovej zlozitosti algoritmu:
Generovanie grafu a vypis vysledku si velmi zanedbatelné casové polozky
oproti samotnému zistovaniu silného chromatického indexu, a tak sa zame-
riam na samotné zistovanie silného chromatického indexu.

V najhorsom pripade:
n - pocet vrcholov,
d - stupen kazdého vrchola,
p - pocet farieb, ktorymi sa snazim ofarbit graf

pocet krokov v algoritme: ((p — d)(p —d — 1)...(p — 2d + 2))" ¢
V kazdom vrchole okrem prvych dvoch zafarbujeme vsetky hrany a kazda z
nich ur¢ite nemoze byt zafarbend aspon d, d + 1 ... (2d — 2) farbami.

7.3 Spustenie algoritmu na vygenerovanych
grafoch

Algoritmus sme postupne sptistali pre grafy s poctom vrcholov 5 aZz 12. Niek-
toré 13 vrcholové grafy uz algoritmus nevedel zafarbit rychlo, a tak sme
ho upravil tak, ze sme odstranil backtracking a zafarbovali sme grafy greedy
pristupom, t.j. pouzi vidy najmensiu volni farbu. Pomocou neho sme dostali
horné ohranicenie silného chromatického ¢isla pre vsetky 12, 13, 14 a 15 vr-
cholové grafy. Vysledky tohto algoritmu pre 12 vrcholové grafy uvadzame
pre porovnanie s vysledkom povodneho algoritmu. Pocitali som s tym, ze
pre niektoré grafy algoritmus urci silny chromaticky index > 20. Tieto grafy
by sme este raz dali zafarbit povodnym algoritmom. Na nase prekvapenie,
vsetky grafy algoritmus zafarbil maximélne 20 farbami.
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pocet vrcholov |5 |6 |7 |8 9 |10 | 11 | 12
grafovspolu |1 |1 2|6 16| 59 | 265 | 1544

9 0/0l0]0] 3]0 0 3

10 1/0]0]1|1|22] 2 48

11 0]0|0]0| 2| 4 |131] 472

12 O]1(0]1] 2|15 94 | 898

13 00|10} 2] 8| 27 | 101

14 oOjof1j1}| 1|7/ 4 19

15 0001} 2]0 3 3

16 0j0f0]2]1]1 3 0

17 0000} 1] 1 1 0

18 0/]0l0]0O] 11]0 0 0

19 0/0l0]0O] 0] O 0 0

20 0/0[0O]0O] O] 1 0 0

Tabulka 7.1: Silny chromaticky index 4-reguldrnych grafov s 5 - 12 vrcholmi

V tabulke 7.1 si vysledky pre 5 az 12 vrcholové grafy:

V tabulke 7.2 st vysledky pre 12 - 15 vrcholové grafy s pouzitim ” greedy
algoritmu”

Zaujalo nas, ze algoritmus nasiel iba dva grafy, ktorych horné ohranicenie
silného chromatického indexu je vécsie ako 19. Preto sme sa pokusil tieto dva
grafy zafarbit povodnym algoritmom 19 farbami. Oba sa podarilo zafarbit.

Zistili sme teda, ze pre 4-regularne grafy s poc¢tom vrcholov maximalne
15, plati hypotéza o silnom farbeni. NavysSe existuje iba jeden graf s poctom
vrcholov < 16, ktory ma silny chromaticky index 20. Je to prave ten graf,
ktory spominame v tretej kapitole.
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pocet vrcholov | 12 13 14 15
grafov spolu | 1544 | 10778 | 88168 | 805491
9 1 0 4 7
10 6 67 456 461
11 29 491 | 4593 | 22015
12 175 | 1702 | 16916 | 153645
13 476 | 2957 | 27153 | 288979
14 511 | 2867 | 22848 | 225359
15 304 | 1764 | 11223 | 90737
16 41 781 | 3873 | 20997
17 1 147 966 2995
18 0 2 126 264
19 0 0 10 30
20 0 0 0 2

Tabulka 7.2: Vrchny odhad silného chromatického indexu 4-reguldrnych
grafov s 12 - 15 vrcholmi
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Kapitola 8

Urcenie silného chromatického
indexu pre nekonecnu triedu
4-regularnych grafov

Vybrali sme si dve nekonecné triedy 4-regularnych grafov, ktoré preskimame
a pokisume sa urcit ich silny chromaticky index.

8.1 Silny chromaticky index na 2-rozmernom
toruse

Definicia 23. 2-rozmerny torus (alebo len torus) je graf C;00Ck, kde [ a k
st kladné prirodzené ¢isla a [ je karteziansky stcin definovany v 5.9.1. Cislo
k nazveme Sirka torusu a ¢islo [ nazveme vyska torusu.

8.1.1 Analyza

V tejto casti sme si pomohli programom, ktory sme pouzil aj v predchédzajicej
kapitole. Doprogramovali som do neho generovanie torusov a zistili sme silny
chromaticky index torusov s vyskou 4:

8.1.2 Vysledky

Veta 8.1. Silny chromaticky index torusu s vyskou 4k, kde k € N > 0 a
sirkou aspon 4 je nanajvys 10.
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sirka | sx/(G) | sirka | sx/'(G) || sirka | sx'(G)
4 8 13 9 22 9
5 10 14 9 23 9
6 10 15 9 24 8
7 10 16 8 25 9
8 8 17 9 26 9
9 10 18 9 27 9
10 9 19 9 28 8
11 9 20 8 29 9
12 8 21 9 30 9

Tabulka 8.1: Silny chromaticky index torusu s vyskou 4

Dékaz. Bude stacit, ked néjdeme sposob, ako silno hranovo zafarbime torus s
vyskou 4k a akoukolvek sirkou vicsou ako 4, desiatimi farbami. Na obrazkoch
8.1 a 8.2 vidime priklady farbenia torusov s vyskou 4 a so Sirkami 4 a 5
maximélne 10 farbami.

=]
L2l

Obr. 8.1: Priklad silného hranového farbenia torusu s vyskou 4 a sirkou 4

Najskor ukdzeme, Ze vieme akykolvek torus s vyskou 4 a sirkou aspori
4 silno hranovo zafarbit 10 farbami. Graf na obrazku 8.1 moZeme spojit s
dalsfm rovnakym grafom tak, Ze hrany e;, es, €3, e4 spojim s prislusnymi
hranami z druhého grafu. Farbenie pritom zostane stale OK, pretoze kazda
hrana v spojenom grafe ma vo vzdialenosti 2 hrany s presne tymi istymi
farbami, ako mala v povodnom grafe. To isté mozeme robitf s grafom na
obrazku 8.2. Spojit mézeme aj oba tieto grafy navzdjom, a to tak, ze hranu
e1 spojim s fi, e s fo, e3 s f3, ex s f1. Z obrazkov je vidiet, Ze silné hranové
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Obr. 8.2: Priklad silného hranového farbenia torusu s vyskou 4 a sirkou 5

farbenie grafu bude stdle OK. Z tychto dvoch torusov teda viem postavit
torusy s vyskou 4 a so Sirkou 4, 5, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15.....

Este treba ukézat, Ze aj rebriky s vyskou 4 a sirkou 6, 7 a 11 vieme silne
hranovo zafarbit 10 farbami. Algoritmus to dokdzal. Na obrazkoch 8.3 8.4
8.5 je su priklady takych farbeni.

2 5/’\ 2[\ 5/\ 2/’\ 5/\
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~
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Obr. 8.3: Priklad silného hranového farbenia torusu s vyskou 4 a sirkou 6

Vieme teda, Ze akykolvek torus s vyskou 4 a sirkou aspon 4 sa d4 zafarbit
10 farbami.
Presne tak, ako sme spdjali dva rovnaké torusy so $irkou 4 vedla seba, mozeme
teraz spajat dva rovnaké torusy s vyskou 4 a sirkou asporii 4 nad seba. Silné
hranové farbenie zostane OK z toho istého dovodu, t.j. ziadnej hrane sa nez-
menia farby ziadnej zo susednych hran (ani susednych hréan vo vzdialenosti

dva).
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Obr. 8.4: Priklad silného hranového farbenia torusu s vyskou 4 a sirkou 7
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Obr. 8.5: Priklad silného hranového farbenia torusu s vyskou 4 a Sirkou 11

Ak teda budeme spéjat rovnaké torusy s vyskou 4 a sirkou aspoii 4 nad
seba, dosaneme farbenia torusov s vyskou 4k, kde k£ € N > 0 a sirkou aspon
4 desiatimi farbami.

O

Veta 8.2. Na silné hranové farbenie akéhokolvek torusu s vijskou aspori 3 a
sirkou aspon 4, potrebujeme aspon 8 farieb.

Dékaz. V kazdom takomto grafe existuje 8 hrdn, z ktorych kazda musi mat
ind farbu. Na obrazku 8.6 je priklad takychto 8 hran.

]

Veta 8.3. Nech k,j € N > 0. Potom silny chromaticky index torusu so
sirkou 4k a s vyskou 4j je 8.

Dékaz. Na prvi ¢ast dokazu vyuzijeme predchddzajicu vetu. Takyto graf
musf mat uréite silny chromaticky index aspon 8. Este treba ukazat, ze kazdy

32



Obr. 8.6: Priklad 8 hran v toruse s vyskou aspon 3 a sirkou aspon 4, ktoré
musia mat v silnom hranovom farbeni roéznu farbu.

takyto graf vieme zafarbit 8 farbami. Poslizi ndm na to opit obrazok 8.1.
Tento tvorf akdsu vzorku, ktord sa d4 skladat vodorovne aj zvisle a tak vieme
8 farbami zafarbit akykolvek torus so sirkou 4k a vyskou 4j. O

Veta 8.4. Nech k,j € N > 0. Potom silny chromaticky index torusu so
vyskou 4k s sirkou asporni 10 je nanajvys 9.

Dokaz. Dokaz pozostava z konstrukcie farbenia pre kazdy torus s vyskou 4k
a Sirkou aspon 10. Ttto triedu grafov si rozdelime na 4 podtriedy, ktorych
zjednotenie dava celd takito triedu. Pre kazdu podtriedu dokazeme vetu
zv1ast konstrukciou farbenia na nej.

1. Torus s vyskou 4k a sirkou 47

2. Torus s vyskou 4k a sirkou 45 + 1
3. Torus s vyskou 4k a sirkou 45 + 2
4. Torus s vyskou 4k a sirkou 45 + 3

Pre prvi podtriedu mame dokazané silnejsie tvrdenie, takze dokaz vyplyva
priamo z vety 8.3.

Pre ostatné triedy dokazeme vetu tak, ze ukazem farbenie torusu s vyskou 4k

a §irkou 10, 11 a 13 deviatimi farbami. Kazdy z tychto grafov vieme Iubovolne
velakrat spojit vedla seba torusom so sirkou 4 a vyskou 4k.
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Torusy s vyskou 4k a Sirkou 4, 10, 11 a 13 vzniknu spdjanim nad seba
grafov na obrazkoch 8.7, 8.8, 8.9 a 8.10. Silné hranové farbenie zostane OK
opéat kvoli tomu, Ze Ziadnej hrane sa nezmenia farby Ziadnej zo susednych
hréan (ani susednych hran vo vzdialenosti dva).
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Obr. 8.7: Priklad silného hranového farbenia torusu s vyskou 4 a sirkou 4

<E°°—|
|

el e e
vy I s I e ) e i v il o o e Ed e il p e
1 8 1 8 1 8 1 8 1 8
1 Mol | mel | el | Rel Fall el [oll [ell ReH—
Rl e e e R E e R e & e e o o v E e Ed m e Ed e Kl
5 2 5 2 5 2 5 2 5 2
alElgns il s Bl e n B e E e B e Bl s e Bl s e B P B
8 8 1 8 1 8 1 8 1
4 | \f_u_| [16] [20] [24] [28] [32] [36] [40

VY

Obr. 8.8: Priklad silného hranového farbenia torusu s vyskou 4 a sirkou 10
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To, ze grafy so sirkou 10, 11 a 13 na obrazkoch 8.8, 8.9 a 8.10 mozeme
spajat s grafom so sirkou 4 na obrizku 8.7 vidno z obrazkov. Po spojeni st

totiz grafy stale silno hranovo zafarbené.
O
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Obr. 8.9: Priklad silného hranového farbenia torusu s vyskou 4 a sirkou 11
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Obr. 8.10: Priklad silného hranového farbenia torusu s vyskou 4 a sirkou 13

8.2 Silny chromaticky index na Cayleyho grafoch

Predpokladajme, ze (C,+) je grupa, + je operdcia na tejto grupe a S =
{£1, b}, kde b € C. Ozna¢me si b ako dlzku skoku pri vytvarani grafu.

Definicia 24. Cayleyho graf G = G(C, S) je graf skonstruovany nasledovne:
V(G) = Z,. Medzi vrcholmi u a v je hrana préve vtedy, ked u = v + x, kde
rel.

8.2.1 Analyza

Do programu sme doprogramovali generovanie Cayleyho grafov pre n-pocet
vrcholov a k-dlzka skoku. Je jasné, ze graf, ktorého dizka skoku bude b je
rovnaky ako graf, ktorého skok bude —b =n — b.

Upraveny program sme spustili na grafoch s maximalnym poctom vrcholov
15.
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pocet vrcholov | skok | sx/(G) || pocet vrcholov | skok | sy/(G)

5 2 10 13 3 13
6 2 12 13 4 13
7 2 14 13 5) 13
7 3 14 13 6 10
8 2 12 14 2 10
8 3 16 14 3 14
9 2 9 14 4 14
9 3 18 14 5) 14
9 4 9 14 6 14
10 2 10 15 2 10
10 3 10 15 3 10
10 4 20 15 4 11
11 2 11 15 5) 11
11 3 17 15 6 13
11 4 17 15 7 10
11 5) 11 16 2 10
12 2 10 16 3 14
12 3 12 16 4 11
12 4 12 16 5) 14
12 ) 12 16 6 12
13 2 10

Tabulka 8.2: Silny chromaticky index Cayleyho grafov s 5 - 16 vrcholmi.
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pocet vrcholov | skok | sx/(G) || pocet vrcholov | skok | sy/(G)
D 2 10 18 2 10
6 2 12 19 2 10
7 2 14 20 2 9
8 2 12 21 2 10
9 2 9 22 2 10
10 2 10 23 2 10
11 2 11 24 2 9
12 2 10 25 2 9
13 2 10 26 2 10
14 2 10 27 2 9
15 2 10 28 2 9
16 2 10 29 2 9
17 2 10 30 2 9

Tabulka 8.3: Silny chromaticky index Cayleyho grafov so skokom 2

Vidime teda, Ze silny chromaticky index Cayleycho grafov je velmi rozny.
Medzi grafmi od 5 do 14 vrcholov ndjdeme také, ktorych silny chromaticky
index je 9 (najmenej zo vsetkych 5 — 12 vrcholovych 4-reguldrnych grafov)
a aj graf, ktorého silny chromaticky index je 20 (najviac zo vsetkych 5 — 15

vrcholovych 4-reguldrnych grafov).

Vsimnime si ale grafy, ktorych dizka skoku je 2

8.2.2 Vysledok

Na zéklade tychto vypoctov vyslovujeme nasledujicu hypotézu:

Hypotéza 8.5. Cayleyho grafy s aspon 12 vrcholmi, ktorych dlzka skoku je

2, maju silny chromaticky index mazimalne 10.
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Zaver

V préaci sa nam podarilo zhrnit zdkladné a zaujimavé vysledky z oblasti
silné¢ho farbenia grafov a zhrnit velké mnozstvo hypotéz. Preskimali sme
najmé 4-regularne grafy. Pre niektoré podtriedu 2-rozmernych torusov sme
urcili tesny silny chromaticky index. Takisto sme vyslovili hypotézu o silnom
chromatickom indexe niektorych Cayleyho grafov. Této téma je velmi obsirna
a stale je ¢o skimat. Verim, Ze v budicnosti bude mat este viicsie vyuzitie,
ako teraz.
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