Uvod

Nech nasledujlci program vygita celdl’selnu\& :

y:=1

if y* > x then STOP[y — 1]
y=y+1

goto 2.

w0 DnPE

Ulohou je dokaza spravnog programu, inymi slovami: ukégaze program naozaj
vyposita/x .

V matematike nie je mozné si uvedenu ulohu jedobdwnevSimntl s konstatovanim,
Ze to ,intuitivne vidi€" a ani v programovani to nie je vzdy mozne, lebde wzdy su
programy takéto jednoduché a moézedkriticky program, napr. v jadrovej oblasti.

Tu nevystdia matematické vedomosti s programatorskymi veddams Nato
vznikol vedny odbor, ktory sa zaobera touto protaBku, nazyvasa matematickéa te
Oria programov.

Program- vo vSeobecnosti Vi Siroky pojem, v tejto praci sa pojmom ,program*

mysli algoritmus doplneny o &itl schopnogtypicku pre poitace, naprgitanie a zapis do
suboru.



1 Formalizacia

U citatd’la sa predpokladaju vSeobecné vedomosti matematikgdovSetkym
predikatovy pdet. Na programatorskej urovni s@adva znalas vyznamu jednoduchého
programu, napr. programu uvedeného vysSie. V peipasdedenia novych prikazov bude ich
vyznam vysvetleny.

Nasledujuci text jecag’ou novej, okolo 50 rnej vednej discipliny nazyvanej
matematicka tedria programoMutné je dobre si uvedothiyznam vsetkych troch slo¢o
je tedria, aco program (ako bol ten uvedeny v Uvode), je istmiifvne jasné, délezité je
uvedomi’ si, Zeideo matematicku teoriu.

Na dbkaz spravnosti programov sa totiz budu potizivatematické symbolické
zapisy predikatového pdéiu a jeho pravidla. Okrem toho jadrom dékazunatematicka
indukcia

1.1 Program a vyvojovy diagram
Definicia Programom rozumieme postupnos prikazov, zainajucu vzdy prikazom

START.

NavySe bude program vyjadrernyvojovym diagramoma kazdy prikaz musi
leZza’ na niektorej ceste z prikazu START do jednéhdkagov STOP.

Zakladné prikazy zobrazené vo vyvojovych diagransich
1. prikaz START:

fje funkcia z Dx do Dy

2. podmienkovy prikaz:
=0 D

tje predikatnad @ x Dy



3. priradenie:

!
y:=g(x,y)
!

g je funkciaz Bx x Dy do Dy
priradenie je paralelné, t.j. vSetky priradeniaazainie postupne)
4. prikaz STOP:

[ STOP 2 = h(X,y)] ]

h je funkciaz Bx x Dy do Dz
Pricom ozn&ujeme:
* X-vstupné premenné (nikdy sa nemenia)
* Y -pracovné premenné (menia sa v priebehu $ypo

* Z -vystupné premenné (vysledok)

Priklad:VVyvojovy diagram programu na vyw\/i z Uvodu.

[ START[y:=1]

———

A\ 4




1.2 Specifikacia programu

Specifikéacia programu, inymi slovami vstupné a ugsta podmienkge popisani€o
je spravny program.

V matematickej tedrii programov uvadzame Speciiikgoredikatome nad oborom
vstupnych premennych % a predikatomy nad oborom vstupno-vystupnych premennych
Dx,Dz.

V nasom priklade z Uvodu je program spravny, ako¢itp cel@iselnd druhu
odmocninu Xx:

- vstupna podmienka:
o(x) =x=0
- vystupna podmienka:
y(x,2) = Z<x < (z+1f

1.3 Rozdelenie programu

V pripade vémi jednoduchého programu sa priamo zo vstupnej kg poda
prislusnych prikazov programu dokaze vystupna pedka, inak sa program musi rozdel
na mensigasti, z ktorych sa kazdd dokazuje osobitne. Bodstokych sa program rozdeli,
nazyvame deliace bogyrogramu.

Predstavme si vyget programu s deliacimi bodmiiA.,,...,Ax postupnogou hodnét
pracovnych premennych v tychto deliacich bodoch:

START: Yo=1(X)
Y1
Y2
ys
Yn
STOP: z=hk ¥n)

pricom vypaiet m6ze niektorym deliacim bodom prech&tziackrat.
DOkaz spravnosti je nasledujuci:

Ak plati vstupna podmienka( X ), tak po vykonani prvych prikazov, Rea vypget
nachadza v nasledujucom deliacom bode A) platpodmienka, predikatqx ).

Po vykonanidalSieho bloku prikazov (ki sa vypdet dostane do nasledujuceho
deliaceho bodu B), plati ina podmienka, predikdtxpy ), atd’.



V poslednom deliacom bode (ozn# ho D) pred prikazom STOP plati podmienka
po( X y). Na zaver treba ukazaze platnos tejto poslednej podmienkypx y) implikuje
po vykonani poslednych prikazov plattigg X , Z), a teda program je spravny.

Tu si uvedomme dve skutioosti:

» stadle nemame mechanizmus na formélne zachytenienzmodndt pracovnych

premennych, ku ktorému dochadza prechodom z jednééltaceho bodu do
nasledujuceho

e v pripade cyklu sa deliace body m6zu opakofreapr. méze plati A = B, program
prejde z B opé do B), samotny cyklus sa mdze opakdbwszekonéne (program
neskowi), alebo sa opakuje n - krat, n je prirodzetiglo. Citate® zbehly
v matematickych dbékazoch vidi neomylne prileditaaa matematicku ind
ukciu.

1.4 Spéatna substitdcia

Mechanizmus _spétnej substiticiektory je jednym z moznych pristupov
k zaznamenaniu zmien hodndt premennyckapoprechodu z jedného deliaceho bodu do
druhého, je najlepsie pochdpiyskiSanim na viacerych prikladoch. Tu iba pop&eostup.

Nasleduje vysek programu, ktory obsahuje cestedzgho deliaceho bodu do

druhého:
tA

(Y1,Y2) = (Y2, Y2+1)

Nech ma na z#atku trojica vstupnych a vystupnych premennychriwg (X,y,Y2) a
podmienka hodnotu TRUE.

Prechadzajme programom spatne (ddtigzov spatna substiticia) z bodu B do A a

e pri  kazdom prikaze priradenia, substituujme v naSéjojici atiez
v podmienke(nezabudd premenné Zavej strany priradenia za zodpovedajuce
hodnoty z pravej strany priradenia



e pri kazdom podmienkovom prikaze t(xy), ktory nasleduje ,+* ho jednoducho
priradme k doterajSej podmienke, t.j. akéaana podmienka je p, nova podmienka
bude pOt(x,y1,Y2); ak nasleduje ,—* priradime jeho negéaciu, novém&nka by teda

bola p-=t(X,y1,Y2)
Teda:

tA ................................. (X, y2, 2(y2+1)), }é + 1 > 0

A

(Y1,Y2) == (Ya,Y2+1)

.................................... (X, Y1, 2y); Y>>0

v 4

e D
+ .................................... (X, y]_, 2y2)' TRUE

v A

Y2:= 2y :
%B ................................. (X' yl' yz); TRUE

Nové hodnoty premennych po prechode z A do B bedeangova’ rag(X,y) a
novu podmienku Rs(X,Y). Uvedomme si, Ze ak B je predikat nad R x Dy, g je
funkcia z Dx x Dy do Dy .

VSeobecne:
................................ A (% £(X)): R(X.Y)
y =f(x)
l ................................. (X,9): R(X.y)
l ................................ A (X .9(X,y)): R(X.Y)
y:=g(x.y)
l ................................. (X,y): R(X.,y)



RX.,y)Lt(X,y)

RKX.,Y)

RX.,y)L-t(X,y)

RKX.Y)

1.5 Matematicka indukcia

Teraz sa dostavame k jadru dékazucsmucom v matematickej indukcii. Aplikuje
sa na cykly v programe, princip je klasickym pipmn matematickej indukcie:

Ak pre vSetky K/ N z platnosti tvrdenia pre k, vyplyva platridsrdenia pre k+1,
sta’i ukaza platnog’ tvrdenia pre 0, potom tvrdenie plati pre vSetki/N.
Samozrejme, nemusi Hbplatnos tvrdenia prave od 0, mézetbgokazané préubovd’né

a /7N, potomtvrdenie plati pre vSetky i/ N, n> a, ale pre program ide prave o to, aby
podmienka platila uz pri vstupe do cyklu. Teda nmratécka indukcia prispdsobena potrebam
programu:

Ozname (X, y) predikat, ktory plati vzdy, kvypatet prechadza deliacim bodom
B. Nazyva sa tieZ induktivna podmierdabo invariaritbodu B.

Nechp je cesta z deliaceho bodu B 6k B a (X, y) invariant bodu B.

Ak pre vsetky k/Z/ N zplatnosti p(X,y) L7 Ry(X,y) vyplyva platnos
pe( X ,rp(X,y)), sta’i ukaza platnos’ pg(X,y) v B pri vstupe do cyklu programu, potom
pe(X,Y) plati v B aj pdubovdhom pate opakovani cyklu.

Indukény krok znamena dokagzepodmienku p(X,y) O Rg(X,y) = pa(X.p(X,Y))
nazyvanu _verifikéna podmienka totiz ak dokazeme platndsverifikatnych podmienok,
dokéazali sme spravnoselého programu (verifikovali sme ho).

! Predikat g plati vzdy pri prechode bodom B, nezavisle nétgopakovani cyklu - odffanazovinvariant



1.6 Induktivne podmienky

Vo vSeobecnosti otazk&o aj ciastanej spravnosti programu je nerozhodiioge
problém Dbévodom je, Ze my musime @tacu, ktory by overil verifiké&né podmienky, dana
vstup invarianty k deliacim bodom a na zostrojenie invariantovatstih bodov algoritmicky
postup neexistuje. SuU oblasti matematickej tednieg@mmov venujuce sa praktickym
postupom zostrojovania induktivnych podmienok, veeobecnosti je ale zostrojenie
induktivnych podmienok nerozhodnlig problém.

Navod ako najsinduktivne podmienky, je pochapynutornu logiku programu, najméa
v ktorej pracovnej premennej e ,,zapamatavané".

Induktivhu podmienku k deliacemu bodu B sme ¢i&n@g(X,y). Charakterizuje
vztah medzi premennymi v tomto bode, vzdy#ke/pocet prechadza tymto bodoms(X, y)
je predikat pre priebezné hodnaty y . 2

Priklad V naSom programe z Uvodu na v{pb cel@iselnej odmocniny je
pouzita premenna y na zapamaétanie doteraz tesfokiadeoty (od 0, po kazdom prechode
o 1 zvySenej, aZ po vysledok+1), ktorej druha moanak mé cyklus be2amusi by mensia
alebo rovna x, v deliacom bode B teda bude vZdiitp{g-1) < x. Vidiet, Ze je to vhodny
predikat aj vzhadom k vystupnej podmienke, ktora dokagacid’om.

1.7 Problém ukon €enia

Na rozdiel od matematiky je v tedrii programovapia matematickej indukcii jedna
vlastnos nezelana — nekotiey cyklus.

Matematik pouZije matematicki indukciu prave na&anie tvrdenia pre nekame
vela prirodzenychtisel, programator si nielenze nezela, aby cyklusabeekonéne, ale
vSetky cykly v programe, ktory je spravny, musiarmgkt a navyse, ako je snahou kazdého
dobrého programéatora, go najmenSom pide opakovani. Nie je tomu ani 10 rokovdkieoli
programovacie nastroje na takej uUrovni, Ze ne&opecyklus spésobil pad celého
programovacieho nastroja @&nou bez uloZenia), alebo celého systému. Dneszame
vacSina programovacich nastrojov najprv zmeny ulobipm program spusti, s pripadnym
nekonénym cyklom sa vysporiada sama bez nutnosti re$iattea alebo pouzivanejake
.Kilovanie" procesu a kombinaciu CTRL+ALT+DEL, nagk tomu nekongny cyklus je
vV programovani viéni neziaduci jav.

Uké&zali sme uz postup dokazu, Zeljppovd’nom pdte opakovani cyklu bude pléti
istd podmienka. Teraz nasleduje druha a poslédgiadokazu, a to ukarzaze cyklus sko#.
Princip je nasledovny:

Nech méme premennu, ktorej hodnotu vieme zthevaukitom bode cyklu.
Dokazeme, Ze po kazdom o#mi cyklu je hodnota v tomto bode menSia a okrem, tée tato
premenna nadobuda len hodnotyiasta@ne usporiadanej mnoziny, v ktorej neexistuje
nekoneéna klesajlca postupnbs?otom cyklus zjavne musi skot

! Op&’ pripominame, Ze pojmy ,invariant' a ,induktivnagrienka‘ tu majd ten isty vyznam
2V priebehu vypétu sa menia iba hodnoty



Definicia MnozZina W <iiastainym usporiadanim=<, v ktorej neexistuje nekotiea
klesajuca postupnés.. < & < & < & Sa nazyva dobre zaloZzena mnoZzina
a oznguje (W,<).

Vhodnou vdbou je mnozina prirodzenyalisel N, ale vyuzi moznolubovd’nu takto
dobre zaloZzeni mnozinu.

Zvoli sa teda dobre zalozena mnozina W, deliacg bédtkych cyklov programu a ku
kazdému deliacemu bodu i funkciatakd, Ze

(Ox)(Ly )(u(x, y) W)

Ak sa podari ukazaze pre kazdu cestuz deliaceho bodu i do nasledujuceho bodu v cykle |
plati

(OX)(Oy ) d(X) URo(X, ) = (U(X, V) = U(X, r(X,¥)))]
tak program ko&i vzhladom k(X ).

V tedrii by bolo vSetko v poriadku, ibaze v praxa sikazuje, Ze takéto silné
podmienky sa malokedy podari dokézaresnejSie, ndjsvhodné funkcie u RieSenie sa
ponuka uz pri pofade na induktivne podmienky, ktoré rovnako plati@elacich bodoch,
preto teda dokazovapodmienky pre [(Ux) a (Oy), ked Xa y v deliacom bode méze

nadobudélen obmedzené hodnoty?

Zvoli sa preto vhodna mnozina deliacich bodov taky preali vSetky cykly
programu, ku kazdému deliacemu bodu i sa priraddmb induktivha podmienka(q,y),
dokaze sa jej platnégpo kazdom prechode cyklom a tvrdenie o klesajhoeinote (X ,y)
sa tak zredukuje na tie,y, pre ktoré d X ,¥y) je pravdivé.

Presny postup spolu s Floydovou vetou o Metdde el@aozenych mnozin bude
popisany v kap. 2.2.

Terminologicka poznamka: litgratire sa miesto ukéanie pouziva
niekde termirzastavenigorogramu. Nezmyselny program mdze obsati@ko nftve cykly,
tak aj slepé cesty, v ktorych zastavi, ale nedkamkdko ukortenie znamena vrdtinejaky
vystup, no v slepej ceste sa program len ,zasekneVrati Ziadne vystupné hodnoty.
Vzhradom k tomu, ako bol tu definovany program, je spyapojemukonienie programu,
nakd’ko sme definovali, Ze kazdy prikaz lezi na nielftaeste zo START do STOP, teda
kazdé zastavenie programu znamena vratenie vyupu

1.8 Vstupno-vystupné operacie

Potrebujeme previégsio symbolov predikatového o vstupno-vystupné operacie,
presnejSi€itanie a zo suboru.

Definicia Subor f, nastaveny rigtanie je postupnaod = fif,...fn, kde fje prvok suboru,
dizka suboru f je n; a F je poziciiacej hlavy, na zéatku F = 1.



Definicia EOF(f, F) = (F > n), kde n =l#ka(f) a F je pozicia hlavy stboru f,

Je to teda funkcia, ktora vrati boolovskd hodnoRUE, ak jecitacia hlava na
konci suboru, inak vrati boolovskd hodnotu FALSE.
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2 Dékaz spravnosti Floydovou metodou

2.1 Ciasto éna spravnos t metddou induktivnych podmienok - Floyd

Nasledujuca metdéda dokazyjastainu spravnodprogramu, t.j. ak program zastavi,
vysledok je spravny (t.j. vystupny predikat pravwgiv

Postup
1. krok: Deliace body

Rozdelt’ program vhodnymi deliacimi bodmi. Pritlgeden deliaci bod hué za
prikaz START a takisto bezprostredne pred kaZzdiagrETOP.

2. krok: Induktivne podmienky

Kazdému deliacemu bodu X prirddihodnu induktivnu podmienkupx ,y ).
Prvému deliacemu bodu za prikazom START je prirgdestupny predikap(X )
a kazdému pred prikazom STOP vystupny prediat, y ).

3. krok: Verifikané podmienky

Zostrojit’ verifikaénu podmienky pre kazdl moznu cestu z bodu X dcedagiceho
bodu Y, t.j. podmienku

Px(X,Y) ORxv(X,¥) = pv(X.Ixv(X,Y))

Veta: (d6kaz spravnosti programu metdédou induktivnych mdmienok - Floyd)

Nech P je program Specifikovany vstupnym predikaggm) a vystupnym predikatom
y(X,V). Zostrojme postupne:

1.) deliace bodu kazdému cyklu programu
2.) vhodné induktivne podmienky kazdému deliaceuub
3.) verifikatné podmienky pre kazdu cestu z deliaceho bodu dleaaiceho deliaceho bodu

Ak su vSetky verifikéné podmienky pravdivé, je prograntidstaine spravny vzhadom ke
ay.
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Priklad(celaiiselnej odmocniny x z Gvodu):

?A

[ START[y:=1] ]

Krok 1: Deliace body: A, B, C

Krok 2: Induktivne podmienky:
e Al o(X)=x>0
« B! pa(x,y) = (y-1 <X
e C:y(x,2) = Z<x< (z+1

Krok 3: Verifikatné podmienky:
* cestan (z bodu A do B):
spatna substittcia:

verifikaéna podmienkap(x) = ps(X,1)

y ‘/ ’[ STOP[z::y-l]]—(‘:

TRUE

TRUE

12



» cestaB (cyklom z bodu B do B):

spatna substittcia:

verifika¢n& podmienka: g{x,y) Dy* < x = ps(x,y+1)

» cestay (z bodu B do C):
spatna substittcia:

verifikagna podmienka: g{x,y) Oy* > x = w(x,y-1)

Overenie pravdivosti verifikanych podmienok:

Pre cestu:

0<x = 0<x

0<x = 0°<x
0<x = (1-1¥<x
¢(x) = pe(x,1)

ysz

TRUE

TRUE

TRUE

TRUE

13



Pre cests:
V<X = Y<X
V<x = (y+1-1¥<x
(y-1¥<x0Oy*<x = (y+1-1f<x
pe(x.y) DY’ <x = pa(x,y+1)
Pre cesty:
(-1°<x Oy >x = (y-1f <x <y
(y-12<x0Oy?>x = (y-1P<x<(y-1+1j
pe(x.y) DY’ > X = y(x,y-1)

Pretoze vSetky verifikané podmienky su pravdivé, prograntjastaine spravny vzkfadom
k danym vstupnym, vystupnym podmienkam.

2.2 Ukon éenie metddou dobre zaloZzenych mnozin - Floyd

K dokazu uplnej spravnosti programu, treba eSteatkd@e program skati pre vSetky
vstupy spnajuce vstupnu podmienku. Princip dékazu je popisakgp. 1.7.

Postup je nasledovny:

Krok 1: Varba vhodnych deliacich bodov tak, aby sa v kazdokheayachadzal asgo
jeden a vba dobre zalozenej mnoziny (W/).

Krok 2: Ku kazdému deliacemu bodu i zv¥aldobry* predikat ¢( X | y), t.j. taky, Ze plati
e pre kazdu cesta z bodu START do nasledujuceho deliaceho boduti pla
O(X) ORu(X) = g(X ra(X))
» pre kazdu cestu z bodu i do nasledujuceho bodatij pl
Gi(X.¥) OR«(X,Y) = aG(X ra(X,Y))

Krok 3: Ku kazdému deliacemu bodu i zvg|dobrd® ¢iastani funkciu (X | y) zDxx Dy
do W, t.j. taka, Ze plati

(Ox)(OY)[ai(x,y) = u(X,y) O W]

Krok 4: Doké&z#& podmienky ukafeniaku kaZzdej cesta z deliaceho bodu i do nasledujuceho
deliaceho bodu | takej, Ze cela lezi v niektororkieytieto podmienky maju tvar:

(Ox)(OY)[ai(x,¥) ORa(X y) = u(X.¥) > W(X ra(X,¥))]

14



Veta: (Metdda dobre zaloZzenych mnozin - Floyd)

Nech P je program Specifikovany vstupnym predikaggm). Zostrojme postupne:

1.) deliace bodu vSetkych cyklov programu a dolateZzend mnozinu (W)

2.) ku kazdému deliacemu bodu ,dobry* predikat

3.) ku kazdému deliacemu bodu ,dobrd“ funkciu

4.) ku kazdej ceste z bodu i do nasledujuceho pteftiacej v cykle podmienku ukéania
Ak su vSetky podmienky uk@enia pravdivé, program P k&invzhadom ke.

Priklad(celaiselnej odmocniny x z Gvodu):

IA

[ START[y:=1] ]

\ 4

A 4

N o

L STOP[z:=y-1]

Krok 1: Deliace body: B. Dobre zaloZzena mnoZzinao#ina prirodzenyckiselN
s prirodzenym usporiadanim <, tlN,€).

Krok 2: gs(x,y) =y>1
Overime, Ze g|je dobry predikat.

15



Spéatné substitlcia pre cestu AB:

TRUE

t.j. Rag(X) = 1< X, mg(X) =X
a plati
X>1= x>1

x>001<x = x>1
tj. 0(x) ORa(X) = d(Xra(Xx))

Spétna substitucia pre cestu BB:

$ B eereerernenniinniiiniinnnnee, (X,y+1); (y+1)2§ X

yZSx

TRUE

L. Res(X.y) = (y+1f <X, faa(x,y) = y+1
a plati
y>1l= y+1>1
y>10(y+1f<x = y+1>1
tj. ge(xy) ORes(x,y) = @g(X,le6(X,Y))
Teda g(x,y) je dobry predikat.
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Krok 3: us(X,y) = x — ¥

Overt, Ze @ je dobra funkcia, je trividlne, nakko pracujeme nad oborom
prirodzenycltisel, obygajne sa ale tato skuteog’ v ¢( X ) explicitne neuvadza, preto:

ge(xy) = us(xy) ON

Krok 4: jedina cesta cyklu z bodu B do B:
Méame:
Rea(x,y) = (y+1f < x
res(X,y) = y+1
podmienka ukotenia:
y>10(y+1F<x = X -y > x — (y+1f
Ukazme, Ze je pravdiva:
y=1= Y <(y+1f = -y >—(y+1f = x-y >x— (y+1f
y>1 = x—y>x—(y+1f
y>10(y+1P<x = x—y¥ >x— (y+1f
tj. gs(xy) ORes(xy) = us(Xy) > Us(Xre8(X.Y))

VSetky podmienky ukafenia su pravdivé, preto ptal uvedenej vety program k&n
vzhradom nap(x).
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3  VyrieSeny priklad

Zostroji’ a dokazé spravnos programu, ktory na vstupe dostane subor obsahujuci
postupno$ realnych ¢isel ukokeny EOF. DZka suboru nie je vstupnou informéciou.
Vystupom programu jeislo, ktoré udava get maxim, za ktorymi sa hdienachadza
minimum.

3.1 Specifikacia

Vstupna podm.:
off, ) =o(f, F) On>20F=1
Vystupna podm.:

v(f, z, F) =o(f, ) OF =n+ 10
mn)[l<mnsnOd@)(l<isn=fi>2fy)] O
CmX)[1<mx<nO@)1<i<n=fi<fn)] O
((z2)(Oz0)...(Oz) [(ON(1 < i<z2= (1< 2z < NOFz= fox O fgiva = frn)
O <j<n0jU{z122....2}) = (i Z fox O fje1 7 frn))]

kde
off, ) =01 <isn=fi0R)Of = (fifof5..fr) ONONOFON

Uvedomme si, Ze uZz pri Specifikovani programu, pdstrojovani vstupnych
a vystupnych podmienok, myslime na dokaz spravnosti

Vystupna podmienka totiz mohlatbgiefinovana napr. nasledovne:
v(f, z, F) =o(f, ) OF = n + 10
((z2)()...([EZ)[(ON(1<i<z=1<z<nO@O)(1l<j<n= i< OF > fi:0)
OO <i<nOi0{z12,....2} = @O)(1<sj<nO>fi Of < fii1)))]

NavySe sa zda Igytato definicia UspornejSia. Reesme teda vystupnu podmienku definovali
tak ako sme ju definovali?

Myslime na dokaz implikacii tvaru
AiOA0O...UA, = BB O...0By
v ktorom budu vSetky verifikané podmienky uvedeného programu.

Dékaz takejto implikacie stahsie zostrojuje a je nazornejsi v pripadeslemy konjunkcie su
¢o najjednoduchsie formulgasto bude

A = Bj
alebo
Ai DA]‘ = Bk
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prip. A bude rovnotzhodnych termov.

Z tohto dévodu sme zvolili radSej vystupny predikapiatimi jednoduchsimi formulami v
konjunkcii ako UspornejSi predikat z tromi formulaale s jednou Mimi zloZitou.

3.2 Program

Najjednoduchsi postup, ktory nas éayne napadne prvy, je néjsajprv minimum
a maximum a potom et maxim, za ktorymi sa hdiemnachadza minimum. llustrujeme aj
tento postup, ale kompletny dékaz prevedieme nianjikbory vrati vysledok po jedinom
presitani vstupného suboru.

Mozné su ajl’alSie pristupy, napriklad najprv né@yminimum, potom maximum
a potom poet maxim, za ktorymi sa hdienachadza minimum. My vyberieme tieto dva
pristupy:

1. Na dva prechody: v prvom néjsminimum aj maximum, v druhom pet
maxim, za ktorymi sa hdenachadza minimum

2. Na jeden prechod vrédithnal’ pacet maxim, za ktorymi sa hdlenachadza
minimum

Kompletny dbékaz spravnosti ukdZzeme v 1. postupe.

Na zaver porovname obidva pristupy a to akdaziska efektivnosti programu
a programovania, tak, a to najma,ladiska obtiaznosti dokazu spravnosti
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3.3 Prvy pristup

START

"

(X, Y1, Y2, mn, mx, min, max) := (fg, fr, 0, 1, 1, 1, 1)

X:=y

F:i=F+
c +
STOP+@1 z:=y, EOF(f)
A
V_
y1:=f¢
A 4
) ‘
+
A 4
3 _ yo:=0
mn :=F >
+ min :=y;
y>:=0
mx = F-1
max =) 4
L\ ) :
<>
+
A 4
=G
+
y.:=0
mn :=F
min :=y 7

A 4

y2: =y +1
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P oznéamka (navod aktat’ dokaz):
Dokazuju sa vzdy implikacie tvaruyADA, O...0A, = B, OB, O...0Bp,

t.j. obidve strany su vzdy konjunkcietitgch formuli, preto dékaz prebieha v krokoch,
v kazdom sa dokaze vzdy jedna formulaNBedokazujeme tie formule; Bctoré

v sl rovnogou dvoch zhodnych termov, t.j. maji tvartly) = t(X  y), tieto triv. platia

v' patria medzi predpoklady, t.ijj(1 <j<n0OA; = B)
3.3.1 Ciasto éna spravnos t
Krok 1: Deliace body: A, B, C

Kr ok 2:Induktivne podmienky k deliacim bodom:
A — vstupna podmp(f, F)
B — s(f,X,y1,Y2smn,mx,min,max,F) =(f, F) OF< n[
max = fox O min = f,, Ox=fr O y;,=f¢ O
1<smx<FOW)A<i<F=>fisfn O
l<mnsFOO)l<isF=fixfy,) O
((z)((z2)... () (O <i<y2 = (1< 2 < FOfy = frx Ofzier = fran)) O
O =j<FOj0{z12,....32}) = (fjZ fmx Ofjr1 2 frn))]
C — vystupné podm(f, z, F)

Krok 3: Verifika¢né podmienky:

* cestan (z bodu A do B):

+A ................................................ (flfF!fFlolllllﬁ.lfllF)
A

i B ceeereettiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieee (f,X,y]_,yz,mn,mX,min,maX,F)
verifikatna podmienkap(f, F) = ps(f.fefr0,1,1,f1,f1,F)

Pretoze plati:
1)F=10n>2 = F<n
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2)F=1= 1<F
3)F=1= (0)(1=<i<F=fj<f), nakdko formula 1< i < 1 je vzdy nepravda
4)F=1= ([O)(1<i<F = fi=fy), nakdko f; > f;
plati aj:
of, F) On>20F=1= o, ) OF< nOf = Of, = f, Ofg =fe O fe =f O
1<1<FO@)(1l<i<F=fi<f)O1l<1<FO@O)1l<isF=fizfy)
t.j. verifikatna podmienka.

e cestaB; (z bodu B do B hranou 1):

B o (frsafevs,yo,min,mx, minmax,F+1)
é 4 frazminOx<maxOF +1<n
F=F+ 5
.................................... (fr.fr,y2,mn, mx, min, max, F)
v N fe>minOx <maxdOF<n
S (ffr. e, y2,mn,mx, min,max, F);
A R fe>min Ox < max
y1:=fr

(f,y1,Y1,Y2,mn,mx,min,max,F);

<> 4 Yi=minx < max

X > max :

‘5 ............................ A (f,yl,y]_,yz,mn,mX,min,maX,F); NZ min
Cone

g TTnnnnemeeesesesessssssnnnenen (f’yl'yl'yz,mn'mx,min’maxlF); TRUE
A

t B ................................. (f,X,yl,yz,mn,mX,min,maX,F); TRUE

verifika¢na podmienka:
pe(f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,F)}! fes1 = min Ox < maxOF + 1< n
= Pa(f,fres,fren,Y2,mn,mx,min,max,F+1)
PretoZe plati:
1)1<smx<F = 1<smx<F+1
2)1<mn<F = 1l<mn<F+1
3)O)1l<i<F=fi<fn) Ox<maxOx =frOmax = fix
= O)1l<i<F=fisfn) Ofe<fox = O <i<F+1=fi<fny)
4) QA <i<F=fi=fyy) Ofpra= min Omin = f,
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=>0)A<isF=fiz2fp) Ufpi>fn = O)(A i< F+1= i 2 )

5.) (z)([z)...(Hy2) [(ONA <i<y2= (1< < FOf= fnx Ofzisr = i)
OON((1<j<FOj0O{z122...,32}) = (f# fmx Ofje1 Z fmn)],
nech sa#z...,z, nezmeni,
apretoZzeplatiz<F = 1<z <F+1
atiez x<<maxx =frmax = fix = fr<fnx= fr £ finx
teda (Iz1)((z2)... (y2) [(O)(1<i<y2= (17 <F+10f;= frx Ofzi41= frn)
OO <j<F+10j 0{z12,...,.32}) = (fjZ fmx Ofje1 2 frn))]
plati aj:
off, ) OF< nOmax = fx Omin =f,n Ox =0y, = fe O
1<smx<FOWO)l<i<F=fisf)OlsmnsFO@O)1<i<F=fi=fy)
O (M) (Mz)...(Ozy) [(O)A i<y = (1< 7z < FOfy= frx O fzie1 = fn))
O0ON((AL<j<FOj0{z12,....22}) = (fj % fx Ofje1 Z frn))]
Ofpra=2minOx<maxOF +1<n
=
of, F) OF+1< nOmax = fx O min = fyn O fee=fr O fre=fra
Ol<smx<F+100ON)A<i<F+l1=fi<fny)
OlsmnsF+100ONA<i<F+l= fi> 1)
O () (Mz)...(Ozy) [(ON)A i<y = (1< z < F+10f5 = frx O f2ie1 = fn))
OO(Q<j<F+10j 0{z12,....32}) = (fjZ fmx Ofjr1 2 frn))]
a to je verifik&na podmienka
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e cesta;(z B do B hranou 2):

B oo (1 e fres, O, F+1, M g, ma, F1);
é AfF+1< minOXx < maxOF+1<n

L (£ 00, F,mx f max, F):

....................................

v A1‘F<mian<maxDF§n
" (f,fefe,0,F,mx,Emax,F);

....................................

A AfF<mian<max

5 (f,y1,y1,0,F,mx,y¥,max,F);

....................................

v & Y1 <minx < max

Y T eecssecscccssssssccccsssssscccctsne .A (f,yl,yl,o,F,mX,M,maX,F);
Coe

A

o orereseseencacntatatatitiititicanes (f,yl,yl,O,F,mX,M,maX,F);

,_ A
y2:=0 :
mn :=F :
min ‘= \n

S .A (f,yl,yl,yz,mn,mx,mln,maX,F)y
X=y :

t B ................................. (f,x,yl,yz,mn,mX,min,maX,F);

verifika¢na podmienka:
Ps(f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,F frsa < min Ox < maxOF + 1< n
= pa(f,fren,fren,0,F+1,mx, Ei,max,F+1)
PretoZe plati:
1)1<smx<F = 1<mx<F+1
2)1l<mnsF = 1<F
3)O)1<i<F=fi<fn) Ox<maxOx =frOmax = fix
= O)1l<i<Fofisf) Ofe<fix = O)A<i<F+l=fi<finy)
4) O <i<F=fi=fyy) Ofpra<min Omin = f,
> O)A<isF=fi>fn) Ofmn> frea Ofp > frag
= O)A<i<sF+1= fi = fre)
plati aj:

¥y < min

TRUE

TRUE

TRUE
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of, )OF< nOmax =fx Omin =f,, Ox =0y = fz O
I<mxsFOO)Ql<i<F=fisf)OlsmnsFOON)A<i<F=fi>fy)

=

of, F) UF+1< nOmax = fux O fre = fre Ofpei=fri O frea=freg
O01<mx< F+10(0)(1L < i < F+1= fi < fi)
O01<F+1< F+10@0)1<i< F+1= f; 2 fra)

a to je verifik&na podmienka.

» cestaBss(z B do B hranami 4 a 5):

F=F+
g s
A
‘ i R Y GA
y]_::fF :

....................................

....................................

P
«

verifikatna podmienka:

(f,fr+2,fre1, Yo,mn,mx, min,max,F+1);
frrr>minOXx = maxOx= maxdF+1<n

(f,fefr Y2, mn,mx,min,max,F);
fe>minOx = maxdx=maxOF<n

(f,frfr Y2,mn,mx,min,max,F);
fe > min O x = maxdx = max

(f,y1n,y1,Y2,mn,mx,min,max,F);
y1 > min Ox = max x 2 max

(f,y1,Y1,Y2,mn,mx,min,max,F);
y1 > min [OXx = max

(f,y1,Y1,Y2,mn,mx,min,max,F); ¥> min
(f,y1,Y1,Y2,mn,mx,min,max,F); TRUE
(f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,F); TRUE

ps(f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,Fl1fr:1 > min Ox = maxOx = maxOF + 1< n

= Pa(f,fr+1,fr+1,Y2,mn,mx,min,max,F+1)

PretoZe plati:
1)1<smx<F = 1<smx<F+1

2)1<mn<F = 1l<mn<F+1
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3)O)1<i<F=fi<fn) Ox =maxOx = frO0max = fix
= O)1l<i<F=fisfn) Ofi=fox = O <i<F+1=fi<fony)
4) QAL <i<F=fi=fyy) Ofper>min Omin = f,,
=>0)A<isF=fiz2fn) Ufri>fn = 0L i< F+H1= i 2 )
5.) (z)([z)...([Hy2) [(ONA<i<y2= (1< < FOf,= fnx Ofzisr = )
O0O(<j<FOj0{z12....22}) = (fj Z fx Ofjre Z fn))],
nech sa#z...,z, nezmeni,
apretoze ¥z<F = 1<z <F+1
atiez fo>minOmin =f, = fre1>fon = frrZ fon
teda (z1)(z)...(Hzy0) [(O(1<i<sy2= (1< 7 < F+10f,= fnx Ofzie1 = frnn))
O0NA<j<F+10j0{z12,...,.32}) = (fj Z fox Ofjr1 2 fron))]
plati aj:
off, ) OF< nOmax = fx Omin =f,n Ox =0y, = fe O
lsmx<sFOO)(1l<i<F=fisf)OlsmnsFOO)1l<i<sF=fi>fy)
0 (Cze)((z2)... () [(O)(L < i < o = (1< 2 < F Ofy = oy 0201 = fran))
O0O)<j<FOjO0O{z1,22...22}) = (fj# fox Ofjs1 Z fn))]
Ofprr>minOx =maxOx=>maxOF + 1< n
=
of, F) OF+1< nOmax = fox Omin = i, O fre=fre O fre=fri
Ol<smx<F+100ONA<i<F+l1=fi<fny)
OlsmnsF+H10(0ON)A <i<sF+l= fi> 1)
O0(Oz0)(Mz)...(E2p)[(O(1<i<yo = (1 2 < F+1 04 = frx O 201 = fron))
OO <j<F+10j 0{z12,...,.32}) = (fjZ fmx Ofje1 2 frn))]
a to je verifik&na podmienka.
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e cestafss(z B do B hranami 3 a 5):

B oo (FFreafres,0,mn, Fomin x, F+1);
é AfF+1>mian;tmaxDx2max OF+1<n

" (f,fe,fr,0,mn, F-1,min,x, F);

....................................

v AfF>mian:ffmaxDx2maxDan

(f,ffe,0,mn,F-1,min,x,F);

....................................

A AfF>mian¢maxDx2max

: (f,y1,y1,0,mn,F-1,min x,F);

....................................

v & Y1>minOx # max[x > max

(f,y1,y1,0,mn,F-1,min,x,F);

| eeveseseseetatessststasassssssasases _
A 4 Y1>minx # max
X = may

g s (f.y1,y2,0,mn,F-1,min x,F): y> min
y.:=0 A
mx = F-1 :

max ‘=»

g e A (F.y1,Y1,Yo,MN,MX,min,max, F): y> min

v = teesecesecssesesesrsssrsrsrsrsrss . (f,yl,yl,yz,mn,mX,min,maX,F); TRUE
X:=y 4

TPE— S

verifikatna podmienka:
Ps(f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,F1 fra > min Ox # maxOdx = max OF+1<n
= p(f,fre1,fre1,0,mn,F,min,x,F+1)
Pretoze plati:
1)1smx<F = 1<F
2)1<mns<F = 1l<mn<F+1
3)UN)A<i<F=fisfn) Ox=maxOx = fr Omax = fix
= O)Q<i<F=fisfy) Ofw<feOfe<fe= ON)A i <F+1=fi<fp)
4) O <i<sF=fi=fy) Ofpea>min Omin =
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= O)A<isF=fizfy) Ofpsa>fn = (0D)A<i<F+1= =2 )
plati aj:
off, )OF< nOmax =fx Omin = f,, Ox =0y = fz O
l<smx<sFOO)(l<i<F=fisf)OlsmnsFO@O)(1<i<sF=fi>fy)
=
of, F) OF+1< nOx =fe Omin = fy Ofpe=fre O fre=fra
Ol<F<F+H100)(1<i<F+l=fi<fp
OlsmnsF+H10(0ON)A i< F+l= fi= 1)
a teda plati verifikéna podmienka

» cestaBs7(z B do B hranami 4 a 7):

B (f.Fre1,fren, Yot 1, mn,mx,min,max,F+1)
é 4 frrr = minOfeyg < min Ox = maxtx > max[]

5 (f,fefry2+1,mn,mx,min,max,F)

....................................

A AfF=mianF§mian:maxszmaxDan
© (f e R Y2+ 1, mn,mx,min,max,F)

....................................

AfF:mianF§ min O x = maxdXx > max

P (f,y1,y1,y2+1,mn,mx,min,max,F)

....................................

A
Ceo
A
Y1
3 & Y1 =minOy; <minOx = maxdx > max
A
X =
A
-
A

(f,yn,y1,y2+1,mn,mx,min,max,F)

A
ma> )
§ eeeereesteesteestesessesensesens ’ _
Ay1:m|nDy1§ min O X = max
mav :

5 (f,y1,y1,y2+1,mn,mx,min,max,F);

A Y1=minOy; <min

'+ .................................... (f,yl,y]_,y2+1,mn,mx,min,maX,F); ]y: mln

A

=D
" + .................................... (f,yl,yl,y2+1,mn,mx,min,maX,F); TRUE

A

Yai=y+1 :
g TTTrnnnnemeseseseeesssssenaneens (f,yl,yl,yzlmn,mX,min,maX,F); TRUE

A

X=¥ :
T B ................................. (f,X,yl,yz,mn,mX,min,maX,F); TRUE
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verifika¢na podmienka:
Ps(f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,F)
Oferr = minOferr <minOx = maxO x> maxOF+1<n
= Pa(f,fres, fren, Y2+ 1, mn,mx,min,max,F+1)
Pretoze plati:
1)1<smx<F = l<smx<F+1
2)1l<mnsF = 1l<mn<F+1
3)UN)A<i<F=fisfn) Ox =maxOx = feOmax = fix
= O)l<i<Fofisf) Offi=fox = O)A<i<F+l=fi<fny)
4) 01 <i<sF=fi=fy) Ofpra = minOmin = £,
= 0O)A<isF=fizfn) Ufpii=fun = )AL <i<F+H1= fi 2 )
5.) (z)([2)...([HEy) [(ONA <i<sy2= (1< z < FOf= finx Ofzisa = finn))
DA <j<FOj0{z122...32}) = (7 fmx D fjer # fn))],
nech sa#z...,z, nezmeni a polozmegz1 = F
mame: Kz <F = 1<z <F+1
l<smx<F = 1<F = 1<z,
F<F+l= zpq < F+l
x=maxOx =feOmax = fix = fe=fx = fzy241= frx
frra=minOmin = fyn = frea = fon = fy24141= frn
spolu: 1< zyp+1 < F+10f,041 = fnx O fzy04141= finn
atiez: U)(A=sj<F+10j0{z1, 2, ..., 32, F})
= 1<j<F0j0{z1,2,....32} = (i # fix D1 # fion)
teda (z1)([22)...(Hzy2) (Czy2+1) [(ODN(L < i< yotl = (1< 7 < F+H10Of,=fmy O fzie1=fmn)
OO <j<F+10j 0{z1,2,....32,2p2+41}) = (fjZ fmx Ofjr1 2 fron))]
plati aj:
off, )OF< nOmax =fx Omin =f,, Ox =0y = fz O
lsmx<sFO@O)(l<i<F=fisf)OlsmnsFOO)1<i<sF=fi>fy)
O (Oz)(Ez2)... () [(ON)L i<y, = (17 <FOfy= ik Ofzie1= finn))
D@ =j<FOj0{z12,....22}) = (fi# fmx Ufjra # fnn))]
Oferr = minOferr <minOx = maxOx > maxOF+1<n
=
of, F) OF+1< nOmax = fox Omin = i, O fre=fre O fre=fri
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Ol<smx<F+10()(1<i<F+l=fi<finy)

OlsmnsF+10@0ONA<i<F+l= fi>fyy)

O (Cz1)([z)....((2y2) (Czyo+y) [(ON(L i< yotl = (12 7 < F+H10, = frx O fzi1= o))
OO)(Q=j<F+10j 0{z1,2,....22,22+1}) = (fjZ fox Ofje1 Z fn))]

ato je verifik&nd podmienka

» cestafs6(z B do B hranami 4 a 6):

..............................

.................................

.................................

.................................

.................................

....................................

....................................

..............................

(f,f|:+1,f|:+1,1,F+1,mX,p£.+1,maX,F+1);
R frrr Z Min Ofpe; < Min O X = maxO x > max

.o

L fefe L Fmx fmax,F);

Y

N feZminOfr<sminOx =maxdx>maxOF<n

(f.fr.fr 1,F,mx,E,max,F);

Y

N feZmin Ofg < min Ox = maxdXx > max

5 (f,y1,y1,1,F,mx,y,max,F);

Y

& YiZminOy; < min Ox = maxx > max

(f,y1,y1,1,F,mx,y,max,F);

Y

AV ? minOy; < min X = max

5 (f,y1,y1,1,F,mx,y,max,F);

Y

& Y1z minOy; < min

A (f,yw.y1,1,F,mx,y,max,F); ¥y # min
= (f,y1,y1,0+1,F,mx,y,max,F); TRUE

A

“ (f,ynynY2+1l,mn,mx,min,max,F); TRUE
A

o (f,y1,Y1,Y2,mn,mx,min,max,F); TRUE
A

= (f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,F); TRUE
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verifika¢na podmienka:
Ps(f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,F)
OfprrZmMinOfer<minOx = maxOx > maxdF+1<n
= ps(f,fre1,fren, 1,F+1,mx,E,max,F+1)
Pretoze plati:
1)1smx<F = 1<mx<F+1
2)0NA<i<F=fisfn) Ox =maxdx = feOmax = fix
= O)1l<i<F=fisfn) Ofi=fox = O <i<F+1=fi<fny)
3)UNA<gi<sF=fi=fy,) Omin = f,, Omin> feyg
= 0)l<isF=fizfy) Ofmn>fr = @)L <i<F=fi>fry)
4)0O)1<isF=fiz2frg) Ofpn>fr = O)A<i<F+l=fi2fr)
5.) polozme z=F
mame: K mx<F = 1<F
x=maxOx =fr0max = fix = fr=finx
O)A<isF=fizfn) = O)A<j<F+l=1=1m)
ONA <j<F+1=fj 2 fmp) Ofees 2 min Ofeer < min O min = o,
= (O)A<j<F+l= 1= fun) Ofn > fra
= O)A<j<F+l1=fj=fen)
= O)A<j<F=fr12fr0)
= [O)A=j<F+10j O{F} = f1 2 fr)
spolu: [Q)(1<i< 1= (1< F<F+10f=fnx Ofre=fred))
D)1 <) <F+10j O{F}) = (% fm Ofjes # fran))]
teda (1) [(0)(Q1<i< 1= (1< z < F+10f,=fnx Of51=Fri))
OEN(A <) <F+10j 0{z1}) = (7 fo Ofjea 7 fra1))]
plati aj:
off, )OF< nOmax =fx Omin =f,, Ox =0y = fz O
lsmx<sFO@O)(l<i<F=fisf)OlsmnsFOO)1<i<sF=fi>fy)
O (Oz)(Ez2)... () [(ON)L i<y, = (17 <FOfy= ik Ofzie1= finn))

OO)((A<j<FOj0O{z12....32}) = (fj Z fx O fje1 Z fn)]

OfprrZmMinOfer<minOx = maxOx > maxdF+1<n
=
(D(f, F) OF+1< nOmax = fox O frer = frer O fper=fre O frer=fer



Ol<smx<F+10()(1<i<F+l=fi<finy)
O1l<F+H1<F+H100)(1 < i < F+1= fi = fry)
O(z) [(O)1<i<1l= A<z <F+10f,=fx Ofzie1= frea))
OEN(A <) <F+10) 0{z1}) = (7 fo Ofjea 7 fran))]
a to je verifik&na podmienka.

» cestafs7(z B do B hranami 3 a 7):

B oo (Ffrefrea, 1, Fymin,x, F+1);
é Afp,lzmianp,ls min O X # maxdx > maxQ

F(f e fre 1,mn, F-1,min,x,F);

....................................

v AfF=mianFsmian;zﬁmaxszmaxDan

(f,ffe1,mn,F-1,min,x,F);

....................................

A AfF=mianFsmian;«émaxszmax

: (f,y1,y,1,mn,F-1,min x,F);

....................................

v & Yr=minOy; < minOx # maxx > max

(f,y1,y1,1,mn,F-1,min,x,F);

| eeveseseseetatessststasassssssasases _ _
A 4 Yr=minly; < minJX # max
X = ma :

5 (f,y1,y1,0+1,mn,F-1,min,x,F);

....................................

A & Yr=miny; < min
y2:=0 :
mx = F-1
max =)
© (f,ynYysnYy2+1,mn,mx,min,max,F);

....................................

v Ay1:minDy1s min
Cons D
A

'+ .................................... (f,y]_,y]_,y2+1,mn,mX,min,maX,F); Jy: min

A

=D
v L TX TR PO PO PLOP (f,y]_,y]_,y2+1,mn,mx,min,maX,F); TRUE

A

2=y +t1 :
g s (f,y]_,y]_,yz,mn,mX,min,maX,F); TRUE

A

X=W :
T B ................................. (f,X,yl,yz,mn,mX,min,maX,F); TRUE
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verifika¢na podmienka:
Ps(f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,F)
Ofprr=minOfer < minOx# maxOx > maxdF+1<n
= pa(f,fres,fres, 1, mn,F,min,x,F+1)
Pretoze plati:
1)1<smx<F = 1<F
2)1l<mnsF = 1l<mn<F+1
3)ONA<i<F=fi<fn Ox>maxOx = fr Omax = fix
= 0)Ql<i<F=fisfn) Ofxsfr = )AL <i<F=fi<f)
O)l<i<F=fisf) Ofe<sfr = O)A<i<F+l=fi<fp)
4)0)Ll<isF=fi2fn) Ofprr=minOmin = f,,
= 0)1<isF=fiz2fny) Ofpir=fon = Q)AL <i<F+1= fi 2 finp)
5.) polozme z=F
mame: K mx<F = 1<F
frer=minOmin = fn= fre1 = fin
ONA <j<F=fj<fny) Ox# maxOdx > max
= 01 <j<F=fj<fn) Ox>max
ONA<j<F=fj<fm) Ox>maxOx = fr D max = fx
= O)A<j<F=fj<fmy) Ofmx<fe
= O)A=<j<F=fi<fp)
= O)A<j<F=fj#f)
= (O <j<F+10j#F = f£f)
= O)A<sj<F+r10j#F = (f # fe Ofjer # fn))
spolu: [1< F < F+1 0Of=fr Ofpe=fmn))
D@L sj<F+10j0{F}) = (i # fe Ofjra # fran))]
teda (Iz;) [L<zy < F+10f, = fe Of041= )
D@)A << F+10j 0{za) = (% fr Ofiea # )]
plati aj:
off, ) OF< nOmax = fx Omin =f,n Ox =0y, = fe O
lsmx<sFO@WO)(l<i<F=fisf)OlsmnsFOO)1<i<sF=fi>fy)
O (Cz1)(Lzo)... [(zy2) (L)L i<y = (1< 7 <FUOfz= fox Ufzie1 = frn))
O0O)(<j<FOjO0{z1,22...22}) = (fj# fox Ofjs1 Z fn))]
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Ofprr=minOfer<minOX# maxOx > maxdF+1<n

=

of, F) OF+1< nOx =fe Omin = fy Ofpe=fr O fre=fra

Ol<F<F+H100)(1<i<F+l=fi<fp

OlsmnsF+H10(0ON)A i< F+l= fi= 1)

O z) [(ON)(1<i<1= (1< 7z <F+10f=fmx Ofzie1=fr+1))

O(O)((L <] <F+10j O{z1) = (% fone Ofpes # )]

ato je verifik&né podmienka
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cestd3s5(z B do B hranami 3 a 6):

verifikatna podmienka:

ps(f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,F)

.o

....................................

.................................

....................................

.................................

.................................

..................................

.....................................

.....................................

(fyfF+l)fF+l)11F+11F!£+11X!F+1);
+ frer# min Ofeg < min Ox # maxOx > max [

L fefe L FF-1EXF);

cee

N feEminOfr<minOx# maxOx>maxOF<n

L (F e L E-LEXF):

Y

N fe#min Ofg <minOXx # maxdXx > max

F(fyLynl,FF-1y,xF);

cee

& YrZminOy; < minOx # max[x > max

(f,y1,y1,1,F,F-1,¥,x,F);

Y

& Y17 minOy; < minx # max

F(fyLynl,FF-1y,.XF);

Y

AYl;ﬁminDyli min

(f,y1,yn,1,F,mx,y,max,F);

Y

Aw#mmﬂwsmm

© (fynynl,F.mx,y,max,F); ¥ = min

A

* (f,yny1,0+1,F,mx,y,max,F); TRUE

4

* (f,yn,Y1,Y2+1,mn,mx,min,max,F); TRUE

4

* (f,ynY1,Y2,mn,mx,min,max,F); TRUE
A

“ (f,X,y1,Y2,mn,mx,min,max,F); TRUE
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OferrZmMinOferi<minOXx # maxOx > maxOF+1<n
= ps(f,fres,fren, 1,F+1,F i, X FHD)
Pretoze plati:
1)1<smx<F = 1<F
2)1<F = 1<F+1
3)ONA<i<F=fi<fn Ox>maxOx = fr Omax = fix
= O)1l<i<Fofisf) Ofx<fr = )1 <i<F=fisfp)
O)A<i<F=fisfp) Ofe<sfr = O)(1<i<F+l=fi<fp
4)0NA<isF=fi2fpny) Ofgra<minOmin = f,,
= 0)1<isF=fizfn) Ofn>fra = )AL <iSF= 12 frn)
O)A<isF=fiz2frp) Ofpn=fr = 0DA<i<F+1= 2 fry)
5.) polozme z=F
mame: K mx<F = 1<F
ONA <j<F=fj<fny) Ox# maxdx > max
= ()A<j<F=f<fn) Ox>max
ONA<j<F=fj<fm) Ox>maxOx = fr Dmax = fx
= O)A<sj<F=f<fmn) Ofnx<fe
= O)A=<j<F=fi<fp)
= O)A<j<F=fj#f)
= (O)A<j<F+L0j#F=f#f)
= O)A<j<F+10j# F= (fj # fr Ofjs1 Z frea))
spolu: [1< F < F+1 O fe=fr Ofpi=fri)
DO <)< F+10j O{F) = (# fr O # fea)]
teda (Iz;) [L< g < F+10f,1 = fr Of141= fri1))
D)@ <j<F+10j 0{za) = (% fr Ofies 2 fra))]
plati aj:
off, ) OF< nOmax = fx Omin =f,n Ox =0y, = fe O
lsmx<sFOWO)(l<i<F=fisf)OlsmnsFOO)1<i<sF=fi>fy)
O (Cz1)(Lzo)... [(zy2) (OD)(L i<y = (1< 7 <FUOfz= fix Ufzie1 = frn))
O0O)<j<FOjO{z1,22...22}) = (fj# fox Ofjs1 Z fn))]
OfprrZmin Ofppa <minOx # maxO x> maxOF+1<n
=
of, F) OF+1< nOX = fr Ofpeg = freg Ofpe=freg Ofpe=fra
O1l<F<F+H1O0N)A<i<F+tl=fi<fp
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O1<F+HI<s F+H10O0(0)(1<i < F+l= fi > fri)
O(Cze) [(O)(1<i<1= (1<z < F+10f;=fr Ofji1= fren)) O
O =j<F+10j 0{z1}) = (i # fr Ofier 2 fran))]

ato je verifik&na podmienka

» cestay (z bodu B do C):

* B ................................. (f, y2, F+1), F+1 >n
A
F=F+
g e A (f, Vo, F), F>n
" + oooooooooooooooooooooooooooooooooooo (f’ y2, F); TRUE
A
Z.=¥% :
: c ................................. (f’ Z, F), TRUE
STOP

verifikatna podmienka:

ps(f,X,y1,y2,mn,mx,min,max,FJ F+1 > n = vy (f,y,,F+1)
Pretoze plati:

1)F< nOF+1>n0On0ONUOFON = F=n= F+1=n+1

2.) za novy index mx vo vystupnej podmienke polezrivodné mx, podobne pre mn,

a pretoze F = n, mdZeme substitubmana miesto F
plati aj:
off, ) OF< nOmax = fx Omin =f,n Ox =0y, = fe O
l<smx<sFO@O)1l<i<F=fisf)OlsmnsFOO)1<i<sF=fi>fy)
O(Cz) (). () (ON(L<i<sy,= (17 <FOfs= finx Ofzie1= fron))
O0O)<j<FOjO{z1,22...22}) = (fj# fox Ofjs1 Z fn))]
OF+1>n
=
of, ) OF+1 =n+10(CmMx)[1<mx<nO0)(1 i< n= i < finy)]
OCmn[l<smnsnO@O)A<i<sn= fi =)
O (Cz)([z)...(C7y2) [(ON)A i<y, = (1< z < nOfs= frx Ofzis1= frn))
O@E)(A=<j<nUjO{z1,25...,.32}) = (fj 2 frx Ofjz1 Z fn))]



a to je verifik&na podmienka.

Ukazali sme platna'svSetkych verifikénych podmienok, pdé Floydovej vety je teda
programéiastatne spravny vziadom ko(f, F) ay(f, z, F).

3.3.2 Ukon €éenie

Krok 1: Deliaci bod: B, dobre zaloZzena mnoZaae mnoZzina prirodzenyeiselN

s prirodzenym usporiadanin

Krok 2: B-g(f, F)=F<n
Uké&zme, Ze glje “dobry” predikat:
Necha je cesta z prikazu START do bodu B.
>20F=1= F<n
o, F) On>20F=1= F<n
o(f, F) ORu(f, F) = as(fra(f, F))
Nechf je cesta z bodu B do Bibovd’nou z moznych ciest. Vidime, Ze:
Re(f, ..., F) = AOF+1<n, kde A sif'alSiecleny konjunkcie
re(f, ..., F) = (f, ..., F+1)
t..
F+1<n = F+1<n
F<nUOAUOF+1<n = F+1<n
g ..., OR«(, ..., F) = qg(f, ruoff, ..., F+1))

Krok3: B-uw(f,F)=n—-F
Ukazeme, Zeglje “dobra” funkcia:
Méame:
Re(f, ..., F) = AOF+1<n
re(f, ..., F) = (f, ..., F+1)
teda:
F<n = n-FON
gs(f, ..F) = w(f  _F)ON
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Krok4: Podmienky ukafenia:

Nechp je cesta z bodu B do Ribovd’nou z moznych ciest. Vidime, ze:
Re(f, ..., F) = AOF+1<n, kde A st zvySné&eny konjunkcie
re(f, ..., F) = (f, ..., F+1)

Ak nOZ, FOZ plati:

1>0
n-F+1>n-F
n-F>n-F-1
n-F>n-(F+1)
preto aj
F<nOAOF+1<n= n-F>n-(F+1)
gs(f ..., ) OAOF+1<n= uw(f ..., F) > w(f ..., F+1)
tj. gs(f, ..., F)ORs(f,..., F) = uws(f ..., F) > w(f rp(f, ..., F))

Pretoze podmienky ukdania su pravdive, pdid vety Floydovej uvedenej v X.Y vety
o metdde dobre zaloZzenych mnozin, programtkenhladom ko(f, F).



3.4 Druhy pristup
START

® A

(min, max, F) := (g, f1, 2)

®s

X =f
F:=

y

min

A 4

max =

) -

oc

A

—+@

. \ 4
min =

A

Ceo

(Y1,y2,F):=(,0,2

(L
X=Wy
y1 =1

C.—C




Krok 1: Deliace body: A, B, C, D, E

Kr ok 2:Induktivne podmienky k deliacim bodom:

A: vstupna podmp(f, F)

B: ps(f, X, min, max, F) =o(f, F) OF< n0
Cmn)[l<smn<FOO)1<i<F=fizfy)] O
(Omx)[l<mx<FO@O)(1<i<F=fi<f]

C: r(f, x, min, max, F) =o(f, F)OF = n + 100
(Omn)[l<mn<nO@)A<i<n=fizfyy)] O
Omx)[1<smx<nO@)A<i<n=fi <]

D: pD(f, x, min, max, F) =(f, F) OF< nO
(Cmn)[l<mn<nO)A<i<n=fizfyy)] O
(nx)[l<smx<nO@)A<si<n=fi<fy)] O
(Lz)(Uz2)...([(yo) [(U)(A i<y = (1= 2 <F-10f;= finx O fziea = frnn)) U
(O <) <F-10] O0{Z1.2232) = (% fone O fjea # )]

E: vystupna podny (f, z)

3.5 Porovnanie oboch postupov

1. pristup
Vyhody:
v' menSi poet ¢itani zo suboru (prechadzame nim len raz)
v" mensi celkovy p&et vykonanych prikazov vo vypte

v' pouzitény aj v pripade, Ze vstup (nemusivZdy len o subor) je
moznécitat’ len raz

Nevyhody:

menej prefadny

nara:nejSi na pochopenidovekom
nara:nejsi vzitadom k navrhnutiu
vela moznych vetveni v programe

D N N N NN

nara:nejSi dokaziastainej spravnosti
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2. pristup
Vyhody:
preffadnejSi a ndzornejBiildskému pofadu
jednoduchy a rychly navrh
Setricas programatora
menej moznych ciest vo vypie

D N N N NN

jednoduchsi a préhdnejSi dokaziastainej spravnosti

Nevyhody:
vacSi celkovy pdet vykonanych prikazov vo vypte
nutnécitat’ subor dvakrat

A N NI NN

nepouZzitény v pripade, Ze vstup je moZz&iéat’ len raz

Aky pristup zvolt, je takmer vzdy kompromisom. Okrem pripadov akprnB’ada’
minimum a maximum dvoma prechodmi — v prvom minimam druhom maximum, takyto
pristup je vaéSinou hnd mozné odmietniy nakdko nim neziskame &iale stracameas
dvojnasobnym p&iom vstupno-vystupnych operacii. Molimedzi tu uvedenymi dvomi
postupmi je uz zloZitejSie. Napr. ak mame k dispioziykonné pgitace a rychle vstupno-
vystupné operacie, ale chybaju nd&odské zdroje (programatori), zvolime druhy pristup,
v minulosti pri obmedzenych zdrojoch by sme vofikor prvy pristup. Najjednoduchsia
volba je v pripade, ak m6zme vstupom pidgm raz, vtedy je mozny iba prvy pristup.

Z hradiska dékazu spravno$ti nar@nejSi pristup ,v jednom prechode vsetko“, preto
sme aj tu detailne dokazovali spravhgzave takéhoto programu, aby bol ukazany ten
nara:nejsi dokaz.
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Zaver

Ukazali sme postup dokazovania spravnosti programmetdédou induktivnych
podmienok. Zarove sme ilustrovali tento postup na zlozitejSom pudklaktory by mal stat
k Uplnému pochopeniu matematického dékazu spravpiasiramu.

UzZ iba uveé’me odpove na nafastejSiu namietkwi nejde o zbytdny formalizmus.
Odpovael’ je, Ze na chapanie vyznamu takéhoto dokazovarmatjebné matematické videnie.
S matematickym myslenim sa da niefahko nahliadntinevyhnutnot podobnych dékazov,
ale aj r'ahko chapé cely dokaz atakisto postup programov, ktoré sudo&azovanie
navrhnuté. Nakoniec ako v inych oblastiach matdmailati, Ze bez pochopenia dékazu nie
je mozné porozumiecelej problematike, takisto pochopenie dokazowgmmov pomaha
porozumié priebehu vypétu a navrhu programov.
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