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Cielom tejto bakalarky je rozobratf rozne prvociselné testy a dokézat ich sprav-
nost. MnoZstvo z nich je v konetnej podobe jednoduchym algoritmom, ku kto-
rého zostrojeniu v8ak vedie dlha cesta v podobe netrividlneho matematického
dokazu. Zameral som sa na niektoré testy, pri€om tieto testy maja rozli¢né
vlastnosti a aj ich podstata je rozna. V praci sme tiez popisali rozne druhy
pseudoprvodisel, pre ktoré su jednotlivé testy uréené. V tejto bakalarskej praci
som sa venoval pravdepodobnostnym testom (Rabin-Millerov test, pravdepo-
dobnostny pseudoprvoéiselny test), dalej som rozobral testy pre rozne druhy
Cisel §pecidlneho tvaru (Pepinov test a Lucas-Lehmerov test), ukazal som vak
aj moznost postupného zlepsovania testov (test pre Lucasove pseudoprvoéisla a
Frobeniove pseudoprvocisla). V praci je mnoZstvo roznych viet a tvrdeni, ktoré
st zakladom pre jednotlivé testy, vysvetlenych a dokdzanych tak, aby mohol byt
tento text napomocny aj pre samostudujucich nad§encov, ktorych zaujala tato
vzru§ujica oblast matematiky.

KLUCOVE SLOVA: prvocisla, pseudoprvocisla, testy na overovanie pseudopr-
vod&isel, Lucasova postupnost, Mal4 Fermatova veta, zvyskové triedy, pravdepo-
dobnostny test, Frobeniov automorfizmus
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Uvod

Prvocisla, teda ¢isla, ktoré sa delitelné iba jednotkou a sebou, ocarovali l'udi uz
od matematického praveku. UZ staroveki Gréci sa snazili zistit o nich ¢o najviac
informécii a Studovali prvociselné vlastnosti. Uz okolo roku 300 pred Kristom
dokézal Euklid, ze takychto tajomnych ¢isel je nekoneéne vela. Prvocisla boli,
st a vzdy aj budid fascinujucim objektom zaujmu mnohych vyznamnych ma-
tematikov. Stoja v strede najrozli¢nejsich matematickych disciplin a napriek
tomu, %e im boli venovana nekon¢iaca sa pozornost, este stale je mnozstvo otvo-
renych otazok savisiacich s prvodislami. Samotné prvodisla maju viak aj velké
praktické vyuZitie, v sifasnom technologickom svete st prave oni tym pravym
klicom ku kryptografii, kryptologii a kodovaniu.

Casom sa viak Tudia zacali sami seba pytat, aké najvacsie prvocislo s schop-
ni vyprodukovat. Znama je iniciativa istej americkej spolo¢nosti, ktora za obja-
venie doteraz najdlhg&ieho objaveného prvodisla ponika odmenu 100 tisic dola-
rov. Ludia v snahe rozhodnit, & je nejaké &slo aj prvodislom, zadali vymyslat
rozne testy, ktorymi priamo nedokézali prvociselnost daného ¢&isla, vdaka ta-
kymto testom sa vSak velakrat dokézalo prave to, Ze dané ¢islo prvocislom nie
je. Pri takomto vymyglani sa zistilo a dokdzalo aj mnoho inych veci, ktoré
pomohli k rozvoju d'algich a d'alsich oblasti matematiky.

Prave tejto oblasti sa tyka moja bakalarska prica. Rozobera a dokazuje
rozne tzv. prvociselné testy, ktoré davnejsie alebo nie az tak davno vymysleli
rozni slavni matematici a informatici. Testy vychadzaju z toho, Ze ak je dané
¢islo prvodislom, plati pre neho nejakd dokdzatelna vlastnost. Teda ak nejaké
¢islo tuto vlastnost nemé, mozeme o hom s urcitostou tvrdit, Ze prvocislom
nie je. Danua vlastnost vak mozu mat aj zloZzené Cisla, preto sa tieto testy
snaZia najst ¢o najoptimalnejsiu vlastnost pre prvocisla. Toto je zakladom pre
tzv. testovanie prvociselnosti. Naproti tomu stoji d'alsia rodina testov, tzv.
pravdepodobnostné testy. Tie tiez povedia o danom ¢&isle, ¢i je prvocislom alebo
zlozenym ¢islom, mylia sa v8ak s istou pravdepodobnostou, ktoré je v§ak mensia
ako 1/2. Preto pri ich dostato¢nom opakovani mozeme takmer s istotou tvrdit,
ze ak dané Cislo preslo cez vSetky testy, jedna sa o prvoéislo.

V jednotlivych kapitolach rozoberam rozne testy, ktoré vychadzaja z réznych
matematickych viet a réoznych vlastnosti prvocisel. Niektoré z tychto testov
dopomohli objavit obrovské prvoécisla, iné nemali velki Zivotnost. Samotné
testy nie st vacsinou komplikované, za nimi vSak stoji mnozstvo matematickych
viet a tvrdeni. Prave o takéto rozbitie a rozanalyzovanie tychto testov som sa
pokusal v tejto praci. Zékladnym pramenom bola pre mna kniha od autorov
Crandalla a Pomeranca Prime Numbers, a Computational Perspective. Tuto
naro¢nym §tylom pisand knihu sme vyuzili ako zdroj mnohych poznatkov, ktoré
sme sa snazili podat zrozumitelnym Stylom.



Kapitola 1

Zakladné pojmy a definicie

1.1 Zakladné definicie vyuzivané v d’alSej casti

Definicia 1.1.1 (Lucasove postupnosti). Majme Tubovolné a,b € Z. Lucasove
postupnosti U; a V; st postupnosti rekurentne dané nasledovne:

Uj(a,b) = an,l(a, b) — ij,g(a, b) (11)
Vj(a,b) = aVj-i(a,b) = bVj—2(a,b),

kderz(),Ul:l,Vo:Z,Vlza.

7 predpisu je jasné, ze obe postupnosti zavisia od premennych a a b. V
d'algej Casti preto nebudeme vypisovat Uj(a,b), resp. Vj(a,b), ale iba skratena
formu Uy, reps. V;.

Definicia 1.1.2 (Kvadratické zvysky). Nech n t ¢. Potom sa ¢islo ¢ nazyva
kvadraticky zvysok (mod n), ak existuje také x € Z, 7e 22 = q (mod n). V
opacnom pripade hovorime, Ze ¢ je kvadraticky nezvysok (mod n).

My budeme pouZivat aj strucnejsi zdpis: ¢Rn znamena, Ze q je kvadraticky
zvy3ok modulo n a ¢Rn znamené, Ze q je kvadraticky nezvySok modulo n.

Definicia 1.1.3 (Legendrov symbol). Ak p je prvoéislo a a je celé &islo, tak

Legendrov symbol (%) definujeme nasledovne:

“ 1 ak aRp,

() =< —1 ak aRp,

p 0 ak p|a.
Definicia 1.1.4 (Eulerova funkcia). Nech m € N. Ako ¢(m) oznalime pocet
¢isel z mnoziny {1,2,...,m } nestdelitelnych s m. Funkciu ¢ nazyvame Eulerova

funkciall]

!Leonhard Paul Euler (15. aprila 1707 - 18. septembra 1783) bol §vaj¢iarsky matematik a
fyzik, ktory stravil va¢sinu svojho zZivota v Rusku a Nemecku. Euler bol vyznamnym vedcom
svojej doby, ktory sa zaoberal roznymi oblastami matematiky a fyziky, napr. teoériou grafov.
Zaviedol mnozZstvo matematickych znakov, oznaeni pre rézne funkcie a vela pojmov zo sii-
Casnej matematickej terminolégie sa tiez objavilo prave v jeho dielach. Je znama jeho praca
v oblastiach mechaniky, dynamiky, optiky a astronémie. Tzv. Eulerova kon§tanta nesie prave
jeho meno.
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Definicia 1.1.5. Funkcia o v poli Fj2, ktorad kazdému prvku z pola priradi
jeho p-tu mocninu, sa nazyva Frobeniovﬂ automorfizmus.

1.2 Niektoré vety vyuzivané v d’alSich kapitolach

1.2.1 Teobria cisel
Veta 1.2.1 (Gaussov zakon kvadratickej reciprocity, [B]). Ak p a q sd rozne

nepdrne prvocisla, tak
(5) (Z) = (~1)P~D0D/4, (1.2)

Predchadzajuca veta je dost dolezita v teorii isel. Ako zaujimavost moZeme
spomenut, Ze je znamych cez 200 dokazov tejto vety. E]

0

Lema 1.2.1. Nech p je prvocislo a nech 1 <i < p. Potom p| (), ¢ize (%)
(mod p).

Doékaz. Kombinatoricky vyznam matematického zapisu (f) hovori, Ze ide o po-
¢et i-prvkovych podmnozin z n-prvkovej mnoziny. Z toho jasne vidno, Ze (f) je
celé ¢islo. Jeho presné vyjadrenie (¢i uz podla definicie alebo z kombinatorického

vyznamu) je
p\_pp-1...(p-itl)
7 1.2....4

U% z rozpisaného &isla (?) vidno, ze Citatel obsahuje vo svojom kanonickom roz-
klade na prvocisla aj p. Naopak, menovatel p neobsahuje, pretoze v menovateli
st v8etky ¢isla mensie ako prvoéislo p a nijakym stc¢inom dvoch &isel nedosta-
neme prvodislo (samozrejme okrem si¢inu samotného prvoéisla s jednotkou). Z
toho vyplyva, ze dané celé ¢islo (’:) je delitelné prvocislom p. O

Veta 1.2.2. Nech p je prvocislo. Potom
a? =a (mod p)

Dékaz. Pre l'ubovoIné prvocislo mézeme pisat, ze (—a)? = —aP (mod p), preto-
7e (—a)? = (—1)P(a)? a ak je p neparne, tak sa vyraz rovna —a?. Ak je naopak
parne (Cize 2), potom —z = x (mod 2). Z tohto vyplyva, Ze nam stadi overit
dant kongruenciu pre a > 0. Kongruenciu dokdZzeme matematickou indukciou.
Uvedena kongruencia zjavne plati pre a = 0 a a = 1 (béza indukcie). Nech pre a
plati, ze a? = a (mod p). My dokiZeme uvedend kongruenciu aj pre a + 1, &m
na zaklade principu matematickej indukcie vetu dokéZzeme. Z binomickej vety
plati, ze (a +1)? = 37 (?)a’. Vyuzitim lemy dostavame nasledovné:
(a—i—l)pza”—i—lga—kl (mod p).

2Ferdinand Georg Frobenius (26. oktobra 1849 - 3. augusta 1917) bol nemeckym matema-
tikom, zndmy najmi svojim prinosom v oblasti diferencialnych rovnic a teoérie grup. Narodil
sa na predmesti Berlina, vystudoval Berlinsku univerzitu. Niekolko rokov vyucoval v rodnom
Berline, potom v8ak odiSiel do Svajéiarska7 kde bol uc¢itelom na Polytechnickej univerzite. V
roku 1893 sa vratil do Berlina a stal sa ¢lenom Pruskej akadémie vied.

3Presne 224 roznych dékazov od rozli¢nych matematikov, ktori ttto vetu dokazovali uz od
roku 1788, je popisanych na stranke www.rzuser.uni-heidelberg.de/ hb3/fchrono.html. Dost
vel'a roznych dokazov je tiez spisanych v [LJ].
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O

Nasledujuca veta sa da chapat ako dosledok predchadzajucej vety, no je aj
mnoho inych sposobov, ako ju dokazat.

Veta 1.2.3 (Mala Fermatova veta). Nech p je prvocislo a nech a je celé ¢islo
také, Ze pta. Potom
a?"' =1 (mod p). (1.3)

Veta 1.2.4 (Eulerova veta). Nech a,n € N s také cisla, Ze (a,n) = 1. Potom
a?™ =1 (mod n).

Symbol ¢(n) v tejto vete je Eulerova funkcia zadefinovana v definicii [1.1.4]
Dokaz tejto vety tu nebudem uvadzat, nakolko jej dokaz mozno najst v [S2] a
samotny dokaz ani nie je cielom tejto prace.

Veta 1.2.5 (Eulerovo kritérium). Nech p > 2 je prvocislo. Potom pre vietky n
plati

(Z) =n®=D/2 (mod p). (1.4)

Dokaz tejto vety sa nachddza v knihe [S2] Veta 4.2.3].
Veta 1.2.6. Nech p > 2 je prvocislo. Potom

(3)-cr

Teda 2 je kvadraticky zvysSok pre prvocisla tvaru 8k + 1 a kvadraticky nezvySok
pre prvocisla tvaru 8k + SEI

Veta 1.2.7 (Cinska veta o zvySkoch). Nech mqi,ma,...,m, st po dvoch nesi-
delitelné ¢isla. Nech by, bs, ..., b, € Z. Potom systém kongruencii
x=b; (mod my)

x=by (mod my)

z=b, (modm,)

md prdve jedno rieSenie modulo mims ... m, (¢iZe existuje prdve jedno x €
{0,1,...,mq...m, — 1} vyhovujice vSetkgm uvedenym kongruencicim)
Veta 1.2.8 (Bézoutova identita). Nech a,b € Z, aspofi jedno z nich je nenulové.
Nech d = NSD (a,b). Potom existuju ¢isla u,v € Z také, Ze d = au+bv. Navyse
d je najmengie prirodzené cislo, ktoré sa dd zapisat takymto spésobomﬂ
Veta 1.2.9. Kongruencia
ar =b (mod n) (1.5)

md riesenie prive vtedy, ked d | b, kde d = NSD(a,n).

Navyse, ak kongruencia (L.3) md rieSenie, tak pocet (navzdjom nekongru-
entnyjch) rieseni je d.

4Dokaz tejto vety najdete v [S2, Tvrdenie 4.2.8].

5Dokaz tejto vety sa da najst napr. v [S2, Veta 3.1.18].

6Dokaz tejto vety nie je velmi zlozity, ale uvadzat ho tu nebudeme. Citatel si ho v pripade
zaujmu moze pozriet v [S2 Veta 2.1.7].
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Pekny dokaz tejto vety sa uvadza v [S2), Veta 3.1.16].
Veta 1.2.10. Nech n = p{*'...py* je kanonicky rozklad ¢isla n. Potom

k k

o(m) = [T — o) =m0 - L.

i=1 i=1 Di

Jeden zo sposobov, ako dokizat danu vetu, je pouZit princip zapojenia a
vypojenia.

Tvrdenie 1.2.1. Pre Legendrove symboly platia nasledugice Uzt’ahgﬂ:
aby _ (%) b\ (e _,
n) \n/\n) \n)

1.2.2 Algebra a tedria poli

Lema 1.2.2. Nech F je pole a F' je jeho nadpole. Nech f(x) € Flx]. Potom
¢ € F' je korefiom f(x) prive vtedy, ked x — ¢ | f(z) v F'[z], t.j. ezistuje
polyném g(x) taky, Ze f(x) = g(x)(x — ¢) .

Lema 1.2.3. Nech F je pole a f(x) € F[z] je polynom stupiia 2 alebo 3. Poly-
nom f(x) je ireducibilng prdive vtedy, ked f(x) nemd koreni v F.

Dékaz. Ak by sme cheeli rozloZitf polyném stuptia 2 alebo 3 rozlozit na sudin
polynémov nizgich stupiiov, urcite sa tam vyskytne aj minimélne jeden polyném
stuphna 1. Ako vSak vidno podla lemy takyto polyném stupiia 1 by musel
obsahovat koreii. Ten v8ak podla predpokladov lemy neméme, teda polyném
f(x) musi byt ireducibilny. O

Veta 1.2.11. Ak f : G — H je surjektivny homomorfizmus okruhov, tak okruh
H je izomorfny s faktoroviym okruhom G/ XKer f.

Tuto vetu uvadzame bez dokazu, nakol'ko jej dokaz je v [S1] dosledne popi-
sany a pri jej dokazovani by sme museli vyslovit a dokdzat d'alsie potrebné vety
a lemy, ¢o nie je ulohou tejto price.

Veta 1.2.12. Redukované zvyskové triedy Z;, t.j. pre dané n vsetky zvyskové
triedy, ktoré su s n nesddelitelheﬂ tvoria vzhladom na ndsobenie so zvyskom ©
grupu.

Dokaz. Overme najprv, ¢i je v Z} operdcia ® bindrnou operaciou. Ak méame k, !
také, ze NSD(k,n) =1 a NSD (I,n) = 1, potom NSD(k.[,n) =1 = NSD(k ®
I,n) = 1. Z tohto vyplyva, Ze ©® je v Z} naozaj binarnou operaciou.

Asociativnost operacie ® v Z; plati, pretoze ® je asociativna operacia aj
napr. v Z.

Neutralny prvok vzhladom na nasobenie, a teda aj na nasobenie so zvySkom
© je ¢islo 1. Kedze NSD(1,n) = 1, patri ¢islo 1 do Z7.

Poslednou podmienkou, ktord musime overit, aby sme mohli tvrdit, ze (Z}, ®)
je grupa, je ukdzat existenciu inverzného prvku pre Iubovolny prvok € Z; vzhla-
dom na néasobenie so zvySkom ©. Na ziklade Bézoutovej identity existuju

7[KLS), Veta 2.30]
8Dokaz tejto vety a tiez dalgie veci z tedrie poli st v skriptach [S1]
9Mozeme to zapisal takto: Z% = {1 < m < n;NSD (m,n) = 1}
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také celé cisla u,v, ze pre nestudelitelné m,n plati u.m + v.n = 1. To mobze-
me napisat aj takto v ® m = 1. Také u musi navySe patrit do Z}, pretoze v
opa¢nom pripade by sa NSD(u ® m,n) nemohlo rovnat 1. To preto, lebo nech
u & Z¥ = NSD(u ® m,n) = z > 1. Predchadzajica implikacia je zrejma po
rozpisani danej situacie: v @ m = m.u — t.n a nech z = NSD (u,n). Potom
pre nejaké o,p plati u @ m = m.o.z — t.p.z = z(m.o — t.p) = NSD(u ® m,n) =
miniméalne z. O

Veta 1.2.13. Pre lubovolné nepdrne prvocéislo p a lubovolné prirodzené ¢&islo j
plati, Ze grupa ij redukovangjch zvyskovijch tried (mod p?) je cyklickd, pricom

rdd grupy je p’~'(p — 1).

Dokaz tejto vety tiez neuvadzame, je vak spominand v réznych ucebniciach
elementarnej teorie ¢isel, napr. aj v [CPL Veta 2.2.5, ¢ast 6].

Tvrdenie 1.2.2. Ak p je ireducibilng prvok v okruhu hlavnijch idedlov R, potom
(p) je prvoidedl.

Tvrdenie 1.2.3. Ak I = (m) je prvoidedl v okruhu hlavngch idedlov R, tak I
je maximdlny.

Lema 1.2.4 (Veta o Frobeniovom automorfizme). Frobeniov automorfizmus o
(Definicia m v poli F2 je homomorﬁzmomm a navyse plati, Ze o(u) = u
prdve vtedy, ked' w € Z,,.

Dokaz.
o:x— xP

Binomicka veta funguje aj v poli, takze

ou+v)=(u+v)? = i <Z) ukvP=F.

k=0

Podla lemy sa ale tato suma rovnd u? + v? = o(u) + o(v).
o(uv) = (uv)? = uPovP = o(u)o(v).
Pri dokazovani posledného tvrdenia musime dokézat dve implikacie:
7« Tato implikacia vyplyva priamo z vety
7= Rovnica uP — v = 0 ma maximélne p korefiov. My sme vSak uz danych p
koreniov nali. Sd to préve u € Z,. TakZe aj tato implikicia je pravdiva. O

Lema 1.2.5. Ak nejaké u je korefiom rovnice a,z"+...+a1x+ag = 0, pricom
Qn, ..., 00 € Ly, tak potom obraz prvku uw vo Frobeniovom automorfizme o(u) je
tieZ korefiom danej rovnice.

Dokaz. Nech a,u”™ + ...+ au+ag =0, an,...,a0 € Zp.
KedZe sa jedna o homomorfizmus, pouzitim jeho vlastnosti (ktoré sme si ukézali
a dokézali v predoslej leme [1.2.4) dostédvame nasledovné:

ano(u)" + ...+ ajo(u) +ag =0.

OTeda o(u+v) = o(u) + o(v) a o(uwv) = o(u)o(v)
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Tato lema nam vlastne hovori, Ze obraz koreia nejakého polynému zo Zj[z]
vo Frobeniovom automorfizme je opat koretiom.
7 oboch vyslovenych tvrdeni teda dostavame nasledujuci doésledok:

Dosledok 1.2.1. Aj je nejaké u korefiom rovnice a,x™ + ... + a1z + ap =
0, an,...,a0 € Zy, a u ¢ Zyp, tak potom ho o(u) zobrazi na nejoky iny korer,
ktory tieZ nie je z pola Z,.

1.3 Lucasove postupnosti

Lucasove postupnosti st linedrne homogénne rekurencie druhého radu, pre
ktoré je znama rozsiahla tedria a venovala i venuje sa im vel'ka pozornost mate-
matikov. Tieto postupnosti maji vela prekvapivych vlastnosti a vela aplikacii.
St pomenované po francizskom matematikovi Edouardovi Lucasovi ktory
je zndmy najmi pre velky prinos pri vyrieSeni explicitného vyjadrenia n-tého
¢lena Fibonacciho postupnosti a d'alsich problémov savisiacich s Fibonacciho
postupnostou. Prave tato, ale napr. aj Pellova, ¢ Jacobsthalova postupnost st
iba konkrétnym pripadom Lucasovej postupnosti.

Da sa Tahko explicitne vyjadrif n-ty ¢len tejto Lucasovej postupnosti. To
aj spravime, v dalSej Casti si tiez ukdzeme niekolko vysledkov, ktoré platia pre
Lucasovu postupnost .

Pozrime sa, ako stuvisia korene polynému f(z) = x

postupnostami (1.1).

Veta 1.3.1. Majme polyndm f(x) = x* — ax + b, ktory md korene v1 a ps (to
znamend, Ze pre dané korene 1,2 plati o1 + w2 = a a zdrover p1ps = b).
Potom postupnosti (p1)"™ a (p2)™ vyhovuji uvedenej Lucasovej rekurencii (1.1).

2 —ax + b s Lucasovymi

2

Dokaz. Majme Lucasovu postupnost Uy, 1o —alU,+1 +bU, = 0 a nech p; a py st
korene rovnice f(z) = 2? — az + b. Dosadme hociktory z tychto dvoch korefiov
do nagej rekurencie:

1" —ap" T+ b1 = @1 (] — a1 +b)

Ako jasne vidno, vyraz v zatvorke je vlastne polyném f(x) v premennej o1,
ktora je korefiom tohto polynému, takze cely vyraz sa rovna nule. O

Rovnakym spdsobom, by sme vetu dokazali aj pre druhy koreii daného po-
lynému. Vidime teda, Ze oba korene v prislu$nej mocnine vyhovuja danej Lu-
casovej rekurencii. Ich linedArna kombinacia (a tiez Iubovolna in4 kombinacia
¢lenov vyhovujucich rekurencii) opéf vyhovuje Lucasovej rekurencii:

Tvrdenie 1.3.1. Ak nejaké o7 a ©f vyhovuji uvedenej Lucasovej postupnosti
(1.1), potom aj ich “linedrna kombindcia” vyhovuje danej postupnosti.

Dokaz.

n+2 n+1

+ g ?) — a1 + aaph ) + blarpr™ + agpe™) =
= plon (97 — a1 + b) +5 s (05 — aps + b) = 0.
— —
0 0

(041@1

MU Frangois Edouard Anatole Lucas (4. aprila 1842 - 3. okt6bra 1891) studoval na parizskej
univerzite Ecole Normale Supérieure. Isty Cas pracoval v parizskom observatériu, neskor sa
stal profesorom matematiky a vyucoval v Parizi. Nejakt dobu pracoval aj pre armadu.
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O

Dostali sme teda, ze n-ty ¢len (pre Uj;,V;) mozeme vyjadrit ako aq(¢1)” +
as(p2)™. Podla zadiatoénych podmienok doratame nezndme oy a ag pre obe
Lucasove postupnosti.

Dostavame stistavu rovnic (sposob vypoctu si tentokrat ukaZeme pre postup-
nost V; - pre U; by bol postup podobny):

ay+ag =2

a1p1 + g = a, pricom a = @1 + P2

Z toho uz l'ahko doratame hodnoty a; a s, priom nam vyjde a; = as =1
a teda postupnost V,, mozeme explicitne vyjadrit ako

Vo =1 +¢3. (1.6)
Rovnako Tahko sa d4 vyjadrit aj postupnost U,:
)

U, ="1-*2 1.7
— (1.7)



Kapitola 2

Fermatove pseudoprvodisla

2.1 Pseudoprvocdisla

UvaZujme nejakd matematickt vetu alebo tvrdenie pre prvocisla: ”Ak je ¢islo
n prvodislo, potom pre neho plati vlastnost S”. Vlastnost S je pritom Tahko
overitelna, t.j. pre dané ¢islo n vieme rychlo overit (napr. v rozumnom polyno-
mialnom ¢ase), ¢i dana vlastnost ma. Vlastnost S je teda nutnou podmienkou
pre to, aby bolo dané ¢islo n prvocislom. Ak n dant vlastnost nemé, mozeme
80 stopercentnou istotou tvrdit, Ze n nie je prvocislo. V opafnom pripade, ak
n dana vlastnost S mé, nemoézeme tvrdit prakticky ni¢. Vlastnost S je totiz
iba nutnou podmienkou pre prvociselnost ¢isla n, nie v8ak postacujucou pod-
mienkou, teda ju moézu mat aj niektoré zloZené ¢isla. V suvislosti s takymito
nutnymi podmienkami pre prvociselnost hovorime o tzv. S-pseudoprvoéislach,
pri¢om tato trieda ¢isel v sebe obsahuje vietky prvoéisla, no ako "odpad” moéze
obsahovat aj zlozené ¢isla. Nagou tulohou teda je najst taka vlastnost S, ktora
je na jednej strane lahko overiteln4, no na druhej je trieda S-pseudoprvoéisel
¢o najmensia, teda popri prvocislach obsahuje ¢o najmenej zlozenych ¢isel.

Jednym z prikladov takej "prvoéiselnej vety” je nasledovné velmi trividlne
tvrdenie: Ak je &slo n prvocislom, potom je n dvojka alebo neparne ¢islo.
Vidime, Ze tato vlastnost je trividlne overitelna (v konstantnom ase), nehovori
nam vsak vela o tom, ¢ je dané ¢islo prvocislo alebo zloZené &islo, nakolko v
tejto triede je velké mnoZstvo (nekone¢ne vela) zloZenych Cisel. Preto nejaky
test vyuzivajuci toto tvrdenie nie je vel'mi efektivny.

2.2 Fermatove pseudoprvocdisla

Vieme velmi rychlo vypoéitat hodnotu vyrazu a® (mod n) a tento poznatok
sa vyuZziva v mnohych algoritmoch v teoérii ¢isel. Celkovo sa pri overovani, ¢i v
pripade nejakého ¢isla ide o prvocislo alebo zlozené ¢islo, vyuziva v hojnom pocte
poditanie mocnin v zvySkovej aritmetike. Velmi vela akychsi prvociselnych
testov vyuziva tieZ vetu, ktort sme si uz uviedli v zozname na zafiatku tejto
prace. Je to veta ktora hovori, ze ak je n prvoécislo, potom plati

n

a”=a (mod n). (2.1)
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Ak su ¢isla a,n nesidelitelné, potom navySe plati Malad Fermatova veta[1.2.3
a"''=1 (mod n). (2.2)

Na zéklade vztahu (2.1)) mozem zadefinovat triedu &isel, ktoré spliiaju zavery

vety [L.2.2}

Definicia 2.2.1. Tubovolné &slo n nazveme Fermatovijm pseudoprvocislom pri
zéklade a, ak splha podmienku (2.1).

Teda napr. n = 91 je Fermatovym pseudoprvoéislom pri zaklade 3, pretoze
plati, ze 31 = 3 (mod 91). Rovnako tak plati, Ze ¢islo 341 je Fermatovym
pseudoprvocislom pri zaklade 2. Pri nagich tvahach neberieme zdklad a = 1,
pretoze veta [1.2.2] je v takom pripade splnena pre I'ubovolné &islo. Preto pred-
pokladame, Ze a > 1.

Nasledujuca veta, ktord si uvedieme bez doékazu, hovori o vzfahu medzi
poctom prvocisel a zlozenych ¢isel, ktoré st zarovein Fermatovymi pseudoprvo-
¢islami.

Veta 2.2.1. Pre kazdé pevné a > 2 oznaéme 7(x) pocet zloZenijch cisel men-
Sich alebo rovngjch ako x, ktoré su zdroveni Fermatovymi pseudoprvocislami pri
zdklade a. Potom lim,_ . 7(x) = o(n(x)), pricom w(x) oznacuje pocet prvocisel
mensich ako x.

Vidime teda, Ze pocet zloZenych pseudoprvocisel pri zaklade a je mensi nez
pocet prvociselnych pseudoprvoéisel pri zaklade a (kedZe kazdé prvocislo je pri
T'ubovolnom zaklade Fermatovym pseudoprvocislom), teda tento test ma svoju
opodstatnenost.

Ekvivalent predchadzajicej vety dokazal pre pseudoprvoéisla zadefinované
sposobom uz v roku 1950 madarsky matematik P4l Erdds. Pre Fermatove
pseudoprvoéisla zadefinované sposobom to dokazal az v roku 1997 Li.

2.3 Pravdepodobnostné pseudoprvocisla

Este jedno obmedzenie zakladu a si mézeme dovolit v pripade podmienky (2.2).
Pre a = n— 1 totiZz podmienka plati pre l'ubovolné neparne ¢islo, teda nam vela
o tom, ¢i nejaké ¢islo je prvocislo alebo zlozené ¢islo, nepovie.

Definicia 2.3.1. Ak nejaka dvojica ¢isel n,a, pricom 1 < a < n — 1, splia
podmienky Malej Fermatovej vety potom hovorime, Ze n je pravdepodob-
nostné pseudoprvocislo pri zaklade a.

Ak je nejaké ¢islo n prvocislo, potom mozeme hned tvrdit, Ze je pravde-
podobnostné pseudoprvodislo pri Tubovolnom zaklade. Ako sa ukézalo vo vete
pocet zlozenych pseudoprvodisel je mensi neZ podet prvodiselnych prvodi-
sel, teda nasledujici test mé ozajstné opodstatnenie:

Algoritmus 2.3.1 (Pravdepodobnostny pseudoprvoéiselny test).

1. Vypocitaj dant mocninu
b=a""' (mod n)
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2. Vrat vysledok
if (b == 1) return "n je pravdepodobnostné pseudoprvocislo pri zaklade
a”’ else return "n je zloZené ¢islo”

Aj ked je predchadzajuci test potencidlne dobry, v nasledujucej vete si do-
kazeme, ze pre Tubovolny zaklad existuje nekonecne vela zloZenych pseudopr-
vocisel.

Veta 2.3.1. Pre lubovolné a > 2 existuje nekonecéne vela Fermatovijch (rovnako
tak pravdepodobnosingch) zloZengch pseudoprvocisel pri zdklade a.

Dokaz. Ukazeme, ze pre lubovolny zaklad a a l'ubovolné nepérne prvoéislo p,
pre ktoré plati, ze p { a®> — 1 je ¢islo n = (a?” — 1)/(a® — 1) zloZenym pse-
udoprvodislom pri zéklade a. Ako prva skutocnost ukaZzeme, Ze n je zlozené
¢islo:
a® -1 a?P—1aP+1
a2—1 a—-1"a+1"
Z toho, 7e p je neparne vyplyva, zZe zlomky vystupujice v predchadzajicom
vyraze su celé ¢isla (na zaklade poznatkov o moZnosti rozloZenia vyrazov A”—B™
a A™ 4+ B™ pre n neparne).

Na zaklade vety plati, 7ze a®” = a? (mod p). Z toho vyplyva, Ze p deli

vyraz a?’ — a?. V predpokladoch vety mame, 7e p { a® — 1, z ¢oho vyplyva,
a’?—1—a?+1 _ a*’—q?

a’—1 - a’-1
n — 1, po predelenf dostaneme, ze n —1 =a? 2 +a? 4+ ... +4% Tedan—1
sme dostali ako siifet parneho po¢tu vyrazov rovnakej parity = n — 1 je parne
¢islo, teda 2 | n — 1. Dostali sme teda, 7e 2p | n — 1 a teda a®? — 1 je delitelom
a1 —1. To preto, lebon—1=2pl,l e Naa" ' —1=(a?’)! -1 = (a®’ - 1).Q,
pri¢om @ je prirodzené ¢islo, ktorého hodnota nas v8ak momentalne nezaujima.
Méame viak tiez, ze a®® — 1 = n.(a? — 1), teda n je delitelom a? — 1. Cislo n je
teda delitelom a™~ ! — 1 a zaver Malej Fermatovej vety Cize aj vety
je splneny. O

n =

7e p | n—1. To preto, lebon — 1 = . Ked si rozpiseme




Kapitola 3

Rabin-Millerov test

V nasledujicej kapitole si ukdZeme jeden z tzv. pravdepodobnostnych algorit-
mov, ktory nam povie, & je dané ¢islo pseudoprvoéislom (teda & splha vlast-
nosti, ktoré uréite spliiaju aj prvocisla) alebo je zlozenym é&islom. Ide o tzv.
Miller-Rabinov test. Ten mé& nasledujiice vlastnosti:

V pripade, Ze tento test “neprejde” (test skon&i s odpovedou, Ze nejde o
pseudoprvodislo), so stopercentou istotou vieme povedat, Ze pre dané ¢islo ide
o zlozené &islo.

Ak test “prejde”’ (test uvedie ano, teda €islo je pseudoprvocislo), mozem o
danom ¢isle tvrdit, Ze je prvocislo iba s istou pravdepodobnostou.

Skasme predpokladat, ze Miller-Rabinov test sa pri druhom pripade pomyli
(teda zlozené ¢islo priradi ku pseudoprvoéislam) s pravdepodobnostou mensou
ako 1/2. Potom opakovanim tohto testu mozeme dostat tvrdenie, ze dané &islo
je prvodislo (ak test ani raz neodpovie “nie”) s l'ubovolne malou pravdepodob-
nostou. Prave toto bude hlavnym cielom kapitoly - dokazat, ze Miller-Rabinov
test sa pri svojom tvrdeni, Ze dané ¢islo je prvocislo, myli iba s malou pravde-
podobnostou. V takom pripade by sme teoreticky po nekoneéne vela iteraciach
mohli dané ¢islo, v pripade, Ze test stale ukdzal hodnotu “4no”, vyhlésit za pr-
vodislo. Ako dany test funguje a kde je vlastne skryta jeho pravdepodobnostn4
podstata, ukidzeme si v dalsej Casti.

3.1 Silné pseudoprvodisla

Na zaciatok si ukdZeme pozmenend verziu Malej Fermatovej vety

Veta 3.1.1. Nech n je nepdrne prvocislo. Zapisme n — 1 = 25t, kde t uZ je
nepdrne Cislo. Ak nejaké a nie je delitelné n, potom plati

{ buda' =1 (mod n)

24t

3.1
alebo n*t = —1 (mod n) pre nejaké i, pricom 0 <i<s—1. (3.1)

Dékaz. Na dokaz tohto tvrdenia nam poslazi Mala Fermatova veta a fakt,
7e pre neparne prvocislo n st jedinymi riefeniami rovnice 22 =1 (mod n) v Z,
¢isla x = &1 (mod n). To preto, lebo rovnicu 22 = 1 si mézeme prepisat ako
22—1=(z—1)(z+1) =0. v poli Z,, vzhladom na nésobenie nemame delitelov
nuly, teda (z — 1)(z+1)=0=2z=1Vz=—-L

12
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Intuitivne je dané veta jasna, my si ju vSak dokdZeme napr. sporom. Ak
by totiZ neplatila prva podmienka, teda a® # 1 (mod n) a ani druha, teda
n?t # —1 (mod n) pre ziadne i, pricom 0 < i < s — 1, potom by podla
vysloveného tvrdenia, 7e jedinymi rieSeniami rovnice 22 = 1 (mod n) v Z,, st
gsla = +1 (mod n), nemohla platit Mals Fermatova veta [1.2.3]

Tvrdenie mozeme dokézat aj matematickou indukciou vzhladom na s, teda
pocet dvojok v kanonickom rozklade ¢isla n — 1. Ak je s = 0, potom priamo z
Malej Fermatovej vety dostavame, Ze pre prvoéislo n plati a” ' =af =1
(mod n).

Nech tvrdenie plati pre nejaké 0 < ¢ < s — 1. Chceme ukézat, ze pre i + 1 (a
2 (mod n)
iba 1. Zatnime teda rozpisovat at2" = (a")?" = (a**)2. Z IP dostavame, Ze

bud —1 (mod n) s
2= 204\2 _
“ = { alebo 1 (mod n) Teda (a®*)* =1 (mod n).

teda aj pre vietky dalsie i +2,...,s) uz bude vysledok vyrazu a

O

Analogicky ku pravdepodobnostnému pseudoprvociselnému testu [2.3.1] mo-
zeme zadefinovat tzv. silny pravdepodobnostnij testﬂ ktory vychadza z prave
dokazanej vety. Za &slo a mozeme vziat Tubovolné ¢islo a uz dopredu moze-
me prezradit, ze prave pri volbe tohto zdkladu a je skryta pravdepodobnostné
podstate celého testu.

Na upresnenie dodame, 7e a je Tubovolné prirodzené ¢islo 1 < a < n — 1.
Preco prave z takéhoto intervalu? To preto, lebo sa pohybujeme v grupe Z,.
Pre a = 1 veta trivialne plati, pre a = n — 1 = —1 (mod n) tieZ veta trividlne
plati.

Pred samotnym testom sa eSte oplati povedat, Ze vlastnost , a teda aj
tzv. silny pseudoprvociselny test je silnejSia ako Mal4 Fermatova veta
Je totiz viditelné, Ze ak nejaké ¢islo (prvodislo alebo pseudoprvocislo)
splia podmienky (3.I), spliia aj podmienky vety Z toho vyplyva, Ze
kazdé pseudoprvodislo, ktoré prejde cez nasledujici test, prejde urcite aj cez

test 22311

Algoritmus 3.1.1 (Silny pseudoprvoéiselny test). Ako vstup zadame nepéarne
¢islo n > 3, o ktorom rozhodneme, & je zloZené, alebo je to potencialne (s istou
pravdepodobnostou) prvocislo. Cislo n budeme reprezentovat ako n = 1 + 2°t,
kde t je neparne &islo. Zvolime si tiez zaklad a, pricom 1 < a < n—1. Algoritmus
odovzda ako svoj vystup odpoved, & je n zlozené Cislo alebo patri do skupiny
pseudoprvocisel.

1. Vyskagame prva nutnd podmienku vety
b=a' (mod n)
if(b==1) or (b ==mn — 1) return “n je pseudoprvoéislo pri zaklade a”

2. Skiisime otestovat aj druhu podmienku
for (j=1..s-1) do {
b="b? (mod n)
if (b ==n — 1) return “n je pseudoprvoéislo pri zaklade a” }
return "n je zlozené ¢&islo”

ITakto sa totiz nasledujici test bude volat.
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Tento test prvykrit navrhol vo svojom ¢lanku Artjuhov v roku 1967. O
nieo neskor uzrel test zasluhou Johna Selfridgea ] svetlo sveta opiit.

Pozrime sa eSte raz na tvrdenie, Ze silny pravdepodobnostny pseudotest je
silnejsi ako pravdepodobnostny pseudotest. Ukazeme si, ze existuje ¢&islo n so
zékladom a, ktoré preslo cez pravdepodobnostny test, ale nepreslo cez silny
pravdepodobnostny test.

Za n dosadme ¢islo 341, zdkladom a bude 2. Test odhali, Ze ide o zlo-
7ené &islo. Mame totiz, ze 340 = 22.85,2%5 = 32 mod 341,27 =1 (mod 341).
Vidime teda, Ze n4as test odhali, Zze v pripade ¢isla 341 nejde pri zdklade 2 o
prvocislo, ale zloZené ¢islo, ¢o viak test neodhalil.

Ukazme si v8ak, ze existuje ale aj ¢islo, ktoré pri danom zéklade cez test
prejde napriek tomu, Ze ide o zloZzené ¢&islo. Dosadme za n = 91 = 7.13,a = 10.
Mame dalej, ze 90 = 21.45, teda 10*° = —1 (mod 91).

Definicia 3.1.1. Vravime, Ze n je silné pseudoprvocislo pri zdklade a préave
vtedy, ked n je nepéarne ¢islo, ktoré splha podmienky

7 tejto definicie dostdvame, Ze napr. 341 nie je silné pseudoprvoéislo pri zé-
klade 2, ¢islo 91 v8ak silnym pseudoprvocislom pri zaklade 10 je. Prave Johnovi
Selfridgovi patri pomenovanie takychto pseudoprvocisel ako silné pseudoprvo-
¢isla. Uz skor sme si uviedli, ze ak je ¢islo n silnym pseudoprvocislom pri
zéklade a, tak je aj pseudoprvocislom pri zédklade a. Z uvedeného prikladu pre
n = 341, a = 2 vidno, Ze opa¢na implikacia neplati, teda test na silné pseudopr-
vodisla je silnejsi ako test na pseudoprvodisla 2.3.1]

3.2 Miller-Rabinov test

3.2.1 Veta o presnosti M-R testu

Definicia 3.2.1. Pre zlozené neparne ¢islo n definujeme
S(n) ={a (mod n) : n je silné pseudoprvodislo pri zaklade a}. (3.2)
Potom S(n) = §S(n).

Nasledujtcu velmi dolezitu vetu nezévisle na sebe dokézali v roku 1980 Mo-
nier a Rabin |°| Hovori o pravdepodobnosti pomylenia testu

Veta 3.2.1. Pre kaZdé nepdrne zloZené ¢islo n > 9 plati, Ze S(n) <
©(n) je Bulerova funkcia[1.1.4)

Pripomenime si, Zze Eulerova funkcia nadm hovori, kolko €isel mensich ako
n je nesudelitelnych s n. Dokazali sme vo vete [1.2.12] Zze Z%, ¢o st vSetky

na

takéto prvky nestudelitelné s n, je grupa vzhl'adom na nasobenie so zvyskom ©
a tato grupa méa prave p(n) prvkov. Ak pozname kanonicky rozklad n, vieme

o(n), kde

1
4

2John L. Selfridge je americky matematik, ktory sa preslavil najmé svojou pracou v oblasti
analytickej teorie Eisel. Selfridge studoval na Kalifornskej univerzite a v roku 1958 ziskal titul
Ph.D. Bol jednym z vedcov, ktory spolupracovali s vari najvi¢§ou matematickou osobnostou
20. storoc¢ia, madarskym matematikom Paulom Erddsom. V roku 1962 dokazal, Ze &islo
78 557 je tzv. Sierpinskeho &islo.

3Michael Oser Rabin (1. septembra 1931) sa narodil v nemeckom meste Breslau, ktoré v
stcasnosti patri Pol'sku. Je zidovskym pocéitacovym expertom, ktory si za svoju vynimo&na
pracu vyslazil aj Turingovu cenu.
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presne urcit aj ¢(n) : ¢(n) = n][,, (1 —1/p), kde p ide cez vSetky prvotisla
nachéadzajice sa v kanonickom rozklade n[f]

Vidime, Ze veta [3.2.1] je kIa€ovou v nasich d'alsich avahach. Pred samotnym
dokazom tejto dolezitej vety si eSte zadefinujeme a ukizeme niektoré veci a
pouzitie danej vety.

Majme nepéarne ¢islo n, o ktorom chceme rozhodnit, ¢i je zlozenym ¢islom
alebo prvocislom. Vyskigame test pre nejaké a,1 < a <n—1. Ak ¢islo n
cez tento test neprejde, so stopercentnou istotou mozeme tvrdit, Ze ide o zlozené
¢islo. Ak vsak dany test prejde, baza a iba nemusela byt spravnym vyberom
a my vieme iba s istou pravdepodobnostou uviest, Ze dané ¢slo by mohlo byt
prvodislom. Urobime aj formélnu definiciu predchadzajtcej tvahy:

Definicia 3.2.2. Pre n neparne zloZené ¢islo nazveme bazu a (1 <a <n —1),
na ktorej test zlyhé pre dané n, svedkom pre n. Svedok je teda baza, pre
ktori nie je n silnym pseudoprvoéislom.

Taka baza a sa teda vola svedok preto, lebo “dosvedcuje”, Ze ide o zlozené
¢islo.

3.2.2 M-R test

Veta hovori o tom, Z%e aspon 3/4 vietkych baz € (1,n — 1) st svedkami pre
nejaké neparne zlozené ¢islo n. Na zaklade toho za chvilu popiSeme pravdepo-
dobnostny algoritmus, tzv. Miller-Rabinov test. Ten si najprv vyberie nejakt
bazu a potom prevedie silny pravdepodobnostny test Na zaklade vety
mozeme tvrdit, Ze ak test pre nejaké neparne ¢islo n prejde, dané &slo je
prvodislom s pravdepodobnostou 3/4. Opakovanim Miller-Rabinovho testu v8ak
mozeme tuto pravdepodobnost zvicsovat a ziskat Tubovolni pravdepodobnost,
aki len chcemel]

Algoritmus 3.2.1 (Miller-Rabinov test). Ako vstup dostaneme nepéarne ¢islo
n. Pravdepodobnostny algoritmus sa v pripade, ze ide o zlozené ¢islo, pokusi
najst svedka a pre n. Ak sa tak stane, algoritmus ako svoj vystup vyhodi (a,
ANO), v opa¢nom pripade (a, NIE).

1. Vyber potencidlneho svedka
Vyber random a €< 2,n — 2 >

Pouzi algoritmus

2. Rozhodovanie
if (n je silné pseudoprvocislo pri zéklade a) return (a, NO) else (a, YES)

7 vety vidno, 7e pre n > 9 zloZené nepéarne ¢islo je pravdepodobnost
omylu < i. Ako sme vSak spomenuli skor, moZeme tento test opakovat k-krat,
pri¢om pravdepodobnost omylu bude v takomto pripade < ﬁ. ﬂ

4Dokaz tejto vety neuvadzame, nachadza sa napr. v [S2].

5Poévodny test, ktory publikoval Miller v roku 1976 bol o trochu viac komplikovany a iglo
o deterministicky a nie pravdepodobnostny test. Bol to M. Rabin, ktory v ¢lankoch z roku
1976 a 1980 navrhol pravdepodobnostny test.

6Nie je to auplna pravda, pretoze v pripade, Ze n je neparne &islo, existuje medzi jeho
svedkami, ¢ize bazami a, pre ktoré test zlyhé, uréita zavislost, ¢ize korelacia. My viak
v nagich Gvahach budeme predpokladat, Ze korelacia je nulova a vSetky vybery bazy a st
navzajom Uplne nezavislé.
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3.2.3 Dokaz vety o M-R teste

Teraz sa uZ dostaneme k samotnému dokazu vety ktorym si dokaZeme
opravnenost tohto naozaj silného nastroja na dokazovanie prvociselnosti nepar-
nych ¢isel. Predtym si viak eSte ukdzeme nejaké pomocné tvrdenia:

Tvrdenie 3.2.1. Majme grupu (G,*), ktorej prvok a md rdd kE] Potom plati,
Ze a™ = 1 prdve vtedy, ked k | n.

Dokaz. 7<=
n=kl=a"= (") =1=1.

7= Mame a™ = 1 a chceme dokazat, 7e k | n. Postupujme sporom a n =
k.q+7,0<r < k. Potom 1 =a" = a"9" = (a*)%.a" = a”, ¢o je spor, pretoze
r < k a k je najmensie prirodzené &islo take, ze a* = 1. O

Lema 3.2.1. Nech je n nepdrne zloZené c¢islo, n — 1 = 25t, kde t je uZ nepdrne
¢islo. Nech v(n) oznacduje najvicsie prirodzené cislo také, Ze 2v() deli p — 1
pre kazdé prvocislo p nachddzajice sa v kanonickom rozklade ¢isla n. Ak je n
silné pravdepodobnosiné pseudoprvocislo pri zdklade a, tak potom a2 =41
(mod n).

Dékaz Ak je nejaké ¢islo silnym pravdepodobnostnym pseudoprvoéislom, po-
tom pre neho platia podmienky , a preto dostévame, Ze bud a® =1 (mod n)
alebo a®* = —1 (mod n). Ak zoberieme prvy pripad, teda a* = 1 (mod n), tak
zévery uvedenej lemy jasne platia, pretoZe ¢islo 1 umocnené na Gokolvek nam
dava opéf 1. ,

Rozoberme si teraz druhy pripad, teda a®>* = —1 (mod n). Nech p je Tubo-
volny prvociselny faktor n. Potom je jasné, ze ' = —1 (mod p).

Ozna¢me ako k rad a v poli Z, (teda modp). Potom podl'a tvrdenia k
deli 2i+1¢, ale nedeli 2t. Preto mocnina &sla 2 v kanonickom rozklade k& musi
byt 2i+1.Z Malej Fermatovej vety [1.2.3 viak dostévame, ze a?~! = 1 (mod p) =
k|p—1= 21| p—1. Predchadzajtci postup plati pre Tubovolné prvoéislo
p nachadzajice sa v kanonickom rozklade n, z ¢oho dostavame i + 1 < v(n).
Potom a2 't =1 (mod n) alebo = —1 (mod n). Prvy pripad dostaneme, ak
i+ 1 < v(n) a druhy, ked nastane rovnost, ¢ize i + 1 = v(n). O

Pred dalgou lemou a jej dokazom si zadefinujme jeden symbol, ktory budeme
pouZivat:
Definicia 3.2.3. S(n) = {a (mod n) : «*""'* = %1 (mod n)} a S(n) =
#S(n).

Lema 3.2.2. Nech n — 1 = 2%, nech w(n) je pocet vsetkych réznych prvo-
Giselngjch faktorov ¢isla n a nech funkcia v(n) je zadefinovand rovnako ako v
predchddzajicej leme Potom plati

S(n) = 22D« TTNSD(t,p — 1).

pln

"R4d je najmengie prirodzené &islo k take, Ze a® =1
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Doékaz. Oznacme m = 2Y("~1t. Pozrieme sa najprv na pripad, ze a”™ = 1
(mod n): '

Nech n = pl'pl? .. .p¥ je kanonicky rozklad ¢isla n, Cize w(n) = k. Z
vypoctu a vety (L - 7| dostavame, 7e plati a™ =1 (mod n) < a™ =1 (mod pl*)
prei=1,...,k.

Podla vety vieme, ze redukované zvyskové triedy tvoria grupu. Na
zéklade vety tiez vieme, Ze pre prvoéislo p a prirodzené ¢islo j je grupa
Z,; cyklickou grupou, ktorej rad sa rovna P p—1).

Ked7e sa jedna o cyklickti grupu (mé generator g) s radom p?~1(p — 1),
moZeme pisat, ze ZL,; = {9,9% ... ,gprl(p‘l) = 1}. My vlastne teraz hladame
potet rieSeni rovnice a™ = (g*)™ = ¢"™ = 1 (mod n), pricom neznidma je
premennd k. To je podla tvrdenia prave vtedy, ked p)' "' (p; — 1)) | k.m.
Ulohu sme teda pretransformovali na in, a sice kolko je pocet rieSeni rovnice
k.om =0 (mod p!* '(p; — 1)). Na vyrieSenie tohto problému nam pomoze veta
T4 hovori o tom, Ze dand rovnica ma4 riesenie, ak d :NSD(m,p{"_l(pi -
1)) | 0, ¢o je splnené. Pocet rieSeni takejto rovnice je potom prave d, Cize
NSD(m,pg”’fl(pi —1)). Z toho dostavame, %e pocet rieSeni sa rovna

NSD(m,p? ' (p; — 1)) = NSD(m, p; — 1) = 2V™W=ENSD(t,p; — 1),  (3.3)

pri¢om tvodnt rovnost sme dostali, pretoze NSD(m, pfi_l) = 1. To plati na
zéklade nasledujicej Gvahy:

mln—1 p,j:iil\n

1=NSD(n,n—1) > NSD(n,m) > NSD(p/"',m)= NSD(p/ "' m)=1.

Este by sme si mali ukazat, pre¢o m | n—1. Vieme, ze m = 2=t an—1 = 25t.
Treba nam teda ukazat, 7e v(n) — 1 < s. Na to nam stadi rozpisat si dana
situaciu:

pi—1= 2”(").]); pre vietky i = p; = 2”(”).p; + 1. Z toho si vyjadrime n:

k
n:Hpg"' =22 MG +1=n-1=2"M[q],

pricom G je nejaké prirodzené ¢islo, ktorého presnt hodnotu momentéalne ne-
potrebujeme poznat. Ale uZ jasne vidno, Ze s > v(n), takZe naozaj je pravda,
zZem|n—1.

Opéat vyuzijeme Cinsku vetu o zvygkoch |1 - ktora hovori, Ze pre Tubovol-
ny kone¢ny systém kongruencii (vzhladom na jednotlivé prvoéiselné mocniny
pl* v kanonickom rozklade ¢isla n), ktorych je podla predchadzajuceho odvode-
nia Hle(Q”(”)*l‘NSD(t,pi — 1)), mame préave jedno riesenie (mod pi' .. pfs)
Teda pocet vSetkych rieSeni sa rovna poctu vietkych kongruencii, ktorych je

& k
[J@ 7 NSD(t.pi — 1)) = 207D« TT(NSD (1. pi — 1)).
=1

=1

Vidime, Ze tento pocet zodpoveda polovici poc¢tu, o ktorom tvrdime na zac¢iatku.
Teraz musime ukazat, ze pocet rieSeni druhej kongruencie a™ = —1 (mod n) je
rovnaky.
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Pri dokaze tohto tvrdenia si najprv viimnime, ze a™ = —1 (mod p1) préve
vtedy, ked a®™ =1 (mod p',L:i) a zarovel a™ # 1 (mod p7) Z toho vyplyva, ze
pocet rieeni kongruencie a™ = —1 (mod p;*) dostaneme ako pocet riegeni kon-
gruencie a®” = 1 (mod p/*) minus pocet riefeni kongruencie ™ = 1 (mod p/*).

Pri vypodte pot¢tu riefeni kongruencie a*™ =1 (mod pzl) postupujeme rov-
nako ako v predchadzajicej Casti, aZ sa dostaneme k analdgii vysledku :

NSD(2m, p?* " (p; — 1)) = NSD(2m, p; — 1) = 2"(") NSD(¢, p; — 1).
Pocet vysledkov pre kongruenciu ™ = —1 (mod pl) je teda
2¥(M) NSD(t, p; — 1) — 2“1 NSD(¢t, p; — 1) = 2V~ NSD(¢, p; — 1).

7 tohto uz vidno, Ze pocet rieeni oboch rekurencii je rovnaky, a sice

k
2((m=Dw) TT(NSD(t, p; — 1))

i=1

Celkovy pocet rieSeni je teda

k
2.2((m =1 TT(NSD(t, p; — 1))
i=1

O

Dékaz vety[3.2.1 V leme [3.2.1] sme ukazali, ¢o plati pre kazdé zloZzené ¢islo n
pri zéklade a, pricom tato dvojica je silnym pravdepodobnostnym pseudoprvo-
¢islom. Mnozina S(n) teda pre dané n v sebe obsahuje minimalne vietky a,
pri ktorych je n silnym pravdepodobnostnym pseudoprvoéislom (samozrejme,
dané vlastnost moéze byt splnend aj pre iné &sla). Nam teda stadi ukazat, ze
S(n)/e(n) < 1/4 pre Tubovolné neparne zlozené ¢islo n > 9. Z lemy a
vety dostavame, Ze

@(n) _ 1 a—1 p—= 1
(n) 2 }L_”[np 2/(-INSD(t,p — 1)’

9]

kde zapis p® || n znamena, Ze p® je presna mocnina prvodisla p v kanonickom

. o r . P 1. . p—1 .
rozklade zlozeného ¢isla n. VSimnime si, ze kazdy vyraz F-INSD(Ep=1) I°

celé parne ¢islo. To preto. lebo 2}2,:)1_1 > 2, NSDI’(;LI) > 1 a v prvom zlomku
robime iba s mocninou dvojky, kym v druhom s neparnymi ¢islami, kedze t je
neparne ¢islo. Z toho vyplyva, ze cely vyraz % je parne prirodzené ¢islo.

Teraz su rozliSime rozne pripady:

o Ak w(n) > 3, ¢ize v kanonickom rozklade zlozeného ¢isla n mame aspon
p(n) > 123
pu— 2 .

tri prvoéisla, potom Stn)

e Ak w(n) =2 an mi aspoi jedno prvocislo vo svojom kanonickom rozklade

s mocninou aspoh 2. Potom nasobok p?~! je aspoii 3, ¢ize % > 6.
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e Predpokladajme, Ze n = p.q, pricom p < ¢ st prvocisla a zaroveii plati,
7e 2¢(MHL | ¢ — 1. Mézeme teda pisat, 7e ¢ — 1 = 2°.¢,a > v(n) + 1.
Rozpisme si menovatel:

vl
2 MLINSD(t, ¢ — 1) < 221 ¢ < 2 . € 1 v L
— ——
lq’

Z toho uz dostavame, ze ¢(n)/S > 4.

e Predpokladajme, ze n = p.q, pri¢om p < ¢ st prvocisla a zaroveir neplati,
ze 2v(MH | g — 1, teda 2¥™ || ¢ — 1.

n=pqgq=p(g—1)+p=p (modg—1)=n—-1=p—-1 (modq—1),

teda ¢ — 11 n —1. Z toho vyplyva, Ze v kanonickom rozklade ¢&isla ¢ — 1
existuje neparne prvocislo vo vicsej mocnine ako je to u ¢éisla n — 1. Preco
takato situdcia nemoze nastat u ¢isla 27 Teda by ¢ — 1 malo vo vysSej
mocnine dvojku. To uvidime hned po rozpisani danej situécie:
p—1=2"Mp = p=2"0"p 41

g—1= 2y(n)q/ =q= 2u(n)q/+ 1

n=p.gq= 21/(n) (21/(n)p/q/ +p/ +q/) Yl=n—1= 2u(n)(2u(n)p/q/ +p/ +q/)

7 predchadzajuceho odvodenia teda jasne vidno, Ze dvojka nemoze byt v
kanonickom rozklade n — 1 vo vy88ej mocnine ako v prvo¢iselnom rozklade
q—1.

Na zaklade predchadzajucich Gvah a toho, 7e ¢ —1 = 2¥("¢/ teda mozeme
pisat 2/(WINDS(t,¢ — 1) = 2"(W-INSD(t, ') < Zgo® = 41,

w(n)

e Poslednym pripadom je moznost, ze n = p*, kde a > 2. Potom = 2
p*~t. Vo vietkych pripadoch okrem toho, Ze p* = 9 potom dostévame
LP(;”) > 5

5 =0

O

3.3 Generator pravdepodobnostnych prvocisel

Miller-Rabinov test je vel'mi uzitotny v aplikicidch, kde sa naraba s prvocislami.
Aj ked nie je tiplne stopercentny, v mnohych praktickych aplikicidch postacuje.
Pravdepodobnost, Zze dané ¢islo n, ktorého prvociselnost sme viackrat zdarne
vyskugali v teste je totiz dostatoc¢ne velki. Preto sa niekedy v pripade
Miller-Rabinovho testu hovori aj o “prvoéiselnom teste”. Tento nazov celkom
nezodpoveda realite, urcite vSak nie je neopravneny.

Henri Cohe navrhol test zalozeny na Miller-Rabinovom teste, ktory gene-
ruje tzv. troviovo vygenerované pseudoprvocislo.

8Henri Cohen (narodeny v roku 1947) je znamy francizsky &iselny teoretik, ktory je pro-
fesorom na univerzite v Bordeaux. Preslavil sa najmi ako veduci predstavitel timu, ktory
vytvoril PARI/GP algebraicky systém. Napisal niekol'ko vedeckych knih, ktoré mali vo svete
velky aspech. Zaoberal sa v nich najmi pocitacovou a algebraickou teoriou &isel.
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Algoritmus 3.3.1. Ako vstup dostaneme ¢isla k >3 aT > 1, pricom k,T € N.
Tento pravdepodobnostny algoritmus vytvori ndhodné k-bitové él’sldﬂ ktoré sme
vyskasali T iteraciami Miller-Rabinovho testu a Ziadny z testov neodhalil, Ze by
islo o zloZené ¢cislo.

1. Vyber nejakého kandidata
Vyber nahodné ¢islo neparne &slo z intervalu (281, 2)

2. Preskiigaj ho Miller-Rabinovym testom [3.2.1
for(1 < ¢ < T) {Pomocou algoritmu skis najst svedka pre n;
if(a je svedkom pre n) goto krok 1}
return n;

Je naozaj velka pravdepodobnost, 7e takto vytvorené &islo je ozajstnym
prvod&islom, preto ho mdZeme pouzivat aj v roznych praktickych aplikaciach.

9Nejaké &islo z intervalu <2F—1, 2F)



Kapitola 4

Fibonacciho a Lucasove
pseudoprvocisla

4.1 Fibonacciho pseudoprvodéisla

Fibonacciho |'| postupnost je velmi dobre znama rekurentne zadané postupnost,
pre ktora plati:

Fn = anl + Fn727 priéom FO = 0, Fl =1. (41)

Ako vidno, tato Fibonacciho postupnost je len konkrétnym prikladom Lu-
casove]j postupnosti U,(a,b) prea=1,b=—1.

Tato postupnost nam déva jeden z néstrojov, ktorym sa pre nejaké
prirodzené ¢islo n da overit, ¢i sa jednéd o prvocislo. Plati totiz nasledujica
veta:

Veta 4.1.1. Majme Fibonacciho postupnost F,, zadani obvykliym sposobom (4.1)).
Ak ¢islo n € N je prvocislo, tek plati F,,_. =0 (mod n), kde

1 akn=+1 (mod5)
en=4¢ —1 @kn==22 (mod5H) (4.2)
0 akn=0 (mod5)

Neznédma funkcia &, nie je ni¢ iné ako Legendrov symbol - v naSom pripade
(2) - zadefinovany v tvodnej kapitole (Definicia .

Dokaz tejto vety uvedieme trochu neskor, nakolko je iba konkrétnym prikla-
dom ovela vieobecnejsej vety.

Definicia 4.1.1. Lubovolné &slo n € N nazveme Fibonacciho pseudoprvodis-
lom vtedy, ak pre neho plati, ze F,,_., =0 (mod n).

Len pre zaujimavost moZzeme uviest, Ze najmensie také zlozené Fibonacciho
pseudoprvodislo, ktoré je nestdelitelné s ¢islom 10, je ¢islo 323.

Leonardo z Pisy (1190 - 1250), znadmy skor pod menom Leonardo Fibonacci, bol taliansky
matematik v stdéasnosti povazovany za najtalentovanejsieho eur6pskeho stredovekého mate-
matika. Na zaciatku 13. storocia napisal Knihu vypoétov, v ktorej sa zaoberal arabskymi
¢islicami, ich pouZitim a vlastnostami. Je znamy aj vdaka tzv. Fibonacciho postupnosti,
ktorou sa sice nezaoberal priamo, na zaklade nej v8ak vysvetloval vo svojej knihe mnohé javy.

21
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4.2 Test vyuzivajuci Lucasovu postupnost

Pri dokazovani vety [4.1.1] prisli matematici na ovel'a vieobecnejsi vysledok, ktory
sa viaze k Lucasovym postupnostiam . Fibonacciho postupnost je vlastne
rekurentnou postupnostou zadanou ako F; = F;_; + F;_o, ktorej prislicha
polyném | f(z) = 2% —z — 1.

Uvazujme linedrne rekurencie prislichajtace polynému f(z) = 2% — ax + b,
pricom plati, ze /A = a®—4b nie je §tvorec (t.j. nie je to druha mocnina nejakého
cisla) F

Nech
2 — (a—z)’

ey (mod f(@) (4.3)

=V/(a,b) =27 + (a— )’ (mod f(z)).

U; = Uj(a,b) =

Takéto znacenie znamend, ze my berieme zvysky okruhu polynémov po de-
leni polynémom f(x).

Tvrdenie 4.2.1. Obe postupnosti (4.3) si ekvivalentné s nami wvedengmi re-
kurentne zadangmi postupnostami (1.1) prishichajicimi polynomu f(x).

Dokaz. UkéZeme to matematickou indukciou vzhladom na parameter j (nazor-
ni ukizku uvedieme pre postupnosti Vj’ a Vj, pre postupnost U; je viak postup
analogicky).

Vidno, ze baza indukcie je trividlne splnena, kedze V{ z postupnosti
=2+ (a — 2)° = 2 = Vj z postupnosti (L.I). Rovnako dostaneme aj V| =
2+ (a—2)=r4+a-r=a=VW.

Nech tvrdenie plati pre vietky k < j:

Vi = aVy1 — bVyoz = a(a? 1 + (a — 2P 1) = bz 2a(a — o)) =
= a2z’ " —ba? 2 +ala—2) T —bla—z) "% = 272 (ax—b)+(a—z) "% (a(a—2)—b) =
=272t (a— ) 2(a—2) =27+ (a—2z)! (mod f(x)).
Plati totiz 22 = ax — b (mod f()) a tiez:
ala—r)—b = a®*—b—ax = a®*—b—ar+2’—ax+b = a®*—2azx+r* = (a—z)® (mod f(x)).
O

Analogicky k vete mame ovela v8eobecnejsiu vetu, ktora hovori nieco
o prvodislach v spojeni s rekurentnymi postupnostami U,,.

Veta 4.2.1. Majme prirodzené ¢isla a, b a determinant A\ = a® —4b. Definujme
postupnosti U; a V; podla (4.3)). Ak je nejaké cislo p, pricom NSD(p, 20/ )= 1,
prvocislo, potom plati

U(A

p—

)= 0 (mod p).

P

Pred samotnym dokazom vety by som egte chcel upriamit pozornost
¢itatela na Frobeniov automorfizmus a niekol’ko pomocnych tvrdeni v
uvodnej kapitole, ktoré o hom hovoria viac. Tieto poznatky totiZz vyuZijeme
pri samotnom dokaze vety.

2Korene @1 a @2 tohto polynému nam daji explicitné rieSenie danej rekurencie
3V nagom pripade A zodpoveda determinantu kvadratickej rovnice f(z).
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Dokaz vety[{.2.1} Na zaciatok si viimnime, %e redukujeme polynémy na zvys-
kové triedy, ktoré dostaneme po deleni polynémom f(z) = 2% —az +b. Vo
vete tieZ pracujeme so zvyskami modulo n. Preto sa budeme pohybovat v
okruhu R = Z,[z]/(z* — az 4+ b). Budeme teda narébat so zvyskovymi triedami
tvaru {i + ja: i, j € Ny, pricom 0 <i,5 <n — 1}.

V okruhu R plati, ze 2 = ax — b. Preto mozeme pisat pre stcet a stéin
dvoch prvkov z okruhu R nasledujice vztahy:

(i1 + j1z) + (i2 + jox) = i3 + jaw
(i1 + j1z)(i2 + jox) = is + ja,

kde

i3 =11 +iz (mod n), J3=J1+J2 (mod n)
ig =110z — bj1j2  (mod n), Ja = 11j2 +i2J1 + ajijz  (mod n).

V dalsej Casti dokazu budeme rozlisovat dva pripady:

p) = —1. Z tejto podmienky (z
vyznamu daného Legendrovho symbolu) dostavame, Zze A, teda diskrimi-
nant kvadratickej rovnice f(z) nie je §tvorec v Z,, takze jeho odmocnenim
nedostanem prvok patriaci do Z,,. Polyném z? —ax+b je teda ireducibilny
nad Z, (podla lemy [1.2.3).

Preto R = Z,[z]/(2* — ax + b) = konetné pole Fj2 s p* prvkami (Podla
viet [1.2.2]a|1.2.3). Podpole Z, pola F: je vlastne zastupcom zvyskovych
tried tvaru ¢ + Ox.

1. p je neparne [*| prvocislo, pric¢om plati (é

Ktory z reprezentantov {i + jx} je korefiom polynému x? — az + b? Su to
prave x a a — x. Ako sme uviedli uz vyssie, zvyskové triedy tvaru ¢ + Ox
su reprezentanti patriaci do Z,. KedZze x a ani a —  nie su tvaru ¢ + Oz,
nepatria ani do Z,. Podl'a désledku teda dostavame nasledovné:

. A\ o [ aP=a—-x (mod f(z),p),
pre prlp&d(p) = 1.{ (@—2)P =2 (mod f(z),p). (4.4)

Oznacenie (mod f(x),p) je pritom iba skrateny zapis toho, o sme tu
cely ¢as pouzivali, a sice Z,[z]/(z* — ax + b).

V pokrafovani dokazu uz iba vyuzijeme (4.4):

P+l

(a—z)P™ =2(a—2)—(a—2)r =0 (mod f(z),p), (4.5)

¢o znamend, ze Upy1 =0 (mod p).

2. p je neparne prvocislo, pricom plati, Ze (%) = 1. Teda A je Stvorec

a teda polyném z? — ax + b nie je ireducibilny. Neplati teda, Ze okruh

R = Z,[z]/(2? — az + b) = koneéné pole Fy2 s p® prvkami. Plati ale veta
1.2.11] Nech G je prave nas okruh Zy[z] a H je okruh (Z,xZ,).

Teda mame nejaké zobrazenie ¢ : f(x) — (f(a1), f(az)). Ak by boli splne-
né podmienky vety|1.2.11] mohli by sme podla nej pisat, ze G/Kerp = H,

4To, 7e musi byt neparne, dostavame zo zaciatocnej podmienky NSD(p, 2bA) = 1
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¢o v nafom pripade dava Z,[z]/(z* — ax + b) = (ZpyxZ,). To preto, le-
bo ak f(z) € Keryp, tak potom musi platit, ze (f(a1), f(a2)) = (0,0).
Kedze f(a1) = 0 022, 4 | f(z). To isté plati pre f(az). Te-
da (z — a1)(z — a2) | f(z). K tomuto eSte treba pridaf, Zze z toho, 7e
NSD(A,p) = lﬂvyplyva, 7e /A # 0 = a; # as. Preto horeuvedené veci s
urc¢itostou platia. Dostali sme sa teda k vysledku, ze (x — a1)(z — a2) =
22 — (a1 + a2)x + ajay = a® —ax +b | f(z).

Nasou najblizsou tlohou teda bude presvedéit sa o tom, Ze ¢ : f(x) —
(f(a1), f(a2)) je surjekcia a navySe homomorfizmus.

e 7e dané zobrazenie je homomorfizmus v okruhu

o(f(x) 4+ g(x)) = ((f + 9)(ar), (f + 9)(az)) =
= (f(a1), f(az)) + (9(a1),9(az)) = o(f(x)) + ¢(g(x))

e 7e dané zobrazenie je surjektivne
Nech (m,n) € Z2. Potom hladame polyném f(x) taky, pre ktory
plati

a? + aa; + b =m, z coho dostavame aja +b=m — a3

a% + aas + b = n, z oho dostavame asa +b=n — a%

aq 1

s 1>:2:> takd f(z) 3

Z podmienok vety a; # ag = h (
Dostali sme teda, ze R = Zy[z]/(2* — ax + b) 2 Z,xZ,. Pre kazdy prvok
v takomto okruhu podla plati, Zze a? = a. Teda

. AN _ . ) =z (mod f(z),p),
pre prlpad(p) =41 { (-2 =a—1 (mod f(z),p). (4.6)

Pred poslednymi tpravami v dokaze este treba povedat, 7e z toho, Ze
NSD(p,2bA) = 1 vyplyva NSD(p,b) = 1 vetdl. 28 Ju,v: up+bv=1=
bv =1 (modp). A teda prvok b ma inverzny prvok. VyuZijuc tento
poznatok mozeme pokracovat:

2

2 —ax+b=0=2z(a—xz)="> bie inve;govaterny x[—(a — x)b_l] =1.

Vidime teda, ze v Z,/(f(x)) majt = aj (a — x) inverzny prvok.

Z tohto dovodu plati, ze 2P~! = 2P.2~! = z.27! = 1 (mod p, f(x)).
Rovnako tak dostavame aj (a —z)P~! = (a —x)P.(a — )" = (a — x)(a —
z)~! =1 (mod p, f(x)). Na zéklade toho dostavame vysledok U,_; = 0
(mod p).

O

5Toto mame v podmienkach vety, a sice NSD(p, 2bA) = 1
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Definicia 4.2.1. Lubovol'né ¢islo n, pre ktoré plati NSD(n, 2b/AA) = 1, nazveme
Lucasovym pseudoprvoéislom vzhladom na polyném z? — ax + b prave vtedy,
ked plati

Uni(é) =0 (mod n).

Na zaver si mozeme ukazat, ako vyplyva veta [£.1.1] zo vSeobecnejSej vety
Ak totiz dosadime a = 1,b = —1, dostaneme polyném f(z) = 2> —x—1a
k nemu zodpovedajicu Fibonacciho postupnost (4.1). Diskriminant polynému
je A =1+4=5. Vidime teda, ze pre Tubovolné prvoéislo p okrem prvocisel 5
a 2 plati, ze NSD(p,2.(—1).5) = 1. Teda musi platit, ze Up_(g) =0 (mod p).

P
Cisla 5 aj p s neparne a prvodisla, zo zdkona kvadratickej reciprocity teda
dostavame, e (%) = (2). A ked7e davaju druhé mocniny prvkov pola Zs
zvy$ky iba £1, na zaklade definicie Legendrovho symbolu sme v podstate
dostali presné znenie vety Pre ¢isla 2 a 5 overime platnost vety napr.
rucne.



Kapitola 5

Grantham-Frobeniov test

V celom Lucas-Lehmerovom teste hral doélezitt tlohu Frobeniov automorfizmus
(ktory nejakému prvku v poli priradoval p-tu mocninu -[1.1.5)). Tento zohra kl't-
¢ovu rolu aj v nasledujicom teste pochadzajicom od Jona Granthama. Tento
bude tiez narabat s funkciou f(z), t4 uz ale nemusi byt iba kvadraticka, ale
moze to byt Tubovolny polynéom. V pripade kvadratického polynému je tento
test silnejsi ako Lucasovo testovanie, ktoré sme si predstavili uz skor. Aj preto
si tento test ukaZzeme opif v pripade, Ze za polynéom f(x) dosadime Tubovolny
kvadraticky polyném.

5.1 Frobeniove pseudoprvodéisla a ich vztah k Lu-
casovym pseudoprvocislam

Definicia 5.1.1. Nech a, b st prirodzené &isla, pre ktoré plati, ze A = a®—4b nie
je stvorec. Nech n je Tubovolné celé ¢islo, pre ktoré plati, ze NSD(n,20A) = 1.
Cislo n nazveme Frobeniovo pseudoprvocislo vzhladom na polyném f(z) = 22 —

ax + b prave vtedy, ked plati

a—z (mod f(x),n), ak (%) =-1
z  (mod f(x),n), ak (%) =1.

Podobné vysledky sme uz dostali pri dokazovani vety konkrétne pod-
mienky a . Pri zbeznom pohlade sa vSak zdé4, Ze definicia hovori iba
o polovi¢nych podmienkach pripadov a ([£.6). Nie je to vSak pravda, o
¢om sa presvedéime v nasledujucej vete. Este predtym si v8ak uvedieme jedno
pomocné tvrdenie.

8
1l

Tvrdenie 5.1.1. Nech m,n si prirodzené ¢isla a f(z),g(z),r(x) € Z[z]. Ak
flr(z)) =0 (mod n, f(z)) a ™ = g(x) (mod f(z),n), potom ™ (z) = g(r(x))
(mod n, f(x))E]

Dokaz. 2™ = g(x) + f(z)h(z) (mod n) pre nejaké h(z) € Z[z]. Pretoze x
je premenné, moZeme za fiu dosadit aj r(z) a dostaneme r™(z) = g(r(x)) +

! Toto tvrdenie rovnako ako aj vztah medzi Frobeniovymi a Lucasovymi pseudoprvoéislami
je z [C]

26
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fr(z))h(r(z)) (mod n). Z predpokladov tvrdenia viak mame, ze f(r(z)) =0
(mod n, f(x)), a teda r™(x) = g(r(z)) (mod n, f(x)). O

Lema 5.1.1. Ak je nejaké cislo Frobeniovym pseudoprvocislom, potom je aj
Lucasovym pseudoprvocislom.

Dékaz. Pripad, ze (%) =—1:
2" =a—z (mod f(z),n)
" = (a—2)+ f()h(z) (mod n)

Posledna rovnost je rovnost 2 polynémov v Z,[z]; zostane v platnosti aj ak
namiesto x dosadim a — x

(a—z)"=z+ f(a—2x)h(a —z) (mod n)
x+ f(z)h(a—2x) (mod n)
(a—2z2)" =2 (mod f(x),n)

Pricom sme vyuzili fakt, ze f(a —z) = (a —2)* —a(a— 1) +b = a® — 2ax + 2 —
a’+axr+b=2%—ar+b= f(x). (V podstate by nam stacilo aj to, ze a — z je
koren f(x) v Zyp[z]/(f(2)), nie je tam treba priamo rovnost.)

Dalej by sa uZ pokracovalo rovnako, ako v dokaze vety ¢ize by sme
splnili podmienku pre Lucasove pseudoprvoéislo.

Pripad, ze (%) =+1:

Méme, 7e 2" = z (mod n, f(x)) = 2”1 =1 (mod n, f(r)). Predchadzaji-
ca implikacia plati na zaklade podmienky NSD(n, b) = 1, z ktorej vyplyva inver-
tovatelnost b v Z,,. Z existencie inverzného prvku pre b uz dostavame, ze aj x m4
inverzny prvok. Takéto tivahy sme uZ vyuZili na konci dokazu vety Ked
do predchadzajiceho tvrdenials.1.1]dosadime 7(z) = a—z,g(z) = 1,m = n—1,
tak s splnené jeho predpoklady: f(r(z)) = f(a — z) = 0 (mod n, f(x)) a
2" 1 = g(r(x)) (mod n, f(r)) = 1 (mod n, f(x)). Z tohto dévodu mézeme

pisaf, ze (a —z)""! =1 (mod n, f(x)). Teda sme dostali
e (@t _
U,1 = (a2 =0 (mod n, f(x)).

Este v8ak treba ukézat, Ze menovatel nie je nulovy. To dostaneme z poznatku,
7e x a a — x si korene v Z[z]/(f(z)) a toho, Ze NSD(n,A) = 1. Vieme totiz,
7e korene danej kvadratickej rovnice f(x) méZzeme vypodcitat ako %. Treba
ukazat, ze A je nenulovy prvok. To vSak plynie préave z toho, ze NSD(n, A) = 1.
Ak by totiz A = 0, tak potom NSD(n,A) = n. O

Frobeniove pseudoprvocisla, ako sme videli v predchidzajicej vete, obsahuji
maximalne tolko zlozenych &sel ako Lucasove pseudoprvoéisla. V skuto¢nosti
ich je menej, ¢o si ukdzeme neskor.

5.2 Grantham-Frobeniov test

Teraz uz pristupme k vete, ktord nam v istom zmysle hovori, aky velky je
“odpad” zlozenych ¢isel pri Frobeniovych pseudoprvoéislach. Predtym vsak opét
jedno celkom trividlne tvrdenie.
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Tvrdenie 5.2.1. Plati rovnost 22™ = (22 — a)Up, + Vi, (mod f(z),n).
Dokaz.

mi(ail,)m

2z —a)Up+Vy = (2x—a)x + @+ (a—x)™) =

x— (a—2x)
— :I:/ITL _ (a _ x)/ITL + x/ITL + (a _ x)/ln — 21‘771, (mod f(x)’n)-

O

Veta 5.2.1. Nech a,b si prirodzené &isla, pre ktoré /N = a® —4b nie je stvorcom,
teda druhou mocninou nejakého prirodzeného ¢isla. Nech n je lubovolné zloZené
prirodzené ¢&islo, pre ktoré plati, Ze NSD(n,2b/A\) = 1. Potom je n Frobeniovym
pseudoprvocislom vzhladom na polyndm x? — ax + b prive vtedy, ked

2b, ak
2, ak

=-1

Jd

N

Il
3> s>

0 (modn) a an(%)z

= +1.
Dokaz. Opit rozlisime dve implikacie:

" <. Mame dané nejaké kongruencie a chceme dokazat, 7e z nich vyplyvaju
kongruencie zadané v definicii Frobeniovych pseudoprvocisel

o Ak (%) =1

Upy1 = 0 (mod n) a V,y1 = 2b. Z tvrdenia dostaneme 2z"1 =
(22 —a).0+2b (mod f(x),n). Z toho vyplyva, ze 2" =b (mod f(x),n)
KedZe z(a — ) = b (mod f(z),n) a  ma opéf inverzny prvok [ dosta
vame teda 2" = (a — z) (mod f(z),n).

o Ak (L) =1

Up—1 =0 (mod n) a V,,_1 = 2. Opéf vyuzijeme tvrdenie a dostava-
me 22" 1 = (22 —a).0+2 = 2""! =1 (mod f(z),n). Z toho uz jasne
vidno, ze ™ = = (mod f(z),n).

Boli splnené v8etky podmienky a teda n je v takomto pripade Frobeniovo pse-
udoprvodéislo.

" =: Predopkladajme, 7e n je Frobeniovo pseudoprvocislo vzhladom na
f(x). Ako sme uZz ukazali v leme je zaroven aj Lucasovym pseudoprvo-
¢islom, z ¢oho okrem iného vyplyva, Ze Un_(é) =0 (mod n). Opét z tvrdenia

n

5.2.1 dostavame 22"~ (%) = an(é) (mod f(z),n). Dalej teda rozlisime dva
pripady:

1. Nech (%) =—1:

Potom plati, ako sme ukazali v ({4.4), Ze 2" = (a — z) (mod f(z),n), z
¢oho dostavame 2" = (a — z)z = b (mod f(z),n). Takze V, 1 = 2b
(mod n).

2Toto sme uz ukazali v leme pri¢om sme sa odvolali na dékaz tvrdenia
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2. Nech (%) = +1:

Pretoze x mé inverzny prvok a plati (4.6), dostavame, Ze 2”1 = 1
(mod f(x),n). Z ¢oho vyplyva, ze V,,_1 =2 (mod n).

Vidime, Ze sme sa opét dostali ku kongruenciam, ktoré st uvedené v tejto vete.
O

Uz skor sme si dokazali, ze Frobeniovych pseudoprvoéisel, teda aj Frobeni-
ovych zlozenych ¢isel, je maximalne tol'ko, kol'ko je Lucasovych pseudoprvocisel.
Teraz si len na jednom praktickom priklade ukaZzeme, Ze ich je o dost menej (¢ize
v tomto pripade je mensi “odpad” zmieSanych ¢isel). Ak si totiz vezmeme poly-
ném f(x) = 22 — x — 1, tak prvym Frobeniovym zmie§anym pseudoprvoéislom
je 4181 (v poradi 19. Fibonacciho &slo) a prvym, pre ktoré plati (2) = —1 je
5777. 7 tohto vidime, Ze nie kazdé Lucasovo pseudoprvoéislo je aj Frobeniovo.
Grantham-Frobeniov test je teda silnejsi ako test, ktory zistuje prislusnost k
Lucasovym pseudoprvocislam, pretoze "nim prejde” menej zlozenych Cisel.

Grantham-Frobeniov test méze byt velmi efektivny. Napr. pre polyném z2+
5z+5 dodnes nepozname ziadny priklad zlozeného Frobeniovho pseudoprvoéisla
n, pre ktoré plati (2) = —1. Predpoklada sa vSak, Ze minimalne jedno takéto
¢islo naozaj existuje.



Kapitola 6

Pepinov test

Prvociselnost mensich ¢isel mozeme zistit velmi jednoducho (napr. predelenim
vietkych ¢isel mensich ako odmocnica z daného €isla). Existuje v8ak prah (ta-
kym je zhruba ¢islo 1012, zavisi viak od roznych $pecifickych vlastnosti pocitaca,
na ktorom dany test prevedieme), pre ktory uZ existuju aj lepsie metody ako
len “bezhlavé” skusanie vietkych pripustnych moznosti. Jednou z nich je aj tzv.
Pepinov test, ktory si predstavime v nasledujicej kapitole. Pomocou neho sa d4
overit alebo vyvratit prvociselnost tzv. Fermatovych ¢isel. Pepinov test patri
medzi tzv. n — 1- testy, pretoZze sa pri tomto teste nezaoberame ani tak ¢islom
n, ako skor ¢islom n — 1. Pepinov test je iba variantom Prothovho testu.

6.1 Lucasova veta

Aby sme sa dostali k vytuzenému cielu, potrebujeme si eSte predtym vyslovit
a dokazat vetu, ktord je znama ako Lucasova veta. Franctzsky matematik
Edouard Lucas ju vyslovil este v roku 1876.

Veta 6.1.1 (Lucasova veta). Nech a,n si prirodzené cisla, n > 1. Ak plati, Ze

n—1 _

a" =1 (modn), ale a™V/9%£1 (mod n) pre vsetky proocisla q | (n—1),
potom je n prvocislo.

Dokaz. Sporom: Nech n je zlozené Cislo. Teda n ma nejakého prvociselného
delitela p (je jasné, Zze p aj n su celé &isla z mnoziny {1,2,...,n}). Podla
vety vieme, Ze 77, ¢o su vietky &sla z tejto mnoziny nesudelitelné s n,
tvoria vzhladom na nésobenie so zvySkom © grupu. VyuZijuc uz skor vyslovené
tvrdenie mozeme tvrdit, Ze prva podmienka vety hovori, Ze stupen a
v Zy, je delitel ¢isla n — 1. Z druhej podmienky viak vyplyva, Ze stupeii a v Z,
nemoze byt mensi ako n — 1, teda je prave n — 1.

Plati, ze NSD(a,n) = 1. UkéZeme to sporom. Nech a a n maju spolo¢ného
prvocinitela, nazvime ho p, t.j. p | a a p | n. Ked%e p | n, tak na zaklade prvej

kongruencie z podmienok vety plati "' = 1 (mod p). Stcasne vSak mame

p|a,ateda a” ! =0 (mod p). Dostali sme vSak dva rozdielne vysledky, ¢o je
spor.
Mozeme teda pouzit Eulerovu vetu[1.2.4] a vyuzitim dalsej vety dosta-

vame nasledovné (stupeil a) | ¢(n). Z toho vyplyva, ze n — 1 < p(n). Zaroveh

30
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vS8ak mame, vychadzajuc z toho, Ze n je zloZené &islo a tiez z definicie eulerovej
funkcie p(n), ze p(n) < n — 2. Toto je spor, teda n musi byt prvo&islom. O

Uveden4 verzia vety vdali za svoje znenie Lehmerovi. Samotna Luca-
sova veta totiz uvazovala vSetky mozné delitele ¢ ¢isla n — 1.

6.2 Pepinov test

6.2.1 Fermatove c¢isla
Definicia 6.2.1. Fermatov ¢isla su tvaru F,, = 22" 11 pren € Z,n > 0.

O Fermatovych ¢islach sa da napr. dokézat to, ze Tubovolné dve takéto
¢isla st navzijom nest’ldelitel’n Tato veta sa potom da pouzit na dokaz o
nekonec¢nosti mnoziny prvocisel.

Sam Fermat si myslel, ze v8etky &isla takéhoto tvaru si prvoéisla. Jeho hypo-
tézu sa v8ak podarilo vyvratit Fulerovi, ktory dokazal rozlozit piate Fermatovo
gislo Fy = 232 4+1 = 4294967297 = 641.6700417, Dodnes nie je zname, ¢i existuje
nekonecne vela Fermatovych prvocisel ani to, ¢i vobec existuje nekonetne vela
zlozenych Fermatovych ¢isel.

6.2.2 Pepinov test

Tvrdenie 6.2.1. Ak je | kladné, tak 2' =1 (mod 3).

Dékaz. Tvrdenie sa da velmi jednoducho dokazat matematickou indukciou. Ba-
za indukcie trividlne plati.
Nech tvrdenie plati pre VI < k. Zoberieme 2¢+2:

262 = 4.2") =4.83m+1)=12m+4=1 (mod 3).

V roku 1877 vyslovil Pepin tvrdenie podobné tomu nasledujicemu:

Veta 6.2.1 (Pepinov test). Pre vSetky k > 1 je Fermatovo éislo Fy, = 22" 41
prvocislom prdve vtedy, ked 3(Fx=1/2 = —1 (mod Fy).

Doékaz. Kedze ide o ekvivalenciu, dostaneme nutnd a zaroveh i postacujicu
podmienku pre prvociselnost Fermatovych ¢isel. Musime teda dokézat dve ek-
vivalencie.

" &' Predpokladajme, Ze plati uvedenéd kongruencia. Potom ak dosadime
n = Fj,a = 3, tak F}, je podla Lucasovej vety prvoéislo. To preto, lebo

3F—1/2 = 1 (mod Fy) = 3F—D/23F=D/2 = 1 (mod Fy,)

a zaroven pre vSetky prvociselné delitele Fy — 1, ktorymi je iba jediné ¢islo 2
(na zéklade tvaru Fermatovych ¢isel 22° + 1), sa 3F-=1/2 £ 1 (mod F},).

IPierre de Fermat (Zil zatiatkom 17. storocia) bol francizsky pravnik a tiez matematik,
ktorého vysledky sa vyuZivaji v mnohych Castiach matematiky i fyziky. Medzi jeho najzné-
mejsie vysledky patri dokaz tzv. Malej Fermatovej vety a vyslovenie hypotézy, tzv. Velkej
fermatovej vety, ktorti sa matematikom podarilo dokazat az v poslednych rokoch.

2Dokaz nie je zlozity, da sa najst napr. v [S2], Veta 2.4.4]
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" ='. Predpokladame, Ze pre nejaké k je Fermatove €¢islo F) prvocislom.

Kedze 2% je parne &islo, tak podla tvrdenia plati, ze 22" =1 (mod 3),
teda Fj, =2 (mod 3). S odvolanim sa na tvar Fermatovych ¢isel mézeme hned
tvrdit, ze pre k > 1 plati F, =1 (mod 4).

KedZe 3 aj Fj sa prvodisla, méZzeme pouZit rovnicu z Gaussovho zakona
kvadratickej reciprocity (1.2):

i . ﬂ :(_1>(3—1)(Fk.—1)/4
F. 3 )

z ktorého vidime, 7e (F%) aj (£+) majt rovnaké znamienka, pretoze ich siéinom
sme dostali 1 (plati totiz Fi, =1 (mod 4), ¢ize 4 | Fj, — 1).

Uz sme si ukazali, ze Fy, = 2 (mod 3). Ked sa vSak pozrieme na zvysky
pri §tvorcoch (mod 3), vidime, Ze tieto zvysky st v oboch moznych pripadoch
kongruentné s 1:

(Bk+1)? =9k +6k+1  (3k+2)% =9k? + 12k + 4.

Z toho teda vieme, ze (£t) = -1 = (Fik) = —1 = 3 nie je §tvorec (mod Fy).

Podl'a kongruencie v Eulerovom kritériu (1.4) teda plati

(;)) =312 = 1 (mod Fy).
k

6.2.3 Po6vodny Pepinov test

Samotny Pepin pouzival pri tomto teste namiesto ¢isla 3 ¢islo 5 a v predpokla-
doch bolo k& > 2. AZ Proth a Lucas ukizali, Ze moze byt pouzité aj Cislo 3.
Samotna Pepinova veta znela takto:

Veta 6.2.2. Pre vsetky k > 2 je Fermatovo ¢islo Fj, = 22" 41 prvocislom prdve
vtedy, ked 5(Fx=1/2 = —1 (mod Fy).

Dékaz. Dokaz pre toto znenie sa iba v malych detailoch odlisuje od predcha-
dzajiceho postupu:

" <" Dokaz tejto implikacie je prakticky totozny s dokazom rovnakej im-
plikacie v predchadzajtcej vete.

" =" Aj tu je postup v podstate velmi podobny ako v predchadzajucom
pripade.
KedZe 5 aj Fj, st prvoéisla, opif pouZijeme zékon reciprocity (1.2):

R
Iy 5 J

z ktorého vidime, Ze (Fik) aj (£+) majt rovnaké znamienka, pretoze I}, — 1 je
parne dislo.
Pozrime sa blizsie na zvySok Fj (mod 5). Indukciou sa da dokazat, Ze pre

k> 2 da 22" po deleni ¢islom 5 zvysok 1:
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Baza indukcie je pre k = 2 splnena.
Nech tvrdenie plati pre vSetky [ < k. Vezmime ¢islo 92" — 92"2 (22k)2 ®»
(5m +1)2 =25m? + 10m + 1 =1 (mod 5).

A teda &islo Fj, = 2" 1 1=2 (mod 5). Ak by sme sa v8ak opat pozreli na
zvysky Stvorcov zvyskovych tried (mod 5), ¢islo 2 by ste medzi nimi nenasli

= (&)=-1= (F%) = —1. Opit iba dosadime do Euleroveho kritéria a

dostaneme pozadovantu kongruenciu. O



Kapitola 7

Lucas-Lehmerov test

Dalif test prvodiselnosti jednej triedy ¢isel je prisudzovany Edouardovi Lucasovi,
ktory ho vymyslel a dokézal v roku 1856. Tento test sa pouZiva na dokazovanie
prvociselnosti tzv. Mersennovych prvocisel. Sam francizsky vedec ho este vy-
lepsil v roku 1878 a po fiom doviedol cely test do stic¢asnej podoby v roku 1930
Derrick Henry Lehme Tento test patri medzi tzv. n+ 1-testy, pretoze nas pri
samotnom testovani zaujima skor ¢islo n + 1 a nie samotné n.

7.1 Morrisonova veta

V nasledujicej kapitole budeme opét pracovat s Lucasovymi postupnostami
(1.1) a ekvivalentne zadanymi postupnostami (4.3)).

Definicia 7.1.1. Vsetky ¢isla tvaru M,, = 2" —1 sa nazyvaju tzv. Mersennovef]
pseudoprvoéz’slaﬂ

Nevie sa, ¢ je takychto Mersennovych prvocisel (Mersennove pseudoprvo-
Cisla, ktoré st aj naozaj prvodislami) konecne alebo nekonetne vela. D4 sa ale
dokézat, ze Tubovolné dve Mersennove pseudoprvodisla M, si nesudelitelné.
TaktieZ nie je tazké ukézat, ze ak je M, prvocislo, tak aj n je prvoéisl(fﬂ

Definicia 7.1.2. Pre n € N;n > 0, pricom plati NSD(n,2bA) = 1, je tzv.
hodnost vyskytu n, oznacovand ako ry(,), také najmensie r, pre ktoré plati U, =
0 (mod n).

Tvrdenie 7.1.1. Ak k| j, potom aj Uy, | U;.

IDerrick Henry "Dick"Lehmer(23. februara 1905 - 22. méija 1991) bol americky matematik,
ktory nadviazal na pracu Edouarda Lucasa. On i jeho manzelka sa vyrazne podpisali pod
mnohé objavy v oblasti vypoctovej techniky.

2Marin Mersenne (8. septembra 1588 - 1. septembra 1648) bol francizsky matematik,
filozof, teolég a hudobny teoretik. Je povazovany za otca fyzikilnej oblasti zaoberajtcej sa
akustikou. Studoval v meste Le Mans a neskor na jezuitskom kolégiu v La Fléche. Po studiach
teolégie a hebrejCiny sa stal Mersenne v roku 1613 mnichom.

3Este v aprili roku 2009 bolo znamych iba 46 takychto prvocisel.

4Vid skripta [S2, Lema 2.4.5]

34
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Dékaz. Nech j =n.k a U, = 22=22 Potom
Y1—p2

$1— P2 P

n—1)k n—2)k n—2)k n—1)k
(0 — o8 @R L oDy o108 PE 4 o DR

Y1 — P2

U eF — ik ()" — (H)™
nk —

Vidime, Ze prva zatvorka nam déva spolo¢ne s menovatelom postupnost Uy.
Nam teda treba iba ukazat, Ze druha zatvorka je celé ¢islo.

Ked v8ak zoberieme postupne jednotlivé ¢leny v zatvorke a im prislichajiace
¢leny idtce od konca, dostaneme:

n—1)k n—1)k n—2)k n—2)k
("% 4 o8 EY 1 (0o 4 o8 o) 4

Vin—1)k bVin_2)k—1

Posledny “prostredny” ¢len (pre n-nepérne; pre n-parne by sme prostredné
(n—1) (n—1)
dva ¢leny sparovali rovnako ako v predchadzajicom pripade) je p; 2 kgoQ 2 k,

¢o je vlastne b"z k. 7 tohto az poznatku, Ze postupnost V,, je postupnost celych
¢isel, vidno, ze v druhej zatvorke je celé ¢islo. O

Veta 7.1.1. Ak NSD(n,2bA) =1 potom plati nasledovné
U; =0 (mod n) prive vtedy, ked' j =0 (mod 7(,)).

Doékaz. Implikacia ” <" je zrejmé. Jej dokaz by sme previedli sposobom takmer
identickym tomu, ktorym sme dokézali predchadzajice tvrdenie
Dokazeme si obratent implikaciu:

Ak U; =0 (mod n), tak potom j =0 (mod rs,)).

Najprv si dokaz ukézeme pre Fibonacciho postupnost (4.1). Plati totiz na-
sledujuci vztahP}
Fm+n = Fan,1 + Fm+1Fn. (71)

Pre Fibonacciho postupnost sa tieZ napr. matematickou indukciou dé uka-
zat, ze dva po sebe iduce ¢leny Fibonacciho postupnosti st navzajom nesudeli-
telné, teda NSD(F,,, F,11) = 1.

Podme teda dokazat uvedena implikaciu pre Fibonacciho postupnost.
Majme U; = 0 (mod n). ZapiSme teda j ako p.rs,) + z, pricom naSou tlohou
bude ukézat, ze zvySok z je nulovy. VyuZijeme teda (7.1)):

Fp.rf(n)Jrz = Fp.rf(n)szl +Fp.rf(n)+1Fz'
—_——— — —
delitelné n delitelné n

Z tohto nam vyplyva, ze aj Fp.,,, +1F musi byt delitelné n.

Tr(
n | UP~Tf<n>+1Uz

NSD(UPATf(n)-Q—l, Up~rf(n)) =1 }TL | U,=z=0.

5Dokaz pre Fibonacciho postupnost je len na. ilustraciu, tento vzfah si nebudeme dokazovat.
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Kedze z < 7y(,) a zéroveil ry(,) = r je najmensie také Cislo (okrem nuly), Ze
U, =0 (mod n), tak z musi byt nula.
Vseobecny dokaz je dost podobny.

Un+7n = UnUerl - bUnUp—1, pretoze

n__ ,.n m—+1 _ m+1 m __ . m n—1 _ n—1
UnUm+1 _ bUmUn—l _ 901 902 Q01 902 o b‘Pl 902 901 ¢2 _
©1 — P2 Y1 — P2 Y1 — P2 Y1 — P2
_o1(@T™ = 0B — o T — )
= 5 = Uptm-
(@1 - 902)

Dalej matematickou indukciou ukdzeme, ze pre vietky k > 0 je NSD(Ug, Ug41,n) =
1. Pre k = 0 a tiez pre k = 1 tvrdenie trividlne plati.
Nech plati pre vSetky k < [. Pozrime sa, ¢i plati aj pre :

Dokaz prevedieme sporom: nech NSD(U;_1,U;,n) # 1. Predpokladajme, 7e
NSD(U;—1,U;,n) = m,m > 1. Vieme dalej, ze U, = aU;_; — bU;_5. Potom

NSD(Ul_l,CLUl_l — bUl_g,n) = NSD(Ul_l,aUl_l - bUl_g, n )
—~_~— ———

m.rT

=m m.o m.p
Z toho ale vyplyva, Ze aj bU;_o je delitelné ¢islom m. Kedze ale NSD(b,n) =
1, ¢o vyplyva z podmienky, ze NSD(n,2bA) = 1, tak potom musi byt U;_o
delitel'né ¢islom m = U,,_o = m.z. Z toho ale vyplyva, ze NSD(U;_2,U;_1,n) =
m # 1, ¢o je v spore s indukénym predpokladom a teda (U;—1,U;,n) = 1.
Teraz uz mame vhodny aparat na dokaz celej vety:
Nech Uj = Up.r;(,y+2 =0 (mod n). Teda

UP~7’f(n)+Z = UP-Tf(n) UZ+1 *bUzUp.rf(n)—l = bUZUp.Tf(n)—l =n.z
—_— Y

delitelné n delitelné n

Z toho, ze NSD(Uy,Ugy1,n) = 1 a NSD(n,2bA) = 1 vyplyva, Ze n | U,.
Z tohto uz podobmne ako v predchidzajiucom doékaze Fibonacciho postupnosti
vyplyva, Ze z = 0= j =0 (mod 7). O

Na zéklade predchadzajicich tvah a dékazov dostavame vetu, ktora sivisi s

vetou 2Tk

Veta 7.1.2. Majme funkciu f = 2 — ax + b, jej determinant A\ = a® — 4b a
A

prvocislo p, ktoré nedeli 2b/\. Potom vy | p — -

Teraz sa dostavame k vete, ktord bude velmi dolezitd v dalSej Casti, resp.
ktora je dolezitym medzikrokom k tomu, aby sme sa dopracovali k Lucas-
Lehmerovej vete a testu. Uz pri tejto vete uvidime, Ze sa nebudeme zaoberat
ani tak ¢islom n, ako skor n + 1.

Veta 7.1.3 (Morrisonova veta). Majme f a /\ zadefinované obvyklym spdésobom.
Nech n je prirodzené éislo, pricom plati, Ze NSD(n,2b) = 1, (%) = —1. Ak je

F lubovolnygm delitel ¢isla n + 1 a zdroven platia podmienky

Uny1 =0 (mod n), NSD(Ug,41)/4,1) = 1 pre vietky prvocisla q | F, (7.2)

potom pre lubovolné prvocislo p deliace n plati, Ze p = (%) (mod F). Navyse,
ak F > \/n+ 1, tak ¢islo n je prvocislo.
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Dékaz. Nech p je Tubovolny prvodiselny delitel n. Z podmienok zadefinovanyh
v dostavame, Zze F' deli 74(,). To preto, lebo plati veta E tedan—1=
T f(p)-@, pricom hodnota Q nas teraz nezaujima. Pre [ubovolné prvoéislo, ktoré
deli F" v8ak plati, ze NSD(U(,11y/4,n) = 1, teda prvocislo muselo predelif (.
Ak by tak totiz nespravilo, potom by (Uy, , .=, n) = n podla vety Vyuzijtc

vetu |7.1.2| teda dostavame, ze p = (%) (mod F).

Nech F > y/n+ 1. Vieme, ze p = (%) (mod F), takze p = Fom + (%).
Na pravej strane je m > 0, pretoZze v opatnom pripade by rovnost nemohla
platit (prvodislo p by totiz muselo byt +1 alebo -1). TakZe urcite plati, ze
p > F—1>/n Kedze toto plati pre kazdé prvodislo deliace n, musi byt
prvocislo p prave ¢islom n. O

7.2 Morrisonova veta pre postupnost V,

Nasledujtca veta je v istom zmysle analogicka ku tej predchadzajticej.

Veta 7.2.1. Nech f a A si zadefinované rovnako ako v predchddzajicich pripa-
doch. Nech n je prirodzené ¢islo, pricom plati, Ze NSD(n,2b) =1 a (é) =—1.
Ak F je pdarny delitel’ ¢isla n + 1 a navySe platia podmienky
Ve/o =0 (mod n) NSD(Vg/oq,n) = 1 pre vietky nepdrne prvocisla q | F),
(7.3)
potom pre kaZdé prvocislo p deliace n plati p = (%) (mod F). Navyse, ak
F > /n+1, tak n je prvocislo.

Pri dokaze tejto vety vyuZijeme jednoducha rovnost Us,, = U,,V;,. Rozpi-
sanim pravej strany rovnice velmi l'ahko dojdeme k dokazu rovnosti:

T — ((l _ m)m (x’m, N (a B x)m) _ x2m _ (Cl _ x)Qm

z—(a—2x) x—(a—x)

Dékaz vety[7.2.1 Nech p je neparne prvocislo, ktoré deli obe postupnosti Uy, V,y,.
Obe postupnosti a st ekvivalentné a hned vieme povedaf, ze ™ =
(a — )™ (mod f(x),p) a tiez 2™ = —(a — )™ (mod f(z),p). Z toho po-
tom vyplyva (pretoZe sme v poli), ze 2™ = 0 (mod f(x),p). Potom aj b™ =
(z(a —x))™ =0( (mod f(z),p)), z ¢oho dostavame, ze p | b.

V nasledujucej Casti si ukazeme, Ze

NSD(Uap, n) = NSD(Uyn,n).NSD (Vi 1), (7.4)

¢o vyplyva z toho, ze p | b, NSD(n,2b) = 1 a Usy, = Uy, Vi
NSD(Ua,n) =NSD(U,,,V;,,n). Nech

pri¢om jednotlivé p; sa vSetky prvocisla, ktoré sa vyskytuju v kanonickom roz-
klade T'ubovolného vyrazu.
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Pre TubovoIné prvoéislo p;,i € {1,...,t} zoberieme do NSD(Uzy,,n) ako

exponent min{«; + 3;,7; }
Ak je nejaké p; v niektorej postupnosti U,, alebo V,, nulové, tak pre to p;
dana rovnost trivialne plati. Ak by v8ak p; v postupnosti U,, aj V;, bolo
nenulové, potom by muselo byt nulové v n. To preto, lebo p; | Uy, Uy,. Z toho
podla vyssie uvedeného p; | b. Ak by vsak p; delilo aj n, tak je to spor s tym,
ze NSD(n,2b) = 1. Vidime teda, Ze aj v takomto pripade uvedend rovnost
plati.

Z prvej podmienky v dostavame, ze Up = 0 (mod n), pretoze Up =
UF/QVF/Q = U7,+1 =0 (InOd n)

Tiez plati, ze NSD(Up/2,n) = 1, pretoze NSD(Up/2,n) | NSD(Up/2, Vi/2).
Ak by NSD(Up/2,n) # 1, potom by existovalo prvocislo p nachadzajice sa v
kanonickom rozklade Up/, aj n. Teda p | NSD(Up/2, Vp/2). My sme si ale
ukazali, Ze potom by platilo p | b, z oho jasne vyplyva p | 2b. To by v8ak bolo
v spore s tym, ze NSD(n, 2b) = 1.

Nech ¢ je TubovoIny nepéarny delitel F'. Opéf vyuZzijeme poznatok, ze Up,, =
Ur/2qVr/2q- Podla tvrdenia vieme, ze kedze F/2q | F'/2, tak Up/oq |
Up/o- Kedze NSD(Up/g,n) = 1, tak potom aj NSD(Up/oq,n) = 1. Z druhej
podmienky teda dostavame, Ze NSD(Up/q,n) = 1.

Splnili sme teda vietky podmienky vety Morrisonovej vety (7.2)), teda platia
jej zavery. O

7.3 Lucas-Lehmerov test

Tvrdenie 7.3.1. Plati nasledovnd rovnost: Va; = V7 — 2b7.

Dékaz. Podla Vietovych vzfahov plati, Ze p;p9 = b. 7 tohto dostaneme:
V2 =26 = (o] + ¢])? — 267 = ¢t + 3 + 20} — 267 = V.
O

Pred samotnym testom si uvedieme vetu, ktora je kl'i¢om k danému testu.
Pri jej dokazovani vyuZzijeme predchadzajacu vetu|7.2.1

Veta 7.3.1 (Lucas-Lehmerova veta pre Mersennove prvoéisla). UvaZujme po-
stupnost v,k = 0,1... rekurentne zadani takto: vy = 4,vk41 = vi — 2. Ak je
p nepdrne prvocislo, potom plati, Ze Mersennovo ¢islo M, = 2P — 1 je prvocislo
prave vtedy, ked v,_o =0 (mod M,,).

Dékaz. " <": Majme funkciu f(z) = 2% — 4z + 1, ktorej diskriminant A =
4% — 4 = 12. D4 sa l'ahko ukézaf (napr. matematickou indukciou), ze M, = 3

(mod 4) a M, =1 (mod 3). V nasom pripade plati, ze (%) = (%) = (%),

pretoze plati veta [1.2.1| a (%) je 1 (vdaka tomu, Ze 4 = 22 je §tvorec).
p

Opéf raz vyuzijeme zékon o kvadratickej reciprocite (1.2)), z ktorého dosta-
vame nasledovné:

BV (M) _ (—1) I o (L) o (L) =
M,) \ 3
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Ako sme si uz vyssie uviedli, M, =1 (mod 3) a 1 = 12 je $tvorec, teda (Mip) =

-1= (%) =-1

Pouzijeme vetu v ktorej za F dosadime 2P~! = (M,, + 1)/2. Musime
overit, ¢ pre takyto delitel splita zadana postupnost podmienky danej vety.
Druht podmienku tejto vety overovat nemusim, pretoze delitel F = (M, +1)/2
nem4 Ziadnych nepéarnych prvociselnych delitelov. Stadi nam overit, ze Vop—2 =
0 (mod M,). KedZe mame funkciu f(z) = 2 — 4z + 1, pre ktori sa a = 4, tak
zla—z)=x2(4—2)=1 (mod f(x)).

Vo = 2™+ (4—2)?" = (2™ +(4—2)™)? =22 (4—2)™" = V2 -2 (mod f(x)).
Mame zadefinované V; = 4 = vg. Indukciou si ukdZeme, Ze Vor = vg:
Var = Vo gr-1 EBE:]VQQkfl —2=vi 2=
Kedze vyp_g = Vap—2 =0 (mod M,,), tak su splnené vetky podmienky vety
a teda M), je prvodislo.

" :>l/:
Predpokladajme, Ze M, je prvocislo. Ako sme si ukdzali v predchadzajucom

pripade, (ﬁ) = —1. Rovnako ako v prvej Casti pri dokaze vety 4.2.1] teda
p

moZeme pisat, Ze Z[z]/(f(x), M,) = konetné pole Fjz. Od tohto momentu
budeme pouzivat namiesto oznacenia M, uz iba M (Spriehladni nam to totiz
zapis). Opéf pouzijeme Frobeniov automorfizmus a jeho vlastnosti [ﬂ Pouzijuc
ich dostavame, 7e 2™ = (4 — x) (mod f(z), M). Teraz vypoéitame (z — 1)M+1
dvoma sposobmi, ktorych vysledky neskér porovname.

1. Méme (x —1)?2 =22 - 22 +1 = (2?2 —4x+ 1)+ 22 = 2z (mod f(x), M). Z

Eulerovho kritéria (1.4) a podla Vetzmdostavame (&) =2M-D/2 =1
(mod M). Pokracujme:

(x =DV = (2 - 1)) = o)M=

= 2.2M=D/2,(MF1)/2 = 92, (MFD)/2 (1nod f(x), M).
2. Druhy spo6sob vypoctu:

(@ =DM =z~ 1)@ — )M B2 (M 1) =

=@r-1)d-r—-1)=(—2"+42-3+2)—2=-2 (mod f(x), M).

Predchadzajice vyjadrenia dame do rovnosti a dostaneme, ze z(M+1)/2 = —1
(mod f(z), M). Z toho vyplyva, ze 2 = —1 (mod f(z), M) VyuZijeme nas
automorfizmus m a mozeme pisaf, 7e (4 — )2 = —1 (mod f(z), M).

Z dvoch predchadzajucich vysledkov teda dostavame, ze Ugp-1 = 0 (mod M).
Nemoze platif Uy—2 = 0 (mod M), potom by #2°~ = (4—2)2" " (mod f(z), M),
z ¢oho by sme dostali spor:

op—1 opP—2 2P—2

~-l1=z =z .=z = x2p72(4—x) = (x(4—m))2p72 =1 (mod f(z),M).
6Tjeto veci sme uz pouzivali a dokazovali v a

oP—2
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Uz skor sme ukazali, Ze plati nasledujica rovnost Usp—2 = Usyp—2Vop—2, z ktorej
dostavame, ze Vop—2 = 0 (mod M). Uz vyssie sme si vSak ukazali, ze Vop—2 =
Up—2, ¢im sme vlastne dokézali celu vetu. O

Nasleduje uz samotny zapis Lucas-Lehmerovho testu:

Algoritmus 7.3.1. Na vstupe dostaneme neparne prvocislo p. Nasledujuci
algoritmus rozhodne, ¢i Mersennovo &islo M, = 2P — 1 je prvodislo alebo je to
zlozené ¢islo:

1. Inicializacia
v=4

2. Lucas-Lehmerova postupnost
for k=1.p—2dov=12v?—2 (mod 2P — 1)

3. Kontrola vysledku
if(v == 0) return 1 else return 0.

Vidime teda, Ze algoritmus vychéadza z predchadzajucej vety a on len
overi, ¢i st splnené vietky podmienky tejto vety. Tento test je velmi efektivny
a dosiahli sa pomocou neho pekné vysledky. Tento test je o to lepsi, Ze nie iba
povie, ¢i je dané Mersennovo ¢islo pseudoprvocislo, on dokonca povie, ¢i je dané
Mersennovo &islo prvocislo alebo zlozené &islo.



Zaver

V praci sme sa snazili prist na to, ¢o stoji za roznymi testami, ktoré sa snazia
rozhodnit, & ide pri danom ¢isle o prvodislo alebo zloZzené ¢islo. Skumali sme
matematické zaklady, na ktorych si postavené jednotlivé testy. Tie vyuzivaju
velké mnozstvo tvrdeni a viet z teorie Cisel a algebry. KaZzdé jedno tvrdenie
a vetu sme sa snazili dostato¢ne vyslovit a ked sme nie¢o nedokazovali, tak
sme Citatelovi poskytli odkaz na dostupnu literatiru, v ktorej si dokaz danej
vety moZze nastudovat dodatotne. Tvrdenia sme sa snazili sformulovat jasne a
nezabudat popritom ani na poriadne definicie. Praca teda pontka bohaty vyklad
matematiky v praxi, priom Ziadna vyuzivana veta nie je zbyto¢na. Chceli sme
a dufame, Ze sa nam to aj podarilo, dosledne opisat aspon ¢ast z tejto bohatej
oblasti matematiky. KedZe je v8ak tato téma velmi Sirokd, do budicnosti by
sa dali naStudovat a vysvetlit dalsie testy. Pri snahe o dokizanie niektorych
veci v8ak moZzeme prist na dalsie a dalgie poznatky. Ved tak to v matematike
chodi - ¢lovek pri skimani jednej discipliny objavi mnozstvo veci z inej, v ktorej
mozno ani nie je odbornik. Téma prvociselnosti pontka iroka paletu moznosti.
Kto v8ak chce vojst cez privreté dvere, musi si uz ¢o-to s matematikou odzit.
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