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Abstrakt

Vyvoj najmodernejsich SAT-solverov v poslednych rokoch vyrazne pokro-
¢il. V praci sa zaoberame moznostami vyuzitia heuristik a technologii, ktoré
st v nich implementované a neustale zdokonalované, na rychle rieSenie nie-
ktorych NP-tuplnych grafovych problémov. Na dosiahnutie ciela sa snazime
najst ¢o najvhodnejfie zakédovanie vstupného grafového problému do in-
Stancie SATu. Zaroven jednotlivé kédovania porovnavame aj vzajomne a aj
s backtrackovym algoritmom.

Krucove sLovA: SAT—-solver, redukcia na SAT, NP-uplny problém.



Abstract

The power of the state-of-the-art SAT solvers has increased dramatically in
the last decade. The thesis deals with the possibilities of using techniques
and heuristics implemented in solvers, which are constantly being improved,
to solve NP-complete graph problems efficiently. To achieve our objective we
are trying to use different SAT encodings and comparing them with each
other and also with backtrack algorithms.

KeyworDs: SAT-solver, translation to SAT, NP-complete problem.
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Uvod

SAT, z anglického Boolean satisfiability problem, je mnozina v&etkych splni-
telnych booleovskych vyrazov. Tento problém je z hladiska teodrie zloZitosti
vyznamny tym, ze v roku 1971 Cook a Levin dokézali, Ze je NP-tuplny. To
znamend, 7e lubovolny jazyk z triedy NP je polynomiélne redukovatelny na
SAT. Dovtedy nebol znamy ziaden taky jazyk. Néasledne Karp uviedol dal-
§ich 21 NP-tplnych problémov, pricom doékazy robil tak, Zze redukoval na ne
SAT | |.

V poslednych rokoch pokroéil vyvoj SAT—solverov, ktoré sa neustéle zlep-
8uju a sa schopné vyriesit stale vicsie instancie SAT formul. Od roku 2002 sa
kazdoro¢ne uskutociuji sitaze najmodernejsich solverov. Univerzalna po-
vaha SAT problému ho umoziuje vyuzit aj na rieSenie inych problémov
z triedy NP. Cielom tejto préace je skimaf moznosti rieSenia NP-uplnych
problémov pomocou redukcie na SAT. Konkrétne sa zameriavame na gra-
fové problémy. Preskimat chceme rozne sposoby redukcie na SAT formule a
ich vplyv na rychlost najdenia riefenia, SAT-solverom. Porovnévat budeme
aj optimalizované preberanie vietkych moznosti rieSenia problému. RieSenie
problémov pomocou redukcie na SAT by mohlo mat vicsiu aspegnost vd'aka
dlhodobému vyvoju SAT—solverov a preto by sme chceli spravit zoznam NP
problémov, ktoré uz vieme celkom efektivne riesit, aby sa mohli pridavat aj
d'algie problémy nie len redukciou na SAT, ale aj na tieto problémy.



Kapitola 1

SAT a jeho aplikacie

V tejto kapitole si zadefinujeme problém SAT a povieme nieco o jeho historii a
prvych algoritmoch, takzvanych SAT—solveroch. Neformalne je SAT mnozina
vietkych splnitelnych booleovskych vyrazov, formil. My v nagej definicii
budeme uvazovat iba formule v konjunktivnej normalovej forme, pricom je
to ekvivalentny problém z hladiska zlozitosti lebo obidva problémy st NP-
dplné. Formule budeme kédovat tak, Ze premenné zoradime a nahradime
¢islami v bindrnom tvare.

Definicia 1.0.1 Formula je v konjunktivnej normélovej forme (KNF), ak je
to konjunkcia klauzal, kde kazda klauzula je disjunkcia literdlov a literél je
bud premenna alebo jej negacia.

Definicia 1.0.2 Formula je splnitelna, ak existuje ohodnotenie premennych
také, Ze je pravdiva.

Definicia 1.0.3 SAT je jazyk nad abecedou {A,V,—, (,), 0,1}, pricom slovo
patri do jazyka, ak zodpovedajuca formula v KNF je splnitelna.

Na SAT sa teda moZeme pozerat ako na rozhodovaci problém, kde treba,
rozhodnut, & dana formula je splnitelna.

Veta 1.0.1 SAT je NP-uplny problém.

Dokaz. Stephen Cook | | a Leonid Levin | | nezavisle dokazali v
roku 1971. Dékaz tu neuvadzame. O

Zaujima nis KNF, pretoze vi¢sina modernych SAT—solverov pracuje s
vyrazmi v KNF. M4 ta vyhodu, Ze je to celkom jednoduchy tvar, kde musia
byt vietky klauzuly splnené, ¢o sa Tahsie kontroluje a prvé algoritmy, ktoré
vznikli toto vyuZzivaji. MoZzeme sa na vyraz pozerat ako na mnozinu klauzal
a na klauzulu zase ako mnozinu literdlov, preto budeme pouzivat mnozinové
znacenie.



1.1 Algoritmy

V tejto Casti si v kratkosti popiSeme niektoré pouzivané algoritmy. Na vstupe
dostani mnoZinu klauzul a vystup hovori, ¢ je dana formula splnitelna.

Uplnym zakladom prvych algoritmov, ako aj terajgich najmodernejsich
je pravidlo odvodenia:
{C,v{D, v}
{C,D}

Hovori, 7ze ked mame v klauzule premennd a v nejakej inej jej negéciu, mo-
zeme ich zjednotit a ponechat iba ostatné premenné.

1.1.1 DP

Zaklad algoritmu navrhnutého Davisom a Putnamom v roku 1960 | |:

1. ak najdes prazdnu klauzulu, skondi s vysledkom nesplnitel'ny

2. najdi literaly, ktoré sa vyskytuja iba v jednom stave (iba ako premenné
alebo jej negécia)

3. odstran vsetky klauzuly, ktoré taky literal obsahuju (priradenim vhod-

nej hodnoty premennej st vSetky splnené)

ak neostala ziadna klauzula, skonéi s vysledkom splnitel'ny

vyber si literdl =, ktory sa vyskytuje v oboch stavoch

odvod pomocou neho vietky mozné klauzuly

odstran vsetky klauzuly v ktorych sa x vyskytuje

chod na krok 1

o N o Ot

Tento postup ma vsak nevyhodu, lebo moze kvadraticky narastat pocet klau-
zul. Ak sa v n klauzulach vyskytuje x a v m klauzulach —x, pocet odvodenych
klauzil je n - m, ktoré st navyse vicsie. V mnohych praktickych pripadoch
sa ukazuje, ze paméitovo algoritmus zlyhava.

1.1.2 DPLL

Preto bolo treba nie¢o zmenit a druha verzia algoritmu | | je zalozena
na odvodeni z literalu:
{C, ~v}{v}

{C}

1. kym existuje klauzula obsahujtca iba literal x, opakovane vykonéavaj
odvodenie z x

2. ak najdes prazdnu klauzulu, skon¢i s vysledkom nesplnitelny

3. néjdi literaly, ktoré sa vyskytuja iba v jednom stave (iba ako premenné
alebo jej negécia)

4. odstran vSetky klauzuly, ktoré taky literal obsahuju (priradenim vhod-
nej hodnoty premennej st vSetky splnené)



ak neostala ziadna klauzula, skonéi s vysledkom splnitel'ny
vyber si literdl z, ktory sa vyskytuje v oboch stavoch
rekurzivne vykonaj proces s pridanou klauzulou {z}

rekurzivne vykonaj proces s pridanou klauzulou {—z}

ak aspon jedna rekurzia uspela, skon¢i s vysledkom splnitel'ny
10. inak skonéi s vysledkom nesplnitel'ny

© N o

Problematicky je 6. bod algoritmu, v ktorom treba vybrat literal x. Ne-
spravny vyber moéze viest k vyskasaniu vSetkych moznosti a preto existuji
rozne heuristiky na vyber x.

Moderné DPLL SAT—solvery sa delia na:

e conflict-driven, ktoré su tspesnejsie
e look ahead

Opisanie rozdielu tychto dvoch sposobov prevzaté z | |, kapitola
5.1: Predstavte si, ze ste prvy krat v New Yorku. Vystapili ste z taxika a
chcete si pozriet najkrajsiu ¢ast mesta. Zvazujete confict-driven a look ahead
stratégie.

Pri prvej, ked pridete na krizovatku, jednoducho sa vyberiete tam, kde
to vyzera na prvy pohlad najkrajsie. Ak pridete na miesto kde to vyzera zle,
vratite sa na krizovatku, kde ste pravdepodobne zle zabodili.

Pri look ahead stratégii sa vybera smer zlozitejsie. Najprv sa vydate k-
sok kazdym smerom, presktimate to tam, vratite sa na krizovatku a az potom
vyhodnotite, ktorym smerom sa vydat. Aj ked tato stratégia vyzera zlozi-
tejsie, niekedy byva tspesnejsia.

SAT-solvery, ktoré som pouzival st conflict-driven DPLL algoritmy s
mnohymi vylepSeniami. St to minisat | |, picosat a precosat | |.

1.1.3 Local search

Existuju aj lokalne prehladéavacie (angl. local search) algoritmy pre SAT
[ |. Zaginaju tak, ze ndhodne ohodnotia premenné. Ak nie su splnené
vSetky klauzuly, skisia zmenit ohodnotenie jednej premennej a takto pokra-
¢uju v hladani rieSenia. Odtial nézov lokilne prehladavacie algoritmy. Je
to ale nesystematicky postup. St rozne moznosti pre rozhodovanie ktorej
premennej zmenit ohodnotenie aby sa dosiahlo celkové zlepgenie. A takisto
treba niekedy zaat hladat z iného miesta, lebo sa méze stat, Ze uz nie je ¢o
zlepfovat v danom okoli. Prikladmi takych algoritmov st GSAT a WalkSAT

[H500].



1.2 Vyuzitie

Hoci SAT—solvery maju v zasade exponencidlnu ¢asovii zlozitost, v mno-
hych pripadoch sa vdaka pokrocilym technikdm tspeSne pouzivaja. Aspoil
niektoré aplikacie si teraz uvedieme.

Medzi prvé pokusy patri vyuzitie pri planovani v umelej inteligencii. Je to
proces hladania sekvencie uloh, ktoré splnia urc¢ity ciel. V roku 1992 Kautz
a Selman navrhli redukovat planovanie na SAT | |. Spodiatku o to nebol
velky zaujem ale neskor sa ukazalo, Ze tento sposob rieSenia je porovnatelne
rychly a daja sa dosiahnut touto cestou zaujimave vysledky. Tento tspech
podnietil rovnaky pristup pri rieSenf podobnych problémov, ako je testovanie
modelov systémov s koneénym podtom stavov.

Prakticky sa vyuZzivaju SAT—solvery aj pri formélnej verifikacii a testo-
vani softvéru, v bioinformatike a mnohych inych oblastiach.

Takisto je mozné zaujimavé vyuzitie pri generovani zadani logickych dloh
ako je napriklad sudoku | |.

A nakoniec spomefime rozsiahlu pracu, ktord sa zaoberad sposobmi rie-
Senia sytémov rovnic, za ti¢elom vytvorenia novych nastrojov, vyuzitelnych
pri algebraickej kryptoanalyze | |-

Viac sa o historii, algoritmoch a vyuziti d4 najst napriklad v | |.



Kapitola 2

Problémy a ich jednoduché
rieSenia

V tejto kapitole popiSeme rozhodovacie problémy, ktorym sme sa venovali.
Ide o grafové problémy. Rozhodovacie znamend, Ze na vstupe dostaneme
nejaky graf a mame rozhodnat, & ma danu vlastnost. Vychéddzame zo §tan-
dardnej definicie grafu ako je uvedené v | |:

Definicia 2.0.1 Graf je dvojica G = (V, E), takd, ze E C V2. Prvky z V
nazyvame vrcholy a prvky z E hrany grafu G. Hrany st teda dvojice vrcholov
a hovorime, 7e vrchol u susedi s vrcholom v, ak (u,v) € E.

Pouzivame oznacenie n = |V| pre pocet vrcholov grafu a m = |E| pre
pocet hran.

Ku kazdému problému takisto uvadzame ¢o najlepsie, ale zaroveii jedno-
duché riegenie, ktoré sme implementovali. Spoc¢iva v optimalizovanom pre-
berani v8etkych moZnosti, zaloZenom na rekurzii. Tieto algoritmy budeme v
d'alSom texte oznacovat pojmom backtrack.

2.1 Klika

Uloha: Najst v grafe k vrcholov takych, Ze kazdé dva z nich st spojené
hranou.

Definicia 2.1.1 Hovorime, ze graf G = (V, E) ma k-kliku, ak existuje S C
V taka, ze |S| =k aVu,v € S: (u,v) € E.

RieSenie: Budu nas zaujimat iba vrcholy, ktoré maju stupen aspon k — 1,
lebo iba tie mézu byt sicastou k-kliky. Toto obmedzenie je velka vyhoda,
pretoze v riedkych grafoch ich bude maéalo a teda rychlo zistime, Ze tam k-
klika nie je a v hustych grafov je zase vysoka pravdepodobnost, Ze sa nam
relativne rychlo podari nejaka k-kliku najst. Za¢neme s prazdnou klikou a



postupne budeme pridavat vrcholy do aktualnej kliky v pripade, Ze je to
mozné. To jest ak sii spojené hranou so vSetkymi vrcholmi, ktoré aktualne
patria do kliky. Ak uZ sa ned4 Ziaden vrchol pridat a je ich malo, naposledy
pridany odoberieme a skugame dalej. Takto pokractujeme a7z raz najdeme
k-kliku alebo zistime, Ze tam nie je.

Pseudokéd:
Klika (G ,Kl k) {
if (Kl.size() = k) return true;

if (Kl.size() + G.size() < k) return false;
vyber vrchol v so stupfiom aspon k — 1;
if (Klika(G—v,Kl,k)) return true,
if (v susedi so vSetkymi vrcholmi v K1)

if (Klika(G—v,KlHv)) return true;
return false;

2.2  Vrcholové pokrytie

Uloha: Nijst v grafe k vrcholov takych, Ze kazda hrana susedi s nejakym
z nich.

Definicia 2.2.1 Hovorime, ze graf G = (V, E) mé vrcholové pokrytie vel-
kosti k, ak 35 C V taka, ze |S| =k aVr,y e V:(z,y) e E=>2€ SVy e S.

RieSenie: Plati, Ze graf mé vrcholové pokrytie velkosti k prave vtedy ak
v fiom existuje nezavisla mnoZina velkosti n — k a to je prave vtedy ked
v inverznom grafe existuje klika velkosti n — k. Preto rieSenie spociva v
invertovani hran a néslednom hladani kliky velkosti n — k.

2.3 Farbenie

Uloha: V tomto pripade treba ofarbif vrcholy grafu k farbami tak, aby
ziadne dva susediace vrcholy nemali rovnaka farbu.

Definicia 2.3.1 Hovorime, ze graf G = (V, E) je k-ofarbitelny, ak existuje
funkcia f : V' — {1...k} pricom plati: Vu,v € V : (u,v) € E = f(u) # f(v)

RieSenie: Postupne skuSame ofarbit vrchol nejakou farbou a presunut sa
na dalsi vrchol. Ak nie je mozné vrchol danou farbou ofarbit, skasime int
farbu a tak pokratujeme az do vycCerpania vSetkych moZnosti. Ak Ziadna
farba nevyhovuje, vratime sa na predchadzajici vrchol a zmenime mu farbu.
Takto sa pokracCuje, kym sa nevycerpaju vSetky moznosti. Tych je ale velmi



vela a nevieme zistit, ¢ aktualne ¢iasto¢né ofarbenie vedie k vysledku alebo
nie.

Pseudokod:

Farbenie (G .k) {
if (G.empty()) return true;
vyber z G vrchol v;
for (f = 0; f < k; f++) {
if (v nesusedis vrcholom farby f) {
ofarbi v farbou f;
if (Farbenie(G—v,k)) return true;
}
}

return false;

2.4 Monochromaticky trojuholnik

Uloha: Zistit, & je mozneé rozdelit hrany grafu na dve asti, pricom v Ziadnej
neexistuje trojuholnik.

Definicia 2.4.1 Hovorime, ze graf G = (V, E) neobsahuje monochroma-
ticky trojuholnik, ak 3F;, Fy C E také, ze: FyNEy = 0ANE\UEy = EAVi €

{1,2} :
Vu,v,we Vi (u,v) ¢ E;V (v,w) ¢ E; V (u,w) ¢ E;.

RieSenie: Skusime pridat hranu do mnoziny F; a ak tam nevznikne tro-
juholnik, rekurzivne sa zavoldme na zvySok grafu. Ak sa ndm zvySok hran
nepodarilo rozdelit, vyskusame pridat hranu do Es5. Ak ani to nevyjde, rie-
Senie neexistuje.

Algoritmus teda skiSa postupne vytvarat mnoziny Fq a Fs tak, aby ne-
obsahovali trojuholnik a ak sa raz mint vSetky hrany, tspesne skoné¢i. Na
to aby efektivne zistil, & po pridani aktuélnej hrany do mnoziny FE; v nej
vznikne trojuholnik, si pre kazdd hranu pamétame zoznam trojuholnikov
v povodnom grafe, ktorych je sucastou a pre kazdy z nich sa pozrieme, &
zvysné dve hrany st uz v mnozine alebo nie. Tieto zoznamy trojuholnikov si
pre kazda hranu vytvorime na zaciatku behu programu.



Pseudokad:

Monochromatic (E,Ey ,Ey) {
if (F.empty()) return true;
vyber z E hranu e;
for (te Patrife]) {
if (zvysné dve hrany z t sa v E;)
zamietni Fj ;

if (FEp nie je zamietnuté)
if (Monochromatic(E—e,Ei+e,E>)) return true;
if (F nie je zamietnuté)
if (Monochromatic(E—e,E; ,Este)) return true;
return false;
}
Main () {
nacitaj graf G = (V, E);
for (u,v,weV) {
if (uw,v,w tvoria trojuholnik ¢) {
Patri|(u,v)].push(t);
Patri[(v,w)].push(t);
Patri|(u,w)].push(t);
}
h

return Monochromatic (E,0,0);

2.5 Rez grafu

Uloha: Rozdelit vrcholy grafu na dve Gasti tak, aby &k hran spajalo vrcholy
z rOznych casti.

Definicia 2.5.1 Hovorime, ze v grafe G = (V, E) existuje k-rez, ak
351, SQ cv také, ze:

S1NSy=0ASUSy =V Al{(u,0) € E|ueSy,ve S} =k

RieSenie: VysktSame vetky moZznosti rozdelenia vrcholov na dve mnoziny
a zratame, i je dostatok hran tvoriacich rez daného rozdelenia. Pri rozdelo-
vani vrcholov do mnozin priebezne pocitame velkost rezu. Ak zistime, Ze aj
keby v8etky hrany nezaradenych vrcholov tvorili rez, bolo by to menej ako
k, nepokracujeme.



Pseudokad:

ReZ(G751,SQ,k') {
if (G.empty())
return (hran tvoriacich rez — k) ;
moznost=0;
for (veV) moznost += deg(v);
if (hran tvoriacich rez + moznost < k) return false;
if (Rez(G—v,S14v,S2,k)) return true;
if (Rez(G—v,S;,S2+v,k)) return true;
return false;

2.6 Hamiltonovska kruznica
Uloha: Najst v grafe kruznicu, ktora obsahuje vietky vrcholy.

Definicia 2.6.1 Hovorime, ze graf G = (V,E) obsahuje Hamiltonovska
kruznicu, ak existuje bijektivna funkcia f: V — {1...n} pricom plati:

Va0 € Vi (u0) ¢ B = (f(u) £ f(0) + ) A (f(w) =1 = f(0) #n)

Riesenie: Prehladavanie grafu do hibky, pricom potrebujeme skugat vietky
mozné cesty prehladavania. Ak sa raz ocitneme v hibke n a z daného vrcholu
existuje hrana do korena, graf obsahuje Hamiltonovsku kruznicu.

Pseudokod:

Hamilton (G ,root ,v) {
Navstiveny [v]=true;
if (vSetky vrcholy su navsivené)
return (v,root) € F;
for (u € susedia|v]) {
if (\neg Navstiveny|[v])
if (Hamilton (G ,root,u))
return true;
Navstiveny [v]=false ;
return false;
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Kapitola 3

SAT kédovania

V tejto kapitole si popiSeme ako sa daju niektoré NP-uplné problémy riegit
pomocou redukcie na SAT. Zostrojime vyraz, ktory bude splnitelny prave
vtedy ak ma problém rieSenie. Tento vyraz nazyvame kédovanie. Spytame sa
SAT-solvera na splnitelnost a ak sa to dé, povie nam ako treba ohodnotit
premenné, z ¢oho sa dé spitne zostrojit riesenie problémul. Vieme, Ze kazdy
problém je polynomialne redukovatelny na SAT, av8ak nie vidy je jedno-
duché nejaké kddovanie najst. A takisto sa moze stat, ze dané kdédovanie je
vel'mi neefektivne a treba najst lepSie. AvSak existuje vela problémov, ktoré
sa daja priamodiaro a efektivne redukovat na SAT. Na niektoré z nich sa
teraz pozrieme.

3.1 Kilika
Nasledujuce kédovanie je ingpirované ¢lankom | |:

Myslienka spociva v rozdeleni vrcholov na tie, ktoré patria klike a tie, ¢o
nepatria. Potom pouZzijeme premenné, ktoré umoznia spocitat, ¢ je k vrcho-
lov v klike. Budeme pouzivat pocitadlo, ktoré inicializujeme na 0 a postupne

-----

Linearne kédovanie

Formélne, zavedieme premenné z, na urcenie, & vrchol v patri klike. Da-
lej pocitadlo ¢*, pre i € {0...n} bude pozostavat z k+1 premennych, pricom
j-ta bude pravdiva prave vtedy ak ¢’ = j.

Koédovanie tvoria vyrazy:
¢1 na zabezpecenie toho aby to bola klika. Ak vyberieme vrcholy u a v, musi

1Vystizne to opisuje nazov: "There and back again"| ]
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existovat hrana (u,v).

¢1= /\ (my V 21y)

(u,v)EE

¢2 inicializuje pocitadlo na 0.

k
br= A \

J=1

#3 skopiruje potitadlo ¢! ak z; neplati. Cize —z; = (c; & c}_l)

n k
3 = /\ /\(—\c;_l \Y% c} Vi) A (—\c;- \Y% cé»_l V ;)
i=1 j=0

¢4 zvaCE pocitadlo ¢! o 1 ak z; plati. z; = ((c; = cj-:ll) Acp)

n k
da = N\((~chV—zi) A N (27 ey V) A (= VeV o))
i=1 j=1

Vysledné kodovanie je @piipa = @1 A P2 A ¢3 A ¢4 A C}L.
Binarne koédovanie

Pre porovnanie sme skisili implementovat aj druhé kédovanie, zalozené
na rovnakej myslienke s rozdielom, Ze pocitadlo nebude lineérne, ale bude
to priamo bindrne ¢islo. Premenné su 7 ... 1'1’—)[092 K] Avgak napriek tomu, Ze
kédovanie pouziva menej premennych, vypocet pomocou SAT—-solvera trva
priblizne rovnako rychlo.

Tvoria ho vyrazy:
¢1 ako v predchadzajucom pripade. ¢, a ¢4 velmi podobné. Ostatné su
komplikovanejsie.
[log2k]

/ 0

j=1
n [log2k] ' ‘ . ‘
Py = /\ /\ (ﬂczfl Ve Vi) A(=c; Vv 6;71 V)
=1 j=1

¢, mé za ulohu pripocitat ku c;'- zvygok (alebo povodnu jednotku), ak

A ,c;.jll =1,...,1. V tom pripade ﬂ(c;'. & cé._l).

n ”092 k] j— 1

¢:1a1 = /\ /\ (\/ _‘C;_l V C;"il V C; V —k’L‘l’)

i=1 j=1 p=1

12



n  [log2k] j—1

Py = /\ /\ \/—|cz ! —|cl 1\/—|c§-\/—|xi)

i=1 j=1 p=1

Ak niekde medzi ¢;~!.. c; L je 0, tak (c & cZ .

[log2k] j
A ;
j=1 »p

1
(CARAVECARRVERVES!
P J ¢
1

n
/
¢4b1 = /\
i=1

n [log2k] j— ' .
dxbg /\ /\ \/ 03»71 vV c;. V —x;)
=1 j=1 =1

Pk este zarudi, ze ¢ =k

[logak]
o5 = /\ (c;Z & j — ty bit &isla k)
j=1

Vysledné kodovanie ¢, = @1 A ¢y AP A Gl A By A gy, A Py, A B

3.2 Vrcholové pokrytie

Pre tento problém sme pouZili rovnakd myslienku, ligi sa to iba jemne v
pravidlach ¢; aby vrcholy tvorili pokrytie.

@Z)/l = /\ (Tu V @)

(u,v)eE

Vysledné kodovanie je ¢pokrytic = @1 A d2 A d3 A pa A C}L.

3.3 Farbenie

Tento problém ma vela rozli¢nych kddovani, ktoré opisal M.N. Velev | |.
Tri z nich sme implementovali a v ¢asti 4.3 porovnali.

Priame kodovanie

Kazdému vrcholu v prislacha k premennych 7 ...z}, ktoré urcuju farbu

vrcholu.
¢1 vynuti kazdému vrcholu nejaka farbu.

k

¢r= N\ %)

veV f=1
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¢9 nepovoli viac farieb ako jednu.

s2= N\ N (mafv-ah)

veV f1,foe{l..k}
fi#f2

¢3 zabezpeli pozadované spravanie, aby susedné vrcholy mali réznu farbu.

k
b= NN\ (ahv-ah)

(u,w)EE f=1

Vysledné kodovanie je ¢rarpenie = @1 A P2 A 3.
Nasobné kédovanie

Avsak existuje aj druha moZnost, povolit viac farieb jednému vrcholu,
vynechanim klauzil ¢o. Potom sa ndm moéze stat, Ze rieSenie SAT-u bude
obsahovat pravdivé premenné z7 a zf pre i # j. V tom pripade si mozeme
pre vrchol v vybrat farbu ¢ alebo j. V oboch pripadoch dostaneme platné
farbenie.

Néasobné kodovanie ¢, ... = d1 A ¢3.
Logaritmické kodovanie

Tak ako v pripade k-kliky, aj tu je moznost kddovat farby binarne. Pou-
Zivame premenné zi .. .x’[’logz K] ktoré uréuju farbu vrcholu v. Tento spdsob
sa ukazuje ako najefektivnejsi | |. Je vsak zlozitejgie implementovat ko-
dovanie. UkaZzeme si aspoini klauzuly pre k # 3:

Nieco podobné ako ¢1 a ¢o pri priamom kédovani nepotrebujeme, lebo
kazdé ohodnotenie urcéuje nejaké ¢islo. Namiesto toho potrebujeme klauzule
¢4, aby sme nepouzili éislo vicsie ako k ak k = 2¢,i € N.

Pre k = 3:

b1 =\ (=} v —a})

veV

Py = /\ (@Y vV Vi) A(—xi VaiV -z Vab) A(z) V-xy ViV —z))
(u,v)EE

Vysledné kodovanie ¢’} = ¢ A Py.

farbenie
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3.4 Monochromaticky trojuholnik

Ko6dovanie tohto problému je vel'mi jednoduché. Postacuje n premennych x,,,
na rozliSenie do ktorej mnoziny patri vrchol v, a pravidla aby neboli spolu
vrcholy, ktoré tvoria trojuholnik.

¢mono = /\ (xu Vi,V xw) A (_‘xu V Xy V _‘ww>
u,v,weV

3.5 Rez grafu

Opéat budeme pouzivat premenné x, na urcenie, do ktorej mnoziny patri v,
a premenné pre pocitadla. Tentokrat ale treba spoditat hrany, ktoré maju
konce v odlisnych mnoZzinach, a netreba pridat Ziadne iné klauzuly. Rez je
to vzdy. Preto si hrany v grafe zoradime a hranu budeme netradi¢ne znacit
pismenkom 1.

¢1 inicializuje pocitadlo na 0.

k
o =da N

j=1

Dalej st 4 moznosti:

¢2 skopiruje pocitadlo ¢/~! ak zy, A zy, kde i = (u,v).

k
/\ Ay c V oy, V X)) A (—|c;- v cé._l V oy, V Xy

H
i >3

¢3 skopiruje pocitadlo ¢'~! ak =z, A ~xy, kde i = (u,v).

k
/\ \/c unva)A(ﬁcg-VC;_IVxUva)

||>3

¢4 zvaCH pocitadlo ¢! o 1 ak x, A =y, kde i = (u,v).

e

m
b4 = /\((ﬁcf)\/—':cu\/xv /\ \/c 1\/ﬁ:ru\/:1:v)/\(—|c \/c “ivaz,Vay))
i=1 7j=1
¢5 zviacsi pocitadlo ¢! o 1 ak -z, A 7y, kde i = (u,v).

m k
05 = N\ ((=chVauVv-a,)A N\ (= Vel Vau V) A(=e Ve v, v -my)
i=1 j=1
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Vysledné kodovanie je ¢pe. = @1 A o A @3 A\ s A ¢5 A .

Avgak toto kédovanie je velmi neefektivne. Domnievame sa, 7e to moze
byt aj tym, Ze tu nie si Ziadne obmedzujtce klauzuly na premenné x,,. Alebo
to je iba preto, ze potrebujeme velmi vela premennych na séitanie.

Vyskusali sme teda aspon zaviest dal$ie premenné p;, na odligenie kedy je
treba pripocitavat jednotku a kedy nie. Pridat treba formulu p; ¢ (2, < x,)
a potom je mozné odstranit ¢s a ¢5 s tym, Ze vo ¢o nahradime premenné x
literalom —p; a vo ¢4 literdlom p;.

Tato zmena vyrazne urychlila vypocet, ked sme pouzili ako SAT-solver
precosat. V testoch ale pouZivame minisat, ktory je rychly s oboma kddova-
niami.

3.6 Hamiltonovska kruznica

Zvolili sme postup, ktory ocisluje vrcholy a tieto v danom poradi potom
tvoria kruznicu ak existuje. Podobne ako pri pocitadle v klike, mdme n.n
premennych z¥, ktoré ur¢uju bijekciu medzi V' a {1...n}. a¥, plati prave
vtedy ak vrcholu v je priradené &islo 1.

¢1 zabezpedi aby kazdému vrcholu bolo priradené nejaké éislo.

veV =1
@9 zabezpedi aby kazdé ¢islo bolo priradené nejakému vrcholu.

n

g =N\ (\V )

i=1 veV
¢3 zabezpedi aby kazdému vrcholu bolo priradené najviac jedno é&islo.
¢s=/\ (J\ -2} v -z}
veV i#j

¢4 zabezpedi aby kazdé ¢islo bolo priradené najviac jednému vrcholu.

n

b1 = N\ (\ (v -a?))

i=1 u#v

o5 zabezpedi aby to bola kruznica. Ak neexistuje hrana medzi u a v, tak
nemozu susedit v postupnosti.

n—1
¢s =\ (afv-zp) A N (maf v -alyy))
u,veV =1

(u,0)¢E

16



Na to aby premenné jednoznac¢ne urcovali bijekciu stac¢ia podmienky ¢1 A
@4 alebo g9 A ¢3. KedZe ale niekedy mozu aj nadbytoéné klauzuly v kédovani
urychlit vypodet, testovali sme viacero moznosti koédovania. Najpomalgie sa
ukazali kédovania, ktoré neobsahovali ¢2. Najlepsie st kddovania: ¢1 A ga A
o3 A\ d5 a P2 A\ d3 A p4 N ¢5. Rozhodli sme sa pouzivat kédovanie ¢pem =
Do NP3 A Pa N P5. 7da sa, ze pouzit vietky formule je uz privela. Taky sposob
bol trochu pomalsi.

Neskor sme zistili, ze tymto kédovaniam sa venovali v ¢lanku | |.
St tam vysvetlené dévody, prefo sa kddovania spravaju odlisne.

V casti 4.2 st porovnané kédovania dpem, Phami = P2 N\ O3 A ds5, Ohame =

O1 N P3N Ps NP5 & Phamz = P1 N\ Q4 N Ps.
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Kapitola 4

Pozorovania

Generovali sme nahodné grafy s uréitou velkostou n a danou pravdepodob-
nostou p vyskytu hrany. Pocet vrcholov je n a kazda moZna hrana sa v grafe
nachadza s pravdepodobnostou p, o¢akavany pocet hran je teda p(g) Nie-
kedy budeme pouzivat oznafenie 'graf n p’, ¢o znamend, %e je to ndhodny
graf, ktory ma n vrcholov a pravdepodobnost vyskytu hrany je p.

Pri vytvarani grafov pouzivame niekedy logaritmickn a niekedy linedrnu
gkalu, podla toho, ¢o sa nam zdalo vhodnejie. Logaritmickd je pouZita
hlavne v pripadoch, ked st vel'mi velké rozdiely v ¢asoch. Pre ziskanie lep-
$ej predstavy o ¢ase behu programu, sme ho spustili na jedenéstich réznych
in§tanciach grafu n p. Vysledna ¢asova hodnota je ich priemer.

Programy sme implementovali v jazyku C++. VSetky testy bezali na
procesore Intel® Core’™ i3-330M (3M Cache, 2.13 GHz) s 3 GB pamiite.
Procesor je viacjadrovy, aviak v8etky pouzité programy st jednovlaknové a
preto ziadny z nich nevyuZil tato vyhodu.

UkéZme si teraz niektoré zistené poznatky.

4.1 Ktory SAT—solver pouZit

Samozrejme, chceme pouzivat ten najlepsi SAT—solver. Preto sme si ich nie-
kolko zaobstarali a testovali, ktory bude najrychlejsi. Ukazalo sa vsak, Ze
vo vSeobecnosti najrychlejsi SAT—solver neexistuje. Ich tspesnost je zavisla
od daného kédovania a kazdy moze byt v nejakom pripade dobry. My sme
pouzivali picosat, precosat a minisat. UkdZeme si teraz na troch problémoch
ich porovnanie.

Monochromaticky trojuholnik

Testovali sme grafy so 150 vrcholmi, menili pravdepodobnost vyskytu
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hrany a sledovali ako rychlo sa d4 zistit, ¢i graf obsahuje monochromaticky
trojuholnik. Merali sme iba ¢as a nezaujimalo nas, & je odpoved ano alebo
nie, lebo v tomto pripade ¢as od odpovede zavis{ minimélne. Uz pri pravde-
podobnosti 20% sa vyskytuju v grafoch so 150 vrcholmi monochromatické
trojuholniky takmer vZdy a to je ¢as behu eSte velmi maly. A samozrejme,
¢im viac hran, tym vicsia pravdepodobnost vyskytu.

Ako vidno na obréazku 4.1, v tomto pripade je najlep§i picosat.

Testovanie monochromatickosti na grafoch 150 p

25 | I I .
plCOS at
precosat
20 minisat _
p— 15 | _
2,
>8 10 + /// _
5t : _
0 o0 wi'"'""""""' | |
0 20 40 60 " |

pravdepodobnost hrany (p) [percent|

Obr. 4.1: Porovnanie SAT—solverov na probléme monochromatického troju-
holnika

Rez grafu

V tomto pripade sme testovali SAT—solvery na grafoch so 16 vrcholmi
s pravdepodobnostou hrany 50%, ktoré mali maximalny rez velkosti 43. V
grafe na obrazku 4.2 je vidno, Ze teraz Cas zavisi od odpovede. Kym v grafe
rez danej velkosti exituje, su to v8etky solvery velmi rychlo schopné zistit.
Potom sa uz spravaju rozne.

.....

.....

nych. Precosatu to ale nevadi a odpoveda stale rovnako rychlo. Minisat je
niekolkokrat rychlejdi a méa najviadsi problém dokazat, Ze neexituje rez vel-
kosti 44. Potom to uz zvlada rychlejsie, ale neskor zase funkcia rastie kvoli
velkému poctu premennych.
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Testovanie na grafoch 16 0.5, max. rez je 43

9 . . ; , : . .
picosat
| precosat ——
A minisat ]
6 77 - |
@ 5t “,\/ |
3 |
>8 4 B “‘ |
3r [ |
2 ““ |
1 ¢ J\ L
0 ———————r | S .

velkost rezu (k) na ktort sa pytame

Obr. 4.2: Porovnanie SAT—solverov na probléme rezu grafu

Hamiltonovska kruZnica

Pri tomto probléme najlepgie vysledky dosahoval precosat. Je to vidno v
tabulkach 4.2 a 4.3, v ¢asti 4.4.6. Pri grafoch, v ktorych sa kruznica nenaché-
dza je sice podobne rychly ako ostatné, av§ak vie velmi rychlo aj kruznicu
najst, s ¢im uZ maju picosat a minisat problém (tab. 4.3).

4.2 Ako vymysliet kédovanie

Nie je jedno aké kédovanie sa pouzije, aj keby sa ligili iba minimalne. Tak
tomu bolo pri kédovani rezu v grafe. Pridali sme navyse premenné, aby sme
mohli zjednodusit klauzuly. Vysledkom je, Ze sme dosiahli lep&ie ¢asy, aj ked
iba mierne, ako vidno na obrazku 4.10 v Casti 4.4.4. Pri fazkych inStanciach
problému uz je takmer jedno, ktoré kodovanie pouzijeme (tab. 4.1).

Najlepsie ale vidno rozdiely v kédovani pri probléme Hamiltonovskej
kruznice. Porovnévali sme 8tyri rézne kédovania, ktoré st popisané v Casti
3.6 na malych grafoch, iba s 15 vrcholmi. Pouzili sme precosat, ktory je pre
dany problém najlepsi.

Kodovania ¢pam @ Gnam1 st velmi podobné, av8ak v niektorych pripa-
doch, ked graf Hamiltonovskd kruznicu neobsahoval, bolo kédovanie ¢pam1
aj 100 nasobne pomalSie. ¢pq ma oproti nemu iba nejaké klauzuly navyse,
preto sa domnievame, %e pomocou nich sa da velmi rychlo vylacit splni-
telnost formule. Zial, toto pozorovanie na obrazku nevidno. Museli by sme
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mer okamzite.

Ohame ma takisto klauzuly navyse oproti ¢pnems, a su tiez velmi podobné.
St podstatne pomalgie oproti predchadzajicim dvom kédovaniam, hoci maji
radovo rovnaky pocet premennych a takisto aj klauzil. V tomto pripade sme
nespozorovali, Ze jedno z nich by bolo niekedy vyrazne lepSie.

Porovnanie vidno na nasledujicom obrazku 4.3.

hl'adanie Hamiltonovskej kruznice v grafoch 15 p

100 T T T T T T
ham
haml
— ham?2 ——
10y - ham3 3
)
0 1t E
&
O
01t i
001 1 1 1 1 1 1

12 14 16 18 20 22 24 26
pravdepodobnost hrany (p)

Obr. 4.3: Porovnanie rozli¢nych kédovani pri probléme Hamiltonovskej kruz-
nice

4.3 Spravanie v hrani¢nych situiciach

Co je Tahsie? Dokazovat alebo vyvracaf tvrdenie. V tejto Casti si ukazeme,
7e ani to, ¢i sa skor podari najst priklad alebo dokéazat, Ze neexistuje, sa
vo v8eobecnosti neda rozhodnat. Vacsinou SAT-solver rychlejsie odpovie,
7e je formula splnitelné, ako keby mal zistovat, Ze nie je. Tak tomu bolo
aj v predchadzajtcej ¢asti, ked sme pozorovali spravanie pri hlfadani rezu v
grafe (obr. 4.2). Vel'mi vyrazne to je vidno aj pri probléme farbenia (obr. 4.4).

Farbenie
Farbenie je velmi tazky problém a zvicsenie po&tu vrcholov iba o 1, moze

sposobit niekolkonasobny Casovy narast. Tazke je zistit najvacsi pocet farieb,
ktory nestaci na ofarbenie (obr. 4.4). Preto sme museli zvolit rozumne maly
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graf.

Farbenie v grafoch 32 0.5, min. pocet farieb je 8

T T T

priame kdédovanie
- nasobné kédovanie 1
logaritmické kédovanie

cas s
O = N W ke Ut Oy 1
T

10 12 14 16 18
velkost farbenia (k)

Obr. 4.4: Pozorovanie zavislosti ¢asu od odpovede pri farbeni grafu

Hamiltonovska kruZnica

Avsak pri hladani Hamiltonovskej kruZnice tomu je naopak (obr. 4.5).
Testovali sme na grafoch 38 p. Vyberali sme grafy, ktoré pre p > 0.18 kruz-
nicu obsahujt a pre p < 0.18 neobsahuji. Je to prirodzend hranica, aby sme
nemuseli generovat zbytoc¢ne vela grafov, ktoré nemaja pozadovani vlast-
nost. Pri pouZiti precosatu rozdiel velmi jasne vidno.

Nevieme preco v tomto pripade dlhsie trva kruznicu najst ako zistit, ze
7iadna v grafe nie je. Vel'mi zretelne to je vidno aj v tabulkach 4.2 a 4.3.
Avsak backtrack, samozrejme, nemoze skor vyludit existenciu kruznice ako ju
néjst, lebo iba prehladava. SAT—solvery sa pravdepodobne pri prehladavani
vedia nie¢o naudit, na zdklade ¢oho potom mozu existenciu kruznice vylucit.

Klika

Domnievame sa, 7e spravanie v okoli hranice medzi splnitelnostou a ne-
splnitelnostou je vlastnost daného problému. Presnejsie, daného typu inStan-
cii problému (porovnanie obr. 4.6 a obr. 4.12). V ¢asti 4.5 sa totiZ venujeme
tazkym instancidm k-kliky.

Nemusi sa to samozrejme rovnako prejavit pri vSetkych kédovaniach
alebo pouzitych SAT-solveroch (obr. 4.5). Potvrdzuje to aj nasledujuci pri-
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Hl'adanie Hamiltonovskej kruznice v grafoch 38 p, v ktorych pre p>0.18 existuje

3 T T T T T T T
picosat
precosat
2.5 .
— 2t g
2,
2
i 15 ¢ .
1 ~ /\ 2N 7
05 1 1 1 1 1 1 1
0 5) 10 15 20 25 30 35 40

pravdepodobnost (p) v percentach

Obr. 4.5: Pozorovanie zavislosti ¢asu od odpovede pri hlfadani Hamiltonov-
skej kruZnice

klad.

Merali sme ¢as hladania k-kliky v pomerne velkom grafe (obr. 4.6). Po-
uzili sme minisat a dve moZné kédovania kliky a spravanie je velmi podobné
pri oboch kédovaniach a takisto pri pouziti backtracku. Trva trochu dlhsie
povedat, Ze rieSenie neexistuje ale takisto aj najst rieSenie blizko hranice trva
podstatne dlhsie ako kuisok d'alej od hranice.

4.4 Porovnanie s backtrackmi

Na zaver by sme chceli na problémoch, ktorym sme sa venovali ukazat, ¢
je rieSenie sprostredkované pomocou SAT-solvera rychlejsie, ako pomocou
$pecidlne vytvorenych backtrackov pre dany problém. Je to trochu proble-
matické, lebo nase algoritmy, ktoré prehladavaji mierne orezany priestor rie-
Seni, sa pri niektorych problémoch spravaja velmi nepredvidatelne. Nedaju
sa totiz dopredu odlisit tazké insStancie problému od Tahkych. Na grafoch s
rovnakymi vlastnostami preto niekedy moze trvat vypocet velmi kratko a
inokedy naopak podstatne dlhsie. Funkcie preto pri niektorych problémoch
nie sa hladké, ale skor zubaté.
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Obr. 4.6: Pozorovanie zéavislosti ¢asu od odpovede pri hladani kliky

4.4.1 Monochromaticky trojuholnik

Tento problém je pre backtrack velmi naro¢ny. Uz 11 vrcholové grafy pre
p > 50% totiz obsahuju prili§ vela hran na to aby sme ich stihli v kratkom
¢ase rozdelit na dve mnoziny vietkymi moZnymi sposobmi.

Na obrazku 4.7 je vidno ¢as, ktory potreboval backtrack na rieSenie prob-
lému. Je vel'mi roznorody, a aj preto sme nespozorovali nejaky vyrazny roz-
diel medzi grafmi s monochromatickym trojuholnikom a bez neho. Testovali
sme na grafoch s 11 vrcholmi. Vyberali sme grafy, ktoré pre p < 70% troju-
holnik neobsahuju a pre p > 70% obsahuja. Pre vagsie grafy by to uz trvalo
pridlho. Pre p = 72% narazil backtrack az na dve tazké ingtancie. Aj preto
je tam vel'ky rozdiel a pouzili sme logaritmicka skalu.

Tento problém je teda extrémne vyhodné redukovat na SAT. Tak je totiz
mozné hladat trojuholniky aj na grafoch so 150 vrcholmi (4.1) v kratkom
case.

4.4.2 Klika

Dobre sa oba sp6soby porovnavajd na probléme k-kliky, pretoze st na men-
radovo pomalsi, ako vidno na obrazku 4.8.

HTadali sme kliku vel'kosti 22 v rozne vel'kych grafoch s pravdepodobnos-
tou hrany 80%. Parametre boli nastavené tak, ze sa tam klika danej velkosti
nikdy nenachadzala. Ako SAT—solver sme pouzili precosat.
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hladanie kliky velkosti 22 v grafoch n 0.8
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Obr. 4.8: Pozorovanie zavislosti ¢asu od velkosti na probléme kliky

25



4.4.3 Vrcholové pokrytie

Neimplementovali sme §pecidlny backtrack pre riesenie vrcholového pokrytia,
ale redukovali sme pokrytie na hl'adanie kliky. Aj v tomto pripade je riesenie
pomocou SAT—solvera radovo rychlejdie, & uz rieSime problém priamo po-
mocou kédovania pokrytia alebo najprv redukujeme problém na kliku a az
potom zakodujeme (obr. 4.9).

Testovali sme grafy s pravdepodobnostou hrany 15%, v ktorych existo-
valo pokrytie velkosti n — 20. V tomto pripade, pre mensie n, bolo potrebné
niekedy vygenerovat novy graf, lebo sa obcas stalo, Ze v hom pokrytie neexis-
tuje. Av8ak pre n > 70 uz bola pravdepodobnost taka malé, Ze z 11 pokusov
vietky grafy pokrytie obsahovali. Ako SAT—solver sme pouzili precosat.

hl'adanie pokrytia velkosti n-20 v grafoch n 0.15

].00 T T T N T . T
kodovanie pokrytia ,
_klika ~Tlinearne
— klika - logaritmické
klika - backtrack ——
10 | 9
iz
g
1
01 1 1 1 1 1
60 65 70 75 80 85 90

vel'kost grafu (n)

Obr. 4.9: Pozorovanie zavislosti ¢asu od velkosti na probléme pokrytia

4.4.4 Rez grafu

Toto je jediny pripad, v ktorom bol SAT—solver pomalsi (obr. 4.10). Je to
zrejme preto, 7e kodovanie pouziva radovo m? premennych, ¢o je radovo n?.
Celkovy pocet moznych rieSeni je teda radovo 2(n?) — 16", kym backtrack
sktsa radovo 2" moznosti.

Testovali sme rychlost néjdenia rezu velkosti 32 v grafoch s pravdepo-
dobnostou hrany 38%. Nemuseli sme generovat viac grafov ako 11, lebo sa
v nich rez vzdy nachadzal. Pouzili sme minisat. Funkciu pre backtrack na
obrazku 4.10 nevidno, lebo vzdy odpovedal okamzite.

Ale aj v tomto pripade moze byt pouzitie SAT—solvera vyhodnejsie. Rez
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hladanie rezu velkosti 32 v grafoch n 0.38
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Obr. 4.10: Pozorovanie zavislosti ¢asu od velkosti na probléme rezu grafu

grafu, ako sa zda, méa totiZz nerovnomerne rozmiestnené tazké instancie medzi
grafmi, ktoré vieme generovat. Preto, hoci vi¢sinou backtrack skon¢i ihned,
niekedy je velmi pomaly. Zatial ¢o SAT—solveru trva vypocet rovnomernejsie.
Ukéazeme si preto na niekolkych typoch grafov porovnanie v tabulke 4.1.
Testovali sme grafy s 55, 60 a 65 vrcholmi. Pravdepodobnost hrany bola 38%.
Rez vel'kosti 32 sa v grafe vZidy nachadzal. Niektoré merania sme ukongili bez
toho aby sme sa dozvedeli vysledok, ale velmi pravdepodobne sa aj v nich rez
nachéadzal. V tych pripadoch sme do priemeru ratali ¢as, kedy sme program
zastavili. Podla priemeru v poslednom riadku vidime, Ze je niekedy vyhodné
pouzit SAT—solver. M4 totiz vaZ§iu §ancu na tspech pri tazkych instanciach.
Je to velmi pravdepodobne kvoli tomu, Ze vyuziva nahodné regtarty a preto
sa nezasekne v nejakej vetve, ktora nevedie k rieSeniu, ¢o sa lahko moéze stat
backtracku.

4.4.5 Farbenie

Tento problém je kombinatoricky velmi naro¢ny a aj preto sme museli tes-
Pouzili sme aspoini pomerne velku pravdepodobnost vyskytu hrany 70%. Vy-
berali sme grafy, ktoré sa siedmimi farbami ofarbit nedaju. Na rieSenie sme
pouzili picosat. (obr. 4.11). Podl'a obrazka to vyzera tak, ze je jedno, ktoré
kodovanie pouzijeme. Je to kvoli tomu, Ze vzhladom na backtrack su vietky
niekol'konésobne rychlejsie. V skuto¢nosti by ale logaritmické kédovanie malo

.....
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Tabulka 4.1: Porovnanie backtracku a SAT—solverov na grafoch n 0.38 pri
hladani rezu velkosti 32

grafy 55 0.38 grafy 60 0.38 grafy 65 0.38
c. bt. pov. up. bt. pov. up. bt. pov. up.
1 0.00 6.24 1.70 0.02 18.26  4.40 0.38 15.48 6.06
2 0.00 6.24 2.66 0.02 7.65  2.36 0.00 11.60 3.84
3 0.00 6.79 1.91 1.64 813 1558 | 27.37  11.55 3.35
4 0.00 574 177 0.00 38.09 84.81 | >1800 10.51 5.78
5 0.16 6.60 1.82 0.77 9.68 2.29 0.00 17.19 12.36
6 0.00 6.24 1.70 | >660 9.23 2485 | 3.32 279.54 36.65
7 0.00 6.65 2.05 0.01 7.60  2.29 0.18 10.26  10.26
8 0.00 679 1.63 0.00 9.35 6.29 0.00 10.37  14.92
9 0.04 1349 1198 | 0.73 8.20 235 0.00 10.28 6.80
10 | 0.69 6.16 1.78 | >660 >660 >660 | >1800 15.34 17.55
11 | 0.00 646 1.61 | >660 27.09 10.24 | 0.00 10.79  374.11
12 | 0.16 6.78 2.18 0.02 930 6.63 | >1800 65.66 16.47
13 | 0.00 592 1.94 0.10 911 3.14 0.82 18.94 6.32
14 | 0.00 6.79 3.24 0.00 9.30 2.35 0.00 94.99 5.02
15 | 0.00 643 1.62 0.27 8.40  3.80 | >1800 >1800 >1800
16 | 0.00 644 224 700 13.21  6.76 | >1800 >1800 >1800
17 | 11.52  7.00 4.36 0.02 7.94 248 0.00 11.98 6.18
18 | 0.00 6.60 1.89 | 418.84 18.15 2.99 | >1800 21.46 14.37
19 | 0.00 6.52 1.89 | >660 7.84 2.73 0.00 11.16  50.51
20 | 0.00 6.84 1.89 0.37 8.40  2.39 0.06 537.61 >1800
pr- | 0.63 6.84 7.98 | 186.14 44.75 42.44 | 541.61 238.24 299.53

4.4.6 Hamiltonovska kruZnica

Aj pri tomto probléme sme neboli schopni vygenerovat rozumny obrazok,
kedZe nevieme oddelit tazké inStancie. Preto porovnavame v tabulkach 4.2
a 4.3. Pri grafoch velkosti 30 stihli programy v ¢asovom limite ukoné&it vy-
pocet aj na grafoch s kruznicou, aj bez nej. Pri velkosti 40 sa uz backtracku
podarilo do polhodiny néjst iba 4 kruznice zo 14. V ziadnom pripade sa mu
nepodarilo prehTadat cely priestor riefeni, takze nemohol povedat, Ze sa tam
kruZnica nenachédza. SAT—solvery stihli odpovedat vzdy a je zaujimavé, Ze
ked sa v grafe kruznica nenachédza, trva im to kratsie. Vynimkou je mini-
sat pri grafoch vel'kosti 30. Mal niekedy problém vyladit existenciu kruznice.
Nevyzera to na nahodu, ale nevieme, ¢im by to mohlo byt sposobené. Prav-
depodobne teda je moZzné nejakymi heuristikami [ahko vyla¢it existenciu
kruznice, ¢o sme si neuvedomili a nezohTadnili pri naom algoritme. Je ale
velmi povzbudivé, ze ked kodujeme problém na SAT, nemusi nas to zauji-
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Obr. 4.11: Pozorovanie zavislosti ¢asu od velkosti na probléme farbenia

mat, pretoze podstata problému ostane zakodovana a SAT—solvery pouzivaju
rozliéné heuristiky a technologie, ktoré sa neustale zdokonaluji a sa schopné
vel'mi rychlo kruznicu vylucit, aj ked pre nich st to iba nejaké klauzuly.

Tabulka 4.2: Porovnanie backtracku a SAT—solverov na grafoch 30 0.15 pri
hladani Hamiltonovskej kruznice

grafy 30 0.15 s kruznicou | grafy 30 0.15 bez kruznice

bt

mini

C. pico  preco | . bt mini  pico preco
1 0.02 0.95 1.02 168 |1 1198.07  0.77 044 0.54
2 524.08 453 11.03 2.90 | 2 36.17 0.87 048 0.54
3 0.06 435 104 219 |3 33.95 0.76 051 0.56
4 75.80 4.72 1047 181 |4 6.96 178.01 0.52 0.53
) 0.01 1897 34.53 11.02 | 5 832.23 9194 045 0.52
6 36.36 194 11.15 6.64 |6 6.71 392.74 0.50 0.49
7 61.25 1.17 826 509 |7 0.54 0.75 0.51 0.58
8 0.03 1.02 094 160 |8 5.00 338.20 0.49 0.55
9 291 2430 25.01 2037 |9 34.75 0.78 047 0.54
10 3.93 2.86 1042 341 | 10 1.57 0.77 046 0.53
11 0.00 6.11 074 566 | 11 | 124.65 0.77 046 0.54
pr. | 64.04 6.45 1042 5.67 | pr. | 20733 9149 048 0.54
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Tabul'ka 4.3: Porovnanie backtracku a SAT—solverov na grafoch 40 0.15 pri
hladani Hamiltonovskej kruznice

grafy 40 0.15 s kruznicou I grafy 40 0.15 bez kruZnice
C. bt mini pico  preco | ¢. bt mini pico preco
0 >2000 33.35 11452 15.61 | 2 >2000 236 1.37 1.40
1 139.12  4.01 2.06 9.78 | 4 >2000 2.28 1.28 147
3 >2000  8.10 8.62 6.18 | 6 >2000 292 1.36 1.53
5 >2000 192.76 514.00 19.44 | 7 >2000 2.33 1.32 1.52
8 850.30  3.28 2.94 6.10 | 11 | >2000 2.43 1.32 1.45

9 >2000  2.86 5.56 444 |12 | >2000 2.26 1.38 1.50
10 | 428.44  5.43 4.22 4.71 | 13 | >2000 231 132 141
15 | >2000 2.64 3.34 9.60 | 14 | >2000 3.65 1.37 142
16 | 18.92 4.76 3213 892 |19 | >2000 3.14 1.27 1.50
17 | >2000 6.64 1.42 5.11 | 20 | >2000 2.24 1.36 1.52
18 | »2000 180.11 74.08 13.60 | 21 | >2000 2.23 1.28 1.46
22 | >2000 33.03 3843 11.13 |23 | >2000 238 134 148
24 | >2000 3.71 10.08  6.19 | 25 | >2000 4.40 1.39 1.51
26 | >2000 4.74 29.78  6.33 | 28 | >2000 227 1.39 1.50

pr. | 1531.2 34.67 60.08 9.08 | pr. | 2000 2.66 1.34 148

4.5 Tazké inStancie

Nakoniec sme spravili na probléme k-kliky porovnanie na tazkych instanciach
[Xu]. Sa to grafy ziskané transforméciou z porovnavacich testov pre SAT.
Vytvorené su s amyslom aby v nich bolo tazké najst kliku.

Na testovanie sme pouzili 5 grafov so 450 vrcholmi. Kazdy z nich ma
maximalnu kliku vel'kosti 30. Obsahuju priblizne 82% hran, preto ich porov-
navame s grafmi 450 0.82.

Backtrack s nimi mal naozaj problém. Nepodarilo sa mu najst ani kliku
velkosti 20, ¢o pri ndhodnom grafe trva pomerne kratko. V jednom pripade
sme ho nechali bezat podstatne dlhsie.

7Z druhej strany sme testovali hladanie kliky velkosti 300. To sa na né-
hodnych grafoch podarilo vyvratit. Na tazkych ingtancidch sme vypocet za-
stavili.

Namerané hodnoty zhfiia tabulka 4.4. Samozrejme, nemdzeme vediet aka
bola v skuto¢nosti najvicsia klika v ndhodnych grafoch. Vyskusali sme na
jednom z nich zistit ttto hodnotu pomocou SAT—solvera. Kliku velkosti 29
nagiel za 6m, 30 za 0.5h a velkosti 31 za 13 hodin. Domnievame sa teda,
ze to je maximélna klika a dokédzat to by trvalo eSte dlhgie. Vychadzame z
pozorovani v Casti 4.3 (obr. 4.6).
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Tabulka 4.4: Porovnanie backtracku na tazkych a ndhodnych ingtanciach
k-kliky

tazké instancie so 450 vrcholmi, max. klika je velkosti 30
graf €. 1 2 3 4 5
k=20 >24h >0h >9h >9h >0h
k=300 72m 314m 398m 14m 127m

nadhodné grafy 450 0.82, max. klika je priblizne velkosti 31
graf ¢. 1 2 3 4 )
k=20 275s 120s 586s 1474s 43s
k=300 >10h >10h >10h >10h >10h

Zamerajme sa teraz na rieSenie problému cez SAT. Na spominanom ob-
razku 4.6 vidno ako sa spravajuo SAT—solvery na ndhodnych grafoch. Plati to
tak vSeobecne, aj pre vicSie grafy je tvar funkcie priblizne rovnaky. Rozdiel
je iba v tom, Ze funkcia nadobtuda pre vidsie n podstatne vacsie hodnoty a
takisto by mala byt strmsia. Neboli sme preto schopni ani pomocou SAT-
solverov zistit maximalnu kliku v grafoch 450 0.82. Trvalo to privelmi dlho.

Avgak tieto tazké ingtancie vieme pomocou SAT-solverov velmi tispegne
riegit. Konkrétne, ak pouzijeme linedrne kdédovanie a precosat. Aj niektoré
iné kombinacie boli celkom rychle (napr. minisat s binarnym koédovanim),
ale tato bola vyrazne najlepsia. Tazké ingtancie sme boli pomocou precosatu
schopni vyriesit pre vietky mozné vel'kosti kliky do 10 sekiind. Preto na ob-
razku 4.12 su inStancie aZ so 760 vrcholmi a maximéalnou klikou 40. Graf pre
inStancie so 450 vrcholmi by mal rovnaky tvar a maximélnu ¢asovit hodnotu
10s.

Odlignostou je, Ze v tomto pripade vieme velmi rychlo zistit, ak graf kliku
neobsahuje. Ukazalo sa, 7ze §truktara v grafe, ktora mala za ciel spravit in-
Stanciu tazkou, sposobila, ze s hou mal SAT—solver omnoho mensie problémy
ako s ndhodnymi grafmi. Malo by preto zmysel v daldej praci sa venovat aj
inym takymto problémom a zistif nakol’ko vieobecne to plati. Ci existuju
insStancie, s ktorymi ma SAT-solver vigsie problémy ako s ndhodnymi a na-
kolko sa vyskytuju v praktickych problémoch, ktoré potrebujeme riegit. V
mnohych pripadoch sa totiz ukazuje, ako sme okrajovo spominali v ¢asti 1.2,
7e SAT-solvery st vel'mi dspe$né a pouzivané. Vd'aka tomu je o ne zaujem
a ich vyvoj neustale napreduje.

Na zaver este podotknime, Ze ma zmysel sa venovat réoznym kdédovaniam
a roznym SAT-solverom lebo niekedy st medzi nimi velké ¢asové rozdiely.
Hlavne to mé zmysel, ak chceme vyrieSit naozaj tazku inStanciu a mame
k dispozicii aj mengie s podobnou struktirou, na ktorych moézeme spravit
porovnanie. Z doteraj$ich skisenosti sa domnievame, Ze porovnanie by bolo
s velkou pravdepodobnostou podobné aj na velkej inStancii.
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Obr. 4.12: Pozorovanie zavislosti ¢asu od odpovede na tazkych instanciach
k-kliky
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Zaver

V nasej praci sme si dali za ciel preskimat moznosti vyuzitia SAT—solverov
pri rieSeni NP-tuplnych dloh.

V prvej kapitole sme sa venovali algoritmom, ktoré st zdkladom SAT-
solverov a spomenuli sme oblasti, v ktorych sa uz tspesne pouzivaja.

V d'algej ¢asti sme sa zamerali na Sest roznych grafovych problémov a ku
kazdému uviedli backtrack, ktory sme implementovali a pouzili na rieSenie.
Takisto sme pre kazdy problém zostrojili aspon jedno kédovanie, pomocou
ktorého sme ho mohli previest na SAT.

V poslednej kapitole prezentujeme viaceré testy a porovnania, ktoré sme
uskutocnili. Ukézalo sa, Ze nie je jedno aky SAT-solver pouzijeme. V nie-
ktorych pripadoch st rozdiely velmi velké a neexistuje SAT—solver, ktory by
bol najrychlejsi pre kazdy problém a kédovanie.

Pre niektoré problémy sme porovnavali viaceré kédovania. Mozu byt
velké rozdiely v Case zistenia splnitelnosti aj napriek tomu, Ze obsahuji
priblizne rovnako vela premennych a klauzul.

Dalej sme skiimali ako rychlo SAT-solver odpovie na nahodnych grafoch
s rovnakymi parametrami, z ktorych jeden mé a druhy nemé dana vlastnost.
Takmer vzdy trvalo kratsie néajst ohodnotenie premennych splnitelnej for-
mule. Iba pri Hamiltonovskej kruznici trvalo dlhsie ju najst, ako zistit, Ze sa
v podobnom nidhodnom grafe nenachéadza.

Pri porovnani SAT-solverov s backtrackmi nastal iba jeden pripad ked
bolo pouzitie backtracku vyhodnejsie. Pri reze grafu malo totiz kddovanie
privela premennych a SAT-solver nestacil. Avsak aj pri tom probléme ho
pre velké grafy mohlo byt vyhodné pouzit, ak sa rez v grafe nachadzal.

Na zaver sme edte spravili porovnanie na tazkych in§tancidch k-kliky. Pre
backtrack boli naozaj omnoho taz§ie, najmé ak sme hl'adali kliku, ktora sa v
grafe nachédzala. Kliky tam boli totiz 'schované’. Ak sa v grafe k-klika nena-
chédzala, trval vypocet kratsie ako na ndhodnych grafoch. Avgak zistili sme,
7e pre SAT-solver si dané koédovania jednoduchsie. Najmé pouzitie linear-
neho kodovania a precosatu bolo velmi uspe$né. Preto by bolo zaujimavé sa
tomuto v d'aliej préaci venovat a porovnat tazké instancie inych problémov.
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