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Abstrakt

Téato praca podava prehlad o Hoareovej metdde, ktord sa pouziva na dokaz ciastocnej
korektnosti programov, a o metdode dobre fundovanych mnozin, ktord sa pouziva na dokaz
konecnosti programu. Tieto teoretické postupy st nasledne aplikované na dokaz ciastocnej
spravnosti programu a na dokaz, ze tento program skon¢i.
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Ciel prace

Verifikacia programov je vo vSeobecnosti algoritmicky nerieSiteIné uloha. Ked'Ze neexistuje
algoritmus, ktory verifikuje kazdy program pre kazdy vstupny a vystupny predikat, verifikacia
programov je umenie, rovnako ako hudba ¢i matematika.

Ukézalo sa, Ze overovanie spravnosti algoritmov pomocou testovania je znacne nespolahlivy
postup, pretoze mnozina pripustnych vstupov moze byt nekonecnd, takze nie je mozné overit’ kazdy
vstup programu. Naproti tomu, overovanie pomocou verifikdcie umoziuje skontrolovat vsetky
pripustné vstupy programu.

Dalej sa ukézalo, Ze programator, ktory ovlada umenie verifikicie programov, s vy$Sou
pravdepodobnostou napiSe bezchybny program, ako programator, ktory toto umenie neovlada.

Cielom tejto prace je naucit’ sa zdkladom tohto verifikacného umenia tym, Ze sa poda
prehlad o zadkladnych verifika¢nych technikach, ktoré sa nasledne aplikuji na verifikovanie
programu.
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Uvod

Informacno — komunikac¢na revollicia prindSa nasej spolo¢nosti mnoho vyhod, no aj
mnozstvo problémov. NaSe Zivoty su v Coraz vacSej miere zavislé na Cipoch, pocitacoch, ¢i na ich
softvérovom vybaveni. Moderné bankovnictvo, strojarska vyroba, no uz ani automobily sa
nezaobidu bez vypoctovej techniky, ktora spravuje stav naSich financii vloZzenych v banke alebo
riadi Cinnost’ strojov. Fakt, Ze sa nasa spolo¢nost’ stala vo velkej miere zavisld na vypoctovej
technike, je nepopieratelny.

Jedno l'udové prislovie hovori, Ze ohen je dobry sluha, ale zly pan. O vypoctovej technike
plati to isté. Pokial’ sa sprava tak, ako to od nej oCakavame, tak nam sluzi a pomaha. AvSak nemusi
to tak byt’, hoci st pocitace a pocitatové programy deterministické. Za vSetkym su totiz 'udia. A
I'udia robia chyby. A ked’Ze l'udia konStruuju pocitace a piSu do nich programy, niektoré ich chyby
mozu sposobit, ze sa vypoctova technika zacne spravat’ tak, ako to od nej neocakédvame. To,
samozrejme, moze spdsobit’ znacné problémy.

St programy, pri ktorych nadm chyby az tak vel'mi neprekézaji. Zvécsa sa objavuji ndhodne
pri praktickom pouzivani programov, a priebeZne sa odstraiiuju. (Samozrejme, bavime sa o
chybdch, ktoré nezachytili testeri). No ak by sa podobnd ,,malé chyba* objavila v softvéri programu,
ktory kontroluje odpalovanie jadrovych hlavic ¢i chod elektrarni, nasledky by mohli byt
katastrofické. Preto je na mieste pytat’ sa, ako sa d4 podobnym problémom zabranit’.

Jednou z moznosti je tvorit’ verifikované programy. Teda vytvorit’ §pecifikaciu, podla nej
napisat’ program, a nasledne ho verifikovat, teda dokazat’ o nom, Ze vzdy skonci (nezasekne sa ani
sa nezacykli), a e pre kazdy vstup, ktory spiita vstupnii podmienku 3pecifikacie, program vrati
vystup, ktory bude spiiat’ vystupnii podmienku $pecifikacie.

Prax ukazala, Ze je vhodné, aby verifikatné¢ metddy ovladali samotni tvorcovia programov.
Pouzivanie tychto metdd uz pri navrhu programov vyrazne znizuje chybovost' programov a v
kone¢nom dosledku Setri ¢as a znizuje naklady.



Struktarovany program

Ciel'om tejto kapitoly je objasnit’, €o je Strukturovany program, ked’Ze tato praca pojednava
o Hoareovej metdde, a Hoareova metdda dokazuje Ciasto¢nt spravnost’ len Struktirovanych
programov.

Definicia:
Prikaz priradenia premennej a priradi hodnotu f(X) a zapisujeme ho a«f(X)

a<-f[x]

(schéma prirad’ovaceho prikazu)

Dalej definujeme riadiace $truktary programu.

Definicia:
Zlozeny prikaz C je postupnost’ prikazov, ktoré zapisujeme A;B, kde A, B sulubovolné
prikazy.

(schéma zlozeného prikazu)

Definicia:
Podmieneny prikaz ma dve verzie.

a) Podmieneny prikaz je prikaz, ktory najskor vyhodnoti logickti podmienku t(X) av
pripade, e t(X) ma hodnotu true, vykona prikaz A. Tento prikaz piseme if t(X) then A .
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(schéma prvej verzie podmieneného prikazu)

b) Podmieneny prikaz je prikaz, ktory najskor vyhodnoti logickli podmienku t(X) av
pripade , 7¢ t(X) ma hodnotu true vykona prikaz A av pripade, Z¢ t(X) m4 hodnotu false,
vykond prikaz B. Piseme if t(X) then A else B .

!

(schéma druhej verzie prikazu priradenia)

Definicia:

Prikaz cyklu najskor vyhodnoti logicki podmienku t(X) a potom vykondva prikaz B pokym je
logick4 podmienka t(X) pravdiva.

Piseme while t(X) do A .

T

+

(schéma prikazu cyklu)



Definicia:
Struktdrovany program je
1. prikaz priradenia
2. ak A ,B sustruktirované programy a t(X) je logickd podmienka, tak aj
if t(X)then A, if t(X)then Aelse B, whilet(Xx)do A a A;B je

Struktirovany program.
Spravnost’ programov

Definicia:

Specifikacia je dvojica predikatov (w(X),w (X,Z)), kde w(X) je vstupny predikita w(X,Z)
je vystupny predikat. Vstupny predikat kladie obmedzenia na hodnoty prvkov, ktoré mézu byt
pouzité ako vstupné hodnoty programu, vystupny predikat popisuje vztah, ktory musia spinat
vystupné hodnoty programu vzhl'adom k vstupnym po skonceni vypoctu.

Definicia:
Program P konlipre w, akprogram P skonéi pre vietky hodnoty X , pre ktoréje w(X)
pravdivé.

Definicia:
Program P je Ciasto¢ne spravny vzhl'adomk w ,¢ , ak pre kazdt hodnotu X , pre ktord P
kon¢ia w(X) jepravdivy, je pravdivy aj @ (X,P(X)). Uvedent definiciu vyjadrujeme aj
formulou

(VW X)(P skonéi pre X A w(X)=>y (X,P(X)))

Definicia:
Program P je totdlne spravny vzhl'adomk w ,y , ak pre kazda hodnotu X , pre ktoru je
w(X) pravdivy , P kondi a sti¢asne je pravdivy ¢ (X,P(X)), ¢o mdzeme vyjadrit’ formulou
(VX)(w(X)=P skon¢i pre X A ¢ (X,P(X)))  [2].

Hoareova metdoda

Na dokaz Ciastocnej spravnosti mojho programu pouZzijem Hoareovu metddu, ktoru zaviedol
sir Charles Antony Richard Hoare ([1]).

Sir Hoare je vyznamny britsky vedec, ktory priniesol informatickej vede tri vyznamné
objavy. Prvym z nich bol algoritmus na triedenie prvkov zndmy ako Quicksort, ktory je aj dnes
najrozsirenejSim triediacim algoritmom. Druhym vyznamnym objavom bola Hoareova logika, ktort
pouzijem v svojom dokaze Ciasto¢nej korektnosti, a jeho tretim vyznamnym prinosom je formalny
jazyk CSP, ktorym mozno Specifikovat’ vzajomné spravanie sa sibeznych procesov (napr. problém
obedujucich filozofov).

Hoareova metoda dokazu Ciastocnej korektnosti pouziva tzv. induktivne vyrazy, ktoré
zapisujeme v tvare



(p(x,9)/B{q(x,9)},
kde p a q st predikaty a B je segment programu. Tento zapis znamena4, Ze ak plati v okamihu pred
vykonanim ¢asti programu B predikat p(X,y) pre hodnoty X,y a B konéi, tak po vykonani B
bude pre hodnoty X,y platit predikat q(X,y). Ak teda chceme dokdzat &iasto¢ni korektnost
celého programu P Hoareovou metddou, musime odvodit’ induktivny vyraz

(p(x,9)}Pla(x.9)} .

Tu sa ziada povedat’, Zze hodnoty premennych y moézu byt iné v predikate p ainév

predikate q . Je to preto, lebo hodnoty y moézu byt modifikované nejakou Cast'ou programu P .

Na dokaz ¢iastocnej spravnosti programu P sluzia verifikacné pravidla, ktoré st tvorené
axiomou priradenia a odvodzovacimi pravidlami pre riadiace Struktury.

Axioma priradenia je induktivny vyraz tvaru
{p(Xag(ia}_’))}y(_g(xay){p(i9}_/)} (VPI)

Tento induktivny vyraz znamena, ze ak tesne pred vykonanim priradenia plati predikat p pre
hodnoty X,g(X,¥), po vykonani prikazu priradenia bude tento predikat p platit pre hodnoty

X,y .

DalSimi verifikaénymi pravidlami su pravidla vetvenia. Ked’ze mame dva tvary
podmieneného prikazu (alebo tiez nazyvaného prikaz vetvenia), mame aj dva tvary pravidla
vetvenia.

a) Prvy tvar pravidla vetvenia je tvaru

[pAtiA{q]a(pAnott)=(q)
[p}if t then A {q]

(VP,) .

Prvy tvar pravidla podmienky hovori, ze ak pred vykonanim prikazu A plati predikat
p At apo jeho vykonani plati q, asudasne je pravdiva formula (p A not t)=q, tak ak
pred vykonanim prikazu if t then A plati predikat p, po jeho vykonani bude platit' q .
Formulu (p A not t)=q chapeme ako uzavretu.

(schéma prvého tvaru pravidla vetvenia)
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b) Druhy tvar pravidla podmienky je

(pAt]AlqjalpAnott|Blq]
[p}if t doA else B{q}

(VP,) .

Jeho vyznam je ten, ze ak pred vykonanim prikazu A plati predikat p A t a po jeho vykonani
plati q, apred vykonanim prikazu B plati predikat p A not t a po jeho vykonani plati q ,
znamena to, Ze ak pred vykonanim prikazu if t then A else B plati predikat p, po vykonani
prikazu if t then A else B bude platit’ predikat q .

(schéma druhého tvaru pravidla vetvenia)

Pre dokaz CiastoCnej korektnosti programu sa pouZziva aj pravidlo cyklu, ktoré zapisujeme

(p AtiA{p]
[p] while t do A{p A not t|

(Vp,) .
Tento zapis znamena, ze ak plati induktivny vyraz {p A t]A{p}, Dplati aj induktivny vyraz
{p} while t do A {p A not t}. Pravidlo sa opiera o skutoénost, Ze pokial prikaz A zachovava

platnost’ predikdtu p , predikat p bude platit’ aj po l'ubovolnom pocte za sebou idticich
vykonani prikazu A .

p & ot t

pht

(schéma pravidla cyklu)

Dalsie pravidlo je pravidlo sekvencie pre zlozeny prikaz.

p)Ald)alq]Blr)
plAB

Toto pravidlo sa pouziva na zretazovanie prikazov. Jeho vyznamom je, Ze pokial’ ma prikaz A
rovnaku vystupnu podmienku ako ma prikaz B vstupnu, tak potom je induktivny vyraz
{pJA;B(r] pravdivy.
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Posledné spomenuté pravidlo je pravidlo konsekvencie, ktoré ma dve verzie.

Prvé pravidlo konsekvencie je zosilnenim vstupnej podmienky
=>q a Alr
p=4 lqjA(r] (VP,)
(plA(r]
a druhé umoziuje zoslabit’ vystupni podmienku
(pjAfqjag=r (VP,)
(plA(r]

Veta: (Metdda verifikacnych pravidiel — Hoare)

Nech je dany $truktirovany program P, vstupny predikat «(X) a vystupny predikat
W(X,z). Ak je mozné postupnou aplikaciou uvedenych verifikaénych pravidiel odvodit
induktivnu formulu w(X)Py (X,Z), potom je program P &iastone korektny vzhl'adom k
vstupnému predikatu @ a vystupnému predikatu ¢ . [2]

Dokaz vety presahuje ciel tejto prace.

Metoéda dobre fundovanych mnozin

Definicia:

Ciasto¢ne usporiadand mnozina (W,<) je dvojica pozostavajuca z neprazdnej mnoziny W a binérnej
relacie <, ktora je ostrym ¢iastoénym usporiadanim ( reldcia < je ireflexivna, asymetricka a
tranzitivna).

Definicia:

Ciasto¢ne usporiadanu mnozinu (W,<) nazveme dobre fundovand, ak neobsahuje ziadnu nekonecne
klesajucu postupnost’.

Dokaz ukoncenia programu Floydovou metdédou dobre fundovanych mnozin vyuziva
deliace body. Tie sa zvolia tak, aby kazdy cyklus obsahoval aspoii jeden deliaci bod. Ku kazdému
deliacemu bodu i priradime induktivnu podmienku q;(X,¥) tak, aby platilo

a) pre kazdu cestu z vychodzieho bodu k deliacemu bodu j, ktora neprechadza inym
deliacim bodom, plati

V x[w(X) AR, (X)=q;(X,1,(x))] (T))

b) pre kazdu cestu &z deliaceho bodu i do deliaceho bodu j, ktord neprechadza inym
deliacim bodom, plati
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R,(X,y) je podmienka nato, aby program P presiel cestuzido j

r,(X,¥) je oznagenie pre popis zmien hodnét vektoru y spdsobenou prikazmi v
ceste « .

Druhym krokom je vol'ba vhodnej dobre fundovanej mnoziny (W,<) a priradenie funkcie
u;(X,¥) kazdému deliacemu bodu i. Tato funkcia zobrazuje vektory premennych (X,y) do
mnoziny W. Pre funkciu u;(X,¥) musi platit’

vay[qi(xay):ui(ioy)ew] (T,) .

V poslednom kroku dokazeme platnost’ podmienky ukoncenia, tj. ze pre kazda cestu « z
deliaceho bodu i do deliaceho bodu j, ktora neprechadza inym deliacim bodom, plati

Vivy{qi(iay) A Ra(xsy)z[ui(Xsy)>uj(xﬁra()_(a}_’)>]} (T4> >

¢o znamena, ze pri prechode z deliaceho bodu i do deliaceho bodu j nastane ostry pokles
hodnét z dobre fundovanej mnoziny W .

Veta: (Metoda dobre fundovanych mnozin — Floyd)

Nech je dany program P a vstupny predikat «(X) a je mozné zostrojit’ postupne deliace
body vsetkych cyklov programu P, vhodné dobré induktivne podmienky, vhodni dobre fundovanu
mnozinu a dobré funkcie a podmienky ukoncéenia. Ak st vSetky podmienky ukoncenia pravdivé,
program P kon¢i pre w . Dobrymi induktivnymi podmienkami a dobrymi funkciami rozumieme
tie, ktoré spifiaju podmienky T,, T,, T5, T, . [2]

Priklad

Teraz pristapime k dokazu totalnej spravnosti konkrétneho programu. Nato budeme musiet’
zo slovného zadania vytvorit' Specifikdciu, nésledne napisat’ program a dokazat jeho totdlnu
spravnost. Dokaz cCiasto¢nej spravnosti vykoname Hoareovou metédou, dokaz zastavenia
vykoname Floydovou metddou dobre fundovanych mnozin.

Zadanie prikladu:

Majme subor f obsahujuci postupnost’ realnych &isel. Dizka stiboru nie je informaciou pre
programatora. Tento stibor bude vstupom programu, ktory ako svoj vystup vrati pocet takych po
sebe iducich &isel, ktoré maji vlastnost V:RXRXR—(False,True} . Ako priklad moze sluzit
vlastnost’ lokalneho maxima V (X, X,,X;)=(X,<X,>X;) .

Definicia

Neprazdny subor f nastaveny na &itanie je dvojica f=((f,.f,,...,f,),F), kde f, jei-ty prvok v
subore f, i=(1,n), aF je pozicia ¢itacej hlavy, FEIN . Velkost suboru ozna¢ime dl(f)=n.
Prézdny stbor budeme oznadovat f=((),F) a jeho velkost dI(f)=0.
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Definicia:
Boolovska funkcia EOF (f)=(F>dl(f)). Funkcia vracia hodnotu true, ak sa ¢itacia hlava dostala
na koniec suboru a uz nie je mozné nacitat’ z neho d’al§i prvok; inak vracia hodnotu false.

Definicia:

Prikaz Reset(f) dostane na vstup subor f=((f,,f,,....f ),F) alebo f=((),F) kde FEN a

vrati sibor f=((f,,f,,....f,),1) ak povodny fje neprazdny alebo f=((),1) ak je prazdny.

Tato funkcia nastavi ¢itaciu hlavu na hodnotu 1, pritom ju nezaujima, ¢i je subor neprazdny. Prikaz
Reset (f) je teda ekvivalentny prikazu F«1 .

Definicia:

Nech fje neprazdny stbor ((f,.f,,....f,),F) anech F<n. Prikaz a<Read(f) priradi

premennej a prvok fp stboru f a F priradi hodnotu F+1. Teda prikaz a«<Read(f)

naéita hodnotu a so suboru f a su¢asne posunie &itaciu hlavu. Prikaz a«<Read(f) je teda

ekvivalentny zlozenému prikazu a«<fp;F—F+1. Pre prazdny subor nie je prikaz
a<—Read(f) definovany.

Specifikacia

Najskor je potrebné na zaklade slovného zadania vytvorit’ Specifikaciu programu, teda
vstupny a vystupny predikat. Kazdy vstup musi spiiiat’ vstupny predikat w(f) akazdy vystup
musi spifiat’ vystupny predikat y(f,z). Podla zadania mam na vstupe subor realnych isel, ktory
moze byt prazdny. Vstupny predikat programu je

w(f)=(f=((f,,f,,..,f,),F) AneN\{0] AFEN A(Vi)(1<i<n =>f€R) V
f=((),F) A FEN).

Vystupom programu mé byt &islo z rovné poétu takych po sebe iducich trojic, ktoré spiiiaju
vlastnost’ V. CiZe vo vystupnej premennej, oznaéme ju z, sa po precitani celého suboru bude
nachadzat’ pocet tychto trojic. Vystupny predikat programu je

w(f,z)=(w(f) A dI(F)<F A z=|{i| V(fi_o,fii,f)) A fiEFf A £, EF A f,€f AIEN]]).
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Navrh programu

Navrhneme program P, ktory spiiia podmienku {w(f)] P {¢/(f,z)] na &iasto&nu spravnost’ a
skon¢i pre w(f). Program vyzera nasledovne:

z<0;
Reset () ;
if not EOF (f)
then begin
a<—Read(f) ;
if not EOF (f)
then begin
b«—Read(f);
while not EOF (f)
begin
c—Read(f);
if V(a,b,c)
thenz—z+1 ;
a—b;
bec;
end
end
end
Begin a end oznacuju zaciatok a koniec zlozeného prikazu.

Tento program je Strukturovany, ¢o lepSie vidiet’ z nasledujuceho vyvojového diagramu.
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b

z+<-0

Feszet(f]

&1

+

a <- Read(f]

A2

EQF(

b <- Read(f)

E

EOFIf] M »

B1

c <- Read(f]

B2

| é

z 4 2+1

£B3

a<-hb

b¢-co

(vyvojovy diagram programu)

Texty v obdiznikoch su prikazmi, texty v elipsach su testy. Sipkami je znazornena
postupnost’ prikazov. Zo vSetkych testov vychadzaji dve Sipky, jedna je oznacend znamienkom +,
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druhd je oznafend -. Vyznam tohto je taky, Ze pokial test vrati hodnotu true, program pokracuje
d’alej po ceste oznacenej plusom, pokial’ test vrati hodnotu false, beh programu pokracuje po ceste
oznacenej minusom.

V uvedenom vyvojovom diagrame sa nachddzaju aj tri body, ktoré som oznacil pismenami
A, B, C. Tieto body sa nazyvajui deliacimi bodmi programu a maju vel’ky vyznam pri dokazovani
¢iastocnej spravnosti programu Floydovou metddou induktivnych podmienok, a tiez pri dokaze, ze
program skon¢i. Bodu A sa priradi vstupny predikat Specifikacie, bodu C vystupny. Bodu B sa
priradi tzv. invariant - predikat, ktory plati vzdy, ked” sa program prechddza tym miestom. Body
Al, A2, B1, B2 a B3 st deliace body, ktoré pomdzu sprehladnit’ dokaz Ciastocnej spravnosti
programu.

Prikazy obsahujuce Reset, Read a EOF nahradime testami a priradeniami, ktoré pracuju s
celo¢iselnymi premennymi a, b, c, F.

z<0;
F—1;
if F<dI(f)
then begin
a—f.;
F—F+1;
if F<dI(f)
then begin
bef;;
F—F+1;
while F<dI(f)
begin
c—f.;
F<F+1 ;
if V(a,b,c)
thenz—z+1 ;
a<—b;
bec;
end
end

end

Takto prepisany program je ekvivalentny pdvodnému programu.
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Dékaz €iasto€nej spravnosti programu

Na dokaz ciastocnej spravnosti programu P pouZijem Hoarreovu metddu. Je to metodda
dokazu zdola nahor, teda najskor sa dokaze Ciasto¢nd spravnost’ elementarnych prikazov priradenia,
a nasledne sa z predpokladu ¢iasto¢nej spravnosti nejakych prikazov dokaze Ciastond spravnost
zlozitejSich prikazov vetvenia, cyklu ¢i zlozenych prikazov, a z toho nakoniec vyplynie ¢iasto¢na
spravnost’ celého programu P.

Dokaz ciastocnej spravnosti cyklu

Najskor dokézeme ciastoéni korektnost’ cykla programu tym, Ze dokaZzeme cCiastocnu
korektnost” jednotlivych prikazov cyklu vzhl'adom na nejaké dobre zvolené predikaty a pouzijeme
pravidlo sekvencie. Vieme (vid Hoareova metoda), ze ak telo cyklu zachovava platnost’ nejakého
predikatu, tento predikat bude platit’ aj po niekol'kondsobnom vykovani prikazov cyklu. Tento
predikat nazvyvame invariant. Za ucelom definovania invariantnej formuly pre na$ program
budeme potrebovat’ formulu

z=|[i|f,_,ef A f,_€f A f,€f AV(f,_,,fi_;,f;) AIEN A i<F}|,

ktora hovori, Ze z sa rovna poctu tych po sebe iducich doteraz precitanych prvkov stuboru f, ktoré
maju vlastnost’ V. Mnozinu

[ilf,ef A f._,€f A €f A V(FiL,, i, f) APEN Ai<F)

oznat¢ime M; (pre skratenie zapisu). Dalej si zadefinujeme invariantna formulu 1(f,z), o
ktorej dokazeme, Ze bude platit’ vzdy, ked’ sa vypocet dostane do bodu B .

I(f,z) = (w(f) A z=|Mg| A3<SF<dI(f)+1 Aa=fz_, Ab=fp_).

1. Predpokladajme, Ze v deliacom bode B invariantna formula 1(f,z) plati. N43 dokaz
zaciname v bode B, , kde plati formula I(f,z) A F<dl(f), &o je ekvivalentné formule

(w(f) A z=[Mg| A B<SF<dI(f) A a=fr_, A b=fp_,).
Ocakavame, Ze po vykonani prikazu ¢« Read (f) bude platit’ formula
(w(f) A z=Mp_ | A 4<F<dl(f)+1 Aa=fz 3 Ab=Ffp, Ac=fp_).
Nase tvrdenie mdzeme formalne zapisat’
[(w(f) A z=|Mg| A3<SF<dI(f) Aa=fp_, A b=fp_,)}
c—Read (f)
((w(f) A z=|M,_,| A 4<F<dI(f)+1 A a=fp_y A b=Fr_, A c=F,_,)]

Dokaz bodu 1. vykoname v niekol’kych krokoch. Pripominame, Ze prikaz ¢« Read(f) je zlozeny
prikaz c—fp ;F<F+1
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a) najskor zosilnime vstupni podmienku. Formula

(w(f) A z=|Mg| A BSF<dI(f) A a=fp_, A b=T;_))
=

((f) A z=|My| A 3SF<dI(f) A a=f,_, A b=f,_, A f.=f})
je zjavne pravdiva.
b) pouZijeme axiomu priradenia
[(w(f) A z=|Mg A3<SF<dI(f) Aa=fp_, A b=fp_ A fp=f;)]
c—f;

[(w(f) A z=|Mg| AB<SF<dI(f) Aa=fp_, A b=fp_ A c=f})]

¢) zoslabime vystupnil podmienku bodu b). Implikacia
(w(f) A z=|Mg A3<SF<dI(f) Aa=fp_, A b=Ffp_ A c=15)

=

(w(f) A z=M | A 4<F+1<dl(f)+1 Aa=f,_, A b=f,_ A c=f,)

je pravdiva.

d) Opét pouzijeme axiomu priradenia
[(w(f) A z=|Mg A A<F+1<dl(f)+1 Aa=fp_, A b=f_ A c=1)]
F—F+1
[(w(f) A z=|Mp_ || A4<F<dI(f)+1 A a=fr_; A b=fp_,Ac=fp_,)]

e) Body b) a d) ddme dohromady pravidlom sekvencie.
[(w(f) A z=|Mg| AB<SF<dI(f) Aa=fp_, A b=f_ A fp=1;)}
c—f;
F—F+1
(w(f) A z=|Mp_ | AA<F<dI(f)+1 a=f_; A b=f_,Ac=fp_,)]

f) Na body a) a e) pouzijeme pravidlo konsekvancie
[(w(f) A z=|Mg A3<F<dI(f) Aa=fp_, A b=f_,)]
c—f;
F—F+1
{w(f) A z=|Mp_| AA<F<dI(f)+1 A a=fr_; Ab=fr_,Ac=f_;)} ,

¢im je bod 1. dokazany.
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2. Nasleduje dokaz ciastocnej korektnosti podmieneného prikazu. Pred vstupom do
podmieneného prikazu plati v bode B2 vystupny predikat prikazu ¢« Read (f) , ktory tym padom
povazujeme za vstupny predikat dokazovaného prikazu vetvenia. Chceme dokézat’ nasledovné
tvrdenie

[(w(f) A z=|Mp_ || A4<F<dI(f)+1 A a=fr_; A b=fr_,A c=fp_,)]

if V(a,b,c)
thenz—z+1

[(w(f) A z=|Mg| A 4<F<dl(f)+1 Aa=fr_5 A b=fr_,Ac=fp_,)]

Pravdivost’ tvrdenia 2. vyplyva z pravidla vetvenia. Najskor v§ak musime dokézat’ platnost’ jeho
predpokladov.

a) Nech plati podmienka V(a,b,c). Potom program vykona priradenie z<z+1 . Preto
potrebujeme dokazat platnost’ induktivnej podmienky

(w(f) A z=|Mp_| AA<F<dI(f)+1 A a=fr_3 Ab=f_,Ac=f_; A V(a,b,c))}
z—z+1
{(w(f) A z=|Mg A 4<F<dl(f)+1 Aa=fp_3 A b=fr_,Ac=fp_,)}
Potrebujeme dokazat’, Ze mnozina Mg obsahuje o jeden prvok viac ako mnoZzina
M;_,. Zjavne sa musi jednat’ o prvok F — 1, ktory podla definicie nepatri do Mg_,, ale patri

do M;, pretoze z predpokladu a=f._; A b=f._,Ac=f._, A V(a,b,c) vyplyva platnost
V(fF_3:fF_2af1:_1) a fF_3 :fF_z ’fF—l su pI'ka suboru f.

b) Zostava dokazat’ platnost’ implikacie

(w(f) A z=Mp_ | A 4<F<dI(f)+1 Aa=fp_; A b=f_,A c=fr_; Anot V(a,b,c))
=

(w(f) Az=|M| A4<F<dI(f)+1 A a=f,_;Ab=f,_,Ac=f_)

Sta¢i ukazat’, ze i F nepatri My . Ak by patril, potom by musela platit’ podmienka
V(a,b,c) ,¢o viak nie je pravda.

Pravdivost’ tvrdenia 2. teda vyplyva z tvrdeni a) a b) a pravidla vetvenia.

3. Pouzitim pravidla sekvencie na body 1, a 2. dostdvame pravdivy vyraz
[(w(f) A z=|Mg| A3<SF<dI(f) Aa=fp_, A b=fp_,)}
c—Read(f);
if V(a,b,c)

thenz«z+1

(w(f) A z=|Mg| A 4<F<dl(f)+1 Aa=fr_; A b=f_,Ac=f_,)]
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Dostali sme sa do bodu B3, v ktorom plati
(w(f) A z=[Mg|A 4<F<dI(f)+1 a=fp_3 A b=f_,A c=fp_,).

V dalsich dvoch krokoch zistime, aka formula bude platit’ po vykonani prikazov a«<b a
bec .

4, [(w(f) A z=|Mg A A<F<dl(f)+1 Aa=f 3 Ab=f_,Ac=fp_,)]
a<—b

[(w(f) A z=|Mg A 4<F<dl(f)+1 A a=fr_,A c=fp_,)]

Pravdivost’ uvedeného induktivneho vyrazu vyplyva z pravdivosti implikacie
(w(f) A z=[Mg| A 4<F<dI(f)+1A; a=fr_; A b=fp A c=fp_;)

=

(w(f) A z=|M| A 4<F<dI(f)+1 A b=f,_,A c=f,_,)
a z axiomy priradenia, ktora je tvaru
[(w(f) A z=|Mg| A 4<F<dl(f)+1 A b=f_,A c=f_;)]
a<b

(w(f) A z=|Mg A 4<F<dl(f)+1 A a=fr_,A c=fp_,)]

5. [(w(f) A z=|Mg| A 4<F<dl(f)+1 A a=f,A c=fp_ )]
b—c
[(w(f) A z=|Mg| A 4<F<dl(f)+1 Aa=fp_,A b=f._,)]

Toto tvrdenie je pravdivé z tych istych dovodov ako tvrdenie z bodu 4.

Pravdivost’ nasledujucich tvrdeni je dosledkom bodov 3., 4., a 5. a pravidla sekvencie.

6. [(w(f) A z=|Mg| A3<F<dI(f) Aa=f ., A b=f,_,)}
c—Read(f);
if V(a,b,c)
thenz—z+1
a—b

[(w(f) A z=|Mg| A 4<F<dI(f)+1 A a=f_,A c=fp_,)]

7. [(w(f) A z=|Mg| A3<SF<dI(f) Aa=fp_, A b=fp_,)}
c—Read (f)
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if V(a,b,c)
thenz—z+1 ;

a<—b;

b—c

[(w(f) A z=|Mg A 4<F<dI(f)+1 Aa=fp_,A b=f._,)]

Podarilo sa nam dokazat’, ze ak v bode B1 plati predikat
[(w(f) A z=|Mg A3<F<dI(f) Aa=fp_, Ab=fp_,)]
v bode B bude platit’ predikat
[(w(f) A z=|Mg| A 4<F<dI(f)+1 A a=fp_,A b=f._,)]

(vid’ vyvojovy diagram programu na strane 16)

8. Chceme dokazat Ciasto¢nu korektnost’ cyklu vzh'adom na invariant I(f,z) .Teda
chceme dokézat’ platnost’

[w(f) A z=|Mp| A3<F<dI(f)+1 Aa=fp_, A b=fp_,]

while not EOF (f)
begin

c—Read(f);

if V(a,b,c)
thenz«—z+1 ;

a—b;

bec;

end

(w(f) A z=|M;| A 3<F<dl(f)+1 A a=f;_, A b=f;_, A F>dI(f))

Podl’a pravidla cyklu potrebujeme dokazat’ pravdivost’

[w(f) A z=|Mg| A 3<F<dI(f) A a=fp_, A b=f_,]|
c—Read(f);
if V(a,b,c)

thenz—z+1 ;

a—b;
bec;

[w(f) A z=|Mg| A3<F<dI(f)+1 Aa=fp_, A b=f,_,]

Na dokazanie tvrdenia ndm podl’a bodu 7. staci platnost’ implikacie
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(w(f) A z=|Mg A 4<F<dl(f)+1 Aa=fp_, A b=f;_,)
=
((f) A z=|M| A3<SF<dI(f)+1 Aa=f,_,A b=f,_))
ktora vyplyva z pravdivosti tvrdenia 4<F=3<F.

Podarilo sa ndm teda dokézat, Ze cyklus programu P je Ciastocne korektny vzhl'adom na invariant
I(f,z).

9. V tomto kroku ukazeme platnost’ implikacie (po skonceni cyklu)
(w(f) A z=|Mg| A3<SF<dI(f)+1 A a=f_, A b=z, AF>dI(f))
=

(w(f) AdI(f)<F Az=|[i| V(f,_,,f._,f)Af._ef Af_ ef Af.ef AiEN]))

ktora hovori, Ze ak program opusti cyklus, potom spiiia vystupnii podmienku $pecikikacie.
Mnozinu {i|V (fi_,fi_1,f) A fi_,€f A f,_€F A f,€f AiEN} oznatime pismenom K .

Pravdivost’ formuly w(f) A F>dI(f) je zrejm4 a este potrebujeme dokézat, ze
IMg|=|K| . Inymi slovami povedané treba dokézat, Ze tieto dve mnoZiny maji rovnaké prvky.

Nechteda jEM; . To podla definicie My znameni, Ze
f,ef Af_ef Afef AV(fi,,fi_,f) A JEN, teda,7e jeK .
Na druhej stane, z predpokladu JEMy, vyplyva
f,,¢f v gf VIgfVvnotV(f_,,f;_,,f)VjigNV j>m.

Akplati f; ,¢f v f,_ &f vIfgfVvnotV(f_,.f_,,f)VjéN, potom j€K .

Ak j=F, potom z predpokladu w(f) A 3<F<dI(f)+1 A F>dI(f) vyplyva j>dI(f) az
toho f,f Teda ajvtomto pripade j€K .

10. Z bodov 8. a 9.a pravidla sekvencie vyplyva
(I(f,z)}

while not EOF (f)
begin

c—Read(f);
if V(a,b,c)
thenz—z+1 ;
a—b;
bec;
end
(w(f,2)]
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Dékaz ciastocnej spravnosti prikazov vetvenia

Predpokladajme teraz, ze sa nas program dostal do bodu A2, a ze v nom plati predikat
w(f)Az=0 AF=2 A F<dI(f)+1 A a=f,.

Potom program vyhodnoti test F>dl(f). Ak plati, program skon¢i, ak nie, pokracuje prislusnou
vetvou. Chceme teda dokéazat’ nasledovny vyraz

[w(f) A z=0 AF=2 A F<dI(f)+1 A a=f,]
if not EOF (f)
then begin
b—Read(f);
while not EOF (1)
begin
c—Read(f);
if V(a,b,c)
thenz—z+1 ;
a<—b;
bec;
end
end
{p(f,2)}

Dokaz prevedieme pravidlom vetvenia v nasledujtucich krokoch.

11.  Predpokladajme, Ze test F>dI(f) dopadne negativne a este nie sme na konci stiboru.
Potom je w(f) A z=0 A F=2 A F<dI(f) Aa=f, pravdivé tvrdenie, a podl'a pravidla vetvenia
musime dokazat’

{w(f) A z=0 AF=2 A F<dI(f) A a=f]
b—Read(f) ;
while not EOF (f)
begin
c—Read(f);
if V(a,b,c)
thenz—z+1 ;
a—b;
bec;

end
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a) induktivny vyraz
{w(f) A z=0 AF=2 A F<dI(f) A a=f]
b«—Read(f)
{w(f) A z=0 AF=3 A F<dI(f)+1 Aa=f, A b=f,]

je pravdivy z dévodov uvedenych v bode 1.

b) teraz dokazeme platnost’ formuly
(w(f) A z=0 AF=3 AF<dI(f)+1 A a=f, A b=f,)=1(f,2)

Predikat w(f) A a=f, A b=f, je trividlne pravdivy Z predpokladu
F=3 A F<dI(f)+1 vyplyva 3<F<dI(f)+1 azpredpokladu F=3 vyplyva,ze
mnozina Mg je prazdna.

¢) z bodov a) a b) a pouzitim pravidla konsekvencie dostavame
{w(f) A z=0 AF=2 A F<dI(f) A a=f]
b« Read(f)
I(f,z)

d) dokazované tvrdenie 11. je dosledkom bodov 9. a 11 ¢) a pravidla sekvencie

12.  Predpokladajme teraz, 7e test F>dI(f) dopadne pozitivne, a teda uz sme na konci stiboru.
Potom treba podl'a pravidla vetvenia dokazat’ implikaciu

(w(f) A z=0 AF=2 A F<dI(f)+1 A a=f, A F>dI(f))
=

w(f,z)

Platnost’ formuly «w(f) A F>dI(f) je zrejm4. Nech mnozina K oznacuje to isté ¢o v bode 9.
Potom musi platit’, ze K je prdzdna mnozina.

Nechteda (3i)(i€K). To ale z definicie mnoziny K znamen4, ze f,_,€f A f,_€f A fE€f .
KedZe plati w(f), potom i>3. Cizenutne f,€f.

Avsak formula F>dI(f) A F=2 implikuje platnost formuly dl(f)<2, atom pripade f,&f,
ateda f3€f, &oje spor.

13.  Teraz uz mézeme prehlésit’ dokazovany prikaz vetvenia za pravdivy.
[w(f) A z=0 AF=2 A F<dI(f)+1 A a=f,]
if not EOF (f)
then begin

b—Read(f);
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while not EOF (f)
begin
c—Read(f);
if V(a,b,c)
thenz—z+1 ;
a—b;
bec;
end

end
(w(f,z)]

Dokaz vyplyva z bodov 11., 12. a pravidla vetvenia.

Predpokladajme teraz, ze program sa nachadza v bode Al , v ktorom plati predikat
w(f)Az=0AF=1

Potom program vyhodnoti test F>dl(f). Ak plati, program skon¢i, ak nie, pokracuje prislusnou
vetvou. Chceme teda dokazat’ nasledovny vyraz

w(f)Az=0AF=1
if not EOF (f)

then begin
a—Read(f);
if not EOF (f)
then begin
b—Read(f);
while not EOF (f)
begin
c—Read(f);
if V(a,b,c)
thenz—z+1 ;
a—b;
be—c;
end

end

end
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Dokaz vykoname podobne ako dokaz bodu 13.

14. Predpokladajme, Ze test F>dl(f) dopadne negativne a este nie sme na konci suboru.
Potom je w(f) A z=0 A F=1 AF<dI(f) pravdivé tvrdenie, a podl'a pravidla vetvenia musime
dokazat

w(f) A z=0 A F=1 A F<dI(f)

a—Read(f);
if not EOF (f)
then begin
b—Read(f);
while not EOF (f)
begin
c—Read(f);
if V(a,b,c)
thenz—z+1 ;
a—b;
bec;
end

end

lw(f,z)]

Pravdivost’ induktivneho vyrazu
w(f)Az=0 A F=1 A F<dI(f)
a<—Read(f);
w(f)Az=0AF=2AF<dI(f)+1 A a=T,

je zrejma z definicie prikazu a«Read(f) a z postupu pouzitého v bode 1. Z neho
a z bodu 13. sa da pravidlom sekvencie doké4zat’ ¢iastocna korektnost’ dokazovanej vetvy prikazu.

15.  Predpokladajme teraz, 7e test F>dl(f) dopadne pozitivne, a teda uz sme na konci stiboru.
Potom treba podl'a pravidla vetvenia dokazat’ implikaciu

(w(f) Az=0 AF=1 A F<dI(f)+1 A F>dI(f))

w(f,z)

Platnost’ formuly «w(f) A F>dI(f) je zrejm4. Nech mnozina K oznacuje to isté ¢o v bode 9.
Potom musi platit’, ze K je prdzdna mnozina.

Nechteda (3i)(i€K). To ale z definicie mnoziny K znamen4, ze f,_,€f A f,_€f A f E€f .
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Kedze plati w(f), potom i>3. Cizenutne f,€f.
Aviak formula F>dI(f) A F=1 implikuje platnost formuly dl(f)<1, atom pripade [ ,&f ,
tedaaj f;€f, ¢&ojespor

Dokaz ciastocnej spravnosti programu
Na dokaz ¢iastocnej korektnosti potrebujeme dokazat’ uz len niekol’ko tvrdeni.

Nech sa teda program nachadza na zaciatku, v bode A, a nech v bode A plati vstupna podmienka
Specifikacie.

16. Platnost’ induktivneho vyrazu
{(f)]
z—0
[w(f) A z=0]

vyplyva z axiomy priradenia a pravidla konsekvencie.

17.  Z rovnakych dovodov plati aj
[w(f) A z=0]
Reset (f) ;
w(f)Az=0AF=1

18.  Zbodov 16. a 17. dostdvame pouzitim pravidla sekvencie
{w(f)}
z—0;
Reset (f) ;
w(f)Az=0AF=1

Teraz uz mozeme pomocou pravidla sekvencie dokazat’ ¢iastocnu korektnost’ celého programu.
{w(f)]
z<0;
Reset (f) ;
if not EOF (f)
then begin ;
a<—Read(f);
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if not EOF(f)

then begin ;

b—Read(f);

while not EOF(f)
begin
c—Read(f);
if V(a,b,c)

thenz—z+1 ;

a—b;
bec;
end

end

end
(w(f,z)]

Podarilo sa dokazat’, ze program P je ¢iasto¢ne korektny vzhl’'adom na Specifikéciu.

V d’alsej casti budeme dokazovat’, ze program skonci. Ak sa ndm tuto skutocnost’ podari
dokézat’, bude to spolu s uz dokazanou vlastnostou ¢iastocnej korektnosti znamenat’, Zze program P
je totalne korektny vzhl'adom na vstupnii podmienku (f) a vystupni podmienku ¢(f,z) .

Dokaz skoncenia prevedieme Floydovou metodou dobre fundovanych mnozin.

Doékaz totalnej spravnosti

V casti ,,Navrh programu® som popisal vyvojovy diagram programu P, z ktorého budem
teraz vychadzat’. V programe P sa nachadzaju tri body oznacené A, B, C. Bod A nazveme vstupny
bod programu P, bod C vystupny bod programu P. Bodu A priradime vstupny predikat Specifikacie

w(X), bodu B — deliacemu bodu programu P — priradime invariant 1(f,z) .

qB(Xa}_’)=I(f>Z)

Doékaz, ze 1(f,z) je dobra induktivna podmienka, bol uz urobeny — pre kazdy pripustny vstup ak
sa program dostane do bodu B, potom je invariant pravdivy.

Ako univerzum zoberieme mnozinu prirodzenych ¢isel a Standardné usporiadanie
W=IN

a deliacemu bodu B priradime funkciu Uug(X,¥)
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uy(X,y)=dl(f)-F+1.
Dokazeme, ze Ug(X,¥) je dobra funkcia. Musi platit formula T, (strana 13)
ViV ylg(X,9)=u(x,9)eW] (T;).
Po dosadeni dostaneme formulu
VXV y[l(f,z)=dl(f)-F+1€IN]

Z platnosti invariantu v bode B vyplyva platnost F<dI(f)+1, &o je ekvivalentné formule
O<dl(f)-F+1, aztohovyplyva dI(f)—F+1€N. Teda funkcia uy(X,y)=dl(f)—F+1 je
dobra funkcia.

Zostava overit’ podmienku T, .

Potrebujeme zistit’, ako sa hodnota funkcie Uy(X,¥)=dl(f)=F+1 pocas jedného prechodu
cyklom zmeni. Ked'ze dI(f) je konStanta, zaujima nas zmena hodnoty F .V cylke sa nachadza
jedinny prikaz, ktory meni hodnotu F , a je to prikaz ¢« Read(f), pocas ktorého sa hodnota F
zvysi o jednotku.

Preto po dosadeni formula T, pre deliaci bod B programu P vyzera takto:
(w(f) A3<SF<dI(f) Aa=fp_, A b= A z=|M¢|)=[dI(f)+1=F>dl(f)+1—(F+1)].

Formula [dI(f)+1—-F>dl(f)+1—(F+1)] je pravdiva, lebo sa d4 ekvivalentne upravit na
formulu 1 > 0.

To znamena, ze program P kon¢i a ked’Ze P je aj ¢iastocne spravny, podarilo sa nam dokézat’
hlavny ciel’: program P je totalne korektny vzhl'adom na Specifikaciu.
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Zaver

V tejto praci bol podany prehlad o metéode, ktorou mozno verifikovat programy.
Samozrejme, existuju aj iné metddy pouzivané na verifikéciu, ako je napriklad Floydova metoda
induktivnych podmienok alebo metdda intermedientov [3]. Tieto metddy nie st v praci na inom
mieste spominané.

Dalej bol vykonany dokaz spravnosti programu, ktory ukazal prakticka aplikovatelnost
uvedenych teoretickych metdd dokazovania: Hoareovej a metddy dobre fundovanych mnozin.

Citatel'ovi moZno pri§la na um otazka, ¢i sa programy nedaju verifikovat’ automaticky. Inak
povedané, zaujima nds, ¢i existuje algoritmus, ktory pre l'ubovolni trojicu (w,y,P) povie, ¢&i je
program P totdlne spravny vzhladom na w ,y . Odpoved je negativna, taky algoritmus
neexistuje [2]. AvSak existuji automatické verifikdtory pre niektoré triedy programov, inak
povedané, pre vhodne zvolené obmedzenia na trojicu (w,y,P) sa daji najst’ verifikatné
algoritmy. Pokial’ nechceme trojice (w,y,P) obmedzovat, musime sa uspokojit’ s interaktivnymi
verifikatormi, ktoré na uspeSné verifikovanie potrebuji pomoc cloveka, ktory musi uhadnut
vnutorné Specifikacie v konkrétnych bodoch programu.

Kedze je verifikacia algoritmicky nerieSiteI'na uloha, o to viac je potrebné, aby sa v nasej
spolo¢nosti vyskytovali 'udia, ktori verifikovat’ vedia. Tato praca by mala k tomu pomdct’.
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