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Praca predstavuje algoritmy na vypocet vzdialenosti stromov. Venuje sa najmé editac-
nej vzdialenosti stromov a obmedzenej editacnej vzdialenosti stromov. Prezentuje doteraz
zname algoritmy na vypocet editacnej vzdialenosti usporiadanych stromov a ukazuje dokaz
NP dplnosti problému vypoctu editacnej vzdialenosti neusporiadanych stromov. Pre ob-
medzenu edita¢ni vzdialenost popisuje algoritmy na vypocet vzdialenosti usporiadanych
aj neusporiadanych stromov. Praca vyzdvihuje hlavné myslienky jednotlivych algoritmov,
zjednocuje ich prezentaciu a ilustruje ich na prikladoch. Okrem prezentacie algoritmov sa

praca venuje rozboru efektivnosti (Gasovej zlozitosti) jednotlivych algoritmov.

Kliacové slova: Editacné vzdialenost stromov, Obmedzené editacnd vzdialenost stromov.
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Kapitola 1
Uvod

Prvykrat sa problémom vzdialenosti dvoch stromov méZeme stretnit v praci autora Tai
[Tai79]. Jeho vzdialenost bola zovseobecnenim vtedy dobre zndmej vzdialenosti na slovéach.
Dodnes je tato vzdialenost zaloZend na zmene stromu pomocou operécii premenovania,
pridania a zmazania vrcholu jednou z najpouzivanejsich vzdialenosti.

V dnesnej dobe je problém vzdialenosti stromov stale skiimanou oblastou. Je to najmé
vdaka vyuzitiu v pocitacovej bioldgii (vzdialenost sekundarnych struktiar RNA[BAS90]),
porovnavani strukturovanych textov (XML databazy [ZCZ03]), analyze obrazkov [Shi9l],
alebo optimalizacii kompilatorov.

Okrem vzdialenosti stromov vzniklo viac problémov, ktoré suvisia s touto problemati-
kou. V literattre sa preto mozeme stretnif s problémami ako inkltzia stromov (Tree inclu-
sion), zarovnanie stromov (Tree alignment distance), najvicsi spoloény podstrom (Largest
common subtree) a najmensi spolo¢ny nadstrom (Smallest common supertree).

Téato praca sa zaobera len problémom vypoctu vzdialenosti dvoch stromov. Predstavuje
dve definicie vzdialenosti (editaénii a obmedzent edita¢ni vzdialenost) a algoritmy na
vypocet tychto vzdialenosti.

V préaci prezentujeme jednotnym sposobom algoritmy, ktoré boli v literatture prezento-
vané roznorodo. Je preto lahSie vidiet v ¢om sa ligia a v ¢om spociva ich zloZitost.

Prva kapitola predstavuje problém vzdialenosti dvoch stromov a definuje edita¢na
vzdialenost [Tai79]. V druhej kapitole predstavujeme $tyri algoritmy (jednoduchy algorit-
mus [Bil05], algoritmus Zhang and Shasha [ZS89], Kleinov algoritmus [K1e98| a Demainov
algoritmus [DMRWO07]) na vypocet editacnej vzdialenosti usporiadanych stromov. Na za-
ver druhej kapitoly ukazme dokaz REF, Ze pre neusporiadané stromy je problém vypoctu
ich editacnej vzdialenosti NP uplny. V tretej kapitole zadefinujeme obmedzent editac¢ni

vzdialenost [Zha95] a predstavime algoritmus na vypocet vzdialenosti dvoch usporiadanych
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[Zha95] alebo neusporiadanych stromov|[Zha96].

1.1 Stromy

V préaci sa budeme zaoberat vzdialenostou stromov. Predpokladdme, Ze citatel mé aspon
zékladné znalosti z tedrie grafov a pozna pojmy ako strom, les, predchodca, nasledovnik
alebo prehladdvanie stromu.

Pracovat budeme s usporiadanymi (maji dané usporiadanie medzi sirodencami), ale aj
neusporiadanymi stromami(stirodencov stromu moézeme Iubovolne prehadzovat). Zakladné
znacenie bude pre stromy 77,7, a pre lesy Fi, F5. Podstrom stromu 7}, ktorého koren
je vrchol v € Tj, budeme oznacovat T;(v). Les, ktory vznikne odstranenim vrcholu v zo
stromu 77 (v), budeme oznacovat Fi(v).

Pre usporiadané stromy je vrchol v nalavo od vrcholu w, ak pri postorder a preorder
prechode stromom narazime na vrchol v skor ako na vrchol w. Ak je vrchol v nalavo od
vrcholu w, potom vrchol w je napravo od vrcholu v.

Budeme sa zaoberat stromami, ktorych vrcholy maji priradené névestia z konecnej
abecedy X..

1.2 Vzdialenost

Predtym ako zacneme hovorit o vzdialenosti, najprv ju zadefinujeme:

Definicia 1.2.1 Nech M je lubovolnd mnoZina a R mnoZzina redlnych ¢isel, nech u,v,w €

M. Nech d: M x M — RU {oo} je funkcia splriajica nasledovné podmienky:
1. d(u,v) >0
2. d(u,v) =0 < u=v (reflexivnost)
3. d(u,v) = d(v,u) (symetria)
4. d(u,v) + d(v,w) > d(u,w) (trojuholnikovd nerovnost)
Potom funkciu d nazjvame vzdialenostou na mnoZine M.

Teraz definujeme zdkladné editacné operécie s vrcholmi stromu. Vdaka tymto operé-

ciam budeme mdct menif Struktiru stromu a névestia vrcholov.
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'|'1 (a—c) ; T2

Obr. 1.1: Priklad edita¢nych operacii sltiziacich na zmenu stromu.

e Operdciou premenovania zmenime navestie vrcholu v.

e Operaciou zmazania odstranime zo stromu vrchol v a vsetkych jeho synov dame jeho

rodicovi w.

e Operacia vloZenia bude inverzna k operacii zmazania, teda vlozime vrchol v ako
rodica suvislej podpostupnosti synov vrcholu w. Teda po tejto operacii strati w nie-

ktorych zo svojich synov, avsak ziska syna v.

Aby sme si zjednodusili zapis tychto operacii, zavedieme symbol imaginarneho vrcholu
A s prazdnym névestim. Abecedu X rozSirent o prazdny symbol A budeme oznacovat
Y. Kazda operaciu zapiSseme pomocou stavu pred a po jej vykonani. Nech teda [y, [, st
navestia vrcholov [y, Iy € 3. Zmenu navestia vo vrchole v zapiseme ako (I; — [l3). Operaciou
zmazania odstranime vrchol, a pri zépise si pomozeme imagindrnym vrcholom (I — \).
Pridanie vrcholu, naopak, z ni¢oho vytvori novy vrchol a tto operaciu budeme oznacovat
(A — [1). Toto oznacenie bude pouzivat pre vrcholy rovnako ako pre navestia teda zapisom
(v — w) budeme rozumiet zmenu navestia vrcholu v na navestie vrcholu w. Zmazanie
vrcholu v zapiSeme (v — ), pridanie vrcholu (A — v).

Teraz uz mozeme definovat vzdialenost dvoch stromov ako podet zmien, ktoré musime
vykonat, aby sme zo stromu 77 dostali strom 75 za pouZitia vysSie definovanych edita¢nych

operacii.
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Definicia 1.2.2 Jednotkovd vzdialenost dvoch stromov 6(Ty,Ts) je najmensi pocet editac-

nych operdcii, ktoré musime vykonat, aby sme zo stromu Ty dostali strom Ts.

Dokaz. Teraz musime ukazaf, Ze tato vzdialenost splia vsetky podmienky vzdialenosti.
Pocet operacii je vzdy kladng, preto prv podmienku spliia. Reflexivnost plati, lebo na
zmenu stromu 77 na strom 7; nepotrebujeme zZiadnu operaciu. Naopak, ak nepotrebujeme
ziadnu operéaciu na zmenu stromu 77 na 75, tak musia byt tieto stromy totozné. Symetriu
dostavame ako dosledok symetrie operacii'. Trojuholnikovii nerovnost si mézeme predstavit
ako proces transformécie stromu 77 na strom 73, pricom raz chceme dostat ako medzikrok
T,. Je zrejmé, Ze pri transformacii s medzikrokom musime uréite pouzit viac operacii ako

pri transformacii bez medzikroku.

Takto definovand vzdialenost priradzuje kazdej operacii rovnakt vahu. V niektorych
pripadoch moéZe byt vyhodné ohodnotit jednotlivé operédcie rozne. Funkciu, ktord bude
ohodnocovat jednotlivé editacné operécie, nazveme cenovou funkciou 7. V tejto praci sa

budeme zaoberaf iba cenovymi funkciami, ktoré spliaji podmienky vzdialenosti.

Definicia 1.2.3 Funkciu v : (X) x Z3)\(\,A) — R, ktord sphia nasledujiice podmienky,

nazveme cenovou funkciou. Nech ly,ly € Xy :
1. 0 < ~v(ly, o) < 1,9(lh,01) =0
2. y(ly, 1) = (I, y)
3. (I, ls) < (I, l2) + (I, Is)

Priklad: Majme symboly ¥ = {a,b, c}

v(@a— A)=1,7a—b)=0.5,7(a—c)=05
y(b—=A)=1,90b—a)=0.5vb—c) =05
Y(e—=A)=1,v(c—a)=05v(c—b) =05

Pri takto definovanej cenovej funkcii, bude mat operédcia zmazania alebo pridania vrcholu

dvojnasobnu cenu oproti operacii premenovania.

!Premenovanie je symetrické samo so sebou. Zmazanie a pridanie vrcholu st navzajom symetrické.
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Teraz uz mozeme pozmenit jednotkovi vzdialenost pre usporiadané stromy, a to tak,

7e namiesto poctu operacii vezmeme sumu ich cien z cenovej funkcie.

Definicia 1.2.4 Nech S = s1,...,8, je postupnost operdcii transformugjicich Ty na T;.

Pre vzdialenost dvoch stromov plati:

T, Ty) = min{z v(8:)|S transformuje Ty na Ty}

$; €S

1.3 Editaéné zobrazenie

V predchadzajtcej ¢asti sme definovali vzdialenost dvoch stromov ako sumu cien operécii,
transformujicich jeden strom na druhy. Ako moZzeme vidiet na obrazku 1.2, poradie tychto
operacii nemusi byt jednoznac¢né. Vysledni cenu poradie operécii neovplyviuje, preto tento
pohlad na vzdialenost nam nevyhovuje. V tejto Casti teda ukézeme, ako sa d4 na editaéni
vzdialenost pozerat z iného uhla.

Vezmime si Tubovolnii minimélnu transforméciu stromu 7 na strom 75. Pocas nej vr-
choly mazeme, pridavame alebo menime ich navestia. Ak nasa transforméacia je miniméalna,
potom vieme povedat, Ze vrcholy, ktoré zmaZeme sa musia? nachidzaf v strome 7Tj. Po-
dobne vrcholy, ktoré sme pocas transformécie pridali, musime najst v strome T5.

To, ¢o nam ostava, st vrcholy, ktoré pocas transformacie nezmenime alebo zmenime
ich navestie, a teda sa nachadzaji v oboch stromoch. Preto medzi nimi moézeme vytvorit
pary. Vrchol zo stromu 7} po zmene navestia tvori par s danym vrcholom stromu 75
Rovnako vrchol stromu 77, na ktory neaplikujeme Ziadnu operaciu®, automaticky tvori par
s prislusnym vrcholom stromu 75. Taktito mnozinu parov vrcholov stromov 77, T, budeme
nazyvat editacné zobrazenie.

Vrcholy stromu 77, ktoré nemaju par v editacnom zobrazeni, musime pocas transforma-
cie zmazat. Vrcholy stromu T3 bez paru v editac¢om zobrazeni musime pocas transformécie
pridat. A vrcholom v paroch pri transformécii zmenime névestie.

V predchédzajucich odsekoch sme ukazali, ako z transformécie vytvorit edita¢né zobra-
zenie. Teraz definujeme podmienky, ktoré nam zarucia, ze mnozina dvojic vrcholov bude
editaénym zobrazenim. Teda bude existovat transformécia, z ktorej vieme vytvorit toto

editacné zobrazenie.

2 Ak by naa transformacia nebola minimélna, tak sa moze stat, e zmazeme vrchol, ktory sme do stromu
Ty pridali. Tym vSak spravime dve zbyto¢né operacie, ktoré sa v minimélnej transformécii nachadzaft
nemozu.

3KedZze zmena navestia vrcholu na to isté névestie ma nulovii cenu, moézeme tito operaciu aplikovat na
vrchol, s ktorym sme ni¢ nerobili, ¢im na kazdy vrchol aplikujeme nejakt operaciu.
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Obr. 1.2: Transforméacie stromu 77 na strom 7T5.
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Obr. 1.3: Priklad edita¢ného zobrazenia.

Definicia 1.3.1 Editacné zobrazenie je usporiadand trojica (M, Ty,Ty), kde M C Ty x Ty
a pre vSetky pdry (vi,wq), (v, we) € M plati:

1. vy = vy prdave vtedy, ked wy; = ws (jedno-jednoznacnost)
2. vy je predchodca vy prave vtedy, ked wy je predchodca wy (zachovanie predchodcov)

3. vy je nalavo od vy prave vtedy, ked wy je nalavo wy (zachovanie usporiadania synov)

Prva podmienka nam zabezpedi, Ze kazdy vrchol stromu 77 moze byt v pare s maxi-
mélne jednym vrcholom stromu 75. Druhd bude sltzit na to, aby sme v edita¢nom zobrazeni
neprehadzovali poradie vrcholov od korena k listom, kedZe operdciami zmazania, pridania
a zmeny navestia toto nedosiahneme. Posledna podmienka zarucuje, ze sa nam nezmeni
usporiadanie synov Tubovolného vrcholu. Této tretia podmienka mé vyznam vtedy, ak
chceme pocitat vzdialenost usporiadanych stromov, kedze tie maji pevne dané usporia-
danie medzi synmi. Pre neusporiadané stromy mozeme menif usporiadanie synov, a teda
tiuto podmienku musime z edita¢ného zobrazenia vynechat.

Pre jednoduchost budeme editacné zobrazenie oznacovat len symbolom M namiesto

(M, Ty,T3), ak je jasné, medzi akymi stromami je toto zobrazenie definované.

Definicia 1.3.2 Cena editacného zobrazenia (M) je:

V(M) = Z V(u w) + Z7(U7 /\) + Z’Y()\,w),

(vyw)eM veED wel

kde D je mnozina vrcholov stromu Ty, ktoré nemaji pdr v editacnom zobrazeni M. MnoZinu

I tvoria vrcholy stromu Ty bez pdru v editacnom zobrazeni.
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Jednotlivé editacéné zobrazenia mozeme spolu skladat . Nech M je editacné zobrazenie
medzi stromami 7 a T5. M, je editacné zobrazenie medzi stromami 75 a T3. Potom Mj3; =

M; o My bude editacné zobrazenie medzi stromami 77 a T3 definované takto:

M o My = {(v,w)|Fu € Ty; (v,u) € My a(u,w) € My}

Teraz uz mozeme definovat vzdialenost pomocou edita¢ného zobrazenia.

Definicia 1.3.3 Pre vzdialenost dvoch stromov plati:
(T, Ty) = min{y(M)|(M,T1,Ts) je editacné zobrazenie}

Je Tahké ukézaft, Ze takto definovand vzdialenost je ekvivalentnd s Definiciou 1.2.4. Preto
budeme pri vypocte vzdialenosti dvoch stromov hladat minimélne editacné zobrazenie

namiesto minimalnej transformacie.



Kapitola 2

Editac¢na vzdialenost stromov

V tejto kapitole predstavime algoritmy na vypocet editacnej vzdialenosti stromov. V prvej
podkapitole ukazeme lemu, ktora bude kli¢ovym prvkom jednoduchého algoritmu [Bil05]
na vypocet vzdialenosti usporiadanych stromov. V dal$ej podkapitole zovSeobecnime jed-
noduchy algorimus, ¢im definujeme triedu algoritmov ,stratégie pokrytia“. Takéto zovse-
obecnenie najdeme prvykrat v praci [DTI03]. V nasledujtcich kapitolach predstavime tri
algoritmy z triedy stratégie pokrytia, ktoré pocitaju vzdialenost usporiadanych stromov.
Posledny predstaveny Demainov algortimus [DMRWO7] dosahuje pre triedu algoritmov
stratégie pokrytia optimalnu casovu zlozitost. Na zaver kapitoly ukiZeme, Ze pre neuspo-

riadané stromy je problém vypoctu edita¢nej vzdialenosti NP tplny [ZWS95].

2.1 Jednoduchy algoritmus

V tejto Casti ukazeme rekurziu, ktord nam umozni napisat jednoduchy algoritmus na vy-
pocet vzdialenosti usporiadanych stromov. Tento algoritmus mozno najst v [ZS89], avsak
my ukézeme jeho formu z [Bil05].

Z prvej kapitoly vieme, zZe na vypocet editacnej vzdialenosti dvoch usporiadanych stro-
mov nam staci najst minimélne edita¢né zobrazenie. Pri jeho hladani budeme postupovat
tak, Ze si vyberieme jeden vrchol z kazdého stromu a rozoberieme vSetky moznosti, ktoré
mozu nastat pri lubovolnom edita¢nom zobrazeni. Z tychto moznosti si vyberieme vzdy ta
s najnizSou cenou, ¢o nam zaruc¢i najdenie minimalneho editacného zobrazenia.

Na vypocet vzdialenosti stromu od prazdneho stromu vieme, zZe jeho koren sa v edi-
tacnom zobrazeni nenachadza. Preto ho méZzeme zmazat a pocitat vzdialenost rekurzivne
bez neho. Pre dva neprazdne stromy si za vrcholy, ktoré budeme rozoberat, vyberieme

korene. Tie musia v editaénom zobrazeni tvorit par, alebo jeden z nich sa v editacnom
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zobrazeni nebude nachadzat. Moznost, Ze obidva maju iny par v editaénom zobrazeni ne-
moze nastat, pretoze takéto zobrazenie by nespliialo podmienku zachovanie predchodcov
z definicie editacného zobrazenia. Ak teda vieme, Ze korene tvoria spolu par, sta¢i nam
vypocitat vzdialenost bez tychto vrcholov a pripocitat cenu za zmenu jedného na druhy.
A ak sa v edita¢nom zobrazeni jeden z vrcholov nenachédza, vypocitame vzdialenost bez

neho a pripocitame cenu za jeho zmazanie.

Lema 2.1.1 Nech Ty a Ty su usporiadané stromy a 7 je cenovd funkcia definovand na
symboloch. Nech v,w su korene stromov Ty, Ty a symbol 0 predstavuje prdzdny podstrom,

potom plati:

5(0,0) = 0
T1,0) = 6(T1 —v,0) +v(v — N
0,Ty) = 8(6,Ts —w)+~(\ — w)
Ty — v, T3) +v(v — N)
0(T1,75) = min¢ (71, T — w) +v(A — w)
Ty —v, Ty —w) + (v — w)

Zapis 6(T) — v, Ty — w) mdzme nahradit zapisom 0(F(v), Fy(w)). Pri predchadzaji-
cej Leme 2.1.1 sa ndm moze stat, Ze po zmazani niektorého vrcholu musime vypocitat
vzdialenost dvoch lesov.

Pri vypocte vzdialenosti lesov Fi, F5 budeme postupovat rovnako ako pri stromoch,
avSak vyber vrcholov, s ktorymi budeme pracovat, bude zlozitej$i. Najvyhodnejsie pre nas
budt korene v, w najlavejsich, pripadne najpravejsich stromov tychto lesov T, T;. Vyhodné
st vdaka tomu, Ze ak tvoria pary v editacnom zobrazeni, tak nemozu vytvorit dva nezavislé

pary, ale tvoria par spolu, teda (v,w) € M.

Lema 2.1.2 Nech Fy a Fy su usporiadané lesy a 7y je cenovd funkcia definovand na sym-
boloch. Nech v a w si korene najlavejsich (najpravejsich) stromov Ty (v), To(w) v lesoch Fy

a Fy, potom plati:

56,6) = 0
§(F1,0) = 6(F—v,0)+~v(v—N)
0,Fy) = 0(0,F, —w)+~v(\ — w)
(L —v, Fy) +~(v—A)
O(F1,Fy) = ming §(F, Fy —w) +v(A — w)
O(F1(v), Fy(w)) + 6(Fy = Ti(v), Fa = Ta(w)) +7(v — w)
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Dokaz. Rozoberieme pripad s vyberom najlavejsich korenov, kedze pre najpravejsie korene
je situdcia symetrickd. Moznosti, ako moze vyzerat editacné zobrazenie pre korene v, w

najlavejsich stromov T} (v), To(w) lesov Fy, Fy st tri.

(a) Vrchol v nemé par v edita¢nom zobrazeni. Tento vrchol zmaZeme a vypocitame vzdia-

lenost bez neho.

(b) Vrchol w nemé péar v editacnom zobrazeni. Této situdcia je symetrickd s prvym pripa-

dom.

(c) Obidva vrcholy v, w maji par v editatnom zobrazeni. Sporom ukazeme, Ze v tomto
pripade tvoria par spolu. Predpokladajme, Ze maji obidva iny par v editacnom zo-
brazeni, teda existuji vrcholy v € Fj, w' € Fj, pricom (v,w’), (v',;w) € M. Kedze
v je najlavejsi koren, musi byt v jeho potomok, alebo napravo od neho. Z definicie
edita¢ného zobrazenia dostavame, Ze aj w je potomok w’, alebo musi byt napravo od
w’. V oboch pripadoch sa dostavame do sporu s vyberom w ako najlavejSieho korena

lesa F3.

Ak teda plati (v,w) € M vrcholy stromu T)(v) mdzu tvorif par jedine s vrcholmi
stromu 75(w) kvoli podmienke zachovania predchodcov. Vrcholy lesa Fy — 77 (v) mozu
tvorif pary s vrcholmi lesa F» — Ty(w), vdaka podmienke zachovania usporiadania
surodencov. To rozdeluje nas problém vzdialenosti lesov F, Fy na dva mensie problémy
I(F1(v), Fa(w)) a 6(Fy — Th(v), Fy — Ta(v)).

Teraz uz mame dostatok informacii, aby sme zostrojili jednoduchy algoritmus na vypo-
¢itanie editacnej vzdialenosti dvoch usporiadanych stromov. Priamym aplikovanim Lemy
2.1.2 dostaneme rekurzivny algoritmus. Pri tomto algoritme budeme pocitame kazdy pod-

problém len raz a jeho vysledok si zapamitame, ¢im zlepsime ¢asovi zloZitost.
Lema 2.1.3 Casovd zloZitost jedoduchého algoritmu je O(|T1|*|Ts|?).

Dokaz. V kazdom kroku sa nas algoritmus rekurzivne zavola na mensie podproblémy. Na-
sledne tieto mensie podprobémy spracuje, ¢o predstavuje niekolko st¢tov a vyber minima.
KedZe spracovanie jedného podproblému trva konstantny cas, mozeme zlozitost algoritmu
ohranicit po¢tom podproblémov, na ktoré pocas rekurzie narazime.

Najprv si definujeme podles F9) 0 < i + j < |F| ako les, ktory ziskame z F postup-
nym zmazavanim najlavejsich a najpravejsich koremiov 7 a j krat. Pre analdgiu so slovami
nazveme F(©9) prefix lesa F' a F(®9 suffix lesa F.

Teraz ukazeme, ze vSetky podproblémy, na ktoré pocas rekurzie narazime, budu tvaru

o (Tl(i’j ),Ték’l)) . Pocas rekurzie mozu nastat tri pripady:
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.....

.....

(c) Sparujeme najlavejsie korene oboch stromov a musime vypocitat dva mensie podprob-
lémy. Prvym je vzdialenost najlavejsich podstromov, ktort dostaneme zviicsenim j a [
tak, aby nam ostali len najlavejSie podstromy. Druhym problémom je vzdialenost le-
sov bez najlavejsich podstromov. Vtedy nam staci zvicsit i a k o velkosti najlavejsich

podstromov.
Pre najpravejsie korene je situacia symetricka.

Tym sme teda ukézali, Ze vSetky podproblémy, na ktoré mozeme narazit, si tvaru
5(T1(Z’]),T2(k’l)). KedZze i,j vyberdme z inervalu (0, |T1|) a k,l z intervalu (0, |T3|), pocet
2

podproblémov je ohraniceny ¢islom |77 |2|T5|*. Tymto zaroven dostavame vysledni zloZitost,

kedZe spracovanie jedného podproblému trva konstantny cas.

2.2 Stratégia pokrytia

V predoslej podkapitole sme dokazali Lemu 2.1.2, pomocou ktorej mézeme vypocitat vzdia-
lenost dvoch usporiadanych stromov. Pri tejto leme sme si vybrali jeden vrchol z kazdého
stromu a rozobrali sme vSetky moznosti, ako moze vyzerat editacné zobrazenie. Pre dva
stromy boli tieto vrcholy korene. Pri vypocte vzdialenosti lesov sme si museli zvolit, ¢i bu-
deme pracovat s najlavejsimi alebo najpravejsimi korefimi. Jednoduchy algoritmus predsta-
veny v predoslej casti vyber korenov neobmedzoval. Postup, akym si vyberame, s ktorymi
korenimi budeme pracovat, ma vplyv na pocet podproblémov, ktoré budeme musiet vypo-
¢itat. Preto v tejto Casti definujeme triedu algoritmov, ktoré buda popisovat prave tento
vyber s ktorymi vrcholmi mame pracovat.

Ak chceme zostrojit algoritmus na vypocet vzdialenosti usporiadanych stromov za pou-
Zitia Lemy 2.1.2, musime sa vedief pri kazdom rekurzivnom volani rozhodnut, ¢i pouZijeme

verziu lemy s pravymi alebo Tavymi korerimi. Tento vyber nazveme ,stratégiou pokrytia“.

Definicia 2.2.1 Nech Ty, T, su stromy. Stratégiou pokrytia nazveme zobrazenie z dvojice

(FY, F3) podlesov stromov Ty, Ty do mnoziny {vlavo,vpravo}.

Prvykrat sa s takymto pristupom k algoritmom na vypocet vzdialenosti dvoch stromov
mozeme stretnit v praci autorov Dulucqata and Touzetu [DTI03], kde mdzeme najst dolny

odhad ¢asovej zlozitosti Q(|11]|T»| log |T1|log |T3|) tejto triedy algoritmov.
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V nasledujicich podkapitolach podrobne rozoberieme tri stratégie pokrytia, spolu s

rozborom ich c¢asovej zlozitosti.

2.3 Algoritmus Zhang and Shasha

Algoritmus autorov Zhang a Shasha [ZS89] je prvym z algoritmov pouzivajtcich stratégiu
pokrytia, ktorym sa budeme v tejto praci venovat. Pre zopakovanie, pri jednoduchom al-
goritme sme neovplyviovali, ktory variant Lemy 2.1.2 pouzijeme. Ani pri tomto algoritme
nebude vyber variantu lemy narocny. Na zaciatku si zvolime, ¢i budeme pracovat s favymi,
alebo pravymi korefimi, a pocas vypoctu tento vyber nebudeme menit. Fungovanie algo-
ritmu nebudeme dalej popisovat, kedZe je totozné s jednoduchym algoritmom a zameriame
sa len na rozbor jeho casovej zlozitosti. Tento rozbor ¢asovej zlozitosti spravime pre pripad,

ze stratégia bude vyberaf vzdy najpravejsie korene.

Oznacenie 2.3.1 Vrchol v stromu T nazveme vyznamnym, ak je koreriom stromu T', alebo

md surodenca, ktory je od neho nalavo.

Na zéklade vyznamnych vrcholov teraz definujeme dosiahnutelné podlesy. O nich uké-
Zeme, ze pocas vypoc¢tu ndm staci spocitat vzdialenosti vSetkych dvojic dosiahnutelnych

podlesov.

Oznadenie 2.3.2 Nech v je vjznamny vrchol stromu T. Potom vsetky prefiry' lesa F(v)

nazveme dosiahnutelnyms.
Lema 2.3.3 Pre kazdy vrchol v € T, je F(v) dosiahnutelny podles.

Dokaz. Ak je vrchol v vyznamny, F'(v) je dosiahnutelny z definicie. Zaujimavejsie je, ak v
nie je vyznamny, teda je najlavejSim synom svojho rodic¢a. Na ceste od vrchola v ku koreriu
najdeme prvy vrchol w, ktory je vyznamny. VSetky prefixy lesa F'(w) st podla definicie
dosiahnutelné. Postupnym zmazévanim pravych korenov z lesa F'(w) dostaneme les F(v).

Preto F'(v) je prefix lesa F'(w), teda je dosiahnutelny.

Teraz ukazeme, Ze na vypocet vzdialenosti d(77, T») ndm stac¢i poznat vzdialenosti dosia-
hnutelnych podlesov T4, T5. Nech S, Sy st dosiahnutelné podlesy a vrcholy v, w s korene

najpravejsich stromov podlesov S, S;. Podla Lemy 2.1.2 tieto korene sparujeme, alebo

IPodla definicie prefix lesa dostaneme niekolkonasobnjm zmazévanim najpravejsich koreov.
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jeden z nich v edita¢nom zobrazeni nebude. Ak sa v editacnom zobrazeni jeden nenacha-
dza, zmazeme ho, ¢im vytvorime prefix lesa S;(.S2). Kedze S1(S2) je dosiahnutelny, aj jeho
prefixy st dosiahnutelné. Druh& moznost je, Ze vrcholy v, w sparujeme. Potom musime
vypocitat dve vzdialenosti, (51 —T1(v), S — Ta(w)) a §(Fi(v), Fa(w)). Odstranenim najp-
ravejSieho stromu dostaneme znova prefix S;(Sz), teda dosiahnutelny podles a lesy Fi(v))

a F»(w) st dosiahnutelné vdaka Leme 2.3.3.

Definicia 2.3.4 Redukovanou hibkou vrcholu v vzhladom na vyznamné vrcholy nazveme
pocet vgznamnych vrcholov na ceste od vrcholu v ku koreriu. Oznacovat ju budeme rh(v).
Redukovand hibka stromu bude mazimum z hibok jeho vrcholov rh(T) = max{rh(v)|v € T'}.

Lema 2.3.5 [ZS89] Pre strom T platith(T) < min{D, L}, kde D predstavuje hibku stromu

a L pocet listov v strome T.

Teraz sa uz mozeme pustit do ohranicenia poc¢tu dosiahnutelnych podlesov stromu 7.

STIF@)] < Y IT(w) = rh(v) <) th(T) <) min{D, L}

v je vyznamy v je vyznamy V€T veT veT

Zacneme sumovat cez vyznamné vrcholy a pocet ich prefixov. Najdolezitejsim krokom
pre vypocet sumy bude zdmena sumacie. Sumovanie cez vyznamné vrcholy a sucet ich
potomkov zmenime na sumu cez vsetky vrcholy s poctom ich vyznamnych predkov. Ten

ohranicime konsantou pre cely strom a pouzijeme Lemu 2.3.5.

Veta 2.3.6 [Z589] Problém vypoctu editacnej vzdialenosti dvoch usporiadanych stromov
Ty a Ty sa da vyriesit v ¢ase O(|T1||Ty| min{ Dy, L1} min{ Dy, Ly}) a pamditi O(|T||Tz|),
kde Dy, Dy st hl?)ky a Ly, Ly pocty listov stromov Ty, Ts .

Pamiitova zlozitost pri priamej rekurzivnej implementécii bude rovnaké ako pocet pod-

problémov teda O(|7}||T3| min{ Dy, L1 } min{ Dy, Ly }. S pouzZitim dynamického programova-

.....

nepotrebnych vysledkov je mozné ziskat pamétovu zlozitost O(|T1]|Tz|).

2.4 Kleinov algoritmus

V tejto Casti predstavime Kleinov algoritmus [K1e98|, v poradi druhy, ktory pouziva stra-
tégiu pokrytia. Predosly algoritmus Zhang a Shasha dosahuje v najhorsom pripade zlo-

zitost O(N*) pre stromy s linedrnou hibkou a poétom listov. Kleinov algoritmus zlepsuje
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Obr. 2.1: Priklad rozdelenia vrcholov a hran stromu na lahké a fazké.

tito horni hranicu na O(N3log N). Zakladom Kleinovho algoritmu je rozdelenie vrcholov
stromu na fazké a lahké. S takymto rozdelenim vrcholov sa mozeme stretnaf prvykrat v
praci Tarjana [HT84].

Definicia 2.4.1 Koren stromu nazveme lahkym. Pre kaZdy vrchol stromu vyberieme spo-
medzi jeho synov toho, ktory md pod sebou najviac vrcholov a nazveme ho tazkym. Os-
tatngch synov tohoto vrcholu nazveme lahkymi. Hranu k lahkému vrcholu nazveme lahkou

hranou a hranu k taZkému vrcholu nazveme tazkou hranou.

Teraz popiseme stratégiu, ktora bude Kleinov algoritmus pouzivat. Na zaciatku si vy-
vybere variantu Lemy 2.1.2 sa budeme snazit najprv pracovat s men$imi podstromami v
lese a ten najvicsi si nechame na koniec. Teraz ukdZeme, ako sa budeme rozhodovat pri
vypocte vzdialenosti lesa Fj(v) od lesa Fy. Nech vrchol u je tazkym synom vrchola v. S
najvacsim stromom 7'(v) lesa Fy(v) budeme pracovat nakoniec. Na zac¢iatku preto budeme
pouzivat Lemu 2.1.2 pre najlavejsie korene. TG budeme pouzivat az dovtedy, kym sa naj-
lavej$im koreriom nestane vrchol u. Vtedy za¢neme pouzivat Lemu 2.1.2 pre najpravejsie
korene. Tym postupne odstranime aj vrcholy napravo od u a na vypocet vzdialenosti nam
ostane strom T'(u).
zmen$i. Nevyhodou vSak je, Ze u menSieho stromu musime uvazovat vSetky jeho podlesy,
tak ako pri jednoduchom algoritme.

Definicia 2.4.2 Dosiahnutelné podlesy stromu T budi tvorit vSetky dosiahnutelné podlesy

jeho lahkych vrcholov.

Teraz rekurzivne definujeme dosiahnutelné podlesy pre vrcholy stromu. Pre vrchol v je F'(v)

dosiahnutelny podles. Nech u je fazky syn vrcholu v a nech [, r oznacuje pocet vrcholov
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nalavo, napravo od vrcholu u v lese F(v). Podlesy tvaru F(v)®9 0 <i <1, F(v)&) 0 <
j < r budt dosiahnutelné pre vrchol v. Nakoniec vSetky dosiahnutelné podlesy vrchola u
buda dosiahnutelné aj pre vrchol v. Podet dosiahnutelnych podlesov je pre vrchol v rovny
poctu jeho synov |F'(v)].

Je vidno, ze dosiahnutelné podlesy sme definovali podla toho, ako Kleinov algoritmus
bude pri vypocte postupovat. Teda pocas vypoc¢tu budeme pocitat jedine vzdialenost dosia-
hnutelného podlesa jedného stromu a Tubovolného podlesa druhého. Pre druhy podstrom
teda mame O(|T3|*) podlesov, ktoré musime brat do tvahy. Teraz ukdZeme ohrani¢enie

poc¢tu dosiahnutelnych podlesov prvého stromu, na ktoré pocas vypoc¢tu narazime.

Definicia 2.4.3 Redukovanou hlbkou vrchola v vzhladom na lahké vrcholy nazveme pocet

lahkgjch vrcholov na ceste od vrcholu v ku koreriu. Oznacovat ju budeme 1h(v).
Lema 2.4.4 [HT84] Pre strom Ty a lubovolny vrchol v € Ty plati h(v) < log|Ti| 4+ O(1).

Dokaz. Ak chceme dokdzat tato lemu, stadi si uvedomit, Ze ak na ceste od vrcholu v
ku korenu narazime na Tahky vrchol, musi existovat jeho tazky stirodenec, ktory mé pod
sebou viac vrcholov, ako tento lahky vrchol. Staci teda pocitat vrcholy stromu 7" na ceste od
vrcholu v. KedZe kazdym Tahkym vrcholom sa doterajsi pocet vrcholov stromu zdvojnasobi,

redukovana hibka vzhladom na Tahké vrcholy bude logaritmicka od velkosti stromu.
Lema 2.4.5 Pre strom T} je pocet dosiahnutelnijch podlesov ohraniceny ¢islomO(|Ty|log|TY|).

Dokaz. Pri dokaze budeme postupovat podobne ako pri Leme 2.3.5. Za¢neme sumovat cez
Tahké vrcholy. Z definicie dosiahnutelnych podlesov vieme, Ze vrchol v mé |F;(v)| dosiahnu-
telnych podlesov. Najdodlezitejsim krokom pri ohrani¢ovani je zdmena sumadcie. Namiesto
poc¢tu synov lahkych vrcholov budeme sumovat pocet lahkych predkov vSetkych vrcholov.

Nakoniec uz len ohrani¢ime redukovanani hibku vrcholu pomocou predoslej Lemy 2.4.4.

YR < Y )= (log|Ti| +O(1)) = O(|T1|log|T3)

v je lahky veT veT)

Veta 2.4.6 [Kle98] Problém vypoctu editacnej vzdialenosti dvoch usporiadangch stromov
Ty a Ty sa dd vyriesit v case O(|To|?|T1|log |T1|) a pamditi O(|T||Tz]).

Pri rekurzii uvazujeme dosiahnutelné podproblémy lesa T; a vSetky podproblémy lesa
T,. Spracovanie podroblému trva konStantny cas, a preto je zlozitost algoritmu zéavisla
len na pocte podproblémov. Pamitova zlozitost je pri priamej rekurzivnej implementécii

O(|Ty|?|T1|log |T1]), d4 sa vSak zlep$it pouzitim dynamického programovania.
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Poslednou z vyhod tohoto algoritmu je moznost rozsirit ho na stromy bez koreriov, bez

zmeny Casovej zlozitosti [Kle98].

2.5 Demainov algoritmus

V tejto Casti ukdzeme Demainov algoritmus [DMRWO07], ktory bude vylepsenim Kleinovho
algoritmu. Rovnako pdjde o algoritmus pouzivajici stratégiu pokrytia a bude zalozeny na
rekurzii z Lemy 2.1.2. Délezitym krokom v tomto algoritme je predpocitanie niektorych
podproblémov.

Najprv ukazeme lemu, ktora identifikuje podproblémy, na ktoré narazime v kazdom

algoritme pouzivajicom stratégiu pokrytia.

Lema 2.5.1 Majgme algoritmus vyuZivajici stratégiu pokrytia S. Pri vipocte vzdialenosti
d(T1,Tz) bude podproblém 6(Fy(v), Fo(w)),v € Th,w € Ty vidy dosiahnutelny.

Dokaz. Staci ukéazat, Ze v rekurzii existuje cesta, ktorou sa dostaneme az k podproblému
d(F1(v), Fy(w)). Najprv si musime uvedomit, Ze s vrcholmi v' € T'(v) a w’ € T'(w) budeme
pracovat az potom, ako spracujeme v,w. V rekurzii budeme postupovaf tak, Ze na za-
¢iatku budeme mazat vrcholy zo stromu 77, az kym sa vrchol v nestane najlavej$im alebo
najpravejsim korefiom. Nasledne budeme mazat vrcholy zo stromu 75, kym sa w nestane

najlavej$im alebo najpravejsim koreriom. Tym dospejeme k jednej z tychto moznosti:

(a) v a w st najpravejSie (najlavejsie) korene FY, F} a stratégia je vpravo (vlavo).

Teraz sparujeme v a w, ¢im musime vypoc¢itat podproblém §(Fi(v), Fo(w)).

(b) v a w s najpravejsie (najlavejsie) korene Fj, Fy a stratégia je vlavo (vpravo).
Urcite aspon jeden z lesov F],Fj nemoze byt strom, inak nastava zaroven prvy pripad.
Preto budeme pokracovat v zmazavani vrcholov z lesov FY, F}, kym sa z nich nestant

stromy, alebo sa nezmeni smer, ktory ndm urcuje stratégia.

(c) v je najpravejsi korenn F| a w je najlavejsi korenn Fy.
Kym plati, ze S(F], F}) je vlavo, budeme zmazavat vrcholy z F|. V opa¢nom pripade

budeme mazat vrcholy z Fj. Tymto sa dopracujeme k vysSie spomenutym pripadom.

(d) v je najlavejsi korenn Fi a w je najpravejsi koren Fy.

Tento pripad je symetricky k pripadu (c).
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Rozoberme si teraz Kleinov algoritmus, v ¢om spociva jeho vyhoda oproti predoslym

algoritmom a ¢o je mozné zlepsit. Zakladnym krokom stratégie bolo rozhodovanie sa na

.....

.....

a my sme sa museli rozhodovat podla mensieho podstromu. NemoZzeme vSak v lubovolnom
kroku vypoctu zmenit strom, podla ktorého sa rozhodujeme, pretoze by nam mohol vzrast
pocet dosiahnutelnych podproblémov a teda by sa zhorsila ¢asova zlozitost. Zmenu stromu,
podla ktorého sa rozhodujeme, modzeme spravit iba v niektorych podproblémoch. My si

tieto podproblémy predpocitame, pricom pri kazdom sa budeme rozhodovat podla aktuélne

.....

.....

Predpokladajme, ze vieme hodnotu 6(F}(v), Fy(w)) pre v € Ty, w € T. To st podprob-
lémy, o ktorych vdaka Leme 2.5.1 vieme, Ze su pre kazdy algoritmus stratégie pokrytia
dosiahnutelné. Na zaklade tychto informacii vypocitame (7}, 73). Na vypocet pouzijeme
Kleinov algoritmus a zameriame sa na to, ako ndm dané vysledky zmensia zlozitost. Pocas
rekurzie vrcholy bud mazeme, alebo sparujeme. Vysledky, ktoré sme dostali na zaciatku
mozeme priamociaro vyuzit pri sparovani vrcholov a miesto dvoch podproblémov budeme
pocitat len jeden. To ndm zmensi pocet dosiahnutelnych podlesov vicSieho stromu 17 z
|T1|1log |T1| na |Ty|. Pocet dosiahnutelnjch podlesov stromu T5 ostane nezmeneny |Th|?.
Definicia 2.5.2 Tazki cestu stromu T) nazveme cestu od koreria stromu vedicu cez tazké

vrcholy.

Dolezité pozorovanie, ktoré musime spravit je, ze pocas vypoctu vzdialenosti (77, 1)
nemusime vyuzit vzdialenosti d(F(u), Fo(w)) pre u leziace na fazkej ceste stromu 7. To
preto, ze podproblémy, ktoré potrebujeme na vyriesenie tychto vzdialenosti musime vy-
pocitat znova kvoli vzdialenosti 6(77,T3). Bez zmeny zlozitosti teda moZeme vypocitat aj

d(F1(u), Fy(w)) pre u leziace na tazkej ceste stromu T7.

Definicia 2.5.3 Definujme LKorene(T}) ako mnoZinu koreriov stromov lesa, ktory dosta-

neme po odstrdnent tazkej cesty zo stromu Tj.

Ak vypocitame vzdialenosti 6(77(v), Tz) pre v € LKorene(7}) podla Lemy 2.5.1, pocas
tohoto vypoctu vypocitame aj d(Fi(v'), Fo(w)) pre v’ neleZiace na tazkej ceste stromu 77.
Tymto krokom vypocitamé podproblémy, o ktorych sme predpokladali, ze ich dostaneme
predpocitané.

Na tieto podproblémy narazime aj pocas rekurzie v Kleinovom algoritme. Kleinov al-

gorimus sa vSak pri vypocte §(71(v),Ts),v € LKorene(T7) rozhoduje vzdy podla stromu
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|T1(v)| < |T3| a Kleinov algoritmus sa rozhoduje podla mensieho podstromu. V Demai-

novom algoritme sa pri vypocéte vzdialenosti pre kazdy vrchol v € LKorene(T7) znova
rozhodneme, podla ktorého stromu budeme vzdialenost pocitat. Ak teda |71(v)| < |13,

bude sa naSa stratégia rozhodovat podla vicsieho podstromu T5.

Algoritmus 2.5.4 Rekurzivny popis Demainovho algoritmu pre vgpocet §(T1,T3):
(1.) Ak |T1| < |Ty|, namiesto 6(1,T1) vypocitaj 6(Tz,T1).
(2.) Rekurzivne vypocitaj §(T1(v), Tz) pre v € LKorene(T7).

(3.) Vypocitaj (T, Ts) pomocou stratégie pokrytia S(F|, Fy) = vlavo, ak naglavejsi koren
lesa F| nie je taZkym synom svojho rodica. Inak S(FY, Fy) = vpravo. Poéas vypoctu
nebudeme rekurzivne pocitat podproblémy, ktoré sme vypocitali v druhom kroku vi-

poctu.

pocitame vzdialenosti 6(F;(v), Fo(w)) pre v neleziace na tazkej ceste stromu 77 a w € Ts.
Treti krok je uz totozny s Kleinovym algoritmom, iba nebudeme pocitat podproblémy
vypocitané v druhom kroku.

Teraz rozoberieme ¢asovi zlozitost tohoto algoritmu. Kedze je to algoritmus pouzivajuci
stratégiu pokrytia, bude jeho zloZitost zavisiet iba od poctu podproblémov. Tieto podprob-

lémy budeme pocitat po jednotlivych krokoch algoritmu. Trividlnym nazveme podproblém,
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ak jeden zo stromov je prazdny. Pocet trividlnych podproblémov mozeme lahko ohranicit
O(|T1]? + |Ty|?). Dalej uz tieto podproblémy nebudeme zapoditavat.

Ozna¢me R(T},Ts) pocet netrividlnych podproblémov, na ktoré narazime pri vypocte
vzdialenosti 6(77,75). V druhom kroku algoritmu pocitame vzdialenost 6(71(v),T2) pre

v € LKorene(7}). Preto pocet podproblémov, na ktoré narazime, bude:

> R(Ti(v),T»)

vELKorene(T})

Lema 2.5.5 Pre treti krok algoritmu je pocet dosiahnutelngch podproblémov |T}||Ts|?.

Dokaz. V trefom kroku pouzivame Kleinov algoritmus, avSak nepocitame podproblémy
z druhého kroku. Pre strom T, musime uvazovat vietkjch O(|T3|?) podproblémov, ktoré
dostaneme Iubovolnym zmazavanim najlavejsich a najpravejsich koretiov. Pre strom 7} nam
stratégia presne urcuje postupnost vrcholov na zmazanie. Preto pri zmazavani narazime na
O(|T1]) podproblémov. Dalsie podproblémy stromu 7T}, ktoré musime zapoé¢itat, vzniknt
pri sparovani vrcholov. Ak sparujeme vrchol u stromu T}, ktory nelezi na tazkej ceste,
nemusime zapocitat podproblémy z vypoctu 6(Fi(u), Fy), pretoZze sme ich zapodcitali pri
druhom kroku algoritmu. Ak sparujeme vrchol u, ktory lezi na tazkej ceste, vdaka nasej
stratégii, ktora pracuje s fazkymi vrcholmi nakoniec, vieme, Ze tento vrchol tvori koren
stromu. Preto pri sparovani dostavame rovnaky podproblém, ako keby sme tento vrchol

zmazali. Celkovy pocet dosiahnutelnych podproblémov pre strom T; bude |Ti].

Teraz uz mozeme ohranicit pocet podproblémov, na ktoré narazime v zavislosti od
velkosti stromov. Preto ak |T| > |T| plati:

R(T,T) < |LPIT+ ) R(Ti(v),Tz)

ve€LKorene(T1)

inak:

R(T,T) <P+ Y. R(Ty(v),Th)
vE€LKorene(T?)

Lema 2.5.6 R(T1,Ty) < 4(|T1||Ty|)3/?

Dokaz. Postupovat budeme indukciou vzhladom na |T1| + |T3|. Ak |T1| + |T2| = 0, potom

st obidva stromy préazdne a plati, ze R(T1,Ts) = 0. Pri indukénom kroku st dva symetrické
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pripady. Ak |T1| > |T5|, potom plati

R(.T) < ILPIGI+ ) 4(T(w)|T)*?

veLKorene(T1)

= |LPIT+ 457 > T2

veLKorene(T7)

= |BPID+ 4T ) |Ti(v)|  max T3 (v)]

veLKorene(T7
ve€LKorene(T1) (72)

T
TP + ey

= |DPTh| + V8(|Th||T1])*?
< ATy |To])3?

V prvom kroku vyuzijeme indukény predpoklad na R(T}(v),Tz). V druhom vyberieme pred
sumu to, ¢o sa ndm nemeni. V tretom kroku nahradime odmocninu +/|7} (v)| maximom zo
v8etkych vrcholov, cez ktoré sumujeme. Pre v € LKorene(T}) plati, ze |T1(v)| < ‘2—”, inak
by bol vrchol v fazkym a nemohol by patrit do mnoziny LKorene(7}). Ostala nam teda
SUMA Y, 1 Korene(ry) | 11(V)]; ktortt moZeme ohranicit po¢tom vrcholov stromu |73, kedZe
vrcholy v mnozine LKorene(77) tvoria navzajom nezavislé podstromy. Posledné ohranicenie
mozeme spravit vdaka predpokladu |T3| > |T3|.

Dokaz indukéného kroku pre |71] < |T3| by bol symetricky.

Veta 2.5.7 [DMRWO07] Problém vjpoctu editacnej vzdialenosti dvoch usporiadangch stro-

mov Ty a Ty o poéte vrcholov rddovo N sa dd vyriesit v dase O(|N3|) a pamdti O(N?).

Ako si moZzeme vSimnut, predo$la veta plati pre stromy, ktoré maji radovo rovnako
vrcholov. Teraz rozoberieme ¢asovi zloZitost presne na zéklade poc¢tu vrcholov jednotlivych
stromov. Budeme uvazovaf, ze |T}| = n, |T5| = m, pri¢om n > m. MéZeme si vSimnut, ze v
druhom kroku Demainovho algoritmu 2.5.4 robime len rekurzivne volania, ale nevytvarame
dosiahnutelné podproblémy. Dosiahnutené podproblémy vznikaju v tretom kroku kazdého

rekurzivneho volania.

Oznacenie 2.5.8 V nasledujicich dvahdch budeme pouZivat mnoZiny A, B C Ty defino-

vané takto:

A = {a je lahky vrchol stromu T : |Ti(a)] < m}
B = {beT,— A:be LKorene(T\(a)) pre nejaké a € A}
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Koren stromu 77 patri urcite do mnoziny A. Vrcholy patriace do mnozin A a B sa vr-
choly, pre ktoré robime rekurzivne volania s celym podstromom 75, teda musime vypocitat
(T (v),Ty) pre v € AU B. Taktiez si treba uvedomit, ze vrcholy z mnoziny B su posledné,
pre ktoré este robime tieto rekurzivne volania s celym stromom 75.

Teraz spocitame osobitne:

(i) dosiahnutelné podproblémy z tretieho kroku Demainovho algoritmu, ktoré vznikajt

pri rekurzivnych volaniach 6(77(a), 1), pre vetky a € A

(i) vSetky dosiahnutelné podproblémy z rekurzivnych volani v druhom kroku a dosia-

hnutelné podproblémy pri trefom kroku algoritmu, na ktoré narazime pri vypocte

§(Tv(b),Ts), pre b € B (teda ), R(T1(D), T2))

Musime ukézat, Ze toto bude tvorit vSetky dosiahnutelné podproblémy pri vypocte vzdia-
lenosti 6(77,Ts). Aby sme to mohli ukézaft, rozoberieme, ¢o sa robi pri vypocte §(71,T3).
KedZe koren stromu patri do mnoziny A, vSetky podproblémy, ktoré vznikni v tretom
kroku algoritmu, zapoc¢itame v (i). Teraz uvazujme rekurzivne volania v 2. kroku algo-
ritmu pre (77, 73). Tie tvoria podproblémy 6(77(v), T2) pre v € LKorene(7}).

Pre vrcholy v € LKorene(T}) ale plati, ze st bud v mnozine A, alebo v mnozine B. Ak
plati |T1(v)| > |T3|, potom v € A, inak v € B. Ak teda v € B vieme, Ze vSetky podproblémy,
na ktoré narazime pri vypocte §(77(v), T2) st zapo¢itané v (ii). Pri vrchole v € A spocitame
dosiahnutelné podproblémy §(71(v),T3), rovnako ako sme to spravili s koreiom stromu
T;. Teda spocitame osobitne pocet podproblémov z tretieho kroku vypoctu §(7}(v), T3)
a osobitne pocet dosiahnutelnych podproblémov z rekurzivnych volani z druhého kroku
d(T1(u), Tz),u € LKorene(7i(v)). Tymto sme ukézali, ze (i) a (ii) tvoria spolu vSetky

podproblémy, na ktoré pocas vypoctu narazime.

Definicia 2.5.9 Redukovanou hibkou vrcholu v vzhladom na mnoZinu A nazveme pocet

vrcholov z mnoziny A na ceste od tohoto vrchola ku koreriu. Oznacovat ju budeme rhy(v).
Lema 2.5.10 [DMRW07]Pre vrchol v stromu T plati, Ze thp(v) < 1+ log 2.

Teraz uz modzeme ohranicit pocet podproblémov typu (i) a typu (ii). Z Lemy 2.5.5 vieme, Ze
v trefom kroku vypoctu 6(74(a), Tz) je pocet dosiahnutelnych podproblémov |1} (a)||Tx|?.
Preto je podet dosiahnutelnych podproblémov typu (i) rovny >°,_, |Ti(a)||T2|*. Pre vipo-

¢et tejto sumy pouzijeme rovnaky postup ako v Kleinovom algoritme.

2 o 2 ) n . 2 n
T2 " |Ti(a)| =m* > 1+4r1hs(v) <m Z(2—|—logg)—mn(2+loga)

a€A veT] veTy
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Podproblémy typu (ii) tvoria sumu ), 5 R(71(b),T3). Na tito sumu pouzijeme Lemu
2.5.6. Potom uz len vyuzijeme, Ze |T1(b)| < m a ze ), 5 [T1(b)| < |T1|, pretoze stromy

T1(b) st pre rozne b nezavislé.

D RMN0).T) < ATPPY L) <AL ) | [T(0)| max /T (0)]

beB beB beB
< ATy P2TVm < 4mPn

Celkovy pocet dosiahnutelnych podproblémov pre §(71,T) je najviac m?n(2+ log )+
4m*n = O(m*n(1 +log 2)).

Veta 2.5.11 [DMRW07] Problém vipoctu editacnej vzdialenosti dvoch usporiadangch stro-

mov Ty a Ty, kde |T1| > |Ty| sa dd vyriesit v ¢ase O(|Ty|?|T}|log @') a pamdti O(|T1||T3]).

st
|T2] />

vSak zlepS§it pouzitim dynamického programovania a vypoc¢tom podprobémov v presnom
poradi tak, aby nam stacilo zapamétat si 6(Fy(v), Fa(w)) [DMRWOT].

Casova zlozitost Demainovho algoritmu je zaroveii spodnou hranicou pre algoritmy z

Pamitova zlozitost je pri jednoduchej rekurzivnej implementécii O(|T2|?|T1|log 1), d4 sa

triedy stratégie pokrytia. Teda existuju stromy 77,75, pre ktoré bude vypocet §(11,Tz)

Tubovolnym algoritmom z triedy stratégie pokrytia trvat O(|T3|?|T}|log }?I)[DMRWO?].

2.6 Dokaz NP tuplnosti pre neusporiadané stromy

Tento dokaz je mozné najst v [ZWS95]. Na dokéazanie, ze problém vzdialenosti dvoch ne-
usporiadanych stromov je NP uplny, pouzijeme redukciu zo znameho problému presného
pokrytia trojprvkovymi mnozinami (Exact Cover by 3-Sets Problem), o ktorom je doké-

zané, ze je NP uplny.

Problém 2.6.1 Presné pokrytie trojprvkovymi mnozinami (X3C): Majme koneéni mno-
Zinu X taku, Ze | X| = 3n a mnoZinu S, ktord obsahuje trojprvkové podmnoZiny mnoZiny
X. Otazkou je, c¢i existuje presné pokrytie mnozZiny X mnozinou S, teda ¢i existuje pod-
mnoZina S’ C S takd, Ze kaZdy prvok X sa nachddza prdve v jednej trojici z mnoZiny
S’.

Majme instanciu X3C problému X = {z1,z9,...,23,}, S = {51, 52, ..., Sn}, pricom S; =
{tix, tio, tiz}, kde t;; € X,1 < j < 3. Ak m < n, tak presné pokrytie neexistuje. Pre
m = n staci zistit, ¢i (J;;.,, Si = X. Preto jedind moznost, o ktorej ma zmysel dalej

uvazovat je m > n.
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t1,1 t1,2 t1.3 t2,1 tz,z tz,s tm,l tm,ztmg X, X, X Y Y Y YVYY
—_ L _J
Y Y
mnozina S mnozina X

Obr. 2.3: Neusporiadané stromy 77, 75.

Veta 2.6.2 Problem vypoctu vzdialenosti dvoch neusporiadanych stromov je NP upinyg.

Dokaz. Na zéklade instancie X3C vytvorime dva stromy 77,75 (vid. obr. 2.3). Strom T}
bude reprezentaciou mnoziny S a strom 75 bude predstavovat mnozinu X. Potom vypo-
¢itame vzdialenost tychto dvoch stromov a na zéklade toho budeme vediet rozhodovat, ¢i
instancia X3C obsahuje alebo neobsahuje presné pokrytie.

Strom T zostrojime nasledovne. Jeho korenn bude vrchol so symbolom R. Pod tento
koren budeme davat prvky mnoziny S. Pre kazdy prvok mnoziny S vytvorime novy vrchol
so symbolom P a pod tento vrchol dame jednotlivé prvky trojice, teda vrcholy ¢; 1, 2,%; 3.

Koren stromu 75 bude tiez vrchol so symbolom R. Pod tento korenn ddme vsetky prvky
mnoziny X, teda vrcholy x1,zs, ..., xs,. Okrem nich pod koren dame m — n podstromov

tvorenych vrcholom so symbolom P s tromi synmi so symbolmi y.
Lema 2.6.3 Ak §(T, 1) = 3m — 2n, potom S obsahuje presné pokrytie X .

Dokaz. Nech M je minimalne editacné zobrazenie jednotkovej vzdialenosti stromov T} a
T5. Oznacme [; pocet zmazani, [; pocet vlozeni a [, pocet premenovani v tomto editacnom
zobrazeni. KedZe pocet vrcholov menia iba operécie zmazania a vlozenia, musi platit |77| —
la+1; = |Ts|. Kedze |T1| = 1+ 4m a |Ty| = 1 + 4m — n, dostavame rovnost l; — [; = n.
Strom 75 obsahuje 3(m — n) vrcholov so symbolom y, ktoré musia vzniknaf opera-
ciou premenovania alebo vloZenia, preto plati I, + ; > 3(m — n). Ak k tejto nerovnosti

pripo¢itame rovnost l; — [; = n, dostaneme nerovnost:
ly+6+1,>3m—2n+1;

My ale vieme, Ze vzdialenost je presne 3m — 2n, teda [; = 0, Iy = n, l,, = 3m —

3n. Kedze nepouzijeme operaciu pridania, vrcholy y stromu 75 museli vzniknit operaciou
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él“ ti,z‘ ti,3_ tj,l' tj,'z tj,é ) &‘t.k,‘z tk‘,g tf,l tL2 tL3 J .- C(,‘ : XZ 5 Xﬂ MR y y Y
mnozina S’ -, . . mnozina S-§’ ©..-mnozina X
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Obr. 2.4: Minimalne editacné zobrazenie zostrojené z presného pokrytia mnoziny X.

premenovania, preto vSetky operédcie premenovania musime aplikovat na vrcholy y. Uz si
staCl v8imnut, Ze strom 77 obsahuje o n viac vrcholov so symbolom P ako strom T5. Na
tieto vrcholy musime pouzit operaciu zmazania a budu to prave tie vrcholy, ktorych synovia

budi v editadom zobrazeni s x4, ..., Zs,, ¢ize budi tvorit presné pokrytie.

Lema 2.6.4 Ak S obsahuje presné pokrytie X, plati 6(11,T3) = 3m — 2n.

Doékaz. Zostrojime editacné zobrazenie s cenou 3m — 2n (vid. obr. 2.4). Nech S" C S je
presné pokrytie mnoziny X. V editacnom zobrazeni zmazeme vrcholy so symbolom P, ktoré
st v pokryti S’. Zaroven sparujeme prislusné vrcholy z mnoziny S’ s vrcholmi mnoziny X.
Synov vrcholov z S — S’ premenenujeme na y a sparujeme nadradené vrcholy so symbolmi
P. Celkovo teda zmazeme |S’| vrcholov a premenujeme 3|S — 5’| vrcholov. Preto plati
d(T1,Tz) < 3m —2n. Z dokazu predoslej lemy vieme, zZe plati Iy +1; + 1, > 3m —2n+1;, a

preto mensie editacné zobrazenie nemoze existovat.

Z predchadzajucich dvoch liem vyplyva, ze problém presného pokrytia trojprvkovymi
mnozinami, ktory je NP tplny, vieme rozhodovat na zéklade vypoctu vzdialenosti neuspo-

riadanych stromov.



Kapitola 3

Obmedzena editac¢na vzdialenost

stromov

V tejto kapitole definujeme obmedzent editacnt vzdialenost. Tato vzdialenost bola prvy-
krat predstavena v praci [Zha95]. Obmedzena edita¢nd vzdialenost vznikne obmedzenim
editacného zobrazenia editacnej vzdialenosti predstavenej v prvej kapitole. Zakladna idea
obmedzenia bude zobrazovat rézne podstromy stromu 77 do réznych podstromov stromu
T,.

Pri niektorych aplikdciach problému vzdialenosti stromov budeme pozadovat takéto
obmedzenie [TT88]. V ostatnych aplikdciach mé obmedzend editacné vzdialenost vyhodu
v existencii polynomialneho algoritmu pre neusporiadané stromy a rychlejsieho algoritmu
pre usporiadané stromy.

Na zaciatku kapitoly definujeme obmedzent edita¢ni vzdialenost dvoch stromov. Po-
tom ukazeme algoritmus [Zha95] pre usporiadané stromy s rozborom jeho ¢asovej zlozitosti.
Na koniec kapitoly ukazeme zmeny v algoritme, ktoré ndm umoznia vypocitat vzdialenost

neusporiadanych stromov.
Oznacenie 3.0.5Najnizsieho spolocného predka vrcholov vy, vy budeme oznacovat 1ca(vy,vs)

Definicia 3.0.6 Obmedzené editacné zobrazenie je usporiadand trojica (M., Ty, Ts), kde

M. C Ty x Ty a pre vsetky pdry (vi,w), (ve, ws) € M. plati:
1. vy = vy prave vtedy, ked w; = ws (jedno-jednoznacnost)
2. vy je predchodca vy prave vtedy, ked wy je predchodca wy (zachovanie predchodcov)

3. v je nalavo od vy prave vtedy, ked wy je nalavo wy (zachovanie usporiadania siuro-

dencov)

26
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Obr. 3.1: Editacné zobrazenie, ktoré nie je obmedzenym editacnym zobrazenim.

4. Nech (vs,w3) € M. Vrchollca(vy,vq) je priamy predchodca vs prave vtedy, ked vrchol

lca(wy, wy) je priamy predchodca ws.

Prvé tri podmienky st totozné s podmienkami edita¢ého zobrazenia. Stvrta podmienka,
vytvara obmedzenia pre podstromy, ktoré dostaneme najdenim najnizSieho spoloc¢ného
predka dvoch vrcholov z editacného zobrazenia. Obmedzenie hovori, ze vrcholy tychto
podstromov moézu byt v zobrazeni len navzajom. Toto obmedzenie je podobné podmienke
zachovania predchodcov s tym rozdielom, ze plati aj pre vrcholy, ktoré sa v zobrazeni
nemusia nachadzat.

Na obrazku 3.1 je priklad editacného zobrazenia, ktoré nie je obmedzenym editacnym
zobrazenim. Plati totiz, ze vrchol e = lca(a,d) je priamy predchodca vrcholu g v strome
Ty, ale v strome Ty vrchol f = lca(a,d) nie je priamy predchodca vrcholu g .

V celej tejto kapitole sa budeme venovat obmedzenému editaénému zobrazeniu, preto
ho budeme ¢asto nazyvat skratene zobrazenie. PretoZe obmedzené edita¢né zobrazenie je

zaroven edita¢nym zobrazenim, pre jeho cenu plati Definicia 1.3.2, teda plati:

V(Mc) = Z ’Y(UJ w) + Z 7(1}7 )‘) + Z ’Y()‘v w)

(v,w)eM. veD wel

Definicia 3.0.7 [Zha95] Obmedzend editaénd vzdialenost dvoch stromov je:
0.(T1, Tz) = min{y(M.)|(M., T1,Tz) je obmedzené editacné zobrazenie}

Lema 3.0.8 Nech Ty, Ty st stromy, potom plati: 6(T1,Ts) < 0.(T1,Ts).

Doékaz. Pretoze obmedzené editaéné zobrazenie spliia podmienky editaéného zobrazenia,
plati Ze obmedzené editacné vzdialenost musi mat aspon taki cenu ako editacné vzdiale-

nost.
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3.1 Algoritmus pre usporiadané stromy

V tejto podkapitole predstavime algoritmus z [Zha95] na vypocet obmedzenej editaénej
vzdialenosti dvoch usporiadanych stromov. Tento algoritmus bude zalozeny na dvoch re-
kurzivnych leméch. Prva bude pocitat vzdialenost dvoch usporiadanych stromov. Druh4 sa
bude venovat vzdialenosti dvoch usporiadanych lesov. Vysledny algoritmus bude zalozeny

na kombinacii tychto dvoch liem.

Lema 3.1.1 Nech v, w su korene stromov Ty, Ty. Nech vrcholv ma synov vy, ..., v; a vrchol
w md synov wi, . . ., W;.
5(6,0) = 0

6c(T1(v),0) = 0c(F1(v),0) +~v(v — A)
(0, Ta(w)) = 0c(0, Fa(w)) +y(w — A)
0c(6, Ta(w)) 4+ miny<y<;{0c(T1(v), To(we)) — 0c(6, To(wr))
0e(Th(v), To(w)) = min< 6.(T1(v),0) + ming<;<;{0.(T1(v), To(w)) — 8(T1(vy),0)}
0(F1(v), Fa(w)) + (v — w)

}

Dokaz. Prvé tri rovnosti st trividlne. Pre dokaz Stvrtej rovnosti staci rozobrat vsetky

moznosti obmedzeného editacného zobrazenia pre korene v, w.

(a) Vrchol v tvori péar s vrcholom u stromu 75 a vrchol w nemé péar v zobrazeni. Nech w
je predchodca vrcholu u. Potom vieme, zZe vSetky vrcholy stromu Ty — Th(w,;) moZeme
zmazat vdaka podmienke zachovania predchodcov z obmedzeného editacného zobraze-
nia. V rovnosti je tdto moznost zapisand zmazanim celého stromu 75(w) a odpocitanim

ceny za zmazanie stromu Ty (wy).

(b) Vrchol w mé par s vrcholom w stromu 7} a vrchol v nemé par v obmedzenom editac¢nom

zobrazeni. Tato moznost je symetricka s prvou, ale pre strom 75.

(¢) Vrcholy v a w maji obidva pér v zobrazeni. Aby sme neporusili podmienku zachovania

predchodcov, musia tieto vrcholy tvorit spolu par.

(d) Obidva vrcholy v, w nemaji pary v zobrazeni. Tito mozost nemusime uvazovat, lebo
v(v — A)+v(A = w) > y(v — w). Teda zobrazenie, kde obidva vrcholy zmazeme, mé

vacsiu cenu ako zobrazenie, kde tieto vrcholy sparujeme.
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Definicia 3.1.2 Nech vrchol v md synov vy, . ..,v; a vrchol w md synov wy, ..., w;. Ozna-
éenim RM (v, w) nazveme obmedzené editacné zobrazenie (M., Fy(v), Fy(w)), pre ktoré na-

vyse plati:

Ak (V' ,w'") € RM(v,w), pricom v' € T1(vs),w € Ta(wy), potom pre lubovolné (v, w") €
RM (v, w) plati v" € Ti(vs) prdve vtedy, ked w” € To(wy).

Toto oznacenie ndm hovori, Ze ak mame obmedzené editacné zobrazenie RM (v, w), tak
sa v iom rdzne podstromy lesa F(v) zobrazuju do réznych podstromov lesa Fy(w). Toto

zobrazenie bude kltcové pre vypocet obmedzenej editacnej vzdialenosti dvoch lesov.

Lema 3.1.3 Nech vrchol v ma synov vq,...,v; a vrchol w md synov wy,...,w;. Potom

pre lesy Fy(v), Fa(w) plati:
0e(F1(v),0) = > 6u(Ti(vk),0)

56(0, FQ(U))) - Z 50(97 TQ(wk))
k=1

0c(0, F3(w)) + miny<<;{0:(F1(v), Fa(wi)) = 0c(0, Fo(wr))
5C(F1(U), Fz(w)) = min 6C(F1(U)7 0) + minlgtgi{éc(Fl(Ut), Fg(w)) — 5C<F1(Ut), 9)}
MAN R M (v,0)Y (RM (v, w))

}

Dokaz. Prvé dve rovnosti su trividlne. Pre dokaz tretej rovnosti rozoberieme vsetky moz-

nosti, ktoré mozu pri obmedzenom editacnom zobrazeni nastat.

(a) Vsetky podstromy Fj(v) sa zobrazia do jedného podstromu T5(wy) lesa Fy(w). Ak sa
vrchol w, v zobrazeni nenachadza, staci vypocitat §.(F;(v), Fo(w,;)) a ostatné vrcholy

zmazat. Ak je vrchol w; v zobrazeni, potom toto zobrazenie je zahrnuté v RM (v, w).

(b) Vsetky podstromy lesa Fy(w) sa zobrazia do jedného podstromu lesa F(v). Tato moz-

nost je symetrickd s prvou moznostou, ale pre les Fp(w).

(c) V zobrazeni su asponn dva podstromy lesa Fj(v) a aspon dva podstromy lesa Fy(w).
Ukazeme, Ze takéto zobrazenie splita podmienky RM (v, w). Musime ukazat, Ze kazdy
podstrom lesa Fj(v) sa zobrazi do maximéalne jedného podstromu lesa F(w) a naopak.

To dokazeme sporom.

Predpokladajme, Ze existuje podstrom lesa F}(v), ktory sa zobrazi do dvoch podstro-

mov. Moznost, Ze existuje podstrom lesa Fy(w), ktory sa zobrazi do dvoch podstromov
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lesa Fi(v), je symetrickd. Teda existuje podstrom T7(v;), ktory sa zobrazi do podstro-
mov Ty(w,), To(wy). V tomto podstrome sa nachadzaji vrcholy vy, , v, € Ti(v;), ktoré
tvoria pary s vrcholmi w,, € To(w,), wy, € Ta(wy), teda plati (vy, , wa, ), (vy,, wy,) € Me.
Kedze podstromy T(w,) a T>(w,) su rozne, plati lca(w,,, wy,,) = w. Kedze uvazu-
jeme len o obmedzenych editaénych zobrazeniach plati, Ze vsetky!' vrcholy stromu
Ty (lca(wy,, wy,)) = To(w) modzu byt zobrazené len v podstrome T (Ica(vy, , vy, )). Kedze
lca(vy,,vy,) sa nachadza v podstrome Ti(v;), v zobrazeni sa nachadza len jeden pod-
strom lesa Fi(v), konkrétne podstrom 77 (v;). To je spor s prepokladom, Ze v zobrazeni

st asponi dva podstromy lesa F(v).

Teraz ukazeme, ako vypocitat mingus(vw)y(RM (v,w)). Vieme, Ze obmedzené editacné
zobrazenie RM (v, w) zobrazuje rozne podstromy do réznych podstromov. Preto, ak hla-
ddme minimélne zobrazenie, staci zistit, ktoré podstromy mame vzajomne zobrazit a ktoré
zmazat. Na vyrieSenie tohoto podproblému vyuZijeme vzdialenost na slovach. Podstrom
Ti(v,) si predstavime ako pismeno v, a podstrom 75(w,) ako pismeno w,. Nech vrchol v
ma Synov vi,...,v; a vrchol w ma synov w,...,w;. Potom les Fi(v) bude tvorif slovo
51 =1q..... v; a les Fy(w) bude predstavovat slovo sy = wy. ... wj.

MoézZeme si vSimnut, Ze editacné vzdialenost slov s; a s, je ekvivalentnd s obmedze-
nym editaénym zobrazenim RM (v, w). Ak zmazeme pismeno v slove s, to je totozné so
zmazanim prislusného podstromu lesa Fij(v). Zmazanie pismena zo slova s, predstavuje
zmazanie prislusného podstromu z lesa Fy(w). A nakoniec zmena pismena predstavuje

vzajomné zobrazenie prislusnych podstromov.

Lema 3.1.4 Nech vrchol v md synov vy,...,v; a vrchol w md synov wy,...,w;. Potom

pre lesy Fy(v), Fa(w) plati:

min )RM(U,@U) = dg(s1,S2), pricom $; = v1.V2...0;, Sg = W1. W2 ... W,
RM (v,w

kde dg je editacnd vzdialenost na slovdach nad abecedou ¥ = {vq, ..., v;,wy,...,w;}, pricom

funkciu ¥ ohodnocujicu jedotlivé operacie na pismendch definujeme takto:

w(")) = ATiw)0, prerso<

w0 ) = AT, pre1<y <)

Wy

W((Zf’f)) = 0(Th(vg), Tr(wy)), prel <z <i,1<y<jy
)

!Samozrejme okrem koreiia, teda okrem vrchola w.
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Veta 3.1.5 [Nan08] Editacnd vzdialenost dg(sy, s2) sa dd vypocitat v case O(]s1||s2]).

Teraz uz mame vsetko na zostrojenie algoritmu na vypocet obmedzenej editacnej vzdia-
lenosti dvoch stromov 0.(77, 7). Staci priamo aplikovat Lemy 3.1.1,3.1.3 a 3.1.4. Dosia-
hnutené podproblémy, ktoré musime vypocitat st d.(Fi(v), Fo(w)) a 0.(T1(v), To(w)) pre
vSetky vrcholy v € Th, w € Ty. KedZze na vyrieSenie podproblému 6.(F1(v), F»)(0.(T1(v), T2))
nam staci vediet vysledky vzdialenosti pre vsetkych jeho synov, mozeme rekurzivny algo-
ritmus prepisat na dynamicky s vypoctom vzdialenosti od listov po korene stromov.

Casova zlozitost pre vipocet podproblému §.(7T}(v), To(w)) je O(n;+n;), kde n; je pocet
synov v a n; je pocet synov w. Casovd zloZitost pre vipocet podproblému §.(Fy(v), Fa(w))

je O(nn; + n; + n;). Preto pre celkovi zlozitost algoritmu plati

veT, weTsr veT, weTs veTY weTy

Veta 3.1.6 [Zha95] Problém vypoctu obmedzenej editacnej vzdialenosti dvoch usporiada-
nych stromov Ty a Ty sa dd vyriesit v ¢ase O(|T1||Tz]) a pamdti O(|T1||Ts])-

3.2 Algoritmus pre neusporiadané stromy

Pre neusporiadané stromy je definovana vzdialenost rovnako ako pre stromy usporiadané.
Jediny rozdiel je, Ze z obmedzeného editacného zobrazenia vynechdme podmienku zachova-
nia usporiadania stirodencov, kedze takéto usporiadanie medzi strodencami neexistuje. Pri
konstrukcii algoritmu predstavenom v [Zha96] mozeme vyuzit Lemy 3.1.1 a 3.1.3, ktoré pla-
tia aj pre neusporiadané stromy. Ostava ukazat jedint vec, a to spdsob najdenia minimél-
neho obmedzeného edita¢ného zobrazenia min gy (y,w) Y(RM (v, w)), zavedeného v Definicii
3.1.2.

Pre zopakovanie, obmedzené editaéné zobrazenie RM (v, w) je zobrazenie medzi lesmi
Fi(v), Fy(w), pre ktoré plati, ze rozne podstromy sa zobrazuji do roznych podstromov.
Pri usporiadanych stromoch sme si zjednodusili pohlad na podstrom ako na pismeno,
¢ize les predstavoval jedno slovo. Na slovach predstavujucich lesy sme vypocitali editacni
vzdialenost, ktord bolé rovnaké ako cena minimélneho obmedzeného editacného zobrazenia
RM (v, w). Pre neusporiadané lesy pouzijeme podobnu konstrukciu.

Podstrom lesa bude predstavovat vrchol Uplného ohodnoteného bipartitného grafu.

Jednotlivé particie buda predstavovat lesy Fj(v) a Fp(w) a cena hrany bude predstavo-
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vat vzdialenost prislusnych podstromov. Aby sme hranou mohli reprezenovat aj zmazanie

podstromu do kazdej particie navyse pridame vrcholy predstavujice prazdne podstromy.

Definicia 3.2.1 Nech I = {vy,...,v;} je mnoZina synov vrcholu v, J = {wy,...,w;} je
mnoZina synov vrchola w, A = {ay,...,a;},B = {by,...,b;}, L=TUA R=JUB. Uplny
ohodnoteny bipartitny graf G, ., zostrojime z lesov Fy(v), Fy(w) takto:

(i) V=LUR
(ii)) E=L xR
(111) w(z,y) = 0.(T1(z), To(y)) ak x € [,y € J
w(z,y) = 0.(Th(x),0) akx €I,y € B
w(z,y) = 0.(0,T2(y)) akx € A,y e J
w(z,y) =0akz € AyeB

Perfektné parovanie na grafe G, ., je parovanie, ktoré pokryva vsetky vrcholy grafu G, ,,.
Oznacenie 3.2.2 Perfektné pdrovanie na grafe G,,, budeme oznacovat MM (v, w).

Kedze G, ., je Uplny bipartitny graf a obe particie majt rovnaka velkost, v tomto grafe

existuje perfektné parovanie.

Definicia 3.2.3 Cenu pdrovania definujeme ako:

YMM,w)= ) wlzy)

(z,y)EM M (v,w)

Lema 3.2.4 Pre minimdlne obmedzené editacné zobrazenie RM (v, w) plati:

R%{lw)v(RM(v, w)) = Mrﬂg(igw)v(MM(v, w))

Dokaz. Z perfektného parovania vieme priamo vytvorit editacné zobrazenie. Pary z per-
fektného parovania MM (v, w) ndm dévaja informéciu, ktory podstrom mame zmazat, a
ktoré podstromy méame zobrazif na seba a teda:

i M < min (MM
Rﬂl}lé?wﬂ(R (v,w))_Mg(lgw)v( (v, w))
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Fi(v) v F,(w) w
AAND AAN
G, H,.

Obr. 3.2: Prikad grafov G, ., H, ., zostrojenych z lesov F(v) a F(w).

Naopak, ak mame obmedzené editacné zobrazenie RM (v, w), vieme ktoré podstromy sa
zobrazia na seba a ktoré budt zmazané, preto mdZzeme jednoducho vytvorit perfektné
parovania, teda:

(in y(RM(v,w)) > | min y(MM(v,w))

Ak teda chceme vypocitat mingas(yw) 7Y(RM (v, w)), zostrojime graf G, a na neho
mozeme pouzit algoritmus na néjdenie maximalneho péarovania s minimélnou cenou. Ne-
vyhodou je, Ze polovica vrcholov gratu G, ,, predstavuje prazdne podstromy. Preto mézeme
miesto hladania parovania v grafe G, ,, pouzit algoritmus na hladanie maximalneho toku
v grafe H,,,, pricom mnozstvo prazdnych vrcholov nahradime vacSou kapacitou hrany k
jednému prazdnemu vrcholu pre kazda particiu. Priklad zostrojenia grafov G, ., a H,,
je na obrazku 3.2. Presna konstrukciu grafu H, ., a rozbor ¢asovej zlozitosti algoritmu je

mozné najst v praci [Zha96].

Veta 3.2.5 [Zha96] Problém vypoctu obmedzenej editacnej vzdialenosti dvoch neusporia-
dangch stromov Ty a Ty sa dd vyriesit v case O(|T1||Ta|D1Dalog(Dy + Ds)) a pamiiti
O(|T\||Ts|), kde Dy, Dy je mazimdlny stupern vrcholov v strome Ty, T5.



Kapitola 4
Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali problémom vzdialenosti stromov. Jednym z prinosov nasej
prace je, ze sme zname algoritmy prezentovali jednotnym sposobom.

V prvej kapitole sme definovali vzdialenost stromov. Druhé kapitola sa venuje algorit-
mom na vypocet editacnej vzdialenosti stromov. Této vzdialenost je zédkladnou vzdialenos-
tou definovanou na stromoch. Postupne sme predstavili tyri algoritmy, ktoré riesia problém
editacnej vzdialenosti dvoch usporiadanych stromov. Vsetky predstavené algoritmy patria
do triedy algoritmov stratégie pokrytia. Demainov algoritmus popisany v podkapitole 2.5
dosahuje optimalnu ¢asovu zlozitost pre algoritmy z triedy stratégie pokrytia. V podkapi-
tole 2.6 sme ukézali dokaz, ze pre neusporiadané stromy je problém vypoctu ich editacnej
vzdialenosti NP tplny.

V tretej kapitole prace sme sa venovali obmedzenej editacnej vzdialenosti. Popisali
sme algoritmus z [Zha95], ktory pocita obmedzent edita¢nt vzdialenost dvoch usporia-
danych stromov. Neskor sme ukdzali zmeny v algoritme z [Zha96], ktoré umoznia pocitat
obmedzenu edita¢ni vzdialenost dvoch neusporiadanych stromov. Hlavnou vyhodou obme-
dzenej edita¢nej vzdialenosti je mensia ¢asova naroc¢nost algoritmu na vypocet vzdialenosti
usporiadanych stromov a existencia polynomialneho algortimu na vypocet vzidalenosti ne-
usporiadanych stromov.

Problematika vzdialenosti stromov je este stale skiimanym problémom. V literatire sa
mozeme stretnif s novymi definiciami vzdialenosti [LST01], ako aj s problémami stvisia-
cimi so vzdialenostou stromov. KedZe spodné ¢asova hranica pre algoritmy rieSiace problém
editacnej vzdialenosti usporiadanych stromov je dokazana len pre algoritmy z triedy stra-
tégie pokrytia, moZzeme v literatire najst algoritmi vyuzivajtce iné postupy (napr. rychle
nasobenie matic[Che01]). Tieto algoritmy vSak zatial nedosahuji nizsiu ¢asovi zloZitost

ako tu predstavené algoritmy.
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