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Abstrakt

V préaci prindaSame prehlad najdodlezitejsich vysledkov z oblasti zlozitosti kone¢nych
automatov. Popisujeme praxou motivované problémy a prezentujeme ich riesenia na
urovni tedrie formalnych jazykov. Zaoberame sa efektivnostou tychto rieseni, t.j. ich
pamitovou a ¢asovou zlozitostou. Tam, kde nie je zndme efektivne rieSenie problému,
venujeme sa rieseniam pre c¢iastkové tlohy.
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Kapitola 1
Uvod

Idea konecnostavového zariadenia bola prvykrat pouzita na modelovanie procesov v
mozgu [19]. Koncept zariadenia s koneénym poc¢tom stavov sa rychlo ujal a bol giroko
vyuzivany. V tedrii formalnych jazykov sa ukazalo, Ze konecné automaty st ekviva-
lentné regularnym gramatikam a teda akceptuji prave Chomského jazyky tretieho
typu.

Rabin a Scott vo svojom ¢lanku [25] priniesli viacero zovSeobecneni konecnych
automatov. Implementéacia relativne elementarnych operacii pomocou deterministic-
kych koneénych automatov vyzadovala velké mnoZstvo stavov a tak Rabin a Scott
pridali do automatov nedeterminizmus, aby ziskali zariadenie s mensim poc¢tom sta-
vov. Zaviedli tiez iné zovSeobecnenia a urcili vztah medzi novymi modelmi a klasickym
modelom automatu. V roku 1976 za svoj ¢lanok ziskali Turingovu cenu.

Konec¢né automaty sa vyuzivaju v roznych aplikaciach, napriklad na spracova-
nie prirodzeného jazyka, na lexikdlnu analyzu v kompilatoroch, modelovanie velkych
slovnikov a editovanie textu. V poslednej dobe pribudli aplikacie v oblasti verifikacie
programov. Aby implementacia rieSeni pomocou kone¢nych automatov bola (pami-
tovo) efektivna, snazime sa minimalizovat pamif potrebni na uloZenie automatu,
ktory pouzivame na riesenie problému.

Vypoctova zlozitost koneénych automatov je dand modelom (linedrny ¢as, kon-
Stantny priestor). Zaoberame sa preto popisnou zlozitostou. Najcastejsie pouzivané
miery st pocet stavov, niekedy (pri nedeterministickych automatoch) aj pocet pre-
chodov.

Pre programovacie ucely je najvhodnejsi deterministicky konecny automat, pre-
toZze naprogramovanie (simulécie) jeho spravania je jednoduché. Ako ukazeme v kapi-
tole 3, ndjst miniméalny DKA pre jazyk dany nejakym DKA nie je vypoc¢tovo naro¢né.

Mnohé problémy, hlavne v oblasti lexikalnej analyzy a editovania textu, vSak na
prvy pohlad nestuvisia s DKA. Pre ¢loveka je jednoduchsie vnimat popis niektorych
problémov cez regularne vyrazy. Jednoduchy problém tohto typu je napriklad otazka:
”Nachadza sa v danom texte slovo z jazyka popisaného regularnym vyrazom?”. Iny
problém je pytaf sa: ”Spliia tato ¢ast kédu syntaktické pravidla definované tymito
vyrazmi?”. Aby pocita¢ mohol dat odpoved na takéto otazky, potrebujeme k regular-
nemu vyrazu najst automat. RieSenia tejto konverzie prindSame v kapitole 4.



Je tiez velmi zaujimavé, ako je zloZitost automatu ovplyvnend inymi jeho vlast-
nostami. O tom ako nedeterminizmus vplyva na pocet stavov si nie¢o povieme v ka-
pitole 5.

Predpokladéame, Ze Citatel sa uz stretol s pojmom konecného automatu v ramci
tedrie formalnych jazykov. Aby sme vSak predisli nedorozumeniam, v nasledujice;j
kapitole uvadzame definicie a oznacenia, ktoré budeme pouzivat v celej préci.



Kapitola 2

Z.akladné definicie a oznacenia

Ustrednym pojmom celej prace je pojem koneéného automatu. Uvddzame preto jeho
definiciu, ktort mozno néjst v [8], rovnako ako aj blizsie vlastnosti kone¢énych auto-
matov.

2.1 DKA, NKA

Definicia 2.1.1. Deterministicky konecny automat (DK A) je pitica A = (K, %, 9, qo, F),
kde K je konecnda mnoZina stavov, Y je konecnd vstupnd abeceda, qo € K je pocia-
tocny stav, F C K je mnoZina akceptacnych stavov a 6 : K x ¥ — K je prechodovad
funkcia.

Definicia 2.1.2. Konfiguricia DKA je dvojica (q,w) € K x ¥*, kde q je stav auto-
matu a w je nespracovand cast vstupného slova.

Definicia 2.1.3. Krok vijpoctu DKA A je reldacia b4 na konfigurdcidch definovand
nasledovne:

(q,av) Fa (p,v) <= p = d(q, ).

Oznadenie 2.1.1. Budeme casto pisat & namiesto b4, pokial je zrejmé, o ktory
automat sa jednd.

H* bude oznacovat reflexivno-tranzitivny uzdver reldcie a X* bude oznacovat mnoZinu
vsetkych slov nad abecedou X.

Ak to bude potrebné, budeme symbolom X oznacovat minimdinu abecedu taki, Ze
LC¥;.

Definicia 2.1.4. Jazyk akceptovany DKA A je mnoZina slov L(A) = {w € ¥* |
(g0, w) F* (g.€) Nq € F}.

Definicia 2.1.5. Nedeterministicky konecny automat (NKA) je pitica (K, 3,9, qo, F),
kde K je konecnd mnoZina stavov, 3 je konecnd vstupnda abeceda, qy € K je pocia-
toény stav, F C K je mnoZina akceptacnych stavov a § : K x (X U {e}) — 2K je
prechodovd funkcia.



Definicia 2.1.6. Krok viypoctu NKA A je reldcia b4 na konfigurdcidch definovand
nasledovne:

(¢, av) Fa (p,v) <> p € (g, a).

Poznamka 2.1.1. Konfigurdaciu NKA a jazyk akceptovany NKA definujeme rovnako
ako pre DKA.

Definicia 2.1.7. L(A,q) = {w € ¥* | Ip : (q,w) FY (p,e) Ap € F} je jazyk
prislichagici k stavu q. Budeme pouzivat symbol L(q), ak bude z kontextu zrejmé, o
ktory automat ide.

Automat A si mozeme predstavit ako graf. Ked sa pozrieme na cesty, ktoré vedi
zo stavu ¢ do akceptacnych stavov a zretazime navestia, ktoré sa nachiddzaji na jednej
takejto ceste, dostaneme slovo z L(A, q).

Definicia 2.1.8. Stav q¢ € K je dosiahnutelny, ak existuje w € X* také, Ze (qo,w) H*
(4,€)-

V popisovanych algoritmoch budeme vZdy pracovat s automatmi, ktoré maja len
dosiahnutené stavy. Nedosiahnutelné stavy nebudiui nikdy pouzité pri ziadnom vy-
poc¢te a tak ich moézeme jednoducho odstranif a ziskaf tak ekvivalentny automat.
Nedosiahnutelné stavy vieme najst pomocou prehladdvania grafu, ktory reprezentuje
zadany automat.

Definicia 2.1.9. Hovorime, Ze konecny automat A je iuplny, ak ¥Vq € K,Va € ¥ :
d(q,a) # 0.

Tato definicia vyzaduje, aby v grafe automatu viedol z kazdého stavu prechod na
kazdy symbol. Aj tato vlastnost bude pre nas velmi dolezita. V algoritmoch, ktoré
popisujeme, budeme pracovat s grafmi automatov a budeme predpokladat, Ze vSetky
prechody st definované (okrem casti 3.2). PomdZze ndm to vyhniaf sa zbytoénym
komplikaciam. Ku kazdému automatu existuje ekvivalentny tplny automat. Ziskame
ho tak, ze doplnime novy neakceptacny stav a budeme do neho viest vSetky chybajice
prechody.

Definicia 2.1.10. Velkost DKA A je mohutnost mnoziny jeho stavov. Budeme pou-
Zivat oznacenie |A|.

2.2 Regularne vyrazy

Definicia 2.2.1. Reguldrny vyraz o nad abecedou Y rekurzivne definujeme nasledu-
Jucim sposobom:

e o = () je requldrny vyraz predstavujici jazyk L(a) =0,

e o = ¢ je requldrny vyraz predstavujici jazyk L(a) = {e},

e o =a prea € X je requldrny vyraz predstavujici jazyk L(a) = {a}.



Nech (3,7 st reguldrne vyrazy a L(3), L(7y) su jazyky, ktoré predstavuji, potom
o o = [+ 7 je requldrny vyraz predstavujici jazyk L(a) = L(B) U L(7),

o o = (v je reqularny vyraz predstavugici jazyk L(a) = L(G)L(7),

e o = (3% je requldrny vyraz predstavujici jazyk L(a) = (L(5))*.

Definicia 2.2.2. Velkost requldrneho vijrazu « je pocet symbolov zo X3, ktoré sa v a
vyskytuji. Budeme pouZivat oznacenie |«|.

Oznacenie 2.2.1. Nech « je reguldrny vyraz. Symbolom {(a);, i > 1, budeme ozna-
covat i-ty symbol zo ¥ vyskytujici sa v a.



Kapitola 3

Algoritmy na DKA

3.1 Minimalizacia DKA

Ako sme uz spominali v tivode, konecné automaty maji mnohé praktické aplikacie.
V praxi sa samozrejme vynara problém ich velkosti. Minimalizacia KA sa $tuduje uz
od pitdesiatych rokov a pdvodne sa objavila v pracach Huffamana a Moora.
Algoritmy rieSiace tento problém st pouzivané v aplikéciach, v rozsahu od konstrukcie
kompilatorov po minimalizaciu hardvérovych obvodov. V tejto stati uvedieme jeden
z nich, ten s najlepSou zndmou c¢asovou zlozitostou. Najprv sa vSak pozrieme na
problém podrobnejsie.

3.1.1 Problém minimalizacie

Problém: K danému DKA néjst DKA s minimalnym poc¢tom stavov, ktory akcep-
tuje rovnaky jazyk ako dany DKA.

Na zéklade Myhill-Nerodovej vety (povodne sa objavila v pracach [21, 22], moZno
ju néajst aj v [8]) ku kazdému reguldrnemu jazyku L existuje prave jeden minimalny
automat. Odhliadnuc od izomorfizmu je jednoznacne urceny relaciou ekvivalencie R,
uRv <= Vz € ¥* : ux € L < vz € L, nasledovne: Oznacme [u] = {v | vRu}.
Ap = (K, %,6,[e], F), kde K = {[u] |u € ¥*}, F ={[u] | u € L}, 6([ul], c) = [uc].

V nasom pripade mame jazyk L dany automatom a chceme najst taky automat,
ktory nebude mat viac stavov ako vysSie definovany automat a teda je miniméalny.
Nebudeme ale pracovaf s jazykom L ako takym a pytaf sa, ¢i obsahuje nejaké slovo.
Budeme pracovat so zadanym automatom, s jeho stavmi, a preto definujeme a budeme
pouzivat ekvivalenciu stavov.

Definicia 3.1.1. Stavy p, q su ekvivalentné, ak L(p) = L(q). Tuto skutoc¢nost znacime
p~q.

Tvrdenie 3.1.1. Automat A je minimdlny prdve vtedy, ked

Vp,ge K:p#q=ptq



Dékaz. ”=": Ziadne dva rozne stavy automatu Aj; nie st ekvivalentné. Ak totiz
[u] # [v], teda (u,v) € R, musi existovat z € ¥* také, Ze prave jedno zo slov uzx, vz
patri do L. Bez ujmy na vSeobecnosti nech ux € L a va ¢ L, potom = € L([u]) a
x & L([v]), preto [u] 7 [v].

7<": Kazdému stavu g daného automatu A akceptujiceho L mézeme priradit stav
[u,] minimalneho automatu Ay tak, ze (qo,u,) F* (q,¢). Ak p # ¢, z predpokladu
mame p % q a preto L(p) # L(q). Musi teda existovat = € ¥* také, Ze prave jeden
zo stavov (g, x),0(p, z) je akceptaény. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech 6(q,x) € F,
potom u,x € L, ale kedze 0(p, x) € F', tak u,x ¢ L a teda (up,u,) € R. Z toho plynie
[ug] # [up]. Roznym stavom A teda prislichaji rozne stavy Ap. Automat A preto
nema viac stavov ako Ay a teda je minimalny. m

Relécia ~ je relaciou ekvivalencie na stavoch. Nasim cielom bude hladaf triedy
tejto ekvivalencie. Definujeme preto nutné pojmy.

Definicia 3.1.2. Mnoziny K, ..., K,, tvoria rozklad K, ak si po dvojiciach disjunktné
(ak i # j tak K; N K; = 0) a pokrjvaji K (K = K1 U...UK,). K; je trieda rozkladu.

Definicia 3.1.3. Rozklad napliia mnoZinu stavov M, ak M je zjednotenim niektorych
jeho tried.

Definicia 3.1.4. Kongruencia automatu A je rozklad, ktory je zlucitelny (kompatibil-
ny) s jeho prechodovou funkciou. To znamend, Ze ak q a ¢’ si v jednej triede rozkladu,
tak 0(q,a) a 6(¢',a) su tiez v tej istej triede pre kaZdé q,q¢' € K a pre kaZdé a € 3.

Definicia 3.1.5. Rozklad {K, ..., K,} je hrubsi ako rozklad { K7, ..., K| }, ak rozklad
{K},...,K! } naplia kazdi triedu K;.

V&dsina minimaliza¢nych algoritmov mé ¢asovi zlozitost O(|K|?) a pouziva jeden
z nasledujucich pristupov:
(1) Za¢inaju z najhrubsieho rozkladu {F, F°} a upravuja ho, pokial nedostani kon-
gruenciu.
(2) Zac¢inaju z najjemnejsieho rozkladu a spajaju triedy ekvivalencie(pricom sa pou-
Ziva len kongruencia).

Pre deterministické automaty nad jednopismenovou abecedou je znamy minima-
liza¢ny algoritmus [24] s linedrnou ¢asovou zlozitostou. RieSenie problému minimali-
zacie spociva v najdeni najhrubsieho rozkladu s vlastnostami kongruencie. V ¢lanku
je pouzity pristup (2). Triedy pociatoéného rozkladu su jednoprvkové mnoziny a vy-
sledok je dosiahnuty postupnostou krokov, v ktorych st niektoré dve triedy spojené,
pricom sa zachovéva vlastnost kongruencie.

3.1.2 Hopcroftov algoritmus

Teraz sa pozrieme na algoritmus, ktory pracuje na vsetkych kompletnych determi-
nistickych kone¢nych automatoch a riesi problém ich minimalizacie. Pre dany DKA



A = (K,X,0,q, F) Hopcroftov algoritmus, ktory sa povodne objavil v [7], vypocita
najhrubsiu kongruenciu, ktora napliia F.

Algoritmus pracuje s momentalnym rozkladom P mnoziny stavov a mnozinou S.
V § st pary (C,a) kde C' € P a a € X. Je to mnozina dvojic, ktoré ¢akaji na
spracovanie.

Je pouzity pristup (1) a teda zac¢iname z rozkladu P = {F, F*} a do S na zaciatku
ulozime dvojice (min(F, F°),a) Ya € X. P upravuje tak, ze nahradzame jednu triedu
rozkladu dvomi, ktoré vzniknu jej rozdelenim.

Postupujeme nasledovne:

1. Vyberieme jednu dvojicu (C,a) z S.
Pre kazdu triedu B z rozkladu P vykoname kroky 2 a 3.

2. Overime, ¢ (C, a) rozdeluje B. To nastava prave vtedy, ked existuji stavy p,q €
B také, ze 0(q,a) € C ad(p,a) ¢ C. Musime sa teda pozriet na prechody vedice
z B na pismeno a, ¢ st tam také, ktoré vedi do C' aj mimo C' (do C°). Ak
(C, a) nerozdeluje B, prejdeme na spracovanie dalsej triedy rozkladu z P. Inak
vytvorime nové triedy B; = {q € B | d(q,a) € C} a B, ={q € B|d(q,a) € C}.

3. Triedu B nahradime v P triedami B; a Bs. Pre kazdé b € X, ak sa (B,b)
nachadza v S, nahradime ho parmi (By,b) a (Ba,b). Inak vyberieme mensiu z
nich B’ = min(By, By) a (B’,b) priddme do S.

4. Ak je S prazdna, algoritmus skonci, inak pokracujeme krokom 1.

Zmienime sa o korektnosti tohto algoritmu a potom sa budeme venovat jeho ¢a-
sovej zlozitosti.

Zastavenie: Dvojice si pridané do S vtedy, ked je nejaka trieda rozdelena. To
samozrejme moze pokracovat az dovtedy, kym v kazdej triede bude iba jeden stav
(o by tiez znamenalo, ze automat na vstupe uz bol minimélny). Pocet pridani je
ale obmedzeny tym, Ze triedy nemozno rozdelovat do nekone¢na. V kroku 1 je vzdy
nejaky par z S vybrany, preto sa musi S ¢asom vyprazdnit a teda algoritmus zastavi.

Doékaz spravnosti: Potrebujeme ukézat, Ze po skonceni algoritmu

p~q<sdB,eP:pe B, ANqE B;

=

Obmenend implikacia sa da lahko dokazat indukciou na pocet rozdelenych tried (po-
¢et vykonani kroku 3).

<~

Pozrime sa na pripad, Ze p £ ¢ AJa € ¥ : ¢ = (q,a) a p’ = d(p,a) st v roznych blo-
koch. Vtedy vieme, Ze blok obsahujuci ¢/, p’ bol rozdeleny a do S bola vlozena dvojica
(C,a), kde préave jeden stav z ¢/, p’ je v C. Pri jej spracovani bol blok obsahujtci p, ¢
(B;) rozdeleny a p, ¢ sa ocitli v samostatnych blokoch.



Dalej ukazeme, Ze také a € X, pre ktoré p/, ¢’ st v roznych blokoch vzdy existuje.
Kedze p 4 q, tak L(q) # L(p) a teda existuje najkratsie w = wyws...wy, také, Ze
w ¢ L(q) N L(p) ANw € L(q) U L(p). Pozrime sa na vypocty na w, zacinajice v p a q.
(p, wy...wy) F (p1,wa...wy) b .o b (pr—1, w) F (pg, €)

(q,wy..wy) b (q1, wa..cwy) B oo b (qe—1, wr) F (qr, €)

Zjavne py,q. st v roznych blokoch, kedze jeden je z F a druhy z F°. Pre kazdé
1 <i<k:p;#q. Takze z platnosti prvého pripadu dostavame py_1 %% qr_1 A Pk, Gk
st v roznych blokoch = pi_1, g1 sU v roznych blokoch. Takto mozeme pokracovat,
az dostaneme implikiciu p % g A p1,q; st v roznych blokoch = p,q st v réznych
blokoch.

]

3.1.3 Casova zlozZitost Hopcroftovho algoritmu

Horna hranica O(n logn)

Nech P = {Bjy, ..., B, }. Kroky 2 a 3 tvoria jednoduchy cyklus.

Tvrdime, Ze ¢as potrebny na vykonanie tohto cyklu pre dant dvojicu (B;,a) €
S je umerny poc¢tu prechodov na symbol a kondiacich stavmi v B;. Aby sme toto
nahliadli, staci, ak si uvedomime, Ze pocas cyklu nepotrebujeme testovat pre kazda
triedu B; € P ¢i (B;, a) rozbija B;. Staci, ked najdeme také stavy ¢, ze 6(t,a) € B;(na
toto si moZeme na zaciatku algoritmu zostrojif inverznt tabulku prechodov §1).
Ked taky stav t ndjdeme, trieda, v ktorej sa nachadza, je uloZend a t je pridany na
zoznam stavov, ktoré z nej treba vylucit (a vytvorit tak dve nové triedy). Trieda je
potom pridana do zoznamu upravenych tried. Takychto tried nie je viac ako najdenych
stavov. Triedy budeme rozdelovat az po najdeni vSetkych takych stavov.

Pre triedu B; a symbol a budeme symbolom a; oznadovat pocet prechodov na
symbol a konciacich stavmi v B; a teda aj cas, ktory treba na upravenie celého
rozkladu podla dvojice (B, a).

Predpokladajme, 7e P = {Bj,..., Bn} a S 2 {(Bj,a) | j € {i1,...,ir}}. Pokra-
¢ujme dalej indukciou. Tvrdenim indukcie je, Ze ¢as potrebny na prejdenie cyklu pre
zvoleny symbol a, t.j. pre vSetky mozné dvojice (C,a), ktoré sa mdzu vyskytniat v S,
je ohranic¢eny formulou, ktorti oznac¢ime ako 7,. Indukény predpoklad:

T m Bz
T, = Zaij. log| By, | + Z Qi - 10%%
j=1

j=r+1

Vyraz tvaru ay. log|Bi| v T, ohrani¢uje ¢as, ktory mozeme potrebovat na aplné
spracovanie paru (By,a) € S. V tomto vyraze je zahrnuté samotné spracovanie paru
(Bg,a) a dalej vSetkych parov (C,a), ktoré moézu byt pridané do S pri rozdeleni
By a jej podmnozin, teda C' C By. Vyraz tvaru ag. log@ v T, ohranicuje cas,
ktory mozeme potrebovat na rovnaké spracovanie paru (By, a) za predpokladu, Ze na
zaCiatku (By, a) € S. Obe sumy teda zahfniaji ¢as potrebny na spracovanie vSetkych

parov (C,a), C C K.



Béza indukcie: Na za¢iatku algoritmu je P = {F, F°} aS = {(min(F, F¢),a) | a € X}.
Ozna¢me By = min(F, ) a By = BY{. Pre pevne zvolené a € ¥ plati:

| Ba|

T, = ay. log| B1| + as. 1ogT < ay. log| K|+ ay. log| K| = (a1 + az). log| K| = n. logn

Indukény krok budeme vykonavat vzhladom na pocet prejdeni cyklu tvoreného krokmi
2 a 3, Co je tiez pocet vybrani nejakej dvojice z S. Predpokladame, ze pred vybra-
nim dvojice je ¢as potrebny na spracovanie vSetkych péarov (C,a), ktoré sa mozu
pocas vypoctu v S vyskytnat, ohranieny vyrazom T,. Po jej spracovani bude tento
¢as ohrani¢eny novou hodnotou; ozna¢me ju T,. Nech bola vybrana dvojica (By,b),
budeme uvazovat dva pripady:

1. b # a. Cas potrebny na spracovanie tohto paru nie je zahrnuty v 7,,. Musime ale
ukézaf, Ze po spracovani toho paru bude T, < T,, aj ked tato dvojica rozbije
niektoré triedy. Opit budeme uvazovat dva pripady.

(a) Ak bola rozdelena trieda B; taka, ze (Bj,a) € S, tak vyraz a;. log|B;| z T,
bude v T, nahradeny vyrazom a;.. log|Bj/| + (a; —a;). log| B; — Bj/|, ktory
je vzdy mensi ako povodny vyraz, kedze |Bj/| < |B;| atiez |B;—By/| < |Bj|.
Takze T, < T,.

(b) Ak bola rozdelend trieda B; taka, ze (Bj,a) ¢ S, tak vyraz a;. 1og‘B il
T, bude v T, nahradeny vyrazom aj. log|Bj/| + (a; —aj). log|B—2B/|, kde
(Bj/,a) bola pridana do S (teda |Bj/| < @) Tento vyraz je preto mensi
ako a;. log| 2J| + (a; —aj). log| Bil , a teda aj mensi ako pdvodny vyraz a;.
log‘ Bil Takze Ta <T,.

Opakovanym aplikovanim tychto Gvah dostavame, ze T, < T,, aj ked (B;,a)
rozbije viac ako jednu triedu.

2. b = a. Na spracovanie paru (Bj, a) je potrebny ¢as timerny a;. Vieme, Ze po jeho
spracovani (B, a) uz nebude v S. To, Ze sa pri spracovani paru (B, a) rozdelili
nejaké triedy uz neuvazujeme, pretoze sme v pripade 1. ukazali, Ze to nezhorsi
potrebny ¢as. Teda po spracovani paru (B, a) bude hodnota

T <a;+ q. log + az] longzJ’ + Z a’]
j=r+1
1

J#

A kedze B

a; + aj. logT = a;.(1 + log| B)| — log2) = ;. log| B|

potom jasne aj TC; <T,.
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Tym sme ukoncili dokaz toho, Ze ¢as potrebny na spracovanie vSetkych dvojic so
n. logn. Tento ¢as vynasobime poc¢tom symbolov a pripoc¢itame k nemu inicializaciu
(vytvorenie 61, P a S). KedZe symbolov je konstantne vela a inicializicia nepresahuje
¢as vypoctu, mdZeme povedat, Ze algoritmus pracuje v éase O(n logn).

Dolna hranica Q(n logn)

J. Berstel a O. Carton prezentuju v ¢lanku [14] triedu automatov, pre ktora Hopcrof-
tov algoritmus potrebuje ¢as Q(n logn). Popisuju tiez sposob, akym vyberat dvojice
(C,a) € S tak, aby bol ¢as behu ¢o najhorsi.

3.2 Hladanie minimalneho acyklického DKA

V tvode sme spominali, Ze kone¢né automaty maja svoje miesto aj v spracovani pri-
rodzeného jazyka. Hlavny dovod pouzivania konec¢nych automatov v tejto oblasti je,
7e ich reprezentacia mnoziny slov je kompaktna a vyhladanie slova v slovniku repre-
zentovanom automatom je velmi rjchle - timerné dizke slova. Specifické postavenie v
tejto oblasti maju deterministické acyklické konecné automaty, ktorymi sa slovniky
reprezentuju.

Definicia 3.2.1. Deterministicky koneény automat A = (K, 3,0, qo, F') je acyklicky,
ak pre kaZde dva stavy p,q € K plati:

(FveX™: (pv) " (¢,¢)) = (Bu € X : (q,u) F (pe))

Definicia hovori len tolko, Ze ak mame v grafe automatu cestu z p do ¢, potom
neméame cestu spit. CiZe pocas vypoc¢tu na kazdom slove, automat prejde jednym
stavom najviac raz. Acyklické automaty maju tento nazov preto, lebo ich grafy sa
acyklické.

Problém: Pre dant koneéni mnoZinu slov najst(skonstruovat) minimélny DKA,
ktory akceptuje prave dani mnozinu.

Acyklické automaty akceptuja prave vsetky konecné jazyky. Teda kazdy jazyk
akceptovany acyklickym automatom je konecny a ku kazdému koneénému jazyku
existuje acyklicky automat, ktory ho akceptuje. V nasledujticej casti (3.2.1) ukazeme,
ako taky automat zostrojit.

V prvej casti sme si ukazali minimalizac¢ny algoritmus, ktory pracuje na vsetkych
automatoch a teda aj na acyklickych. Jedna moznost ako riesit tento problém je preto
zostrojit nejaky automat pre dant mnozinu a nasledne ho minimalizovat pouzitim
tohto algoritmu. Toto rieSenie vSak nie je zdaleka také efektivne ako by sa mohlo
zdat. Prekvapivo je to najpomalsi postup. Oproti algoritmom vyZzadujucim linearny
Cas, vysSSie zmieneny algoritmus vyzaduje navyse O(log n) rezijnych vydavkov. O
nieco lepsie st na tom poloinkrementacné algoritmy (Watson [28], Revuz [26]).
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Vo vSeobecnosti najrychlejsie a vyzadujice najmenej paméte su inkrementacné
algoritmy. Najprv si ukdzeme, ako pracuje takyto algoritmus na mnozine slov, ktora
je utriedend. Potom si podmienky stazime a ukézeme ¢o robit, ak sa na utriedenie
nemozeme spoliehat.

3.2.1 Budovanie stromu

Slovnik alebo automat, ktory ho modeluje, méa stromov struktiru. Poc¢iatocny stav qq
je koreri, prechody st oznacené pismenami abecedy, listy st akceptacné stavy(mozeme
mat aj iné akceptacné stavy) a pismena na jednej ceste z koreria do akceptacného stavu
tvoria slovo. Takyto strom budeme nazyvat pismenovy strom.

Pismenovy strom pre dant mnozinu slov vytvorime pridavanim stavov. Ak uz
méame slovnik obsahujuci slovd a chceme pridat dalSie slovo, jednoducho v strome
najdeme najdlhsiu cestu, ktord zodpoveda prefixu pridavaného slova. K tejto ceste
pridame dalsie stavy a prechody medzi nimi ozna¢ime pismenami ostavajiceho sufixu.

Je dobré si v tomto momente uvedomit, Ze automat, ktory vznikne takymto jed-
noduchym priddvanim stavov moéze mat v porovnani s minimalnym automatom vela
stavov. KedZe slovenské tvaroslovie je pomerne pravidelné, vela slov v naSom pri-
rodzenom jazyku ma rovnaké sufixy. Tieto sufixy v pismenovom strome vytvaraja
izomorfné podstromy. Minimalny automat sa bude od pismenového stromu odliSovat
prave tym, Ze nebude mat ziadne izomorfné podstromy a teda ani izomorfné (ekviva-
lentné) stavy.

Priklad: Keby sme chceli do slovnika pridat tvary slova Zena v jednotnom disle,
vznikol by ndm podstrom s deviatimi stavmi. A s kazdym slovom, ktoré sa podla
tohto vzoru sklofiuje, by nam pribudol rovnaky(izomorfny) podstrom.

Ak mame v strome dva izomorfné podstromy, ich korene si ekvivalentné stavy,
lebo im prislichajtice jazyky sa rovnaju. No takéto hladanie ekvivalentnych stavov
porovnavanim mnozin slov je vypoctovo naro¢né. Preto teraz uvedieme rekurzivnu
definiciu ekvivalencie stavov, ktord ndm toto hladanie vyrazne ulahéi.

p ~ q prave vtedy, ked s splnené vSetky 4 nasledujice podmienky:
1. oba stavy st akceptacné alebo neakceptacné
2. maju rovnaky pocet vychadzajiacich prechodov

3. zodpovedajice prechody v oboch stavoch st oznacené rovnakym symbolom

(Va € ¥ :(p,a) #0 < 6(q,a) #0)
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4. zodpovedajuce prechody vedu do ekvivalentnych stavov

Oba algoritmy prezentované dalej budi mat spolo¢né to, ze stavy, ktoré reprezen-
tuju triedu rozkladu(ako sme to popisovali v ¢asti 3.1) budia uloZené v registri.

3.2.2 Utriedena mnozina slov

Predpokladajme, slova pridavame v lexikografickom usporiadani, a Ze mame uz vybu-
dovanu cast slovnika. Pozrime sa na to, ako vyzeré pridanie jedného slova. Uz vieme,
ako budeme slova do automatu pridéavat. Najdeme najdlhsiu cestu od korena, ktora
zodpoveda prefixu slova a zvysok stavov a prechodov pre sufix doplnime.

Slovo, ktoré sme naposledy pridali do slovnika ozna¢me u a slovo, ktoré pridavame
ozna¢me v. KedZe slova pridavame v lexikografickom poradi, najdlhsi prefix slova v v
slovniku je tiez najdlhsim spoloénym prefixom u a v. Sufix slova u budeme minimali-
zovat (ak je zvySok slova prazdny, teda u bolo prefixom v, minimalizicia sa nekond).
To budeme robit smerom od posledného stavu slova u az po stav, od ktorého sa slova
u a v lisia. Pre kazdy stav na tejto ceste budeme zistovat, ¢i sa v slovniku (presnejsie
v registri stavov) nachadza nejaky s nim ekvivalentny. Ak 4no, nahradime ho ekviva-
lentnym stavom, ak nie, ulozime ho do registra. Dopredny proces minimalizacie ndm
umozni zmenif posledni podmienku ekvivalencie nasledovne:

4’. zodpovedajice prechody vedt do rovnakych stavov.

Preto bude jednoduché porovnat stav s kazdym stavom v registri a zistit tak, ¢i v slov-
niku nie je uz ekvivalentny stav. Ked je minimalizacia ukonc¢end, priddme nové stavy
pre sufix slova v. Pred pridanim dalSieho slova budeme tieto stavy minimalizovat.

Potom, ¢o do slovnika pridame vSetky slova, spustime doprednt minimaliza¢nt
fazu este raz (stavy, ktoré sme naposledy pridali sme neminimalizovali). Prejdeme
celt cestu, ktora tvori posledné pridané slovo a skontrolujeme kazdy stav na nej.

Pamifova zlozitost pozostéava z paméte potrebnej na uloZenie automatu, ¢o je
umerné poctu stavov a celkovému poctu prechodov, a z paméte pre register stavov.
KedZe z kazdého stavu vychédza iba konecne vela prechodov (pre dané X), na ulo-
Zenie automatu potrebujeme najviac O(n) miesta. Rovnako v registri nebude nikdy
uloZenych viac ako O(n) stavov. Paméfova zlozitost algoritmu je preto O(n).

Néjdenie spolo¢ného prefixu a pridanie novych stavov vyzaduje konstantny cas.
Zistenie, Ci sa v registri nachadza ekvivalentny stav a jeho pripadné nahradenie vy-
zaduje ¢as O(logn). Pocet stavov, pre ktoré sa v registri vyhladava, je rovny poctu
stavov v pismenom strome pre danti mnozinu slov. A to nie je viac ako pocet sym-
bolov vo vstupnom zozname. Celkovy ¢as behu algoritmu je teda O(( logn), kde [ je
celkovy pocet symbolov vo vstupnej mnozine slov.

3.2.3 Neutriedena mnozina slov

Nie vZdy je mozné predpokladat, Ze vstupna mnozina bude utriedend. Dokonca sa
moze stat, ze jednotlivé slova vznikaji pocas konstrukcie automatu, alebo jednoducho
potrebujeme do hotového automatu pridat nejaké nové slovo.
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Obr. 3.1: Obrdzok je uvedeny v cldnku Incremental Construction of Minimal Acyclic Finite-State Automata [4] ako
priklad.

Do automatu vlavo chceme pridat slovo bae. Napravo vidime automat, do ktorého bol jednoducho pridany a ndsledne
minimalizovany sufix. Tym sme pridali aj nechcené slovo abe. Stav 3 je sutok a je to zdroven aj posledny stav
spoloéného prefizu. Na spodnom automate je stav 8 skopirovany a tym wvznikol stav 3’. Ndsledne bol pridany a
minimalizovany sufiz.

Na rozdiel od predchadzajiceho algoritmu v tomto pripade nemdzeme vyuzit spo-
lo¢ny prefix slov, ktoré si po sebe pridavané. Pri pridavani slova budeme hladat
najdlhsi prefix, ktory uz je v automate. Nemé preto zmysel ¢akat s minimalizaciou
stavov, ktoré tvoria sufix, do prichodu dalSieho slova. Stavy sufixu budeme minima-
lizovat hned potom ako ich pridame.

Na ceste v prefixe sa moze nachadzat stav, do ktorého vchédza viac prechodov.
Takému stavu budeme hovorit sitok. Vznikol pri minimalizacii nejakého sufixu spoje-
nim izomorfnych podstromov, ktoré sa v pismenovom strome nachéadzali viackrat(ako
sme to popisovali v ¢asti 3.2.1). My potrebujeme jeden z tychto podstromov zmenit
a teda uz nebude viac izomorfny s ostatnymi. V predchidzajicom pripade sa sttok
nemohol vyskytovat v prefixe, ktory sme v automate nasli. Tato komplikacia sposobi,
Ze nebudeme moct stavy sufixu jednoducho pridat a minimalizovat. Jednoduchym
pridanim novych stavov by sme do automatu pridali viac ako jedno slovo, ako je to
ukazané na obrazku 3.1.

Aby sme zabranili pridaniu nespravnych slov do automatu, stavy v spolo¢nom
prefixe od posledného az po prvy sutok budeme musiet skopirovat. Stav skopirujeme
tak, ze vytvorime novy stav, ktory ma rovnaké vychadzajice prechody vedice do
rovnakych stavov.

Algoritmus na pridanie jedného slova, ozna¢me ho w, sa bude skladat z tychto krokov:
1. N4jdeme najdlhsi spolo¢ny prefix slova w, ktory je v automate.

2. Zistime, ¢i sa na ceste v spolocnom prefixe nachadza sutok. Ak sme sttok
nenasli, priddme stavy pre sufix. Minimalizovat ich budeme od konca sufixu.
Pre kazdy novy stav zistime, ¢i v registri nie je s nim ekvivalentny. Ak ano,
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Obr. 3.2: Do horného automatu vlavo chceme pridat slovo abedf. Ndjdeme spoloény prefiz, ktory tvori slovo abcd.
Na ceste v prefize sa nachddza sitok (stav 3). Preto posledny stav v prefize (stav 5) skopirujeme a vznikne stav 5°. K
nemu pridame stavy pre sufiz a vznikne tak automat napravo. Na automate nizsie vidno, ako pokracujeme. Postupne
kopirujeme stavy 4 a 3. Napokon zmenime prechod zo stavu 2 na pismeno b, tak aby viedol do novej cesty.

nahradime ho stavom z registra, ak nie, ulozime ho do registra aby reprezentoval
novu triedu ekvivalencie. Dalej budeme pokracovat krokom 4.

Ak sme v prefixe stutok nasli, musime vytvorit képiu posledného stavu v prefixe
a k nemu pripojit nové stavy pre sufix a minimalizovat ich rovnako ako je to
popisane vyssie. Prejdeme na dalsi krok.

3. Stavy na ceste od predposledného stavu v ndjdenom prefixe az po prvy sutok
budeme kopirovat. Pre kazdy stav vytvorime jeho képiu a zmenime prechody
tak aby sme vytvorili novi cestu. Tym vytvorime kdépiu cesty a prechod v
prefixe, ktory viedol do pévodnej cesty, bude smerovat do jej képie. Situécia je
zndzornena na obrazku 3.2.

4. Pokusime sa minimalizovat prefix. Takze pre kazdy stav od konca az po g
budeme v registri hladat s nim ekvivalentny a nasledne ho nim nahradzat.

V kroku 3 je dolezité prejst cely prefix a ndjst prvy statok. Pri minimalizacii sufixu
v kroku 2 sme mohli na ceste v prefixe vytvorit novy sttok. Preto sutok, ktory sme
nasli v kroku 2 uz nemusi byt prvy. Opomenutie tejto situdcie by viedlo k vytvoreniu
cyklu [4]. V kroku 4 prepocitavame triedy ekvivalencie, pretoZe jazyky prislichajice
stavom v prefixe sa zmenili. Tento krok moze viest k ndjdeniu mensieho automatu.

V pripade, Ze sa nemozeme spoliehat na utriedenie vstupnej mnoziny je tazsie
spojif proces pridavania slova s minimalizaciou. Casto je vsak efektivnejsie pouzit
algoritmus opisany vysSie, nez triedif vstupné data, alebo oddelit budovanie slov-
nika a minimalizaciu do dvoch samostatnych faz. Porovnanie algoritmov pre najdenie
miniméalneho acyklického kone¢ného automatu je mozné néjst v [3].

15



Kapitola 4
Algoritmy na NKA

Hlavnou motivaciou pre pracu s nedeterministickymi konecnymi automatmi je mani-
pulécia s regularnymi vyrazmi [16]. Reguldrne vyrazy poskytuji vhodnt notéciu pre
regularne jazyky v textovom prostredi, zatial, ¢o kone¢né automaty st vhodnejsie ako
datova struktira pre programovacie ucely. V praxi tym vznika nasledujici problém.

Problém: K danému regularnemu vyrazu r najst DKA, ktory akceptuje jazyk popi-
sany vyrazom 7.

Tento problém budeme zapisovat ako RV — DK A. RieSenie pozostava z dvoch
krokov. K reguldarnemu vyrazu najdeme NKA a k tomu zostrojime ekvivalentny DKA,
t.j. RV — NKA — DKA. Strucne sa pozrime na oba podproblémy.

1. RV - NKA
Prvé algoritmy riesiace tento problém mozno néjst v [27, 25]. Tieto algoritmy
st pomerne efektivne. Z druhého podproblému ale vyplyva, Ze je nutné hladat
optimalnejsie riesenia. Népliou tejto kapitoly je uviest doterajsie vysledky.

2. NKA— DKA
Rabin a Scott vo svojom ¢lanku [25] popisuji ako transformovat NKA na
DKA. Pre NKA s n stavmi dostaneme ekvivalentny DKA s najviac 2" stavmi.
Moore[20] neskor ukézal, Ze tato hranica je tesna. To znamend, Ze existuju re-
gularne jazyky a k nim NKA s n stavmi, ale ich minimalne DKA maja radovo
2" stavov.

.....

.....

ho potrebujeme ulozit do pamite. Uz pre malé n je velky rozdiel v tom, ¢i skladujeme
2" alebo 2" stavov. Preto je vyhodné za¢inat z ¢o najmensieho NKA.

Budeme sa zaoberat prvym podproblémom. Uvedieme algoritmy, ktoré pouzivaju
rozny pristup k jeho rieseniu. Cielom vZzdy bude dopracovat sa k ¢o najmensSiemu
NKA pre zadany regularny vyraz.

Tento problém je podobny problému z ¢asti 3.2. Jeho rieSenie by sme mohli rozdelit
opéif na ¢ast najdenia nejakého NKA pre regularny vyraz a na ¢ast minimalizacie tohto
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NKA. Tento postup budeme bliZsie popisovat v ¢asti 4.2. Celkové rieSenie potom bude
mat nasledujicu struktaru:

RV — NKA — maly (n-stavovy) NKA ") DKA — minimalny DKA.

Iny pristup pouziva priamu konstrukciu. Z regularneho vyrazu zostrojime ¢o mozno
najmensi NKA v jednom kroku. Zndme vysledky prinesieme v ¢asti 4.3.2. Struktiru
rieSenia mozno popisat takto:

RV — maly (n-stavovy) NKA ") DKA — minimalny DKA.

4.1 Minimalizacia NKA

Definicia 4.1.1. NKA A = (K, X, 4, qo, F') je minimdlny, ak pre kazdy NKA A’ =
(K',% 0, qh, F') plati: L(A) = L(A") = |A'| > |A].

Problém: K danému NKA ndjst miniméalny NKA, ktory akceptuje rovnaky jazyk
ako dany NKA.

Zatial, ¢o pri DKA sme mali jasny ciel v podobe unikdtneho miniméalneho au-
tomatu, pri nedeterministickych automatoch takd vyhodu nemame. Moze existovat
niekolko réznych minimalnych NKA akceptujtcich jeden jazyk. Co je vSak horsie,
nepozname polynomialny deterministicky algoritmus ako najst minimalny NKA pre
dany jazyk. Problém najdenia minimalneho NKA je PSPACE-tplny a teda je povazo-
vany za velmi tazky. PresnejSie, nasledujuci rozhodovaci problém je PSPACE-tplny
[15]:

Vstup: DKA A a celé ¢islo k
Otdzka: Existuje NKA s najviac k stavmi akceptujici L(A)?

V schémach, ktoré sme uviedli vyssie teda popisom maly (n-stavovy) NKA ne-
myslime skuto¢ne minimalny NKA, ale rozumne maly. Taky, na ktorého najdenie
pozname efektivny algoritmus.

4.2 Redukcia velkosti NKA

V tejto Casti vychddzame z ¢lanku [18] a z niektorych jeho referencii [12, 13, 17].

Pridanim nedeterminizmu do kone¢nych automatov sa zmenia niektoré ich pekné
vlastnosti. Pocet stavov uz nebude o automate vypovedat tolko ako pri deterministic-
kom modeli. Do miery zloZitosti pre NKA je vhodné zahrnit pocet prechodov, pretoze
prave to udava kolko miesta potrebujeme aby sme mohli automat ulozit (napriklad
do pamite pocitaca). Podobne ako pre DKA (definicia 2.1.10) definujeme velkost pre
NKA.

Definicia 4.2.1. Velkost NKA A definujeme ako |A| = |K| + ||, kde |d| je pocet
prechodov.
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Pre velkost NKA sa pouzivaju rézne definicie. My budeme v tejto ¢asti pouzivat
definiciu 4.2.1, rovnako ako autori ¢lanku [12]. Spajanim stavov sa snazime velkost
automatu zmengsit. Myslienka postupu je podobné tej, ktorti sme uviedli v ¢asti 3.2.
Vtedy sme povazovali dva stavy za ekvivalentné ak k nim prislichajice jazyky boli
zhodné. To bolo prave vtedy, ked z nich viedli prechody na rovnaké primena do ekvi-
valentnych stavov a boli oba bud akceptacné alebo neakceptacné.

V nedeterministickom pripade mame mnozinu stavov, do ktorej veda prechody z
jedného stavu na jeden zvoleny symbol. Budeme spajat také stavy, o ktorych vieme,
Ze st ekvivalentné(podla definicie 3.1.1), ale nie vSetky stavy vo vyslednom automate
budt podla pévodnej definicie neekvivalentné.

Budeme pocitat relaciu ekvivalencie = na stavoch daného NKA tak, Ze bude platit:
p=q = L(p) = L(q). Symbolom [¢]= budeme oznacovat triedu ekvivalencie, v ktorej
je stav ¢. Nech S je mnozina stavov, potom S/= = {[¢]= | ¢ € S} je mnozina tried.
Definujme = nasledovne: Vp,q € K :p=q &

L.pge FVpqgF

2. VaeX:(p=qg=4d(p,a)/==0(q,a)/=)

Stavy ekvivalentné podla definicie 3.1.1 volajme pre zrozumitelnost neodlisitelné
a stavy, ktoré su v relacii = volajme ekvivalentné. Nasledujuci obrazok ukazuje NKA,
ktory obsahuje neekvivalentné neodliSitelné stavy. Preto nie vSetky stavy, ktoré s
neodliSitelné mozu byt spojené pomocou takejto relacie.

REQ c e C
1 | {1 Ogikancs
2] | {2} y AW
3] | 13.4) Lo S Om"
5] | {9,10,12, 14} B, e T@
(6] | {6} (o] '
E };}13} N“j ”

’ ~ H-F , =
1] | {11} @@

Obr. 4.1: Na obrdzku vidime stavy 3 a 8, ktoré nie si ekvivalentné (pretoZe jeden je akceptaény a druhy nie). Rovnako
aj stavy 4 a 13 nie su ekvivalentné. Na zdklade toho 2 a 7 aj 2 a 11 su neekvivalentné. Preto stavy 1 a 6 nemoézu
byt v reldcii = aj ked L(1) = L(6) = {cd, ce, cdf, cef}.

Budeme hladat komplement relacie =:

(3p € d(p,a): (V¢ €(q,a): P £ ) =p#q (*)

Na zaciatku, rovnako ako pri algoritmoch na DKA, budu za neekvivalentné pova-
zované tie dva stavy, z ktorych jeden je akceptacny a druhy nie.
Teda V(p,q) € (K — F) x F : p # q. Ak v8ak pozndme dva neekvivalentné stavy
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[ | {1}

2] | {2,5}
3] | {3,6}
4] | {47}

Obr. 4.2: Stavy 4 a 6 su neekvivalentné, ale ich predchodcovia 2 a 5 su ekvivalentni.

r # s, nemdzeme ich predchodcov na zvoleny symbol a (podla inverznej tabulky
stavov) oznadit ako neekvivalentné stavy. Ukazuje to obrazok 4.2.

Hladanie tried #Z preto vyzaduje viac ¢asu, nez sme potrebovali pri algoritmoch
pre DKA. Aby sme prehlasili stavy za neekvivalentné, musime zistit, ¢i je splnend
podmienka (k).

= je sprava invariantné vzhladom na zadany NKA A. Vysledny automat
A== (K/=, 35, [q]=,0=, F//=), kde pre 0= plati: [¢]= € 0=([p]=,a) & q € 6(p, a).

Na redukciu poc¢tu stavov mozeme pouzit aj zlava invariantna relaciu =;,. Najprv
k A zostrojime automat A”. Automat A" je obrdateny k A = (K, X, 0, qo, F) a ziskame
ho tak, Ze v A oto¢ime vSetky prechody(zmenime orientaciu hran v grafe automatu)
a vymenime pociato¢ny stav s akceptaénymi. Formélne teda A™ = (K, %,0", F,{qo}),
kde g € 0"(p,a) < p € §(q,a). Do A" mbézeme potom pridat novy pociatoény stav a
viest z neho e-prechody do stavov z F'. Takto vzniknuty automat zbavime Standard-
nou konstrukciou e-prechodov a doplnime chybajtice prechody, ktoré budu viest do
nového neakceptacného stavu. Triedy =, ziskame tak, Ze na automate A" vypocitame
triedy reldcie =. Autori ¢lanku [18] v Casti 4 popisuju ako efektivne pouzivat tieto
dve relacie na zmensenie velkosti NKA.

V ¢lanku [2] sa na minimalizaciu miesto ekvivalencii pouziva ¢iastoéné usporia-
danie na stavoch: ¢ C p < L(q) C L(p). Obe techniky mozno pouzit pre fubovolny
NKA.

4.3 Konstrukcia NKA k regularnemu vyrazu

V praktickych aplikdciach ¢asto potrebujeme zostrojit koneény automat k danému
regularnemu vyrazu. Aj v pripadoch, kde potrebujeme zostrojit deterministicky ko-
necny automat postupujeme tak, ze najskor zostrojime nedeterministicky konecny
automat. Jedno rieSenie je zostrojit NKA, ktory pouziva e-prechody. Takyto automat
sa nazyva Thomsonov [27]. Zaujimavé su vSak konstrukcie, ktoré davaji NKA bez
e-prechodov, pretoZe sa s nimi vykonavaju lahSie niektoré operacie, ako napriklad
prienik jazykov alebo zistovanie prislusnosti slova do jazyka. Standardna konstrukcia
pre zostrojenie e-free NKA vyuziva pojem pozi¢ného automatu.
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4.3.1 Pozi¢ny automat

Pozi¢ny automat nezavisle objavili Glushkov [5] a McNaughton a Yamada [23].

Nech « je regularny vyraz. @ bude znamenatf regularny vyraz, ktory vznikol z
a ocislovanim vsetkych symbolov zo ¥ v poradi v akom sa v «a vyskytuja. Kazdé
pismeno dostane unikatny symbol podla svojej pozicie v oo. MnoZina pozicii pre vyraz
a je pos(a) = {1,2, ..., |a|s}, oznaéme posy(a) = pos(a) U {0}. Napriklad nech oo =
(a+Db)(abb+a)*, potom @ = (a1 4 by)(azbsbs +ag)*. Podobny sposob zapisu sa pouziva
aj pre odznadenie vietkych symbolov vo vyraze, teda @ = a.

Na zostrojenie automatu dalej potrebujeme definovat nasledujtce tri zobrazenia.
Pre regularny vyraz a a i € pos(«) definujeme:

first(a) = {i|aw € L(a)}
last(«) {i | wa; € L(a)}
follow(a,i) = {j|uaav e L(a)}
Rozsirime zobrazenie follow na follow(a,0) = first(a).
_— y _ [ last(a) ak ¢ ¢ L(a)
Dalej polozme lasty(a) = { last(a) U {0} ak &€ L{a)

Pozicny automat pre regularny vyraz « je
Apos(@) = (poso(@), L, 0pos, 0, lasty(a))
kde
J € Opos(i,a) & j € follow(w, i) A a = @
Na obrazku 4.3 je priklad pozi¢ného automatu z [17].

a
3
first(ce) = {1, 2} \(,'“QJ{._ -
ast(0) = {1,2,3,4,5,6) =

follow (o, 7)
3.4.6]
{3,4,6)
(3,4, 6}
{3,4, 5,6}
{3,4, 5,6}
{3,4,6)

O L0 BD |

Obr. 4.8: Poziény automat Apos(a) pre a = (a + b)(a* + ba™ + b*)*

V [5] a [23] je ukdzané, Ze L(a) = L(Apos()). Poziény automat mé vzdy |af + 1
stavov a vSetky prechody vchadzajice do jedného stavu st oznacené rovnakym sym-
bolom. Tieto vlastnosti sa vyuzivaji v algoritmoch na néjdenie Specifickych refazcov
v texte, pretoze tieto retazce sa zadavaju pomocou regularnych vyrazov. A,,s(«) sa
dé skon$truovat v kubickom ¢ase pomocou induktivnych definicii zobrazeni first,
last a follow. V [1] je ukdzané, ako vytvorif tento automat v kvadratickom case.
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4.3.2 Maly NKA z regularneho vyrazu

V ¢lanku [11] je pouzity iny pristup. Z reguldrneho vyrazu je priamo skonstruovany
automat, ktory akceptuje jazyk definovany danym vyrazom. Autori pritom dokazuju,
ze vzniknuty automat je "maly”. Ako miera zlozitosti pre NKA je pouzity pocet
prechodov, teda |A| = |4]. ”Maly” automat budeme vnimat ako automat, ktory ma
malo prechodov, pricom o pocet stavov sa nestarame.

V predchadzajiucej casti sme sa oboznamili s poziénym automatom. Algoritmy
prezentované v [11] je mozné vnimaf ako pravu pozi¢ného automatu. Najprv pre
kazdy jeho stav vytvorime niekolko képii. Kazda képia stavu bude mat rovnaké vcha-
dzajuce prechody ako povodny stav. Vychadzajice prechody povodného stavu buda
medzi neho a jeho kopie rozdelené. Potom spojime stavy s rovnakymi prechodmi
veduce do rovnakych stavov.

Poziény automat ale explicitne zostrojovat nemusime. V skutocnosti budeme upra-
vovat zobrazenie follow. Predpokladajme Ze mame zadany vyraz o a pozname zo-
brazenia first, follow a last. Pre kazdé i € pos(a) sa snazime rozdelif mnozinu
follow(w, i) na niekolko podmnozin. Tieto podmnoziny budd reprezentovat stavy
nového automatu. Kazda podmnozina C' bude zodpovedna za prechody z pé6vodného
stavu do prvkov mnoziny C. Teda ak follow(a,i) = C; U Cy U ... U Cy a poziény
automat bol v stave ¢ potom novy automat bude v jednom zo stavov, ktoré repre-
zentuji mnoziny C;. Nech v pozicnom automate vedie prechod z i do 7 € Cj a
follow(a,i') = C1UCHU...UC},. Potom v novom automate bude viest prechod na
rovnaky symbol z C; do C7, pre vietky 1 < j < k'

Jedna podmnozina C' sa mdze vyskytovat v niekolkych dekompozicidch réznych
follow mnozin. Preto autori ¢lanku hovoria o ”spolo¢nych” mnozinach. Formalne
teraz zadefinujeme takyto systém aj pojem dekompozicie.

Definicia 4.3.1. Nech « je requldrny vyraz a pos(a) je mnoZina jeho pozicii. Systém
spolocnyjch follow mnoZin (system of common follow sets, skratene systém CFS) pre
a je dany dekompoziciou dec(i) C 2P(*) pre kaZdé i € pos(a). Pricom pre kazdé
i € pos(a) must platit

dec(i) # 0 a follow(a,i) = U C.

Cedec(i)

Skupina spolo¢nych follow mnoZin (skupina CFS) C priradend k tomuto systému je

C ={first(a)} U U dec(i

i€pos(a)

Automat A priradeny k tomuto systému (CFS automat) je A = (K, X%, 6, qo, F) kde

K =Cx {0,1}, qoz{ gz:zg ; 1; Zz i;égg F=Cx{l}a

(C", f) € 6((C, f), (a)i) VieC, fe{0,1},C" € dec(i),
kde fi =1 aki € last(a) a f; =0 ak i & last(w).
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V ¢lanku [11] je ukazané, ze CFS automat pre dany vyraz « akceptuje prave jazyk
dany vyrazom «. Zlozitost (v tomto pripade pocet prechodov) CFS automatu zavisi
od CFS systému, na ktorom je automat postaveny. Nasa snaha smeruje k najdeniu
takého CFS systému, ktory dava maly automat.

Regularny vyraz ako strom

Regularny vyraz mozeme reprezentovat stromom. Listy stromu buda symboly vy-
skytujuce sa vo vyraze. Vnutorné uzly budua obsahovat operacie, ktoré sa vo vyraze
vyskytuji. Jeden vrchol (list alebo vnatorny uzol) reprezentuje podvyraz. Pojmy wvr-
chol a podvyraz budeme teda pouzivat v rovnakom vyzname.

Nech a je regularny vyraz, jemu prislichajtci strom budeme oznacovat t,. Nech
B a vy st podvyrazy a. Ak koreil ts je otec korena t., znacime root(tg) < root(t,)
(alebo tiez § < ), potom 7 je podvyrazom vyrazu (3.

Ked méme strom t,, jeho podstromom budeme rozumiet podgraf, ktory je strom.
Teda ak t je podstrom t,, t moze byt aj jednoduché cesta. Pre podstrom ¢ budeme
znadit ako pos(t) pozicie, ktoré sa v podstrome vyskytuju, t.j. pozicie listov stromu ¢
v celkovom vyraze. Ak koren ¢ je podvyraz (5 potom pos(t) C pos(3) (rovnost nastava
ak t je cely podstrom pod ).

Obr. 4.4: Strom reprezentujici vyraz o« = (a + b)(a* + ba* 4+ b*)*. Poziény automat a zobrazenia follow, first a last
pre rovnaky vyraz su na obrazku 4.3.

Teraz uvedieme induktivne definicie zobrazeni first, last a follow, aby si Cita-
tel mohol urobit predstavu, ako tieto zobrazenia stvisia so stromovou reprezentaciou
regularneho vyrazu.

first(0) = 0

first(e) = 0

first(a) = pos(a) pre a € ¥
first(6+v) = first(f)Ufirst(y)
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Pravidla pre last ziskame tak, Ze v horeuvedenych pravidlach vymenime first za

last. Dalej plati

‘ [ first(9) ak ¢ ¢ L(B)
first(fy) = { first(f) Utirst(y) ak &€ L(f)
last(vy) ak & ¢ L(v)
last(f0y) = { last(3) Ulast(y) ak z € L(z)

follow(a,i) = 0 prea € X

. [ follow(B,i) ak i€ pos(f)
follOW(/G + 7)2) - { follow(fy7z> ak Z € pOS(’)/)

follow(3,1) ak i € pos(f) — last(f)
follow(fvy,i1) = ¢ follow(f3,i) U first(y) ak i€ last(f)
follow(y,1?) ak i€ pos(7y)
. | follow(f,1) ak 1 € pos(f) — last(f)
follow(f",i) = { follow(f,i) U first(8) ak i€ last(f)

Stromové reprezentécia ndm pomdze pri ziskavani follow(c, ) tak, Ze budeme
prechadzat v strome t, od listu ¢ az ku koremiu a budeme za istych okolnosti, ak
i € last(f) pre nejaky podvyraz 3, pridavat first(f) do follow mnoziny pre i.
Definujme funkciu next, aby sme mohli pridavanie prvkov do follow mnoziny for-

malizovat. Pre podvyraz [ vyrazu a poloZzme

G ak [ je syn podvyrazu 3* v t,

next() = ¢ v ak g je syn podvyrazu By v t,
e inak
Polozme first(e) = () aby sme ziskali nasledujiice tvrdenie, cast 1.

Tvrdenie 4.3.1. Nech «a je reguldrny vyraz a i € pos(a). Predpokladajme, Ze vijraz
a je reprezentovany stromom t, a Ze 3 a vy su podvyrazy vyskytujice sa ako vrcholy
v ty. Potom plati:

1. follow(f3,i) =U 4.5 first(nezt(s)).

i€last(B’)

2. Ak B < v, potom first(next(y)) C pos(f3).

3. Ak B =< 7, potom last(f) N pos(y) = last(y) alebo last(H) N pos(y) = 0.
Rovnaké tvrdenie plati aj pre first miesto last.
Takto sme ziskali popis follow(f3,1), ktory moze byt rozsireny na lubovolny pod-
strom t stromu t,, nasledovne
follow(t,i) = pos(t) N U first(next(3)).
B! =root(t)

i€last(B’)

Odtial mame follow(tg,i) = follow(/3,4) pre vyraz 5 a i € pos([3).
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Najdenie CFS automatu

V [11] je prezentovanych niekolko sposobov ako vypocitat systém CFS, ktory dava
maly CFS automat. Popiseme teraz najjednoduchsi z nich. Idea spoc¢iva v rekurzivnom
poc¢itani mnozin C(t) C 2P°*®") a dekompozicii dec(i,t), pre niektoré podstromy ¢
stromu ¢, pricom pre nejaké i € pos(t) musi platit:

dec(i,t) C C(t) a follow(t,i)= [ J C

Céedec(i,t)

Ak st tieto dve podmienky splnené, hovorime, ze dekompozicia dec je vhodnd pre
t ai € pos(t). Pre cely strom t, potom podla tvrdenia 4.3.1 dostavame

follow(a,i) = follow(t,,i) = U C pre i € pos(a).
Cedec(i,ta)

Ked sa ndm podari najst C(t,) a dec(i,t,), dostaneme takyto CFS systém

C = {first(a)} UC(t,) a dec(i) = dec(i,t,) pre i € pos(a).

Dekompoziciu dec(i, t,) vhodnt pre vSetky i € pos(t,) budeme hladat induktivne.

1.

Pre jednoduchy strom ¢, ktory obsahuje jediny list s poziciou ¢ je jednoduché
najst vhodnt dekompoziciu. Jedna z moznosti je polozit

dec(i. ) = { é{z}} iaI];{alE{lv € t,y #root(t) i € last(y) N first(next(y))

. Predpokladajme teda, Ze pre strom t s koreriom (3 plati |¢| > 1. Nech ¢; je pod-

strom stromu ¢ pod nejakym vrcholom (3; a ty je zvysok stromu ¢ po odstraneni
t1. Ak i € pos(t1) a dec je vhodna pre t; a i, potom

o dec(i,t;) UC, ak i€ last(f)
dec(iy 1) = { dec(i, t1) inak,
kde
C1 = pos(t) N U first(next(7y))
B=v=p1

last(y)Npos(By)=last(B;)

je vhodna pre t a i. Podobne i € pos(ts) a dec je vhodnd pre ty a i, mdzeme
polozit

o dec(i, ta) UCy  ak first(f;) C follow(a, 1)
dec(i,t) = { dec(i, t3) inak,

kde
Cy = pos(t) N first ()

a ziskat tak vhodni dekompoziciu pre t a i.
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Nasledujuci algoritmus, pozostavajuci z krokov 1 az 5, dostane ako vstup podstrom
t stromu t, a vypocita dec(i,t) pre kazdé i € pos(t).

1. Ak |t| = 1, vypocitame dekompoziciu podla pripadu 1 vyssie.
2. Ak |t| > 1, vykondme nasledujice kroky.

3. Od vrcholu root(t) smerom dole budeme hladat vrchol 3; a jemu prisltchajtci
strom t¢; tak, aby platilo % < || < %

4. Rekurzivne volame tento algoritmus pre stromy t; a to, kde 5 je zvySok stromu
t po odstraneni t;.

5. Pre kazdé i € pos(t) ziskame dec(i, t) podla pripadu 2 vyssie.

Autori ¢lanku [11] dokazuju, Ze vysSie uvedeny algoritmus vypocita taky systém
CFS, Ze CFS automat zostrojeny k tomuto systému podla definicie 4.3.1 ma najviac

6n — 2 stavov a priblizne
6

(logy 3/2)?

prechodov. Dalej uvadzaju ako zlepsit tento algoritmus tak, aby vysledny automat
mal najviac 2n — 1 stavov a

n(log n)?

4

(log, 3727108 ™°

prechodov.
Hagenah a Muscholl [6] ukédzali implementéciu tohto algoritmu, ktord bezi v case
O(n(log n)?).
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Kapitola 5

Miery nedeterminizmu

Citatel, ktory méa prehlad v tedrii jazykov, urcite vie, Ze pre niektoré vypoétové mo-
dely pridanie nedeterminizmu znamend zvysenie vypoctovej (akceptacnej) sily. Takym
modelom st napriklad zasobnikové automaty. Casto sa tiez stretneme s tym, Ze ne-
determinizmus pomaéha znizit vypoctova zlozitost. Jeden z najznamejsich otvorenych
problémov tedrie jazykov a automatov je, ¢i pridanie nedeterminizmu do turingovych
strojov poméha znizif ¢as vypoctu viac ako polynomiélne. Nedeterminizmus moze tiez
pomoct znizit pamétové naroky na vypocet (t.j. ak sme v deterministickom modeli
potrebovali pre vstupy dlzky n pamit S(n), pridanie nedeterminizmu moze sposobit,
ze nam bude stacit o(S(n)) paméite).

Uz pri zavedeni nedeterminizmu do kone¢nych automatov Rabin a Scott ukazali,
ze to nezmeni ich vypoctovi silu. Kedze ¢as vypoc¢tu DKA na slove w je zhora ohra-
ni¢eny jeho dlZkou, nedeterminizmus v tejto oblasti nemdze pomdct. V konecnych
automatoch pouzitd pamif pre slovo w dokonca ani nezalezi od jeho dlzky (je vidy
konstantnd), takze ani na tento zlozitostny aspekt neméa nedeterminizmus v KA vplyv.

V kapitole 4 sme uz spominali, Ze existuju regularne jazyky, ktoré sa daja ak-
ceptovat NKA s n stavmi, ale ich minimalne DKA maja 2" stavov. Toto je presne
to miesto, na ktorom ndm nedetrminizmus poméha. Jeho sila sa prejavila v popisnej
zlozitosti. Aby sme mohli urcitf, ¢o sposobuje tento dramaticky (t.j. exponencialny)
rozdiel, mali by sme zistit vzfah medzi mnoZstvom nedeterminizmu a po¢tom stavov.
Najskor vSak potrebujeme vediet ako budeme nedeterminizmus v KA merat.

Za velkost automatu A budeme povazovat pocet jeho stavov a budeme pouzivat
oznacenie |A|. Pre kazdy regularny jazyk L budeme ako s(L) oznacovat velkost mi-
nimalneho DKA pre L a podobne ns(L) bude oznacovat velkost minimalneho NKA
pre L.

Pre NKA A a vstup = bude T4, oznacovat strom vsSetkych vypocétov A na z.
Nejednoznacnost A na x je pocet akceptacnych vypoctov A na x (v strome T4, je to
pocet akceptacénych listov). Ak nejednozna¢nost A je 1 pre vsetky z(€ L(A)), potom
hovorime, ze A je jednoznacny. Ako uns(L) (unambigous nondeterministic size) ozna-
¢ime velkost miniméalneho jednoznatného NKA(UNKA), ktory akceptuje L. Ak ma A
nejednoznacnost najviac k pre vSetky vstupy, potom ho volame k-nejednoznacny a ako
nsi(L) oznac¢ujeme velkost minimalneho k-nejednoznaéného NKA | ktory akceptuje L.
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Stupen nedeterminizmu meriame nasledovne. Pre kazdy vstup x € ¥* a pre kazdy
vypocet C' automatu A na z definujeme advice(C) ako pocet nedeterministickych
rozhodnuti pocas vypoctu C. V strome T4, je to pocet vrcholov na ceste C, ktoré
maji viac ako jedného syna. Dalej

advice 4 (x) = max{advice(C) | C je vypocet automatu A na x}

a advicea(n) = max{advices(n) | © € ¥"}.

Pre kazdé « € ¥* je leafa(x) poCet listov v strome Ty, a
leafa(n) = max{leafa(z) | x € X"}.

Stupeni nejednoznacnosti ambiga(n) = max{ambigs(z) | x € ="}, kde ambiga(z)
je pocet akceptacnych listov v strome Ty ,.

5.1 Vztahy medzi mierami
V tejto kapitole sa opierame o pracu [10]. Z nej cerpame aj nasledujice vysledky.
Tvrdenie 5.1.1. Pre kazdy NKA A plati jeden z nasledujicich vztahov:

1. advicea(n) < |A] aleafa(n) < |A[IA

<
>

2 —1aleafs(n) > 2 —1

2. advice(n) ] [A]

Dokaz. Druhy pripad nastéava ak v A je dosiahnutelny stav ¢, ktory lezi v cykle a
ma dva vychadzajice prechody na rovnaky symbol, pricom jeden z nich smeruje do
cyklu. Potom existuje vstup dizky n, ktorého vipocet bude tymto cyklom a teda aj
stavom ¢ prechadzat. Ak taky stav v A nie je, potom kazdy stav s nedeterministickym
rozhodnutim je prejdeny najviac raz pre kazdé slovo teda plati vztah 1. O

Stav g nazyvame absolitne zamietaci, ak L(q) = (). Teda ak sa raz vypocet ocitne
v tomto stave, uz nemoze nastat akceptovanie.

Tvrdenie 5.1.2. Pre kazdy NKA A s najviac jednym absolitne zamietacim stavom
platt
leafa(x) < ambiga(|x| + |A]).|x|.|A] + 1 pre kaZdé .

Tvrdenie 5.1.3. Pre kazdy NKA A s najviac jednym absolitne zamietacim stavom
platt
advices(n),ambiga(n) < leafas(n) < O(ambiga(n).advicea(n)).

Pre kazdy taky UNKA plati advicea(n) = O(leafs(n)).
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Kapitola 6

Z.aver

V préci sme priniesli vysledky o popisnej zlozitosti kone¢nych automatov, ktoré maju
tak prakticky, ako aj teoreticky vyznam. Citatel sa dozvedel o niektorych problémoch,
ktoré sa riesia pomocou kone¢nych automatov.

Medzi najzakladnejsie a najstarsie problémy z oblasti zlozitosti konecnych auto-
matov patri hladanie miniméalneho DKA. Algoritmus s najlepSou zndmou ¢asovou
zlozitostou, rieSiaci tento problém [7], sme priniesli v ¢asti 3.1. Deterministickymi au-
tomatmi sme v dalSej ¢asti implementovali slovniky, t.j. ukdzali sme sposob ako néjst
acyklicky automat pre kone¢ni mnozinu slov.

V kapitole 4 sme sa zaoberali problémami, ktoré stvisia s regularnymi vyrazmi.
Najprv sme uviedli zname vysledky o minimalizacii NKA spolu s algoritmom na
¢lastoéni minimalizaciu. Potom sme ukéazali, ako k reguldrnemu vyrazu najst maly
NKA pomocou pozi¢ného automatu.

Poslednu ¢ast prace sme venovali mieram nedeterminizmu. Naznacili sme vztahy
medzi mnozstvom nedeterminizmu a poc¢tom stavov.

V oblasti zlozitosti konecénych automatov je stale vela otvorenych problémov, ktoré
by si zaslazili viac pozornosti. Niektoré z nich je mozné najst v [9].
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