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Abstrakt

People who like this sort of thing
will find this the sort of thing they like.
Abraham Lincoln, in a book review

V tejto praci sa zaoberame vizualizdciou stromovitjch datovych struktar, presnejsie vyhla-
dévacich stromov. V prvej ¢asti uvddzame prehlad bindrnych vyhladévacich stromov, vyvéazenych
stromov (AVL-strom, 2-3-strom, B-strom, éerveno-¢ierny strom, A A-strom), zndhodnenych metéd
(skip list, treap) a vyhladavacich stromov s amortizovanou zlozitostou (GB-strom, splay strom).
V druhej c¢asti sa venujeme vizualizacii tychto datovych Struktar — popisujeme vytvoreny program
a jeho implementéaciu.

Vysledkom prace je prehlad vyhladdvacich stromov a Java applet prilozeny na CD, tiez pri-
stupny cez internet na adrese

http://people.ksp.sk/ kuko/bak/

Kltéové slova: datové struktury, vizualizdcia, vyhladavacie stromy, vyvaZené stromy.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Zakladné pojmy

We will occasionally use this arrow notation
unless there is danger of no confusion.
Ronald Graham

8§ Notacia. Logaritmy lg, log a In st postupne logaritmy pri zéklade 2, 10 a e. Znakom A
oznacujeme smernik null (nendjdeny vrchol, koniec zoznamu, prazdny strom a pod.).

V programoch pouzivame jazyk C s malymi typografickymi tpravami. Test rovnosti zna¢ime
=, priradenie je «. Ak i je celé &islo, potom ++i je vyraz, ktory zvysi ¢ o 1 a vrati tito hodnotu.
Vyraz i++ najskor vrati hodnotu i, potom ju zvysi o 1. Obdobne i-- a ——¢ znizi hodnotu i o 1.
Vyraz p 7 e : eg vrati hodnotu ey, ak p je pravda, inak es.

V programoch pouzivame vyluéne celoéiselny typ — int a pole celych ¢isel. Pole A[MAX] sa zac¢ina
¢islo inak pouzité v programe (tzv. strojové nekoneéno, moze to byt napriklad najviicsia hodnota,
ktora sa zmest{ do premennej typu int).

Kazdy prikaz konéi bodkociarkou. Ak si,s9,...,8, st prikazy, potom aj { s1 s2 -+ sp }
je prikaz (presnejsie blok prikazov). Podmieneny prikaz sa v C zapisuje if (p) s; else sy kde p
je podmienka (ak p je celé ¢islo, tak p # 0 predstavuje pravdu a p = 0 nepravdu) a cast else je
nepovinna. For-cyklus mé tvar for (e1; es; e3) s — na zadiatku sa vykona inicializacia e, nasledne,
kym je e; pravdivé, sa vykonava telo s a vyraz eg. Napriklad for (f « 1,i « 2; i <n; ++i) f —
i - f; najskor f priradi 1 a 4 priradi 2; potom kym je ¢ < n prenasobuje f ¢islom i a zvySuje i.
Na konci teda v f bude faktoridl n. While-cyklus mé syntax while (p) s — kym je podmienka p
pravdiva, vykonava sa s.

Procediru p s argumentmi 1, ...,2z, typu ti,...,t, definujeme void p(t; z1,...,t, zn) {
telo procediry }. Funkciu f s ndvratovou hodnotou typu T (a rovnakymi argumentmi) definujeme
T f(t1 x1,...,tn x,) { telo funkcie }. Prikaz return e; vrati hodnotu e ako vysledok funkcie a
ihned ju opusti.

Casto tiez budeme vyuzivat preprocesor jazyka C. Direktiva #define id r, kde id je identifi-
kétor a r je retazec sposobi, ze kazdy vyskyt id v programe sa nahradi r. Existuje tieZ parametri-
zované verzia makra. Napriklad #define MIN(a,b) ((a) < (b) ? (a) : (b)) nahradi kazdy refazec
tvaru MIN(a,b) vyrazom vpravo. Napriklad ¢ «— MIN(2,1); sa nahradi « < ((2) < (1) 7 (2) : (1));.

Zavedieme nasledujice makra:
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Program 1.1 Makra

#define MAX 10000

#define FOR(7,a,b) for (int i = (a); i < (b); ++i)
##define REP(i,n) FOR(z,0,n)

##define ROF(i,b,a) for (int i = (b) — 1; i > (a); ——1i)

Teda FOR(%, a, b) s; vykona prikaz s pre vSetky (celé) i z rozsahu i € (a,b). FOR(, a, b) s; vykona
s pre tie isté ¢ ale v opa¢nom poradi (zhora nadol).

A safe but sometimes chilly way of recalling the past

is to force open a crammed drawer.

If you are searching for anything in particular you don't find it,
but something falls out at the back that is often more interesting.
James M. Barrie

§ Vyhladavanie. Jeden z dodleZitych problémov v informatike je organizacia a vyhlad4vanie
tdajov. Tento problém je velmi zaujimavy jednak z teoretického hladiska — ako rychlo vieme
vyhladdvat? kde st hranice? — jednak z praktického hladiska: programy totiz travia vela ¢asu prave
vyhladdvanim. Specidlne hladanie idajov podla kliéa sa ¢asto pouziva napriklad v databazovych
systémoch, pri konstrukcii kompilatorov, ¢i pri spractvani prirodzeného jazyka.

Majme mnozinu n tdajov. Budeme predpokladat, Ze stucastou kazdého zdznamu je polozka,
ktortt budeme volat klii¢. Budeme predpokladat, Ze zadznamy maj roézne klade, teda vieme ich
podla kli¢a jednoznacne identifikovat. Vyhladdvaci algoritmus dostane na vstupe klIa¢ k a jeho
tlohou je néjst zaznam, ktorého kla¢ je k. Na konci hladania moZzu nastat dve moznosti: ak
algoritmus nasiel dany zdznam, hovorime ze vyhladdvanie bolo ispesné; v opatnom pripade sa
zdznam s danym kliom v mnozine nenachadza (algoritmus vrati $pecidlnu hodnotu A) — v takom
pripade hovorime, Ze hladanie bolo netdspesné.

§ Klasifikacia vyhladavacich algoritmov. Vyhladdvacie algoritmy moZ%eme rozdelovat podla
niekolkych kritérii. Podla toho, ¢i sii ddta uloZené v operacnej pamiiti alebo v externej pamiiti,
delime vyhladévanie na interné a externé.

Podla toho, ako sa moZe menit subor vyhladdvanych dat rozliSujeme statické, semidynamické
a dynamické vyhladdvanie. Pri statickom vyhladdvani sa mnozina dat nemeni (alebo len velmi
zriedka), takZe sa snazime déata predspracovat, aby sme v nich mohli efektivne vyhladavat. Prog-
ram na CD so slovensko-anglickym slovnikom moze byt prikladom externého statického vyhla-
dévania. Pri semidynamickom vyhlad4dvani sa moZe mnozina dat zvidsovat, t.j. mdZeme pridavat
nové prvky. Napriklad kompilatory a assemblery si pocas prekladu potrebuju udrziavat tabulku
symbolov (napriklad pre kazda premenni jej typ, pre funkciu typ jej argumentov a vystupnej hod-
noty). V tomto pripade, ak kompilator narazi na deklaraciu alebo definiciu novej premennej alebo
funkcie, moze sa tabulka rozrastat. Naopak, ulozené symboly viiés§inou nepotrebujeme odstratiovat
(resp. v pripade lokdlnych premennych rusime celt datovi Struktiru). Mame tu teda priklad in-
terného semidynamického vyhladdvania. NajvSeobecnejSou metddou je dynamické vyhladavanie,
kde ocakévame, ze data sa budd menit: buda pribadaf nové data a naopak, iné data budeme
odstratiovat. Rozne databizové systému mozu sluzit ako priklad dynamického vyhladévania.

Tretie mozné delenie je na digitdlne vyhladédvanie a vyhladavanie porovndvanim, podla toho,
aky druh informdcii nés smeruje k hfadanému klt¢u. V prvom pripade st to jednotlivé cifry ¢isla,
jednotlivé zlozky vektoru, alebo jednotlivé bity v pocitacdovej reprezentécii kltica, v druhom pripade
sa riadime porovndvanim kltcov, t.j. informéciu, ktort ziskavame je vysledok porovnania: <, >,
alebo =.

The only place where success comes before work
is a dictionary.
Vidal Sassoon
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§ Problém slovnika. V prici sa budeme venovat abstraktnému détovému typu slovnik (dicti-
onary). Datova struktara D je slovnik, ak podporuje nasledujtce operacie:

e insert(D,x) do détovej struktary D vlozi zdznam x (ak v nej eSte nie je zdznam s danym

klu¢om),

e find(D, k) vrati (smernik na) zdznam z s klu¢om k, alebo §pecidlnu hodnotu A, ak sa taky
zdznam v D nenachadza,
e delete(D, k) vymaze zdznam s kliéom k z D,

kde kazdy zdznam x obsahuje polozku key(x) — kIué jedineény pre tento zdznam.
Vyznam operacii insert, find a delete sa d4 presne popisat pomocou axiomatickej sémantiky:
Nech ) oznacuje prazdny slovnik, definujeme:

e insert(insert(D,x),x’) = insert(D, x), ak key(x) = key(z'),

e insert(insert(D,x),x’) = insert(insert(D,z’), z), ak key(z) # key(x'),
o find(0,k) = A,

e find(insert(D,z), k) = x, ak key(x) = k,

e find(insert(D,x), k) = find(D, k), ak key(x) # k,

o delete(D, k) = 0,

o delete(insert(D,z), k) = D, ak key(x) = k

e delete(insert(D, ), k) = insert(delete(D, x), x), ak key(x) # k.

Iny nazov pre slovnik je asociativne pole (associative array, tiez map, a lookup table). Z progra-
matorského hladiska sa d4 totiz na slovnik pozeraf ako na zovSeobecnenie pola. Kym v oby¢ajnom
poli A prislicha é&slu ¢ € N nejaky objekt Ali], v slovniku D prislicha nejakému objektu k € K
nejaky objekt D[k] = find(D, k).
vat, aby sme cez slovnik mohli ,prechddzat® (iterovat). Nech s teda klice z Gplne usporiadanej
mnoziny (K, <), definujeme nové operacie

o minimum(D) vréati zdznam s najmensim klacom v D,
o mazimum(D) vrati zdznam s najvacsim klacom v D,

e predecessor(D,x) vrati predchddzajuci zdznam, teda zdznam, ktorého kIt¢ je najvacsi mensi
ako key(x),

e successor(D,x) vrati nasledujici zaznam, teda zdznam, ktorého kIG¢ je najmensi vaési ako
key(x).
Abstraktny datovy typ, ktory okrem slovnikovych operacii podporuje aj tieto, volame usporiadany
slovnik.
Navyse pre usporiadané slovniky moZzeme potrebovat tieto, trochu drastickejsie, operacie:

e join(Dy, Do) vréti slovnik D, ktorého zdznamy pozostdvaju zo vSetkych zdznamov D; a zo
v8etkych zdznamov Ds; predpokladdme, ze vSetky zédznamy z D; maji k¢ mensi ako vsetky
zdznamy z Do; oCakévame, Ze operacia zni¢i (uvolni pamit) Dy a D,

o split(D, ) rozdeli ddtova Struktiru na Dy, x a Dy tak, ze vSetky zdznamy v D; buda mat
kIG¢ mensi ako key(x) a vSetky zdznamy v Do budt mat kIaé vicsi ako key(z); operacia
teda vrati dvojicu (Dq, Ds), pri¢om zni¢i D.

Hoci hlavnym ciefom vyhladdvania je najst data prislichajice danému kItiéu, budeme vSetky
data okrem kltéa zanedbavatf. Cielom préace je ukézat spdsoby hladania klica a pevne verime,
ze ak ndjdeme k¢, podari sa ndm najst aj prislichajtice déta. V programoch preto budeme do
slovnika vkladat a vymazavat iba kluce.
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1.2 Implementacia slovnika

§ Jednoducha reprezentacia. Slovnik je abstraktny datovy typ. V terminoldgii objektovo
orientovaného programovania by sme mohli hovorit o abstraktnej triede alebo o interface. Slovnik
definuje iba podporované operacie, je vSak viacero moznych spésobov, akymi ho implementovat.

Asi najjednoduchsia implementécia je pomocou pola: Majme pole n zaznamov A dlzky MAX.
Novy prvok vlozime jednoducho (v ¢ase O(1)) na koniec:

int A[MAX], n < 0;
##define INSERT(k) if (n = MAX) OVERFLOW; else A[n++] «— k

v pripade, Ze n = MAX, nastane pretecenie. Jedna moznost, ako to rieSit, je zvolit MAX dostatocne
velké a uistit sa, Ze pretecenie nenastane (v takom pripade sta¢i A[n++] < k). Druhou moznostou
je pri pretedeni pole realokovat: alokujeme nové pole dvojnasobnej dizky (MAX « 2MAX), staré
pole tam prekopirujeme a uvolnime jeho pamét. V pripade, Ze pocet prvkov klesne pod stvrtinu
(n < MAX/4), modZeme pole realokovat spdf na poloviéna velkost. Touto technikou dosiahneme
amortizovanu ¢asovi zlozitost O(1) a pamétovi zlozitost O(n) (namiesto O(MAX)) v najhorSom
pripade. Vymazavanie je tiez jednoduché, dany prvok nahradime prvkom na konci:

##define DELETE(k) A[find(k)] — A[--n]

It's important to begin a search on a full stomach.
Henry Bromel

Na nestastie, insert a delete si v tomto pripade jediné efektivne operécie. Pri vyhladdvani
nam neostdva ni¢ iné ako prezerat postupne vSetky zdznamy, kym dany kIG¢ nendjdeme, alebo
neddjdeme na koniec pola (v tom pripade vieme, Ze zdznam s danym klt¢om sa v poli nenachadza):

#define A -1
int find(int k) { REP(i,n) if (A[i] = k) return i; return A; }

Ostatné operacie st pomalé podobne ako find: ¢i uz hlfaddme minimum, maximum, predchodcu
alebo néaslednika, neostdva nam nic¢ iné, len sekvenéné vyhladévanie.

Ak potrebujeme rychlo vyhladdvat, lepsia moznost je udrziavat pole utriedené:

Program 1.2 Implementécia slovnika pomocou utriedeného pola
void init() { A[0] < oo; n < 0; }
void insert(int x) { ++n; int ¢ — 0; while (A[i] < ) i++;
ROF(j,m,i) A[j + 1] « A[j]; Ali] < x; }
void delete(int k) { int p < find(k) FOR(j,p,n) A[j] — A[j +1]; -—n; }

Pri vkladani musime novému ziznamu ,spravit miesto* — ndjdeme miesto, kam novy zdznam
vlozit (while-cyklus; ten vzdy skonéi, pretoze sme pouzili zardzku oo na konci pola) a poénic
danym miestom posunieme vsetky zdznamy o 1 doprava (FOR-cyklus). Pri vymazavani posunieme
vietky prvky poéntic (i + 1)-vym dolava.

Priddvanie a vymazavanie je teraz zloZitejSie. Za odmenu vSak vieme rychlejsie vyhladavat.
Myslienkou bindrneho vyhladdvania je, Ze zac¢iname hladat v intervale (¢,r) a pozrieme sa na
stredny prvok A[m], kde m = [(£ +r)/2]. Ak A[m] = k, nasli sme hladany zdznam a sme hotovi.
Ak k < A[m], potom zjavne hladany klu¢ patri do prvej polovice, (¢,m), a ak A[m] < k, zjavne
patri do druhej polovice, (m,r), intervalu (¢,r). Takto sa ndm kazdym krokom zmensi hladany
interval na polovicu a preto staci O(logn) takych krokov.
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Program 1.3 Bindrne vyhladdvanie
int find(int k) {
int/—0, r—n-—1, m;
while (¢ <r) {
m«— |({+1)/2]; if (A[m] = k) return m;
if (Ajm] < k) L —m+1; else r —m —1;

return A;

}

Iny sposob ako implementovat bindrne vyhladdvanie pouziva napoly otvorené intervaly tvaru
(¢,7) a iba dvojhodnotové porovnanie (vysledok porovnanie je iba <, >, nie <, >, =):

Program 1.4 Binarne vyhladévanie pomocou dvojhodnotového porovnania
int find(int k) {
int £ — 0, r—n, m;
while (r — ¢ > 1) if (k < A[m «— [({ +71)/2]]) r < m; else L — m;
return (A[{] =k) 7 £ : A;

}

Netreba snad ani doddvat, ze v utriedenom poli st operacie minimum, mazimum, predecessor
a successor trividlne (jednoducho vratia prvky A[0], A[n — 1], A[i — 1], resp. A[i + 1]).

Treti mozny sposob je pouzit utriedeny obojsmerny kruhovy spdjany zoznam. Kazdy zdznam
posledného prvku je prvy a predchodca prvého je posledny prvok. Nevyhodou oproti predcha-
dzajlicemu rieSeniu je, Ze napriek tomu, Ze st prvky utriedené, jediny sposob, ako prechadzaf
Struktirou je pomocou smernikov, ktoré neumoznuji ndhodny pristup a teda ostédva nam iba
sekven¢né vyhladdvanie. Na druhej strane vyhodou je flexibilita zoznamu: v konStantnom dase,
prehodenim par smernikov (bez nutnosti postvat znaénu ¢ast pola), vieme vlozit novy zdznam me-
dzi dva dané zdznamy, vymazat dany prvok. Dokonca vlozit medzi dva prvky cely jeden zoznam
alebo vymazat usek prvkov vieme v O(1).

Tu si ukdzeme implementéciu zoznamu pomocou pola. Pole A obsahuje kltce, L a R obsahujt
index predchodcu, resp. néslednika. Volné policka aj L[ f] je volné policko — takto vieme rychlo najst
miesto, kam novy zdznam ulozif. Pri vymazéavani vlozime policko na zaciatok tohto zoznamu. Pri
programovani spdjaného zoznamu si treba dat vzdy pozor na Specidlny pripad prazdneho zoznamu;
tento problém sa da elegantne riesit technikou zarazky: priddme jeden prvok na zadiatok zoznamu,
ktory nebude predstavovat ziaden zdznam, ale bude pritomny, aj ked je zoznam prazdny (v nasom
pripade je to nulty prvok). Pomocné funkcia findgeq(k) ndjde najmensi prvok, ktory je viicési alebo
rovny k (vyuzivame ju v insert aj find; vdaka zardzke taky prvok vzdy existuje).

Program 1.5 Implementacia slovnika pomocou utriedeného obojsmerného kruhového zoznamu
int AMAX], L[MAX], R[MAX], avail, t;
void init() { REP(¢,MAX) L[i] < i+ 1; R[0] « L[0] < A; A[0] < oo; avail — 1; }
int findgeg(int k) { int ¢ — R[0]; while (A[{] < k) i < R[i]; return i; }
#define FIND(k) (A[t < findgeq(k)] =k 7 t: A)
void insert(int k) { int r — findgeq(k), i — avail; avail — L[i];
Al — ks R <73 L) < Lirl Lir] — RILET) < s )
void delete(int i) { R[L[i]] < R]i]; L[R[i]] < Lli]; Ali] < avail; avail — i; }

Nevyhodou obojsmerného spajaného zoznamu je, ze potrebujeme az dva smerniky na jeden
zéznam, zatial ¢o na pole ziaden; spajany zoznam je teda pamifovo naroc¢nejsi. Menej pamiite
potrebuje jednosmerny spdjany zoznam (jeden smernik na zdznam). Prehlad Gasovych zlozitosti
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jednotlivych implementécii je v Tabulke 1.1. Treba zvazit, ktoré operécie aplikicia vyzaduje a
podla toho vybrat vhodnu struktiru. Vo vSeobecnosti st vSak tieto riesenia pomalé a teda vhodné
len pre malé n.

spajany zoznam
pole jednosmerny™ obojsmerny’
netriedené triedené | netriedeny triedeny | netriedeny triedeny
insert O(1) O(n) 0(1) O(n) o(1) O(n)
find O(n) O(logn) O(n) O(n) O(n) O(n)
delete O(n) O(n) O(n) O(n) O(n) O(n)
minimum O(n) 0(1) O(n) 0(1) O(n) 0(1)
mazximum O(n) 0(1) O(n) 0(1) O(n) O(1)
predecessor O(n) 0(1) O(n) O(n) O(n) O(1)
successor O(n) 0(1) O(n) 0(1) O(n) 0(1)
join O(m) O(m) 0(1) 0(1) 0(1) 0(1)
split O(n) O(n) O(n) O(n) O(n) 0(1)

Tabulka 1.1: Porovnanie implementacii pomocou pola a spajaného zoznamu
* predpokladame, Ze mame smernik na zaciatok aj koniec zoznamu
 predpokladame Ze je to kruhovy zoznam

§ Efektivne reprezentacie. Efektivna implemntécia je pomocou vyhladavacich stromov, ktoré
popiseme v nasledujucich kapitolach a hasovanie. Na tomto mieste si len v kratkosti predstavime
druhtt metédu a porovnédme ju s vyhladdvacimi stromami.

HaSovanie je metdda digitalneho vyhladévania. Zékladnou myS$lienkou haSovania je pouzit fun-
keiu, ktord vypocita, kam uloZime prvok, resp. kde ho méame hladat. Konkrétne, nech K je mno-
Zina vSetkych klucov; haSovacia tabulka je pole T[MAX] spolu s haSovacou funkciou h : K —
{0,1,...,MAX — 1} (teda funkciou transformujicou klice na indexy do pola T'). V trividlnom pri-
pade, ak K = {0,1,... ,MAX — 1}, staéi za h zvolif identitu. V praxi vSak byva mnozina K prili§
velkd; v tom pripade je jednou z najjednoduchsich moznosti zobrat h(k) = k mod MAX (je dobré,
ak v tomto pripade MAX je prvodéislo nie blizko mocniny 2). Od dobrej hasovacej funkcie o¢aka-
vame, Zze bude jednoduchd, bude sa dat rychlo vypocitat a bude kluce distribuovat do tabulky
T rovnomerne. Moze sa staf, ze dva prvky = # 2’ sa zahaSuju na rovnaka poziciu h(z) = h(z’).
Takémuto javu hovorime kolizia. Existuje viacero sposobov, ako ju riesit, jednym z nich je pouZitie
spajanych zoznamov: prvky s rovnakou hasovacou hodnotou jednoducho zretazime.

Blizsie pojednanie o hasovacich funkcidch ¢i rieseni kolizii je nad ramec tejto prace. Porovnajme
vSak haSovacie tabulky s vyvazenymi stromami, ktoré opisujeme v nasledujicich kapitolach:

e HasSovacie tabulky s rychlejSie ako vyvazené stromy. Priemerné ¢asova zlozitost hasovacej
tabulky je O(1) (ak je haSovacia funkcia ,dobra“). V najhorSom pripade je to vak az O(n),
zatial ¢o vyvazené stromy garantuji zlozitost O(logn).

e Vyhladéavacie stromy zachovavaju usporiadanie klucov, takZe vieme efektivne hladat pred-
chodcu ¢ néslednika. Napriklad vypisanie prvkov utriedenych podla kltic¢a vieme s vyhla-
dévacim stromom v linedrnom ¢ase, zatial ¢o s hasovacou tabulkou nie. Ak je vyhladévanie

.....

.....

delit a spéjat. To s haSovacimi tabulkami nevieme.

Hasovacie funkcie st teda dobré volba, ak potrebujeme ,oby¢ajny“, neusporiadany slovnik. Ak
je v8ak dolezité usporiadanie prvkov podla klucov, spravna volba st vyhladévacie stromy.
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§ Slovniky v programovacich jazykoch. Slovnik je velmi délezity abstraktny datovy typ
a tak sa jeho implementacie nachiddzaju v mnohych programovacich jazykoch. Napriklad stan-
dardné kniZnica jazyka C++, Standard Template Library obsahuje triedy (presnejsie template)
set, multiset, map a multimap:

e set je usporiadand mnozina; podporuje operacie vkladania (insert), vymazéavania (erase) a
mnozinové operécie: test na inkldiziu (includes), zjednotenie (set_union), prienik (set_inter-
section), rozdiel (set_difference) a symerticka diferenciu (set_symmetric_difference)

e multiset je podobnd ako set, ale moze obsahovat aj viacero rovnakych prvkov,

e map je usporiadané asociativne pole; umoznuje vyhladavanie podla kltca, definuje tiez tzv.
iterdtor (,vylepSeny smernik*), ktorym sa dé prechddzat cez prvky v map

e multimap je podobné ako map, ale kIi¢ moze byt asociovany s viacerymi hodnotami.

Vsetky uvedené datové struktury st implementované pomocou vyvazenych vyhladdvacich stro-
mov (zvic¢Sa pomocou Gerveno-Ciernych stromov).

Program 1.6 Priklad pouzitia triedy map v C++

#include (iostream)
#include (map)
#include (string)
using namespace std;

int main() {
map(string, string) phone_book;
phone_book ["Sally Smart"] < "555-9999";
phone_book ["John Doe"] « "555-1212";
phone_book ["J. Random Hacker"| « "553-1337";

map(string, string) :: iterator curr;

for (curr « phone_book.begin(); curr # phone_book.end(); curr+-+)
cout & curr — first + "=" + curr — second <K endl;

return 0;

Viaceré jazyky maji zabudovani syntaktickii podporu pre asociativne polia. Moderné skrip-
tovacie jazyky (awk, Perl, tcl, Javascript, Python, Ruby) maji dokonca asociativne polia ako
zédkladny détovy typ (namiesto obyc¢ajného pola):

Program 1.7 Priklad pouzitia slovnika v Pythone
phonebook — {’Sally Smart’ : ’555-9999°,
>John Doe’ : ’555-1212°,
’J. Random Hacker’ : ’553-1337’}
for key in phonebook :
print key, phonebook [key]
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Kapitola 2

Binarny vyhladavaci strom

2.1 Strom — matematicka Struktiara

Trees like to have kids climb on them,
but trees are much bigger than we are
and much more forgiving.

Diane Frolov & Andrew Schneider

§ Usporiadany strom. Strom je suvisly acyklicky graf. Strom s n vrcholmi ma n — 1 hrén
a prave jednu cestu medzi Iubovolnou dvojicou vrcholov. Zakoreneny strom je strom T spolu s
vrcholom r = root(T), ktory nazyvame koreri. Ak v lezi na jedineénej ceste medzi vrcholom w
a koretiom r, potom v je predok (ancestor) w a w je potomok (descendant) v (ak v # w, je to
vlastng predok alebo potomok). Ak st navySe v a w susedné vrcholy, potom v je otec (father),
rodi¢ (parent) w, znacime v = p(w) a w je syn (son) alebo dieta (child) v. (V tejto analdgii sa
d4 veselo pokracovat: brata otca nazyvame striko (uncle), p(p(v)) = p?(v) je stary otec, p"1(v)
je ,pra’-stary otec® v; napriklad v mé bratratnca w z k-teho kolena, ak p**1(v) = p**+1(w), ale
p¥(v) # p*(w); brat je bratranec z 0-tého kolena).

Kazdy vrchol okrem korefia mé prave 1 rodica. Stuper (degree) vrcholu v (znacime degv) je
pocet jeho deti (v grafovej terminoldgii by to bol vstupny vrchol, ak by mal zakoreneny strom
hrany orientované smerom ku koreriu). Vrchol, ktory nemé deti (deg v = 0) volame konecényg vrchol
(terminal node) alebo Castejsie jednoducho list (leaf).

Hibku (depth) vrcholu v, d(v) definujeme ako dizku cesty z v do korefia 7. Teda d(v) = 0, ak
v = r je koreti a d(v) = d(p(v)) + 1 inak — vSetci synovia sit o 1 hlbsie ako je ich otec. Vrcholy
s rovnakou hibkou sti susedia a tvoria jednu troveri. Vysku (height) vrcholu v, h(v) definujeme:
h(v) = 0, ak v je list a h(v) = max,{h(w) | v = p(w)} + 1 inak. Teda listy si vo vyske nula a
vrchol je vzdy o 1 vyssie ako jeho najvyssi syn.

[ koren

jeho

otec
4 vrchol
P

@ jeho
synovia
Obr. 2.1: Terminolégia

11
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.....

vrcholom v a podstromom s korefiom vo vrchole v. Teda napriklad vyskou stromu 7', h(T") méme
na mysli vysku koretia tohto stromu, h(root(T)) a namiesto ,podstrom s korefiom vo vrchole v
budeme hovorit iba ,podstrom v*.

Nakoniec usporiadany strom je taky zakoreneny strom, v ktorom je poradie deti kazdého vr-

o

cholu dané (t.j. rozlisujeme prvého, druhého syna, atd)

§ Binarny strom. Bindrny strom (binary tree) definujeme rekurzivne: bindrny strom je bud
prdzdny (znacime A), alebo je to trojica T' = (Ty,r,Tr), kde T, a Tr su bindrne stromy. T}, a
Tr volame lavy a pravy podstrom, r je koren. Korene lavého a pravého podstromu v znac¢ime
left(v) a right(v) (ak je dany strom prazdny, potom left(v) = A, resp. right(v) = A). Otca vrcholu
v znacime p(v) (ak v nemd otca — je to koreni — p(v) = A). Ak left(v), right(v) # A, tak plati
p(left(v)) = p(right(v)) = v.

HIbku vrcholu v bindrnom strome definujeme rekurzivne: d(A) = 0, a d(v) = d(p(v)) +1. Vyska
vrcholu je h(A) = 0 a h(v) = max(h(left(v)), h(right(v)))+1. Pocet vrcholov podstromu s korefiom
v znalime size(v): size(v) = 0, ak v = A, inak size(v) = size(left(v)) + size(right(v)) + 1. Podet
vrcholov celého stromu budeme v celej praci znacit n.

Upozornujeme, ze je rozdiel medzi bindrnymi stromami a usporiadanymi stromami s maximal-
nym stupiiom 2: Ak mé vrchol iba jedného syna, v bindrnom strome rozliSujeme, ¢i je lavy alebo
pravy — to pri usporiadanych stromoch nerobime. Existuje v8ak vztah medzi bindrnymi stromami
a usporiadanymi stromami so stupnom 0 alebo 2.

§ Rozsireny binadrny strom. Pri analyze naSich algoritmov sa ndm bude viac hodit takato
definicia: RozSireny bindrny strom (extended binary tree, Knuth ho oznacuje ako b-strom) je ne-
prazdny usporiadany strom, ktorého kazdy vrchol ma stupein 0 alebo 2. Listy takéhoto stromu
volame externé vrcholy, zvy$né su interné (na obrazkoch budeme interné vrcholy budeme znadit
krazkami, externé Stvoréekmi). Definujeme velkost stromu T ako pocet externych vrcholov stromu
T. Velkost T znac¢ime |T'|. VSimnime si, Ze existuje bijekcia medzi bindrnymi a roz$irenymi binér-
nymi stromami: ak kazdému vrcholu v bindrnom strome pridame chybajiceho syna, dostaneme
rozsireny binarny strom. Naopak, ak rozsirenému bindrnemu stromu listy ,,ufikneme®, dostaneme
,obycajny“ binarny strom.

Podotknime, 7e hibku a vy$ku sme definovali tak, Ze spoloéné vrcholy binarneho a prislusného
rozsireného binarneho stromu majt podla oboch definicii rovnajt v§sku aj hibku. Preto nebudeme
rozliSovat medzi roz$irenymi a oby¢ajnymi bindrnymi stromami. Ak budeme hovorit o vrcholoch,
mame na mysli interné vrcholy.

Definujme externi vzdialenost v strome (external path length) E(T) ako sucet hibok vsetkych
externych vrcholov a podobone interni vzdialenost (internal path length) I(T) ako sucet hibok
v8etkych internych vrcholov. I(T') je teda stucet vzdialenosti vSetkych internych vrcholov od koreria
a I(T)/ size(T) je priemernd hibka (internych) vrcholov. Podobnt interpretaciu ma E(T).

Uplngj bindrny strom je strom, ktory ma vSetky trovne zaplnené, mozno az na poslednti, ktora
je zaplnend zlava. Tento strom mé najmensie E aj I.

§ Vztahy medzi definovanymi veli¢inami. Pre bindrne stromy sme definovali podet vrcholov
v podstrome v, size(v); pre rozsirené stromy sme definovali velkost |v|. Medzi tymito dvoma
veli¢inami je jednoduchy vztah: |v| = size(v) + 1. Stadi spoéitat hrany rozsireného stromu dvoma
sposobmi: Kazdy vrchol okrem koreria mé jedného otca, teda hran je |v|+size(v)—1 a naopak, kazdy
interny vrchol mé prave dvoch synov, teda hran je 2 size(v); odtial dostaneme |v| = size(v) + 1.

Dalej E = I + 2n, kde n je pocet (internych) vrcholov stromu. Ak T je tplny, potom I =

ioillgk] = |T|g — 2971 + 2, kde g = |1g|T]].

Ak definujeme hibku stromu d(7T") ako hibku najhlbsieho externého vrcholu, potom hibka
stromu sa rovnd jeho vygke — h(T) = d(T). V hibke d je maximalne 2¢ vrcholov. Plati: |T| <
2MT) teda h(T) > lg|T|. Kazdy strom ma vysku aspon [lg|T'|]. Pre tplné stromy navyse plati
IT| > 2MT) =1 teda h(T) = [lg|T|]. Uplné stromy nie st jediné také: posledna tiroveni moze byt
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zaplnend Tubovolne. Stromy, v ktorych |size(left(v)) — size(right(v))| < 1 volame dokonale vy-
vdZené. Vseobecnejsie, stromy, pre ktoré je h(T) = [lg|T|] voldme optimdine (iplné a dokonale
vyvéZené stromy st prikladom optimélnych stromov). Ak ¢ je konstanta, potom stromy vysky
h(T) <c-[lg|T|] voldme vyvdzené.

§ Viac-cestné stromy. Uvedené definicie sa daju rozsirit: Poziéng strom je zakoreneny strom,
kde kazdy vrchol m4 priradené kladné celé éislo, ktoré urcuje, kolkaty je to syn (ak niektoré
¢islo chyba, dany podstrom je prazdny). Poziény strom, s ¢islami < m voldme m-drny strom.
Rozsireny m-drny strom je usporiadany strom, ktorého kazdy vrchol méa 0 alebo m synov. |[v| =
(m — 1) size(v) + 1. V hibke d je maximalne m¢ vrcholov a teda h(T) > [log,, |T|], pre tplné

stromy nastava rovnost.

2.2 Reprezentacia stromov

§ Reprezentacia stromov v pocéitaci. Implementdcia bindrnych stromov je priamodciara:
kazdy vrchol obsahuje kIté, (pripadne data), smernik na lavého a pravého syna, pripadne, ak
potrebujeme, mozeme pridaf smernik na otca (ak niektory syn alebo otec neexistuje, smernik ma
ramovat bez neho, ¢ uZz postupom zhora nahol, alebo rekurzivne s pomocou zasobnika, v ktorom
st ulozené vrcholy na nejakej ceste od korena. NavySe potrebujeme jeden smernik, ktory ukazuje
na koreti; ak je to A, strom je prazdny.

My si ukédzeme velmi Sikovnu implementaciu v poli. Podobne ako v pripade spajaného zoznamu
buda volné miesta v spadjanom zozname. Nulté policko pouzijeme ako zardzku. Vyhneme sa tak
oSetrovaniu niekolkych $pecidlnych pripadov:

Program 2.1 Reprezentacia binarneho stromu v poli

#define A 0

int K [MAX], c[2][MAX];
#define L ¢[0]
#define R ([1]

##define ROOT R[A]

#£define LEFT L[A]

void init() { ROOT « A; REP(¢,MAX) L[i] «— i+ 1; }

int newv(int z) { int v « LEFT; LEFT « L[v]; K[v] < z; L[v] <« R[v] < A return v; }
void delv(int v) { L[v] < LEFT; LEFT « v; }

V poli k st ulozené kluce, v poli ¢ st indexy deti vrcholov; vdaka definicidm moZzeme pisat
jednoducho L[v] pre ¢[0][v] — lavého syna v a R[v] pre c[1][v] — pravého syna v (mohli sme zadek-
larovat priamo polia L a R, vyznam takejto implementécie sa objasni ochvilu). Pole p obsahuje
indexy otcov vrcholov. ROOT ukazuje na koreri stromu, LEFT je prvé volné miesto. Procedtra init()
inicializuje prazdny strom a zrefazi volné miesta do spajaného zoznamu. Funkcia newv() alokuje
nové miesto pre vrchol, ulozi ho tam a vrati jeho index. Procedira delv() naopak uvolni dané
miesto — zarad{ ho spét do spajaného zoznamu.

Podobne m-arne stromy vieme reprezentovat ,velkymi vrcholmi“ s polom c[m][MAX] deti. Ina
moznost je pouZit tzv. left-child, right-sibling (skratene LCRS) reprezentédciu: kazdy vrchol si
pamitd iba najlavejSicho syna a pravého brata. Inymi slovami, vSetci bratia st pospdjany do
spajaného zoznamu. Na tuto reprezentaciu stacia pre kazdy vrchol iba dva smerniky: L a R;
napriklad treti syn vrcholu v je R[R[L[v]]]. Posledny zo stirodencov mé R[w] = A; druhd moznost
je, ze kazdému vrcholu priddme jeden bit, aby sme vedeli rozoznavat najpravejSie vrcholy zo
surodencov a v takom pripade moézeme polozit R[w] = p(w). Z kazdého vrcholu teraz méme
pristup k otcovi tak, ze budeme nasledovat smerniky R, kym sa nedostaneme k najpravejSiemu
bratovi a jeho R-smernik ukazuje na otca.

Poznamenajme, Ze
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e tato reprezentacia poukazuje na bijekciu medzi bindrnymi a viaccestnymi stromami — viac-
cestné stromy sa daji kddovat ako binirne stromy,

e pre binarne stromy to znamena, %e vieme stromy reprezentovat pomocou 2 smernikov a 1
bitu na vrchol (namiesto troch smernikov; a pritom stale vieme v konstantnom ¢ase vypocitat
lavého, pravého syna aj otca; je to vSak za cenu zlozitejsieho kédu), pozri program 2.2,

e pre binarne vyhladavacie stromy, ktoré o chvilu definujeme sa vieme ,zbavit“ aj tohto jed-
ného bitu.

Program 2.2 Left-child right-sibling reprezentacia binarneho stromu
int K [MAX], [[MAX], r[MAX];
bool isRight[MAX];

#define L(v) isRight[l[v]] 7 A : 1[v]
#define R(v) isRight[l[v]] 7 l[v] : r[l[v]]
#define P(v) | = rlr[v]]

v) isRight[v] 7 v
void init() { r[A] < l[A] < A; isRight[A] — 1; }

§ Traverzovanie. Jednou zo zdkladnych operacii na stromoch je traverzovanie. Algoritmy, ktoré
manipuluji so stromami ¢asto potrebuji postupne prejst vSetky vrcholy stromu (napriklad vy-
pisanie, kopirovanie stromu, kreslenie stromu, pozri kapitolu 8). Existuji tri zdkladné rekurzivne

postupy:

e preorder — navstivime koren a potom postupne rekurzivne vSetkych synov,
e postorder — navstivime najskor rekurzivne vSetkych synov, nakoniec koren

e pre bindrny strom vieme definovat inorder, tiez symetrické usporiadanie — navstivime Tavého
syna, potom koren, potom pravého syna.

Preorder a postorder je vlastne prehladévanie do hibky, pri¢om v preorder vrchol spracujeme hned,
ako ho objavime, v postorder, az ked sa vraciame.
Napriklad strom na obr. 2.3 m4 preorder, inorder a postorder zapisy:
preorder 15 6 3 2 4 7 13 9 18 17 20
inorder 2 3 4 7 9 13 15 17 18 20
3

6
postorder 2 4 9 13 7 6 17 20 18 15

Program 2.3 Traverzovanie binarneho stromu

void traverse(int v) { if (—v)return;
preorder-visit(v); traverse(left(v)); inorder-visit(v); traverse(right(v)); postorder-visit(v);
}

Traverzovanie nam na vrcholoch definuje usporiadanie — mé zmysel hovorit, ktory vrchol bude
spracovany skor, ktory neskor, ktory vrchol spracujeme hned po alebo hned pred danym vrcholom.
Nés bude zaujimat najmé symetrické usporiadanie. Definujeme succ(v) = néslednik vrcholu v a
pred(v) = predchodca vrcholu v v symetrickom usporiadani (inorder),

.....

vrcholov. Inymi slovaml, pri klas1cke3 implementécii je viac ako polovica smernikov rovnid A —
odkazuji na prazdny podstrom. Toto miesto sa v8ak dé rozumne vyuzit: Ku kazdému smerniku
pridame 1 bit, ktory bude indikovat, ¢ je prislusny podstrom prézdny. Ak je podstrom neprazdny,
smernik bude ukazovat na koren prislusného podstromu tak, ako v jednoduchej reprezentécii. Ak
je v8ak prazdny, bude left(v) = pred(v), resp. right(v) = succ(v). Takuto reprezentaciu voldme
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Obr. 2.2: Prepleteny strom

prepleteny strom (threaded tree). Ak vyuZijeme iba smernik na pravy podstrom a left(v) nechdvame
A, ide o tzv. right-threaded tree.

Tato informécia ndm pomoze pri traverzovani; naslednika v inorder usporiadani najdeme jed-
noducho: Ak je pravy podstrom prazdny, smernik ukazuje priamo na naslednika; ak je neprazdny,
najdeme ,najlavejsi vrchol“ pravého podstromu, t.j. ideme raz pravym smernikom a potom, kym
sa d&, lavym. Vyhodou je rychlost, jednoduchost a hlavne, nepotrebujeme rekurziu alebo zasobnik
na to, aby sme presli v inorder usporiadani cely strom.

Poznamenajme, Ze ndslednika vieme hladat aj vtedy, ked mame smernik na otca: ak m4 vrchol
pravého syna, naslednik je najlavejsi vrchol pravého podstromu, ak ho nemé, néslednik je najblizsi
taky predok, ze dany vrchol sa nachddza v jeho pravom podstrome, teda budeme nasledovat
smerniky na otca, kym sa nestane, ze vrchol, z ktorého sme prisli je lavym synom.

2.3 Binarny vyhladavaci strom.
§ Definicia. Bindrny strom voldme bindrny vyhladdvaci strom (binary search tree, skritene

BST), ak pre kazdy jeho vrchol plati, ze vSetky klice v Tavom podstrome st mensie ako k¢ v
jeho koreni a ten je mensi ako vsetky kltde v pravom podstrome.

Obr. 2.3: Bindrny vyhladavaci strom

Minimum je ,najlavejsi* a maximum ,najpravej$i“ vrchol stromu — dostaneme sa k nemu tak, ze
pojdeme z koretia a budeme sledovat iba Tavé, resp. pravé smerniky. Inorder vypis takéhoto stromu
je utriedeny zoznam; pojmy ,néslednik“ a ,néslednik v inorderi“ (analogicky s predchodcom)
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splyvaju, predecessor(v) = pred(v) a successor(v) = succ(v).

Program 2.4 Minimum a maximum podstromu v

int min(int v) { while (L[v]) v « L[v]; return v; }
int maz(int v) { while (R[v]) v < R[v]; return v; }

§ Vyhladavanie. Vyhladdvanie vo vyhladdvacom strome je jednoduché: Za¢neme v koreni
stromu; Ak je klu¢ v danom vrchole, nasli sme ho. Ak je hladany kIi¢ mensi ako klu¢ v da-
nom vrchole, musi sa nachddzat v favom podstrome (ak je lavy podstrom prazdny, hladanie konéi
prazdny, hladanie konéi netspesne).

Vyhladévanie vieme implementovat jednoducho pomocou rekurzie:

Program 2.5 Vyhladavanie v BST
int find(v,k) {
if (v=AV k= K[v]) return v;
if (k < K[v]) find(L[v], k); else find(R[v], k);
}
#define FIND(k) find(ROOT, k)

UkéZzeme si este SikovnejSiu implementaciu. Najskor si zadefinujme velmi mocné a uZitoéné

makro C (napriklad od slov Choose Child):
#define C(v, k) c[(k) > Kv]][v]

C(v, k) je prave ten syn vrcholu v, do ktorého sa méme vydat z v, ak hladdme kIG¢ k. Druhym
trikom je pouzitie zardzky: Na poziciu A ulozime klu¢ k — takto nemusime kontrolovat, ¢i je dany
podstrom prazdny, hladanie vzdy skond¢i Uspesne: ak sa v strome kli¢ nenachddza, hladanie skonéi
v A. Vdaka tomu, Ze testovand podmienka je jednoduchsia je tento pristup aj rychlejsi.

Program 2.6 Vyhladévanie so zarazkou
int find(int k) { int v < ROOT; K[A] < k; while (k £ K|[v]) v < C(v, k); return v; }

Este iny spdsob vyhladdvania v bindrnom strome vymyslel Andersson [And91], popiSeme si ho
v paragrafe o vymazavani.

§ Vkladanie. Vkladanie je rovnako jednoduché ako vyhladdvanie: Zjavne musime prvok vlozit
tam, kde ho neskor funkcia find najde. Za¢neme preto v koreni a podla toho, ¢i je kli¢ mensi

.....

na smernik A, presmerujeme ho na novovytvoreny vrchol a skonc¢ime.

Program 2.7 Vkladanie do BST
void insert(int k) { int v «+ ROOT; while (C(v,k)) v < C(v,k); C(v,k) «— newv(k); }

§ Vymazavanie. Ak je vrchol list, ostranime ho lahko — iba prepiSeme prislusny smernik jeho
otca na A (a uvolnime pamit). Ak mé vrchol len jedného syna, tiez vieme vrchol lahko odstrénit:
stac¢i prepojit jeho otca s tymto synom. Najkomplikovanejsi je treti pripad: ak mé vrchol v oboch
synov, ndjdeme succ(v). Plati, Ze naslednik je najlavej$i vrchol v pravom podstrome, teda nemé
lavého syna. Néslednika v vieme teda Tahko odstranit; vrchol v nahradime tymto vrcholom. Kedze

.....

budt nadalej mensie, vpravo vicsie kltuce.
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Obr. 2.4: Vkladanie do BST

V skutocnosti sa d4 vymazavanie redukovat na dva pripady: Bud je pravy podstrom prazdny,
vtedy staéi napojit Tavy podstrom na otca vrcholu, alebo neprazdny, vtedy ho nahradime jeho
néslednikom.

Ak mdme smerniky na otca, moZeme vymazavanie implementovat napriklad takto:

Program 2.8 Vymazavanie z BST so smernikom na otca
void delete(int v) {
if (—w) return;
if (R[v]) { int w — min(R[v]); K[v] — K[w]; delete(w); }
else { C(p[v], K[v]) < L[v]; delv(w); }

#define DELETE(k) delete(find(k))

Iny spdsob, pomocou dvojhodnotového porovnania, objavil Andersson. KIu¢ porovndme s kla-
¢om vo vrchole. Ak je hladany kIt¢ mensi, ideme dolava, inak si zapamétame (v ¢) dany vrchol
(ako kandidata na rovnost) a posunieme sa doprava. Takto pokracujeme, kym nenarazime na A.
Odkedy sa prvykrat pohneme doprava plati, ze key(¢) < k. Na konci teda bude platit key(¢) < k,
navyse £ bude najvicsi taky vrchol. V nasledujicom programe si navyse zistime b — posledny vrchol
na tejto ceste (pred A) a jeho otca p. Potom vieme aj lahko vymazavat — ak je totiz key(¢) = k,
potom b je jeho naslednik.

Program 2.9 Operacie BST pomocou dvojhodnotového porovnania
int 2,0, p;
void findm(int k) { b < ROOT; £ «— p «— A;
while (v) { p — b; if (k < K[b— v]) v — L[v]; else { { —v; v R[v]; } }
}

#define FIND(k) (findm(k), K[{] =k 7 L: A)
##define INSERT(k) { findm(k); C(b, k) «— newv(k); }
void delete(int k) {

findm(k);

if (K[{] # k) return,

K[{] < KIb]; C(p,k) < R[D]; delv(b);

§ Casova zlozitost. Popisali sme si slovnikové operacie na BST. Aka je ich ¢asové zlozitost?
Prehladdvanie stromu trvéa linedrny ¢as — po kazdej hrane prejdeme najviac dvakrét (tam a spét),
resp. pri right-threaded tree implementacii prejdeme kazdym smernikom prave raz a tych je li-
nearne vela. Preto, hoci jednotlivé volania funkcie hladajucej predchodcu alebo néslednika mozu
trvat dlhsie, priemernd ¢asova zlozitost je konstantna.
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Obr. 2.5: Vymazavanie z BST

Co sa tyka zvysnych operacii: insert, find, delete, minimum, mazimum, ich asovi zloZitost
vieme ohrani¢it vyskou stromu, t.j. O(h(T)). Spominali sme, Ze pri n vrcholoch je najmensia
moznd vyska [lg|7T|]. V najhorSom pripade to je vSak n — 1, ¢o nie je lepsie ako oby¢ajny spajany
zoznam. Ako sa vS8ak ukazuje, v priemernom pripade je strom vyvaZeny.

§ Vyska nadhodne generovaného binarneho vyhladavacieho stromu. Ak by sme skiimali
nahodné bindrne stromy v tom zmysle, Ze kazdy z C, (Katalanovo ¢islo) bindrnych stromov o
n vrcholoch mé rovnaku pravdepodobnost vyskytu, potom vyska priemerného stromu by bola
radovo /n.

Nas vSak zaujima trochu iny pojem. Je nim ndhodne generovany BST. Ndhodne generovany
BST je taky BST, ktory vznikne postupnym vkladanim (popisanou procedirou insert) ndhodnej
permutdcie prvkov, pricom kazda z n! permutacii mé rovnaka pravdepodobnost.

Tvrdime, ze o¢akdvand vyska vrcholu v ndhodne generovanom strome je O(logn). Bez ujmy
na vSeobecnosti predpokladajme, Ze mame strom s kli¢mi z mnoziny {1,2,...,n} a chceme vediet
hibku m. O&akavana hibka je priemerna hibka cez vSetky permutécie 7 mnoziny {1,2,...,n}.
Rozdelme vSetky prvky do dvoch mnozin: m< = {1,2,...,m} a m> = {m,...,n}. Nech A je
mnozina vsetkych predchodcov m (vratane m). Mnoziny m< a m> nezavisia od permutécie m, ale
A 4no. Nagou tilohou je vypocitat ocakdvani dizku cesty k m, ¢o je |[A|—1 = [ANm<|+|ANm>|—2.
Vdaka symetrii staci vypoéitat |A N m<|. Zoradme prvky m< podla toho, v akom poradi sme ich
vkladali do stromu (toto poradie vlastne dostaneme tak, Ze z m vyskrtame ¢isla, ktoré nepatria do
m<). V8imnime si, Zze kazdd permutdcia m< je rovnako pravdepodobnd a prvok z m< patri do A

.....
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Dostévame problém sekretarok z [CLRS01]: Mame kancelariu a v ndhodnom poradi k nam
chodia sekretarky. Vzdy, ked k nam pride lepSia sekretédrka, ako mame, najmeme ju namiesto
predoslej. Kolko sekretarok takymto sposobom najmeme? Prva najmeme vzdy, druha s pravde-
podobnostou 1/2 (ak bola lepsia ako prva), tretiu s pravdepodobnostou 1/3 (ak bola lepsia ako
prva aj druhd), atd. VSeobecne i-tu najmeme s pravdepodobnostou 1/i. Ocakdvany pocet najati
je teda H,,, kde n je pocet sekretarok a H, = ., 1/i je n-té harmonické ¢islo.

Teda ocakavand velkost |m< N Al je H,, a velkost |m> N A| je Hy_p,. Plati, ze In(n + 1) <
H, <Inn+1, teda hibka bude mensia ako Inm +In(n—m) < 2Inn ~ 1.3861g n. Dokaz silnejsieho
vysledku, ze ofakavand vyska je O(logn) ndjdeme je napriklad v [CLRSO01] (tu sme dokazali, ze
ocakavana hibka vrcholu je O(logn); viska je hibka najhlbsieho externého vrcholu). Najst presnii
hodnotu oéakavanej vysky stromu je fazky problém. V roku 1986 Devroye [Dev86] dokézal, Ze pre
oc¢akévant vysku F(H,) stromu s n vrcholmi plati E(H,) ~ clnn, kde ¢ ~ 4.31107 je najvicsi
korefi rovnice c¢In(2e/c) = 1. V [Dev87] potom dokazal, ze chyba H, — clnn = O(VInnlnlnn).
Az v 1995 sa mu podarilo dokézat spolu s Reedom [DR95], ze E(H,) = clnn 4+ O(lnlnn) a
D(H,) = O((Inlnn)?). Najlepsi vysledok pochddza od Reeda [Ree03], ktory v roku 2003 dokézal,

ze

3c

E(H,)=clnn — -1

Inlnn 4+ O(1)

a disperzia je O(1). To znamend, %e E(H,) ~ 2.98821lgn — 1.35371glgn a podla Cebysevovej
nerovnosti P(|h(T) — H,| > k -a) < 1/a?, kde T je strom o n vrcholoch a k je konstanta.

Co sa tyka vymazavania, v 1962 Hibbard dokézal, Ze po vymazani ndhodného prvku z nahod-
ného stromu (popisanym algorimom) dostaneme strom, ktory je opét ndhodny. Presnejsie, nech T
je strom o n vrcholoch a P(T') pravdepodobnost, Ze ndhodne generovany strom o n vrcholoch bude
prave T' a nech Q(T') je pravdepodobnost, Ze ndhodne generovany strom o n + 1 vrcholoch, z kto-
rého vymazeme ndhodny prvok bude prave T (pri P(T) berieme do tivahy vSetkych n! permutécii,
pri Q(T') berieme v8etkych (n+ 1) - (n 4+ 1)! moznosti). Potom P(T) = Q(T) [Knu78].

Poznamenajme eSte, Ze tento problém tuzko suvisi s triediacim algoritmom quicksort (kde za
pivota volime prvy prvok) na nédhodnej postupnosti. V quicksorte sa kazdy prvok porovnd s pi-
Gasti. Pri BST koren implicitne rozdeli prvky na mensie a vicsie a vzdy, ked vkladdme novy prvok,
porovname ho s korenom. Vieme, zZe triedenie algoritmom quicksort mé v priemernom pripade zlo-
zitost O(nlogn), a teda aj pocet porovnani pri vytvarani ndhodného stromu je O(nlogn). Preto
priemernd vyska musi byt O(logn).

2.4 Vyvazovanie

8§ Vyvazovacie techniky. Videli sme teda, ze v priemernom pripade je vyska BST velmi dobré.
Ak vsak do BST za¢neme vkladat napriklad utriedent postupnost, dostaneme strom vysky n—1, ¢o
je velmi neprijemné. Preto sa informatici snazili najst algoritmy, ktoré by udrzali stromy ,koSaté*
— aby garantovali vysku O(logn).

Viacero takychto algoritmov si ukdZeme v nasledujucich kapitolach. VicSinou sa zvoli nejaka
lokalna podmienka pre vSetky vrcholy, ktord garantuje vysku O(logn). Pri vlozeni nového vrcholu
alebo vymazévani sa moze staf, ze sa podmienka porusi — vtedy sa pristipi k opravam, tzv.
vyvazovaniu stromu.

Vyvazovanie stromov sa vic¢sinou deje jednym z troch sposobov:

e pomocou rotacii,
e spajanim a delenim vrcholov,

e Uplnym prestavanim stromu.
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§ Rotacie. Rotdcia je velmi lokalna operacia, ktort vieme vykonat v konStantnom ¢ase prepisa-
nim par smernikov (pozri obr. ??a). Sta¢i zmenit hranu y—= a z—3. Rotécia je jednoznacéne urcend
dvoma vrcholmi, pripadne, ak pozname smerniky na otcov, tym spodnym z dvoch vrcholov. Pre-
chod od obrazku vlavo k tomu vpravo budeme oznacovat rotation(y,x), prechod dolava naopak
rotation(z,y). Ak budd dané smerniky na otcov, stadi rotation(z) a rotation(y) (smer rotacie je
potom dany tym, ¢i je vrchol lavé alebo pravé diefa svojho otca). Budeme tiez hovorit, Ze rotujeme
T, Tesp. ¥.
Rotacia ma tri doélezité vlastnosti:

e zachovéava symetrické usporiadanie; na obrazku sa v podstrome « prvky mensie ako z a
prvky « vidsie ako y a prvky 3 st medzi x a y; pred aj po rotéacii je o vlavo od x, v vpravo
od y a 0 medzi z a y,

e lavd a pravd rotacia si navzajom inverzné operécie,

e rotacia meni hibky vrcholov; pri pravej rotacii klesla hibka x a podstromu « a sttpla hibka
y a podstromu +, pri lavej rotacii je tomu naopak.

RiGHT-ROTATE(T, )

LEFT-ROTATE(T, x)

Obr. 2.6: a) Schéma rotacie b) Rotacia v strome

Rotécia vyzerd ako velmi nevinnd operacia. Kombinovanim rotécii vSak vieme ziskat zloZitejsie
transformacie. Casto sa napriklad pouziva tzv. dvojita rotacia, kedy dvakrit zrotujeme ten isty
vrcholl.

Kazdy strom sa da prerobit na fubovolny iny iba pomocou O(n) rotacii! Jeden sposob moze
vyzerat takto: prevedieme strom na pravi retaz vrcholov (strom, kde kazdy vrchol okrem koreiia je
pravym synom svojho otca) a odtial na novy strom. UkédZeme, Ze toto sa d4 pomocou O(n) pravych
rotécii — odtial uz vyplyva uvedeny vysledok, kedZe pravi retaz vieme prerobit na fubovolny strom
presne opacnym sposobom: v opac¢nom poradi pouzijeme na rovnakych miestach lavé rotéacie.

Strom prerobime na pravi retaz jednoducho: zaéneme v koreni a budeme aplikovat pravi
rotaciu, kym sa to d4; potom prejdeme na vrchol vpravo a postup opakujeme. Kedze kazdou
rotaciou do pravej retaze pribudne jeden vrchol, sta¢i najviac n — 1 pravych rotécii. Kazdy strom
vieme teda prerobit na lubovolny iny pomocou 2n — 2 rotécii.

Takto sa d4 na mnoZine stromov o n vrcholoch zaviest vzdialenost (tzv. rotacnd vzdialenost).
Sleator, Tarjan a Thurston [STT88] dokazali, Ze v skuto¢nosti pre n > 11 sa lubovolny strom o n
vrcholoch dé transformovat na iny iba pomocou 2n — 6 rotacii. NavySe existuje nekone¢né trieda
dvojic stromov, ktoré tolko rotacii naozaj potrebuju.

§ Spajanie a delenie vrcholov. Druhy spdsob, ako udrziavat stromy s malou vyskou je nechat
mald volnost v stupni vrcholu. Ak je vrchol ,maly*, priddme novy klié¢ priamo doitho. Ak je
wvelky“, mozeme ho rozdelit na dva mensie. Podobne pri vymazavani, ak st dva vrcholy vedla
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seba, ,,malé“, mozeme ich spojit do jedného. Na obr. 2.7a mame zhrnuté operécie, ktoré prichddzaju
do tivahy, ked povolime vrcholy s roznymi stupiiami: rozdelenie, prerozdelenie a spajanie vrcholov.
Na obr. 2.7b je detailnejsie rozkreslené rozdelenie 4-vrcholu na 3 vrcholy. (Operacia proti smeru
Sipky by bolo spojenie).

mmﬁ T g

Obr. 2.7: a) Rozdelenie, prerozdelenie a spojenie vrcholu b) Rozdelenie vrcholu a, b, ¢

Iy

§ Prestavanie stromu. Treti sposob je prestavanie stromu. Méze to byt Uplné prestavanie,
alebo len ciastocné, kedy prestaviame iba nejaky vybrany podstrom. Pod prestavanim méame na
mysli, Ze dany podstrom prerobime na optiméalny alebo dokonale vyvazeny podstrom.

Toto sa da jednoducho v linearnom ¢ase a pamiti: Najskor do pomocného pola vypiseme vsetky
prvky v inorderi, t.j. utriedené (pritom vrcholy vymazeme). Néasledne pole prvkov spractivame
rekurzivne: vytvorime strom z lavej a pravej polovice, stredny prvok na z4ver pripojime ako korer.

Day, Stout a Warren [SW86] vSak navrhli spdsob, akym to urobif pouzitim iba konstantnej
pamiite pomocou O(n) rotacii.

Jemne nacrtneme ich myslienku: Najskor transformujeme pravymi rotaciami strom na prava
retaz, nasledne opakovane kazdy druhy vrchol na refazi otd¢ame dolava. Ak totiz méame dva po
sebe iduce vrcholy v refazi, ktorych lavy podstrom je tGplny o 2™ — 1 vrcholoch (v pravej retazi
mame n = 0), favou rotaciou na druhom vrchole dostaneme jeden vrchol na retazi, ktorého lavy
podstrom je uplny strom o 2”1 — 1 vrcholoch. Ked teda prejdeme celi refaz a kazdy druhy prvok
zrotujeme dolava, dostaneme refaz poloviénej dizky s dvojndsobne velkymi Gplnymi stromami
vlavo. Takémuto prechodu hovorime kompresia (pozri obr. 2.8). Na obrazku stad¢i spravit 3 lavé
rotacie v ,svetlych® vrcholoch a dostaneme strom vpravo. Tam by sme spravili este jednu Tavii
rotaciu pravého podstromu a mali by sme optimalny strom.

N

compress

Obr. 2.8: Kompresia v algoritme DSW



22

KAPITOLA 2. BINARNY VYHLADAVACI STROM



Kapitola 3
Vyvazené vyhladavacie stromy

Action is at bottom a swinging and flailing of the arms
to regain one's balance and keep afloat.
Eric Hoffer

3.1 AVL-strom

§ Definicia. AVL-strom je historicky prvym stromom, ktory garantuje logaritmicka vysku.
Nézov ,AVL® st inicidly autorov: G. M. Adelson-Velskij, E. M. Landis. Definujme bal(v) =
h(right(v))—h(left(v)). Budeme hovorit, Ze strom je AVL-stromom, ked pre kazdy vrchol | bal(v)| <
1, ¢ize bal(v) € {—1,0,+1}. Inymi slovami, vyska pravého a Tavého podstromu kazdého vrcholu sa
lisi najviac o 1. AVL-strom sa d& implementovat tak, Ze ku kazdému vrcholu priddme 2 bity, kam
vlozime bal(v), jednoduchsie sa vSak programuje, ak si pre kazdy vrchol udrzujeme hodnotu h(v).

§ Vyska AVL-stromu. Co ndm zabezpedi takato definicia? Nech T}, je AVL-strom vysky h,
ktory ma najmensi mozny pocet vrcholov. Potom jeden zo synov ma vysku h — 1 a druhy h — 1
alebo h—2. KedZe chceme minimalizovat size(T},), moZeme predpokladat, Ze lavy podstrom je Tp_1
a pravy Tp_s. Zjavne Ty je prazdny strom a 13 tvori jeden vrchol. Takto rekurzivne definované
stromy maji nazov Fibonacciho stromy (pre zjavni podobnost s Fibonacciho ¢islami). RieSenim
rekurencie dostaneme, ze n > Fy o — 1 > ¢"*2/ V5 — 2. Teda vyska AVL-stromu je vzdy medzi
lgn +1 a 1.44041g(n + 2) — 0.328.

8§ Vyvazovanie. Algoritmy AVL-stromu a vobec algoritmy takmer vSetkych vyvazovanych stro-
mov najskor vlozia, pripadne vybera prvok zo stromu tak, ako sme to robili v BST. Tym sa moze
porusit podmienka vyvazenia a strom treba vyvazovat.

Po vlozeni nového vrcholu prechadzame t1 istt cestu eSte raz, smerom od nového vrcholu ku ko-
refiu. Na tejto ceste opravujeme vysky vrcholov tak, aby platilo: h(x) = max(h(left(x), h(right(z))+
1. Problém nastane vtedy, ked narazime na vrchol s bal(z) = 41, pri¢om sme vrchol vlozili do jeho
pravého podstromu a rozdiel vySok tak narastol na +2 (podobne ak vrcholu s bal(z) = —1 nara-
stla vyska Tavého podstromu). Nie je fazké presvedcit sa, ze (ak nerdtame 2 symetrické pripady s
bal(z) = —1) existuja iba dva pripady, ktoré podtrebujeme Specilne riesit (nech y = right(z) a

z = left(y)):
e bal(z) = +2, bal(y) = 0 alebo 1 (obr. 3.1) a

e bal(z) = +2, bal(y) = —1 (obr. 3.2).

Prvy pripad riesime rotaciou z, druhy pripad dvojitou rotaciou z (raz doprava, raz dolava). Pripad
bal(x) = —1 je symetricky.

23
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Obr. 3.2: Pripad 2

Rovnaky postup je pri vymazavani: vymazeme vrchol a nasledne sledujeme cestu k vrcholu,
upravujeme vysky a v pripade potreby rotujeme. Zjavne pri vkladani, ¢i vymazavani maximéalne
dvakrat prejdeme cestu medzi korenom a listom a uz sme dokéazali, Ze t4 ma aj v najhorSom
pripade logaritmicki dizku. Vsetky slovnikové operacie teda vieme vykonaf v najhorSom pripade
v ¢ase O(logn). Na vyvézenie po vkladani stacia 2 rotacie.

§ Spajanie. Clark A. Crane [Knu78] dokonca vymyslel efektivne algoritmy pre operécie join (11, 1),

kde vSetky prvky T) st mensSie ako Ty a split(T, k). Tu si ukdzeme join, split sa d& implemen-
tovat tiez v ¢ase O(logn) pomocou série join-ov. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze
h(T1) > h(T3). Vymazeme najmensi vrchol J z T5. Nech T3 je Th bez vrcholu J. Nasledujme teraz
pravé smerniky T3, kym nenatrafime na vrchol P taky, ze h(P) — h(T5) = 0 alebo 1; vzdy ked
ideme o 1 doprava, vyska sa zmensi o 1 alebo o 2, takze také P vzdy existuje. Teraz podstrom
P nahradime korefiom .J, ktorého lavy podstrom je P a pravy podstrom je T4 a pokracujeme,
ako keby sme prave J pridali do stromu (cestujeme nahor, upravujeme vysky, pripadne rotujeme).
Vsimnime si, Zze nahradenim nam vyska podstromu vzrastla iba o jedna, takze nemame ziadny
problém.

3.2 2-3-strom

§ Definicia. Iny druh stromu, tzv. 2-3-strom vymyslel Hopcroft (nepublikoval). V 2-3-strome
mé kazdy vrchol jeden alebo dva kluce. VSetky vrcholy okrem listov, ktoré maju jeden kIG¢ maja
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Obr. 3.4: Vyvazovanie AVL-stromu po pridani klica 90

dvoch synov (priGom prvky v Tavom podstrome st mensie ako prvky v pravom podstrome) a
vrcholy, ktoré maji dva kltice majua troch synov (prvky v lavom podstrome st mensie ako prvy
kIué, prvky v pravom podstrome st vicsie ako druhy kIu¢ a prvky v strednom podstrome maji

hodnoty vidsie ako prvy klu¢, ale mensie ako druhy kIa¢). Od 2-3-stromu pozadujeme, aby mal
vBetky listy na tej istej trovni. Odtial dostdvame, Ze vyska stromu je rddovo medzi logs n a log, n.

§ Slovnikové operacie. Prevedenie slovnikovych operacii je konceptudlne velmi jednoduché,
hoci nie najprijemnejSie na programovanie. Vyhladdvanie je zovSeobecnenim vyhladdvania v bi-
narnom strome. Na binarnych vrcholoch sa spravame rovnako ako v BST, na ternarnych vrcholoch
porovname hladany klIu¢ & s prvym aj druhym klacom ki a k. Ak k < ki, pokracujeme lavym
podstromom; ak k1 < k < kg, pokracujeme strednym podstromom a ak ke < k, pokracujeme
pravym podstromom.

Poznamenajme, Ze hoci 2-3-strom je vic¢§inou nizsi ako AVL-strom, pocet porovnani pri hladani
v 2-3-strome nemusi byt mensi: Najhorsi pripad je asi ked do 2-3-stromu priddvame postupne
rasticu postupnost éisel. Ak do 2-3-stromu vlozime ¢sla 1,2, ..., 2" —1 bude mat 2-3-strom vysku
h a kazdy vrchol bude binarny. Ak pridame dalsich 2" —1 ¢isel, budt najpravejsie vrcholy na kazdej
arovni terndrne. Ak budeme vyhladavat oo, pojdeme prave po tejto najpravejsej ceste, takze v
kazdom vrchole urobime dve porovnania. Existuje teda 2-3-strom, ktory obsahuje 2"+! — 2 kltcov
a potrebuje na vyhladanie 2h porovnani (v optimalnom pripade staci h 4 1).

Pri vkladani vlozime novy klaé do listu. Mo6ze sa ndm stat, Ze list uz obsahoval 2 klice, teraz je
teda preplneny. Vrchol s tromi kItémi rozdelime na tri vrcholy s jednym kItiéom (spojené v tvare
»Ceresnic¢iek®) a stredny vrchol vloZime do rodicovského vrcholu. Méze sa ndm stat, Ze sa preplni
aj ten — vtedy zase vrchol rozdelime na tri a stredny vlozime o troveil vyssie (pozri obr. 3.5).
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Takto pokracujeme az ku korenu. Jediny sposob, ako 2-3-strom rastie je, Ze sa preplni aj koren a
vznikne tak novy koren o troven vyssie.

Node split

na| [0 BE|

BooAab 4P Y ¢ 4P v 98 § 9 9%
a b ¢ d

Obr. 3.5: Uprava 2-3-stromu po pridani kltéa 55

Vymazéavanie je o Cosi zlozitejSie: Vymazavame tak, ako v BST: ak vrchol nie je list, kla¢
nahradime jeho naslednikom (ktory je list). Ak boli pred vymazanim v liste dva kltce, modzeme
skonéit. Ak vSak bol iba jeden, list je teraz prazdny. St dve moznosti: ak mé brat dva kluce,
mozeme si od neho jeden pozi¢at (preusporiadame klacée tohto vrcholu, jeho brata a ich otca). Ak
mé brat iba jeden kIUé¢, vyberieme z ich spolo¢ného otca jeden klIué¢ a spojime ich. Takto sa nam
problém posunie o troven vyssie (pozri obr. 3.6). 2-3-stromu sa zmensi vyska, len ked sa vymaze

az vrchol.

Obr. 3.6: Uprava 2-3-stromu po vymazani kltca 16

3.3 B-stromy

§ Definicia. B-stromy objavili v roku 1970 Bayer a McCreight (nazavisle na nich aj Kaufman).
Prezentécia B-stromov je z [Knu78|. Viac-cestny strom nazyvame B-strom rddu m, ak
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e Kazdy vrchol ma < m synov.
e Kazdy vrchol okrem korefia mé asponi > m/2 synov.

e Koren ma aspon dvoch synov.

Vsetky externé vrcholy st na rovnakej tirovni a nenesu ziadnu informaciu.
e Kazdy vrchol, ktory nie je list a ma k synov, ma k — 1 klucov.

Nés budi zaujimat stromy rddu m > 3. B-strom radu 3 je prave Hopcroftov 2-3-strom. B-strom
radu 4 sa vola tiez 2-3-4-strom.

Vrchol, ktory obsahuje j klucov a j+1 smernikov mozeme reprezentovat postupnostou pg, k1, p1,
ka2,pa,...,pj—1,k;,pj, kde k1 < kg < --- < k; st klGce a p; je smernik na podstrom, ktorého vsetky
klGée st medzi k; a ko.

8§ Slovnikové operacie. Slovnikové opericie buda zovSeobecnenim tych, ktoré sme popisali
pre 2-3-strom. Pri hladani v kazdom vrchole ndjdeme bud k; = k a konéime, alebo také i, Ze
ki < k < kiz1 (pre jednoduchost predpokladajme, ze kg = —o0 a kj;1 = 00). Vtedy treba zvolit
podstrom p; a pokracovat v hladani v fiom.

Pri vkladani, tak ako v 2-3-strome, vlozime novy klIi¢ do vhodného listu. Ak sa stane, ze sa
list preplni, t.j. bude obsahovat m klacov, rozdelime ho na dva: po, k1,p1, . - -, K[m/21—1, Pfm/2]—1 @
Prm/2]> K[m/2]415 - - - » Pm @ KIGC K[y, /27 vlozime do vyssej Grovne. Tento proces bud skonci na ceste
ku korenu, alebo, ak st vSetky vrcholy na ceste ku koreniu preplnené, vytvori sa novy korei.

Pri vymazévan{ kI4¢ vo vrchole, ktory nie je listom nahradime jeho naslednikom. Z listu kla¢
jednoducho odstranime. Ak sa stane, Ze nam ostane menej ako m/2 klicov, bud existuje brat,
ktory méa viac ako [m/2] a prerozdelenim kItcov problém vyriesime. Ak st obaja bratia (v pripade
krajnych vrcholov, iba jeden) ,maly“, t.j. obsahuji prave [m/2] klicov, odstrdnime z rodi¢a kIa¢,
ktory je medzi nimi a tieto kluce spojime do jedného vrcholu s m klu¢mi. MéZe sa stat Ze sa
takto stane otec prili§ malym, potom pokracujeme v rieSeni tejto situacie. V najhorsom pripade sa
problém dostane az ku koreriu a bud koretiu ostane asponi jeden klu¢, alebo vyska stromu klesne.

Obr. 3.7: Z B-stromu postupne vymazavame ¢isla 8, 10, 82, 93, 79

§ Casova zlozitost. Predpokladajme, e £ je pocet trovni a strom ma n + 1 externych vrcholov
v hibke ¢. Potom, kedZe korefi mé aspoti 2 a ostatné vrcholy aspoti [m/2] deti, podet vrcholov na
tirovniach 1,2,3, ... je aspon 2,2[m/2],2[m/2]?,..., teda n +1 > 2[m/2]*"! a vyska stromu je

1
0> 1+1ogp,,)s <"; )
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Casova zlozitost vSetkych operécii je O(mlog,,n), ¢o je O(logn) pre malé konstantné m —
napriklad 2-3-, 2-3-4-stromy. B-stromy vSak boli vyvyjané s uplne inou motivaciou: Pre externé
vyhladdvanie. Pevny disk je ovela pomalsi ako opera¢nd pamif a funguje takym spodsobom, Ze
precitanie bloku tdajov trva priblizne rovnako ako precéitanie konkrétneho kluca v bloku. Preto je
snaha mat m dostatocne velké, aby bol podet pristupov na externy disk maly.

§ Variacie. Existuje vela datovych struktar pribuznych B-stromom. BT-strom je B-strom, kde
vsetky data st v listoch, vnutorné vrcholy slazia iba na orientaciu v strome. To je vyhodné z
dvoch dévodov: po prvé vniitorné vrcholy mozu obsahovat viac klicov (mame vicésie vetvenie) a
po druhé kltce chceme ¢asto prechddzat aj sekvenéne; to ide Tahko, ak ich pospajame do zoznamu
a to sa robi Tahko, ak st data iba v listoch.

Druhou dolezitou variaciou je B*-strom. Zatial ¢o B-strom moze byt len do polovice plny, v
B*-strome kltucde prerozdelujeme tak, aby bol kazdy vrchol zaplneny aspoii z dvoch tretin.

Dalsim zovseobecnenim B-stromov st (a, b)-stromy, kde je podet synov ohranic¢eny konstantami
aab.

Délezitéd obmena je aplikovat split pri vkladani (resp. join pri vymazdvani) uz pri ceste zhora
nadol, ked je vrchol takmer plny (takmer prazdny) — takto si vieme uSetrif cestu nahor.

3.4 Cerveno-¢ierny strom

§ Definicia. S napadom reprezentovat 2-3-4-stromy pomocou bindrnych stromov prisiel Bayer
[Bay72], uviedol tzv. SBB-stromy (symmetric binary B-tree). Cerveno-¢ierne prevedenie dali SBB-
stromom Guibas a Sedgewick ¢lankom [GS78]. Vymazdvanie pomocou iba konstantného poétu
rotacii vymyslel Tarjan [Tar83b].

Bindrny vyhladdvaci strom je cerveno-cierny, ak

e Kazdy vrchol je bud ¢erveny alebo Cierny.

e Kazdy externy vrchol je ¢ierny.

e Ak je vrchol ¢erveny, obaja jeho synovia st Cierny.

e Vsetky cesty od korena k listom obsahuja rovnaky pocet ¢iernych vrcholov.

Ako stvisia ¢erveno-¢ierne stromy s 2-3-4-stromami? Predstavme si, ze ¢ierny vrchol spolu s
tymi detmi, ktoré st ervené tvori jeden ,pseudovrchol“. Cierny vrchol je koreit pseudovrcholu.
KedZe kazdy ¢erveny vrchol musi mat ¢iernych synov, st tri moznosti:

e pseudovrchol sa skladd z jedneho ¢ierneho vrcholu (ktory mé ¢ierne deti) — predstavuje
(bindrny) 2-vrchol

e dierny vrchol m4 jedno ¢ierne a jedno Cervené dieta — predstavuje 3-vrchol

e Cierny vrchol mé obe deti cervené — predstavuje 4-vrchol

KedZe vsetky cesty od korenia k listom obsahuju rovnaky podet Giernych vrcholov, ak by sme
zostrojili strom z pseudovrcholov, boli by vsetky listy na jednej irovni, dostali by sme 2-3-4-strom.

8§ Slovnikové operacie. Do derveno-¢ierneho stromu vkladdme rovnako ako do BST. VloZeny
vrchol zafarbime na éerveno. Ak sa porusi vlastnost éerveno-éierneho stromu (vrchol mé éerveného
otca), aplikuji sa transformécie. Podobne je to pri vymazévani.

Na obr. 3.8 st transformécie pri vkladani. Svetlo-Sedy vrchol je cerveny. Korene vsetkych
podstromov su ¢ierne. VSimnime si, ze v prvom a druhom pripade méame pseudovrchol zo Styroch
vrcholov; v interpretacii 2-3-4-stromov mame teda vrchol preplneny. Prefarbenim dostavame jeden
3-vrchol a jeden 2-vrchol a jeden Gerveny vrchol sa dostal do vyssieho pseudovrcholu. V tretom
riadku mame 4-vrchol, akurat zle usporiadany, ¢o vyriesime dvoma rotaciami.

Na obr. 3.10 st transformacie pri vymazavani. Tmavo-Sedé vrcholy st Cervené, svetlo-Sedé
maji lubovolnd (¢erventu alebo ¢iernu) farbu.
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Obr. 3.8: Transformacie po vlozeni prvku do ¢erveno-¢ierneho stromu
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Obr. 3.9: Do ¢erveno-¢ierneho stromu vkladame klace 1,9,2,8,3,7,4,6,5
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Obr. 3.10: Transformécie po vymazani prvku z ¢erveno-c¢ierneho stromu



3.5. AA-STROM 31

3.5 AA-strom

Zaujimavy strom vymyslel v roku 1993 Arne Andersson [And93] (odtial inicidly AA v mene
stromu). Jeho hlavnou motivéciou bolo zjednodusit ¢erveno-¢ierne stromy, respektive vymysliet
strom, ktory by mal na jednej strane garantovant zlozitost operacii O(logn), na druhej strane bol

Andersson nevysiel z 2-3-4-stromov, na ktorych su zalozené Cerveno-Cierne stromy, ale z 2-3-
stromov. Pseudovrchol pozostava z jedného alebo dvoch vrcholov. Hrany spajajace vrcholy pse-
udovrcholu volame horizontalne, zvysné su vertikalne. Kazdy vrchol si paméita svoj rank, ktory
predstavuje vertikalnu vysku vrcholu.

Na 2-3-stromoch bol zaloZeny uz Bayerov BB-strom (binary B-tree), bindrna reprezentacia 2-
3-stromu (BB-strom je predchodca SBB-stromu, z ktorého vznikli éerveno-¢ierne stromy). Bayer
vSak nedostal velmi jednoduché algoritmy, musel rozoberat viacero pripadov. Andersson navrhol
takyto spodsob, ako pocet pripadov zredukovat: Predtym ako skontrolujeme velkost pseudovrcholu
sa uistime, Ze iba pravé hrany st horizontélne (tak dokézal 5 pripadov zredukovat iba na dva).

Andersson zaviedol dve zékladné operacie na AA-stromoch:

e skew(v) — eliminuje Tavl horizontdlnu hranu z vrcholu v; ak je lavd hrana horizontalna,
vykondme pravi rotaciu;

e split(v) — ak je pseudovrchol v prilis velky, rozdelime ho tak, ze zvysime rank druhého vrcholu
a zrotujeme ho dolava.

Jednoduchi implementaciu dostaneme, ak pouzijeme techniku zarazky (takto nemusime kon-
trolovat, ¢i dany vrchol skutocne existuje). Novy vrchol vkladadme tak, Ze na vhodné miesto (ako
pri BST) pripojime vrchol s rank-om 1. Nésledne sa vraciame smerom ku koreriu a na kazdom
vrchole v vykondme skew(v) a split(v). Pri vymazdvani vymaZeme vrchol tak, ako pri BST a na
ceste ku koretiu v kazdom vrchole v: Ak chyba pseudovrchol pod v (jedno z deti ma o 2 mensi
rank), znizime rank o 1. Ak pritom pravé diefa patrilo do toho istého pseudovrcholu, znizime
jeho rank tiez. Zavoldme skew(v), skew(right(v)) a skew(right(right(v))), aby sme sa uistili, ze
pseudovrchol mé vSetky horizontalne hrany doprava. Nésledne zavolame split(v) a split(right(v)).

Obr. 3.11: Z AA-stromu vymazavame najmensi prvok
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Kapitola 4

Znahodnené vyhladavacie stromy

Without the capacity to provide its own information,
the mind drifts into randomness.
Mihaly Csikszentmihalyi

4.1 Skip list

§ Definicia. Skip list je datova Struktira s oCakdvanou logaritmickou zloZitostou, s ktorou v
roku 1988 prisiel Pugh. Skip list vlastne ani nie je bindrnym stromom, ale, ako hovori Pughov
¢lanok [Pug90], skor alternativou k vyvazenym stromom.

Hlavn4 myslienka skip listu je zobrat obycajny utriedeny spajany zoznam a trochu ho vylepsit.
Problém so spdjanym zoznamom je, Ze hoci je utriedeny, nevieme v fiom efektivne vyhladavat (na-
priklad bindrnym vyhladdvanim), pretoZe k vrcholom vieme pristupovat iba sekvenéne. Vytvorme
teraz novy zoznam s priblizne polovicou vrcholov, pomocou ktorého sa dostaneme priblizne do
kazdého druhého vrcholu pévodného zoznamu (pozri obr. 4.1). Takto ndm na pristup k lubovol-
nému vrcholu bude stacit priblizne [n/2] 4+ 1 krokov. Ak priddme dalsi takyto zoznam, ktory bude
mat priblizne polovicu vrcholov kratSieho zoznamu a budeme nim zrychlene pristupovat k tomuto
druhému zoznamu, bude nam stacit priblizne [n/4] +2 krokov. Ak by sme takto pokracovali dalej,
moZeme vytvorit priblizne lgn zoznamov, kazdy asi dvakrat kratsi ako predosly.

Obr. 4.1: VylepSenie spajaného zoznamu

Zamerne pouzivame slovo priblizne. Idedlne by bolo, keby nas prvy smernik hodil presne do
polovice a smerniky dalSieho zoznamu do prislusnej $tvrtiny, atd. Takato Struktira by sa vSak
strasne fazko udrziavala. My nechdme na nahodu, aby nam vytvorila dostato¢ne dobry skip list.

§ Slovnikové operacie. Pri vyhladdvani zaéneme na poslednej trovni (hore). Kym je nasle-
dujtci prvok mensi alebo rovny hladanému klGéu, nasledujeme smerniky zoznamu (robime ,velké
(,,zmensime krok“; pozri obr. 4.2).

Pri vkladani najskor najdeme v najnizSom zozname miesto, kam prvok vlozif, néasledne sa
rozhodneme, ¢ ho ulozime aj do skrateného zoznamu. V tom mé byt priblizne polovica vrcholov,
hodime si teda mincou a ak padne hlava, postupujeme, ak znak, algoritmus kon¢i. Ak postupujeme,
opit si hodime mincou a s pravdepodobnostou 1/2 postupujeme este dalej, s pravdepodobnostou
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Obr. 4.2: Hladanie 5 v skip liste

1/2 konéime. Takto vieme bez akéhokolvek prepocitavania a neustdleho upravovania zabezpecit,
aby bolo na i-tej trovni s vysokou pravdepodobnostou radovo n/2" vrcholov (povodny zoznam
tvori nultd droven). Pri vymazavani ndjdeme prislusny prvok a vymaZeme ho z kazdej trovne.

§ Analyza. Ozname L(x) pocet tirovni, ktoré obsahuju prvok z. Kedze prvok postupuje o
urovei vyssie s pravdepodobnostou 1/2, plati: E(L(z)) = 1/2-0+1/2(1+E(L(x))), teda E(L(x)) =
1. Teda priemerny vrchol postipi o 1 troven. Na to, aby bolo L(x) > k potrebujeme k-krét hodit
hlavu. Teda P(L(x) > k) = 27%. Specidlne P(L(x) > lgn) = 1/n, P(L(x) > 2lgn) = 1/n?
P(L(z) > 3lgn) = 1/n3, atd. Oznaéme L = max, L(z). Pravdepodobnost, 7e vyska skip listu je
aspon clgn sa rovna pravdepodobnosti, Ze asponl jeden vrchol mé vysku aspori clgn. Kedze plati
P(AV B) < P(A) + P(B), plati: P(L > clgn) < n- P(L(z) > clgn) = 1/n°"!. Teda napriklad
pravdepodobnost, Ze skip list bude mat vysSku asponi dvojnésobok optimdlnej vysky je len 1/n,
trojnasobok len 1/n2. Skip list bude mat s vysokou pravdepodobnostou logaritmickt vysku. D4
sa dokédzat horny odhad (2 + 1/(n — 1)) lgn na ocakavani vysku.

Ak je zlozitost vyhladévania? Sikovny spdsob, ako situdciu analyzovat je pozrief sa na iu
spitne v Case: Zac¢nime s najdenym vrcholom a pozrime sa, ako sme sem prisli. Ak je rovnaky
vrchol aj o Groven vyssie, podla popisu algoritmu sme pri hladani museli dojst zhora a navyse na
danom mieste ndm musela padnit hlava, aby vrchol postipil. Na druhej strane, ak rovnaky vrchol
o uroven vyS$$ie uz nie je, museli sme prist zlava a pri vkladani ndm musel padnit znak. Takto
pokrac¢ujeme smerom spit v ¢ase, kym sa nedostaneme na poslednt tirovenl vlavo (Tavy horny roh).
Vieme, Ze s vysokou pravdepodobnostou mé skip list vysku O(log n), takZe smerom nahor sme sa
hybali O(logn)-krat. Na to potrebujeme hodif hlavu O(log n)-krat, ¢o je aj dizka cesty, ktorti sme
urazili. Hladanie mé teda ocakévanu zloZitost O(logn) rovnako je to s ostatnymi operdciami.

Co sa tyka pamsitovej zlozitosti, kedze na prvej trovni je iba zhruba polovica vrcholov, na
dalsej iba zhruba $tvrtina, atd., spolu je navySe priblizne n/2 + n/4 +n/8 + - - - = n vrcholov.

4.2 Treap

§ Definicia. Treap je elegantnd détova Struktara, ktord vznikne kombinédciou vyhladdvacieho
stromu a haldy — odtial pochédza aj ndzov treap = tree + heap. V roku 1980 ju vynasiel Vuillemin
pod nézvom Kartezidnsky strom, pretoze kazdy vrchol mal dve stradnice, x a y [Vui80]. Znédma
sa vSak stala az pod menom treap po roku 1989, ked ju Studovali Aragon a Seidel [AS89).

Kazdy vrchol treapu obsahuje dve hodnoty: kli¢ a prioritu. Ak sa pozrieme iba na klude,
uvidime vyhladavaci strom, t.j. key(u) < key(v) < key(w), kde u je v lavom a w v pravom
podstrome v. Ak sa pozrieme iba na priority, uvidime haldu, t.j. priority(p(v)) > priority(v)
(kvoli analyze budeme predpokladat, Ze vSetky priority st rozne; v praxi staci, aby boli rovnaké
len s malou pravdepodobnostou). Ak za priority zvolime klesajicu postupnost ¢isel, dostaneme
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oby¢ajny BST. Ak za priority zvolime rézne vahy (pravdepodobnost alebo frekvenciu vyskytu),
dostaneme strom, v ktorom bud prvky s vi¢sou prioritou blizsie ku korenu a tak ich skor najdeme.
My budeme uvazovat ndhodny treap, kde sa priority volia ako navzdjom nezavislé ndhodné &isla
rovnomerne distribuované na nejakom intervale, dajme tomu (0, 1) (v praxi, samozrejme, postaci
generator pseudonahodnych é&sel, mozu sa volif ndhodné &isla z rozsahu 0, ..., 216 —1).

Na prvy pohlad nie je zrejmé, ¢i existuje treap pre Iubovolné hodnoty kltcov a priorit. Lahko
sa ukéaZe Ze je tomu tak a ak navySe predpokladame, Ze kluce a priority st rozne, existuje prave
jeden taky strom. Dékaz je indukciou: Ak méme jeden prvok, zjavne existuje jedineény treap.
Ak je vrcholov viac, zoberieme ten, ktory mé najvicSiu prioritu. Zjavne tento vrchol musi byt
existuju jedinecné treapy pre tieto mnoziny. Tie tvoria Tavy a pravy podstrom nésho treapu.
Poznamenajme, ze tento dokaz tiez ukazuje, Ze treap s ndhodnymi prioritami je vlastne nahodne
generovany BST: vysledny treap je rovnaky ako keby sme do BST vkladali prvky v klesajicom
poradi podla priority. Odtial dostdvame o¢akivani vysku treapu O(logn).

§ Slovnikové operacie. Ak mame naprogramovant procediru rotation(v), ktord zrotuje vr-
chol v, st vSetky operacie velmi jednoduché: Novy vrchol vlozime rovnako ako do BST, nasledne
vrchol rotujeme (bubleme smerom nahor), kym nie je priorita otca vii¢§ia. Vymazavanie je po
naprogramovani roticii este jednoduchsie ako v BST. D4 sa nainl pozerat ako na inverznt operaciu
k vkladaniu: rovnako ako v halde vrchol najskér prebubleme nadol, kym nie je list a odstranime
k vykoname tak, %e vytvorime vrchol s kli¢om k, lavy podstrom bude T, pravy 7" a néasledne k
vymazeme. Ak chceme treap rozdelit podla kltuca k, staci doni vlozit k¢ k s nekoneénou prioritou
— vdaka haldovému usporiadaniu priorit sa dostane do korenia a lavy a pravy podstrom buda tvorit
vysledok.

Ocakévana ¢asovéa zlozitost vSetkych tychto operacii je zjavne O(logn), ocakavany pocet rotacii
pri vkladani a vymazavani je menej ako 2 (presnejsie blizi sa 2 pre velké n).
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Kapitola 5

Amortizované vyhladavacie
stromy

5.1 GB-strom

§ Definicia. Vseobecny vyvdzZeny strom (general balnced tree, GB-tree), skratene GB-strom vy-
nasiel roku 1989 Arne Andersson [And99] a neskdr, v 1993 nezavisle na tiom Igal Galperin a
Ronald Rivest [GR93] pod ndzvom scapegoat tree. Pod tymto ndzvom je strom zndmy v anglic-
kej literattire. AvSak pre chybajtci obstojny slovensky ekvivalent budeme radsej pouzivat ndzov
GB-strom.

GB-strom pouziva asi to najjednoduchsie kritérium vobec — strom moze mat akykolvek tvar,
pozedujeme iba, aby mal logaritmickd vysku. T.j. nerobime ni¢, kym strom nie je prili§ nevyvazeny.
Vtedy strom ¢iasto¢ne prestaviame.

Presnejsie, majme danti konstantu o > 1. Jedind podmienka, ktorti musi strom spliiat, aby bol
GB(«)-stromom je, aby h(T) < [alg|T|]. Vo vrcholoch nepotrebujeme Ziadne pomocné informa-
cie. Stacia ndm iba dve globdlne premenné, ktoré si popiseme pri vkladani a vymazavani.

§ Vkladanie. Pri vkladani najskoér najdeme miesto, kam novy vrchol vlozime tak, ako v BST.
Cestou nadol poé¢itame hibku, do ktorej vrchol vkladdme; |T'| zvysime o 1. Ak h(T) < [alg|T],
strom je korektny GB(«)-strom a vkladanie sa tspes$ne konéi. Ak sa stane, ze h(T) > [alg|T]],
ideme od vrcholu spit po ceste ku koreriu a zastavime sa na prvom vrchole, ktory nie je vyvazeny,
t.j. na najhlbSom vrchole v takom, Ze h(v) > [alg|v|]. Cely podstrom v prestaviame.

Kolko ¢asu tento postup potrebuje? Na konci kapitoly 2 sme ukézali, Ze prestavanie vieme v
konstantnej paméti v ¢ase O(|v]). NavysSe, kedze velkost vrcholov |v| nepozname, pre kazdy vrchol
na ceste nahor ju musime poéitat. Toto vieme tiez v ¢ase |v|: dolezité je iba, aby sme nepoéitali
velkost pri kazdom vrchole odznovu. Ak vieme velkost vrcholu w, velkost p(w) vypocitame tak,
Ze k uz vypocitanému |w| dopoéitame velkost jeho brata. Takto vieme velkosti vSetkych vrcholov
od listu po najdeny vrchol v, ktory porusuje podmienku GB(«a)-stromov, vypodéitat v ¢ase O(|v|).
Celkovo teda v najhorSom pripade trva vloZenie nového vrcholu O(n).

Ukazme, Ze procedira vkladania je korektnd: Na vstupe dostaneme korektny GB(a)-strom a
vrchol, ktory doit méme vlozit. KedZze pred vlozenim plati h(T) < [alg|T|], jediny sposob, ako sa

.....

h(T) > [alg|T|], potom uréite existuje vrchol na ceste ku koretiu, pre ktory h(v) > [alg|v|] (v
najhorsom pripade je to koren). Vieme tiez, Ze po prestavani bude mat podstrom vysku [lg|v|]
(kde |v| je velkost podstromu s korefiom v pred prestavanim). Vyska sa teda zmensi aspoii o 1
a teda bude nanajvys takd ako pred vlozenim. KedZe vieme, Ze pred pridanim vrcholu bol strom
korektny, bude aj po prestavani.

37



38 KAPITOLA 5. AMORTIZOVANE VYHLADAVACIE STROMY

§ Vymazavanie. Na vymazdvanie pouzijeme metédu ,lenivého* vymazéavania (lazy deletion) a
uplného prestavania. Lenivé preto, lebo ked vrchol nadjdeme, nevymazeme ho, iba ho ozna¢ime na
vymazanie (robotu presunieme na neskor). To bude vyZzadovat malit modifikiciu nasho algoritmu
na vyhladavanie: nadalej sa budeme riadit porovnaniami vo vrcholoch (& st oznacené alebo nie),
avSak hladanie skonéi tUspesne iba vtedy, ked kIi¢ ndjdeme a dany vrchol nie je oznaéeny na
vymazanie. Jediny problém tejto metédy je, Ze ¢as na vyhlad4dvanie a vkladanie teraz nie je
funkciou poc¢tu kltcov v strome, ale poétu vsetkych vrcholov — ,naozajstnych“, plus tjch, ktoré
st oznacené na vymazanie. Aby sa ndm nestalo, Ze budeme vyhladdvat v strome, v ktorom nie
st ziadne klade a vSetky vrcholy st oznadené na vymazanie, budeme si pocitat pocet vrcholov
oznacenych na vymazanie. Ak ten dosiahne polovicu vSetkych vrcholov, cely strom od zdkladu
prestaviame (vo vSeobecnosti mozeme zobrat Tubovolni konstantu 0 < d < 1 a prestavat strom,
ak pocet vymazanych vrcholov presiahne d - |T'|). Takto bude v strome najviac dvakréat (resp. 1/d-
kréat) tolko vrcholov ako je treba a vyhladdvanie bude logaritmické: 1g2n = lgn + 1, teda budeme
potrebovat iba jedno porovnanie navyse.

§ Amortizovana zlozitost. Takto navrhnuté opericie maji ¢asovi zloZitost v najhorsom pri-
pade O(n). Ukdzeme vSak, Ze velké prestavania sa nedeji ¢asto. Vymazéavanie trva ©(n), ale iba
vtedy, ked cely strom prestaviame. ViéSina vymazéavani trvé iba O(logn). Strom od zékladov pre-
staviame iba vtedy, ked od posledného kompletného prestavania vymazeme asporti (n) vrcholov.
Amortizované zlozitost tplného prestavania je teda O(1). Inymi slovami, keby sme si pri kazdom
vymazani usporili jednu korunu, pri prestavani sme museli vymazat aspoii polovicu vrcholov, teda
méme O(n) kortn a vieme ,zaplatit* prestavanie.

Amortizovana zlozitost vkladania je tiez O(logn), i ked dokaz je trochu komplikovanejsi: Defi-
nujme rozdiel velkosti synov v ako §(v) = max(0, || left(v)| — | right(v)|| — 1). Alebo jednoduchsie,
ak vy je VACSI a vy mensi syn v, potom ¢(v) = max(0, |v1| — |vz| — 1). Hodnotu é(v) budeme volat
nevyvdZenost vo vrchole v. Indukciou sa da lahko ukdzat, Ze dokonale vyvazené stromy si prave
tie stromy, pre ktoré je §(v) = 0 pre kazdy vrchol. Na druhej strane, pri vlozeni jedného vrcholu
sa §(v) zmeni najviac o 1. UkdZeme, Ze tesne predtym, ako prestaviame podstrom v bude platit,
7e §(v) = Q(Jv]): KedZze chceme prestavat podstrom v, musi platit h(v) > [alg|v|] a pre oboch
synov v1 a ve musi platit h(v;) < [alg|v;|]. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech |vi| > |vz|. Potom
plati

[alglo]] < R(v) < Rh(v1) +1 < [algloi|] +1,
odkial [vy| > 27/|v|. Navyse z definicie |v| = |v;| + |vs|. Dostévame
8(v) 2 |or] = (Jo] = [or]) =1 = 2fvr| = o] =1 > (2" —D)Jo| ~ 1.

Kedze o > 1, vyraz v zatvorke je kladna konstanta. Dokazali sme teda, ze 6(v) = Q(Jv]). Kedze
pri kazdom vkladani sa hodnota 6(v) moze zmenit iba o 1, predtym ako prestaviame podstrom v,
musime do tohto podstromu vlozit rddovo |v| vrcholov a teda amortizovand zlozitost ¢iasto¢ného
prestavania je O(1). Inymi slovami, keby si kazdy vlozeny vrchol usetril jednu korunu na prestavbu
dasti stromu, do ktorej patri, potom skor ako sa strom stane nevyvazenym usSetrime dost kortn,
aby sme vedeli zaplatit jeho prestavanie.

5.2 Splay strom

§ Samocinné vyvaZovanie. Splay strom (splay tree) je datova Struktira podporujica slov-
nikové operacie v amortizovanom logaritmickom case, ktort vynagli Sleator a Tarjan v 1983
[ST83, Tar83a]. Hlavnou myslienkou je pri kazdom pristupe k vrcholu vykonat nejaki operéciu tak,
aby sa strom ,sdm vyvazoval® (odtial nézov self-adjusting binary trees). Myslienka pochddza od
obyc¢ajnych spajanych zoznamov, kde sa pouZiva heuristika move-to-front (,preloz na zaciatok“).
Ak totiz distribucia poziadaviek nie je uniformné, vrcholy, ku ktorym pristupujeme CastejSie maju
tendenciu nachédzaft sa pri zadiatku a teda vieme ich rychlejsie najst. Tento postup sa dé aplikovat
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aj na bindrne stromy. Pred Sleatorom a Tarjanom sa tym zaoberali Allen a Munro [AMT78] a Bit-
ner [Bit79], ale ziadna z ich metéd nedosahovala amortizovanu zlozitost O(logn). TG sa podarilo
dosiahnut az spominanym dvom autorom vdaka operacii splay.

§ Operacia splay. Operacia splay(S, k) dostane ako argument k¢ k a reorganizuje vyhladavaci
strom S tak, Ze v koreni bude vrchol s kli¢om k. Ak sa k v strome nenachddza, bude v koreni
pri jednoduchom vyhladavani sa riadime kli¢émi, kym nenarazime na A. Posledny interny vrchol
na tejto ceste je hladany vrchol.

Aby sme dosiahli logaritmicki zlozitost, nestac¢i vhodny vrchol najst a jednoducho ho ,pre-
bublat“ ku koreitu. Bublanie budeme robit Specidlnym spdsobom:

e Ak x m4 otca, ale nem4 starého otca (je synom koreiia), jednoducho zrotujeme z.

e Ak x mé otca y a starého otca a aj = aj y st obaja lavy alebo obaja pravy synovia svojich
otcov, najskor zrotujeme y, potom x. Tento pripad voldme neformaélne ,cik-cik“ (obr. 5.1a)

e Ak x mé otca y a starého otca, ale jeden z nich je Tavy syn a jeden je pravy syn, potom
dvakrét zrotujeme x. Tento pripad voldme neformélne ,cik-cak“. (obr. 5.1b)

z €9 ) o)
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Obr. 5.1: a) Cik-cik b) cik-cak
§ Slovnikové operacie pomocou splay. Splay strom je velmi elegantny a Tahko naprogra-
movatelny strom, pretoze vSetky slovnikové operédcie vieme jednoducho naprogramovat pomocou
operacie splay:

e find(S, k) — vysplayujeme k; ak sa k nachddza v koreni, nasli sme ho; ak nie, v strome sa
nenachadza;

o minimum(S, k) — vysplayujeme —oo; podla definicie v koreni bude najvii¢si mensi alebo

.....

e mazimum(S, k) — vysplayujeme +o0;

e join(S,S’) — ked chceme spojit dva splay stromy do jedného, pricom prvky S st mensie ako
prvky S’, stadéi v S vysplayovat +oo — korefi bude maximdlny prvok a teda nebude mat
pravého syna; S’ spravime novym pravym synom korefia S (pozri obr. 5.2);

o split(S, k) — ak chceme rozdelit S na S’ a S” tak, ze x < k < y pre kazdé © z S’ a y z S”,
sta¢i vysplayovat k a zrusit hranu medzi korefiom a jednym zo synov (podla toho, ¢i je kla¢
v koreni vicési alebo mensi ako k) (pozri obr. 5.3);

e insert(S, k) — zavoldme split(S, k), aby sme dostali S’ a S”; vytvorime novy koreii s klac¢om
k, pricom S’ bude jeho lavy syn, S” jeho pravy syn (obr. 5.4);

o delete(S, k) — vysplayujeme k do koretia a jednoducho ho vymazZeme; lavy a pravy podstrom
spojime pomocou operacie join (obr. 5.5).
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Obr. 5.2: Operacia join pomocou splay
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Obr. 5.3: Operacia split pomocou splay
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Obr. 5.4: Operacia insert pomocou splay
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Obr. 5.5: Operacia delete pomocou splay
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Obr. 5.6: Do splay stromu sme vlozili najskor 1, 2,...,12, nasledne sme vysplayovali ¢islo 1, potom
3 a opit 1
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Cast II

Vizualizacia algoritmov
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Kapitola 6

Uvod

Zase sa hras s tymi gulickami?
otec, par dni pred odovzdanim prdce

§ Ciel. V prvej Casti sme si popisali rozne vyhladavacie stromy. Hlavnym cielom tejto prace
je vsak vyhladdvacie stromy a algoritmy na nich wvizualizovat, to znamend graficky zobrazovat
ich priebeh tak, aby boli lTahko pochopitelné. Ako sa hovori, lepsie raz viediet ako stokrat pocut.
Vysledkom prace bude Java applet volne pristupny na internete.

§ Vyuzitie. Applet je vytvarany pre edukacné tcéely. Ludom, ktori sa zaujimaji o datové struk-
tury (¢i uz z poteSenia alebo kvoli sktiske) by mal pomdct s preberanou latkou (BST a Cerveno-
Cierne stromy) a navySe utvorit prehlad o vyvazovacich algoritmoch.

Uzivatel si moZe pomocou appletu sam skontrolovat, ¢i algoritmu naozaj rozumie tak, ze bude
dopredu predpovedat, ¢o sa bude diaf.

Nakolko autor je ¢lenom Koresponden¢éného semindra z programovania (KSP), uréite ttto
pracu vyuzije pri prednaskach o efektivnych algoritmoch a datovych struktirach na sistredeniach
organizovanych KSP.

,Cielovou skupinou® tejto préace su teda Studenti.

§ Poziadavky. Na vyvyjany applet mame niekolko poziadaviek:
e predpovedatelnost a konzistentnost — aby sa uZivatel mohol sam testovat

e grafické spracovanie — musi byt prehladné a vysvetlujice; uzivatelovi by mali byt prezento-
vané potrebné tdaje v zrozumitelnej forme, no nemal by byt prili§ zahlteny nepotrebnymi
udajmi; malo by byt tiez jednotné a real-time,

e robustnost — program nesmie predpokladat ni¢ o vstupe a riesit kazda situéciu,

e interaktivnost — cielom prace nie je animovat niekolko pripadov; uzivatel musi mat kontrolu
nad programom a moznost vyberu,

e variabilita — mala by byt moznost nastavit parametre animdcie, najme rychlost,

o rozsiritelnost — program by sa mal dat lahko rozsirit o nové algoritmy a datové Struktiry a
prelozit do inych jazykov.
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Kapitola 7
Popis

‘To Start Press Any Key.'
Where's the ANY key?
Homer Simpson

§ Spustenie. Applet spolu s doprovodnou html-strankou je na prilozenom CD. Staéi v obla-
benom prehliadaci (alebo inom programe, napriklad appletviewer) spustif stranku index.html
(potrebnd je Java Virtual Machine).

Applet je pristupny aj cez internet na adrese

http://people.ksp.sk/ "kuko/bak/

§ Hlavné Casti. V hornej ¢asti appletu sa nachddza menu, z ktorého je mozné vybraf si strom,
ktory chceme vizualizovat. Na vyber je BST, AVL-strom, B-strom, ¢erveno-Gierny strom, AA-
strom, skip list, halda, treap, GB-strom a splay strom.

Samotny panel pre vizualizciu sa skladd z troch hlavnych Gasti (pozri obr. 7.1a):

e v strede je obrazovka, ktora zobrazuje danti datovi Struktiru a priebeh algoritmu,

e dolu je ovlddaci panel (obr. 7.1a), pomocou ktorého uzivatel voli nastavenia a zadéva operacie
a vstupné hodnoty, ktoré sa maji animovat,

e vpravo je doprovodny text, ktory odovodiiuje kroky algoritmu.

Applet |
[CEST T AVLuree | Buree | Rea-black wee | AAwee | Skipiist | Aeap | Treap | Scapegoat ee | Spiay wree |

Display Text

OBRAZOVKA

TEXT
| Insert || Find || Delete |
c OVLADACT PANEL
[N W0 | T [N [¥] Pause [ |Small | Clear || Random |
lpause [CIsmalt
Size: 0; Height: 0 = 1.00-o0pt; Ave. height: 0 SiZE: g; Heigh: 6 = 1.5['_ opt; A\"e. deplh: 3.33

Applet started,

Obr. 7.1: a) Applet b) Ovlddaci panel
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§ Ovladanie. Zakladné ovladanie je jednoduché: do volného policka napiseme vstupni hodnotu,
argument, k¢, ktory chceme vlozit, vyhladat, alebo odstranit. Vstupna hodnota je ¢éislo od 0 do
ignoruju).

Nésledne klikneme na prislusnt operaciu — Insert/Find/Delete — a animécia sa zacne. Al-
goritmus sa vzdy zastavuje na podstatnych miestach algoritmu a ¢akd, kym uzivatel stlac¢i Next.
Potom pokracuje. Takto mé uzivatel ¢as vSetko sledovat a moznost volit si vlastné tempo.

Ak chceme spravit niektoré Gpravy rychlo a nechceme sa preklikdvat cez Next, stac¢i odkliknit
Pause a algoritmus nebude zastavovat, zobrazi sa priamo vysledok.

Tlacitko Clear cely strom vymaze, takze uzivatel moze zacat odznovu. Tladitko Random prida
nahodnych 10 prvkov a sltzi na rychle vygenerovanie ndhodného stromu.

Pomocou tla¢itka Small sa dé zobrazenie zmensit, avSak vzhladom na ciele a vyuzitie programu
predpokladame, Ze uzivatel sa bude ucit skor na malych prikladoch, ktoré sa zmestia na obrazovku.

§ Pokrocilé ovladanie. Dosial sme popisali ovlddanie, ktoré je podla ndzoru autora intuitivne
a uzivatel nan pride bez toho, aby si potreboval ¢itat nejaky manual. V skutoc¢nosti do vstupného
poli¢ka netreba pisat préave jeden argument. Ak pri vkladani nechdme vstupné policko prazdne,
vygeneruje sa ndhodny kIu¢ a zacne sa vkladat ten. Ak do vstupného policka zapiSeme viacero
Cisel oddelenych medzerami, spusti sa dand operacia viackrat, postupne s kazdym argumentom.
Napriklad ak chceme vytvorit bindrny strom z klacov 1,2,3,4,5 a poukédzat na najhorsi pripad
bindrneho stromu, stac¢i do vstupného policka napisat 1 2 3 4 5, odskrtnat Pause a stlacit Insert
— v momente sa vytvori Ziadany strom.
Ak do vstupného policka zaddame n a stla¢ime Random, pridéa sa n ndhodnych prvkov.

§ Specialne nastavenia. Pod $pecidlnymi nastaveniami mame na mysli nastavenia, ktoré st
(rmatng . ..
riznac¢né len pre konkrétne druhy stromo
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Obr. 7.2: B-stromy radu 3, 4 a 5.

B-stromy maju svoj rad, t.j. kolko deti méze mat jeden vrchol (pozri obr. 7.2). Napriklad B-
stromy radu 3 st zndme ako 2-3-stromy, radu 4 st 2-3-4-stromy. V applete sa da tento parameter
nastavit, povoleny je rdd od 3 do 20 (podla nazoru autora je vysSsi rdd pre pedagogické ucely
zbyto¢ny). Pri zmene tohto parametru sa cely strom z pochopitelnych dévodov vymaze (napriklad
strom radu 5 nie je korektnym stromom radu 3 — niektoré vrcholy mozu byt preplnené).
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Obr. 7.3: a) Cerveno-¢ierny strom b) ten isty strom v 2-3-4 méde

Cerveno-¢ierne a AA-stromy maji svoj povod v 2-3-4- a 2-3-stromoch. Preto je pritomné
policko s ndzvom 2-3-4 mode (resp. 2-3 mode). Po jeho zaskrtnuti sa strom vykresluje trochu
inak — vrcholy patriace do toho istého pseudovrcholu maja ta ista troverl (pozri obr. 7.3). Takto
uzivatel lahSie uvidi vzfah medzi ¢erveno-¢iernymi a 2-3-4-stromami a medzi AA- a 2-3-stromami.

GB-stromy maju parameter «, ktory uréuje, ako velmi nevyvéazené mozu byt skor ako sa celé

.....
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§ Statistiky. V poslednom riadku ovladacieho panelu sa nachadzaju statistiky. Medzi Statisti-
kami st

e Size — pocet vrcholov stromu,
e Height — vyska stromu vyjadrena tiez ako nasobok perfektne vyvazeného, teda optimalneho

stromu (napriklad ak ma AVL-strom s 54 vrcholmi vysku 7, optimalny strom mé vysku 6,
¢o je priblizne 1.17-nésobok),

e Ave. depth — priemernd hibka vrcholov, teda Y, d(v)/ size(T) je to o 1 mensie &fslo ako je
priemerny pocet porovnani potrebnych na najdenie nejakého vrcholu,

e #Nodes a #Keys — pri B-stromoch rozliSujeme pocet vrcholov a pocet vloZenych kltcov,
pretoze jeden vrchol védsinou obsahuje viacero kltcov,

e #Deleted — v GB-strome pocitame pocet vymazanych vrcholov — ak je tento vicsi ako
polovica poctu vrcholov, nastava prestavanie stromu.

e #Excess nodes — v skip liste je to pocet vrcholov, ktoré st ,navySe“ (okrem zardziek a
spodnej trovne)

§ Zobrazenie informacii. Strom zobrazujeme tak, ako je zauzivané, s koreriom nahor. Vrcholy
stromu st kruhy, kIGé je ¢islo vnatri kruhu. Hrana, ktorou je spojeny otec so synom je zobrazend
ako tsecka.

Obr. 7.4: Zobrazenie AVL-stromov

V pripade AVL-stromu je pri kazdom vrchole navyse malé +, - alebo — podla toho, ¢ je vrchol
nakloneny doprava, vyvazeny, alebo dolava. T4to informaécie je tieZ zobrazend farebne oranzovym
polkruhom v smere naklonenia (pozri obr. 7.4).

Ak chceme nejaky vrchol zvyraznit, pouzivame dve moznosti: vrchol zakriuzkujeme alebo mu
zmenime farbu. Napriklad vrchol, ktory vkladame, je modry. Vrchol, ktory mazeme, Cerveny. Vr-
chol, ktory hladdme, Sedy a ak ndjdeme, zeleny, ak nendjdeme, Cerveny.

Farba je vobec délezity nosi¢ informécie. Neodskriepitelné je to v pripade derveno-¢iernych
stromov. V GB-strome vrcholy oznacené na vymazdvanie si tmavo Sedé (pozri obr. 7.5a). Farbu
sme vSak vyuzili aj v halde a treape. V treape potrebujeme zobrazit dve informécie: kIaé¢ a prioritu.
Bolo by neprehladné zobrazovat obe informécie naraz. Z hladiska jednotnosti by mal v krizku byt
kIa¢ a priorita by mohla byt ako dalSia informéacia vedla vrcholu. Ovela prehladnejsie je vSak zo-
tym oranzovejsiu (viac do Gerveno-hneda) farbu mé. Takto zachovdme jednotnost spracovania a
uzivatel lahko skontroluje, Ze priority maja haldovité usporiadanie jednym pohladom (zdola nahor
by mali farby tmavnuf; pozri obr. 7.5b).

§ Applet v akcii. Applet v akcii je zobrazeny na obr. 7.6. Vidiet tu vkladanie do BST. Vkladame
novy vrchol s klt¢om 50. Algoritmus prave ¢akd, kym stlac¢ime Next, aby mohol pokracovat dalej.
Text vpravo vysvetluje, ¢o sa prave udialo: kedze 50 > 23, vkladdme novy vrchol do pravého
podstromu. Uzivatel, ktory si testuje svoje vedomosti moze tipovat, Zze 50 < 79 a preto by sme
mali pokracovat vlavo. Po stlaceni Next mu d4 program za pravdu.
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Obr. 7.5: Zobrazenie a) GB-stromu b) treapu

Na obr. 7.7 je zachytené vkladanie do haldy. Vrchol 74 sme pridali na koniec a teraz ho pre-
bubldvame nahor. Na obrazku sa prave vymiefia s 54. (Poznamka: Statistika size = 14 sa opravi

az na koniec.)

Applet
l/ EST |/,=WL tree |/ E tree |/ Red-black tree rAA tree |/ Skiplist r Heap |/ Treap |/ Scapegoat tree |/ Splay tree |
Display Text
Insertion
@ Since 50 > 23, we

insert it in the right

@ @ . subtree.
79)

Control

S0 MNext
Pause [ |Small

Size: 10; Heigh: 5 = 1.25-opt Ave. height 3.20

Applet started.

Obr. 7.6: Applet v akcii: Vkladanie do BST



Applet |
[ BST | AvLtree | Btree | Red-black tree | AA tree | Skiplist | Heap | Treap | Scapegoattree | Splay tree |
Display Text
Insertion

We bubble the node
up (swap it with its
parent) urntil its
parent has greater
priority.

Control
[ 1| msen || Detete maximum. |[ nex] |
¥ Pause nga||| Clear || Random |
Size: 13

Applet started.

Obr. 7.7: Applet v akcii: Vkladanie do haldy
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Kapitola 8

Implementacia

Programmer = an organism that turns
coffee into software.

§ Zakladné triedy. Cely applet sa skladd z panelov pre jednotlivé datové struktiry. Ako sme
spomenuli, panel sa skladd z obrazovky, ovladacieho panelu a textu. Na obrazovke sa vykresluju
datové struktury a bezia algoritmy. Tomu zodpovedaja zakladné triedy:

e Trieda Screen vytvara miesto pre obrazovku — rozsiruje triedu JPanel, pricom poskytuje
vlasni implementaciu procedury paint. Pri zavolani procedury paint sa vykresli datova
struktira. Trieda tiez implementuje rozhranie Runnable. Obrazovka teda bezi v samostat-
nom vldkne a periodicky sa prekresluje (tak je zabezpefend plynuld animécia). Pozname-
najme este, ze toto vlakno vieme pozastavit, ak dani obrazovku momentalne nepotrebujeme.

e Trieda Buttons zodpovedd za tlacitka (spodni ¢ast obrazovky). Implementuje rozhranie
ActionListener. Ked uZivatel stlaci tlacitko, je na tejto triede, aby dotaz spracovala. Musi
parsovat vstupny text a zavolaf prislusni funkciu datovej struktury.

e Trieda Commentary je podtriedou JEditorPane a implementuje jednoduché procedury na
vypisanie textu.

e Trieda DataStructure je abstraktna trieda. Kazd4 datova struktara, ktort vykreslujeme
implementuje prave tuto triedu. Vsetky tieto struktary totiz maju nejaké spolo¢né vlastnosti,
ktoré od nich navySe vyzadujeme. Napriklad kazda datova Struktara musi vedief povedat,

.....

Statistiky.

e Trieda Algorithm je zase trieda, ktord rozsiruju vSetky algoritmy. Algorithm je vlastne
vldkno, ktoré sa vSak navyse vie bezpecne zastavit, aby sa mohlo opif spustit po stlaceni
Next.

Triedu DataStructure eSte rozsiruji dve abstraktné triedy: Dictionary a PriorityQueue,
ktoré specifikuju, aké tlacitka datova Struktara potrebuje a aké operacie vykonava. Konkrétne v
pripade Dictionary su to operacie insert, find a delete, v pripade PriorityQueue je to insert a
delete mazimum. Halda rozsiruje PriorityQueue, ostatné datové struktury rozsiruju Dictionary
— tym je venovand tato praca.

§ Kreslenie stromu. Problém kreslenia stromu je pre kazdy vrchol v daného stromu vypocitat
suradnice z(v), y(v), aby bol vysledny obrazok ¢o mozno ,najkrajsi“. Toto zjavne nie je exaktna
tloha, jednotlivé rieSenia v8ak vieme porovnavaf. Uréite si nezeldme, aby sa nam krizili hrany. V
nasom pripade by sme chceli, aby vrcholy navyse isli zhora nadol. Konkrétne ndm pdjde o tzv.
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tiroviiové kreslenie, kde y(v) = —d(v), kde d(v) je hibka vrcholu v (dalej sa budeme zaoberat iba -
ovymi stradnicami). Od dobrého kresliaceho algoritmu by sme dalej mohli pozadovat napriklad to,
aby bolo nakreslenie istym spdsobom symetrické, ak je symetrickd dana stromova Struktara a aby
bol priestor, ktory nakreslenie zabera, pokial mozno maly, teda aby strom nebol prili§ roztahany.

Jednoduchy kresliaci algoritmus méze vyzeraf takto: korefi ddme do stredu obrazovky; jeho
synov do 1. a 3. Stvrtiny, ich synovia postupne do +., 3., 5. a 7. osminy, atd. Inymi slovami, keby
sme kreslili aplny strom, koren by sme dali do stredu; tym sa nam obrazovka pomyselne rozdeli
na pravu a lavi polovicu synov vzdy ddme do stredov tychto polovic. Vrcholy netplného stromu
bud na tych istych miestach ako v Gplnom. Tento algoritmus je vhodny pre tplné stromy, ale nie
je velmi vhodny pre ,deravé“ stromy.

Ind moznost je kazdému vrcholu priradit rank(v), poradie vrcholu v inorderi a polozit x(v) =
rank(v). Vyhodou danych algoritmov okrem jednoduchosti je fakt, Zze vrcholy skor v inorderi, v
pripade vyhladdvacich stromov to znamena s mensim kltic¢om, st vlavo od tych s via¢sim kltucom.
Lahko sa teda kontroluje, ¢i je strom vyhladdvaci. Lahko sa hlad4d naslednik a v smere zlava
doprava vidime kltuc¢e utriedené. Nevyhodou je Ze nakreslenia st SirSie ako je nutné a v druhom
pripade rodi¢ nie je centrovany vzhladom na deti.

Lepsi algoritmus navrhli Reingold a Tilford [RT81]: Ak T obsahuje jediny vrchol, kreslenie
je jednoduché. Inak sa rekurzivne zavoldme na lavy a pravy podstrom a nakreslime najskor tie.
Nasledne tieto podstromy priblizime tak, aby ich vzdialenost bola 2 a vlozime vrchol do stredu
medzi korene podstromov. Ak mé vrchol iba jedného syna, napriklad Tavého, nakreslime ho o 1
vpravo. Myslienka tohto algoritmu je jednoduché, problémom je efektivna implementacia. Reingold
a Tilford v8ak ukazali, Ze sa to da v linedrnom case.

V naSom programe pouzivame prakticky druhy pristup. Implementéacia je rekurzivna: list za-
balime do pomyselnej krabicky; pri ostatnych vrcholoch najskor zabalime do krabicky Tavy a pravy
podstrom, krabicky polozime vedla seba, na ich rozhranie polozime koreil a celé to zabalime do
krabicky. Tento algoritmus sa dé lahko zovSeobecnif pre viaccestné stromy.

§ Kreslenie vrcholov. Trieda Node, teda vrchol, tvori zékladnu graficka jednotku. Node ma svoj
kla¢, stradnice (z,y), kde sa prave nachadza, siradnice (toz, toy), kam smeruje a pocet krokov
steps, na kolko to musi stihnaf. Dalej sa d4 nastavit farba pozadia a popredia a zakrizkovat.

Vrchol sa vie vykreslit a pohntt. Hybanie vrcholmi zabezpecuje trieda Screen a datova Struk-
tara. Screen sa periodicky prekresluje, a datova sStruktura vzdy ked sa vykresli, pohne vSetkymi
vrcholmi. Dalej vrchol obsahuje pomocné procediry ako ,chod na toto miesto®, ,,chod tam, kde
je vrchol v“, alebo ,kam ide vrchol v¥, ,chod vedla vrcholu v“ (pre viacero hodnét slova ,vedla“
a podobne).

Rozsirenim Node je BSTNode, teda vrchol binarneho stromu. Vicésina inych vrcholov potom
rozsiruje prave BSTNode. Zatial¢o Node je iba ,graficky prvok®, BSTNode uZ reprezentuje vrchol
stromu a jeho nakreslenie. Obsahuje teda navySe smernik na lavého a pravého syna a rodica.

Zatialco Node sa vie nakreslit, BSTNode vie nakreslit seba a cely svoj podstrom. M4 tiez de-
finované niektoré stromové operacie ako prilinkovanie vrcholu, prepocitanie stradnic stromu ¢i
prepocitanie Statistik stromu.
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Z.aver

§ Existujice riesenia. Asi najlepSou vizualizdciou na internete je v sucasnosti
http://webpages.ull.es/users/jriera/Docencia/AVL/AVL)20tree’,20applet.htm

Vizualizovany je AVL-strom, ¢erveno-éierny strom a splay strom. Umoziiuje vkladanie, hladanie,
vyberanie a traverzovanie, dokonca jednotlivé rotacie. Tento applet mé putava grafiku a spraco-
vanie.

Asi najlepSou vizualizaciou B-stromov je

http://slady.cz/java/bt/
Dobrym a celkom bohatym zdrojom st
http://dbs.mathematik.uni-marburg.de/research/projects/dsn/

s BST, AVL-stromom, ¢erveno-¢iernym stromom, splay stromom a treapom (tieZ spajanymi zo-
znamami a triedeniami) a

http://www.cs.usfca.edu/galles/visualization/

(kde je z vyhladavacich stromov iba BST, AVL-strom a B-strom, na druhej strane je tam vela
inych datovych struktir).

Na internete sme vSak nenasli uspokojiva vizualizaciu skip listov a Ziadnu vizualizaciu AA-
stromov a GB-stromov.

8§ Vysledok. Implementovali sme applet s deviatimi datovymi Struktarami: BST, AVL-stromom,
B-stromom, cerveno-¢iernym stromom, A A-stromom, skip listom, haldou, treapom, GB-stromom
a Splay stromom. Aplikicia je napisand spésobom, ktory pocital s rozsirenim v budicnosti. Ako
ukazuje skip list, vytvorené prostredie sa nemusi Specializovat vylucéne na stromy a ako ukazuje
halda, vizualizovana datové strukttira nemusi byt ani slovnik.

Hlavny prinos appletu je, Ze nielen animuje datova Struktaru, ale tiez vysvetluje (vdaka tex-
tovému oknu). Podstatné je tiez, Ze v aplikicii st vizualizované aj stromy, ktoré zatial nie su
dostupné na internete, napriklad AA-strom, treap, GB-strom.

§ Budtica praca na projekte. Datovych Struktir je nespodetné mnozstvo, ani uzsieho vyberu
datovych $truktar (vyhladdvacie stromy, implementacie slovnika) sme nemohli naprogramovat
v8etky. Vobec sme neimplementovali napriklad BB[a]-stromy, aBB-stromy, nehovoriac o neighbour
tree, son tree, brother tree. Aj z implementovanych datovych struktir je implementovany vzdy len
jeden variant: nie st implementované napriklad Bt & B* stromy, zaujimavy variant splayovania
je semisplayovanie. TaktieZ nie st implementované algoritmy pracujice zhora nadol (napriklad pre
B-stromy a splay stromy také existuji).
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Skér ako zaoberat sa kuriéznymi datovymi Struktirami by som vSak chcel vizualizovat praktické
veci: vizualizaciu jednoduchych operacii ako rotacie, delenie vrcholu, moZno prestavanie. Uzivatel
si ich tak rychlejSie osvoji, ako ked ich musi sledovat spolu s dal$im mnoZstvom informdcii v
kontexte nejakého algoritmu (ktory uz rotacie pouziva ako zdkladnt operaciu). Dalou potrebnou
operaciou je traverzovanie, zobrazenie/hladanie predchodcu, néslednika.

Z datovych struktar by som v najblizSom case checel implementovat union-find a perzistentny
BST. Aplikéciu tiez treba prelozit do slovenéiny.
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