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Abstrakt

V mojej préci rozoberam a porovnévam niekolko znamych algoritmov na vy-
hladévanie Golayovych parov dlizky n. Za¢inam najjednoduchsim (a zaroveii
najpomals$im) algoritmom, ktory postupne vylepSujem. Na implementaciu
pouzivam programovaci jazyk C+-+. Doraz je kladeny na minimalizaciu doby
vypoctu, pretoZze optimalizdcia paméfovej naro¢nosti je v tomto pripade jed-
noduché a oproti ¢asovym narokom zanedbatelna. Pri kazdom algoritme sa
snazim dokdzat potrebné matematické tvrdenia, ako aj vysvetlif jeho hlavna
myslienku.

KLUCOVE SLOVA: Golayove pary, Acyklicka autokorelacia, Autokore-
lacia, Implementéacia, Hladanie



Abstract

This work focuses on analysis and comparison of several known search al-
gorithms for Golay pairs of length n. I start with the simplest (and therefore
also the slowest) algorithm, which I gradually improve. For implementation,
I use the C++ programming language. Due to the memory requirements of
implemented search algorithms being easy to manage, and almost negligible
compared to their computational complexity, the emphasis is on improving
the run time. Also, explanations of basic ideas and principles behind descri-
bed algorithms is given, together with proofs of all necessary mathematical
statements.

KEYWORDS: Golay pairs, Acyclic autocorrelation, Autocorrelation, Im-
plementation, Search
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Uvod

Pri (nielen) bezdrétovom prenose informécii je okrem iného ddlezité mini-
malizovat signélovy sum. Takzvané signal-to-noise-ratio (SNR), teda pomer
signalu a Sumu sa d&4 minimalizovat nielen technickymi prostriedkami, ale aj
pouzitim vhodného spdsobu kédovania. Tu hraji vdaka svojim vlastnostiam
velki rolu takzvané komplementarne sekvencie. Vyuzitie nadjdu napriklad v
radarovych systémoch alebo pri datovom prenose pomocou infracervenych
vin. V diagnostickej medicine sa uplatnia pri neinvazivnych vysetreniach po-
mocou ultrazvuku, ¢o poméha ziskat presnejsie idaje v relativne vysokom
rozliSeni bez nadmerného zatazenia organizmu pacienta.

Zaujimavé matematické vlastnosti a Siroka skala praktickych vyuziti kom-
plementarnych postupnosti boli podnetom na venovanie sa tejto téme. Zaujal
ma aj fakt, Ze vSetky zndme algoritmy na vyhladavanie komplementirnych
postupnosti maji exponencialnu ¢asovi zlozitost, ¢o ndm déva velky priestor
na experimentovanie a snahu o optimalizaciu.

Mojou snahou je zrozumitelne vysvetlif pojem autokorelacia a zdovodnit
motivaciu pre skiimanie jej matematickych vlastnosti. Nemenej dolezitymi
cielmi prace st aj odvodenie, analyza a implementécia rozliénych znamych
algoritmov na vyhladévanie Golayovych pérov.

Pri skimani vyhladdvacich algoritmov budem postupovat prirodzenou
cestou od pomalych a jednoduchych k rychlejsim a sofistikovanejsim. Tiez sa
a konstrukcii algoritmov, a po ich Gspesnej implementacii budem porovnéavat
ich rychlosti na rozli¢nych vstupoch.



Kapitola 1

Golayove pary a autokorelacia

1.1 Autokorelacia

Zakladnym principom fungovania aktivnych radarov je vyslanie signalu
a nasledna detekcia jeho navratu. Podla ¢asového rozdielu zistime, ako dlho
trvalo signalu dorazit k objektu, od ktorého sa odrazil, a vratit sa k zdroju.

Po vynéasobeni tohoto ¢asového idaju rychlostou signalu dostaneme vzdia-
lenost, ktort signal presiel k objektu a spitf. Vzdialenost detekovaného ob-
jektu od radarového vysielaca v c¢ase dopadu signalu potom vypocitame ako
polovicu vzdialenosti prejdenej signalom.

g (t1 —to) X v
2

d - vzdialenost objektu

tg - Cas vyslania signalu

t; - Cas navratu signalu

v - rychlost signalu

Ako vidime, je velmi dolezité vedief presne urcit dobu prichodu signélu,
musime ho v8ak odlisit od Sumu. Prijima¢ preto ustavi¢ne koreluje (spaja)
prichddzajtce signaly s istou formou vyslaného signalu [I]. Pri diskrétnom
kédovani si mozeme signal predstavit ako postupnost —1 a 1. V dobe na-
vratu vyslaného signalu korela¢nd funkcia zaznamené niekolko miernych (ve-
dlajsich) nérastov a jeden centralny (hlavny) narast. Tento centrdlny narast
zodpoveda navratu signalu, preto chceme, aby bol ¢o najlahsie detekovatelny,
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a teda maximalny mozny v porovnani s externym Sumom. Energia signalu
je obmedzené technickym vybavenim. Preto sa snazime zvysit podiel ener-
gie pripadajuci centralnemu narastu na tkor vedlajsich. To sa d& dosiahnut
zvolenim vhodného kédovania.

Definicia 1.1.1. Nech A je postupnost {ai};:ol, Vie N:a; € {+1} ak €
N, 0 < k <n—1. Potom koeficient k-tej acyklickej autokorelacie postupnosti
A vypocitame ako:

n—k—1

Ck = g @;jQitk = Aok + A1Ak+1 + -+ Ap—g—10n—1.
i=0

Teda koeficient k-tej acyklickej autokorelacie postupnosti vypocitame jej sko-
pirovanim, posunutim o k£ a naslednou sumaciou sic¢inov nad sebou sa na-
chadzajucich ¢lenov.

’Clo\"' A | Qg+1 |~ an—1
ag | ap | Gp—k—1 "'\anq\

Fundamentédlnou vlastnostou autokoreldcie je symetria, ¢o znamen4, Ze ko-
. . ;. ’ n—1 n—1 .

eficienty k-tej autokorelacie postupnosti {ai}z‘:o a { — ai}izo sa rovnaju.

Vlastnost symetrie vyplyva priamo z definicie autokorela¢ného koeficientu.

Priklad 1.1.2. Vypoditajme ¢, pre bipolarnu postupnost A dlzky n = 7.

(Bipolarnou rozumieme kazdu postupnost, ktorej ¢leny nadobtudaji len hod-
noty z mnoziny {£1}.)

A=[-1,41,+1,-1,-1,—1,+1]

4
=Y @ap=-1-1-1+1-1=-3
1=0

Poznamka 1.1.3. Ak k£ = 0, potom:

Druhé mocnina koeficientu nultej autokorelacie ¢y reprezentuje energiu
centralneho nérastu, a hodnoty ¢} pre k > 0 reprezentuju energiu vedlajsich
narastov. V praxi sa snaZime dosiahnuf, aby pomer c?/c3 bol pre vietky
nenulové k& minimalny. KedZe ¢y = n je pre dant dlzku n konstanta, zlepSenie
pomeru mozeme dosiahnut jedine minimalizaciou |cy|.
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Veta 1.1.4. Nech k € Nk < n a ¢ je koeficient k-tej acyklickej autokore-
ldcie postupnosti dizky n, potom plati kongruencia:

ck=n—k (mod 2)

Dokaz. 7 definicie redukciou modulo 2:

n—k—1 n—k—1

cp = Z i = Cp = Z a;airp =n—k (mod 2)
i=0 =0
posledna kongruencia plati, kedze 1 = —1 (mod 2). O

Doésledkom predchadzajicej vety je, ze idealny pripad ¢ = 0 pre Vn >
k > 0 nemoze nastat pre ziadnu postupnost dlzky vicsej ako 1. Najlepsie,
¢o mozeme dosiahnuf je |cx| < 1 pre k& > 0. Postupnosti spliiajice ttto
podmienku sa nazyvaju Barkerove postupnosti. Tieto vsak pozname len pre
dlzky n < 13. Existencia Barkerovych postupnosti vicsej dlzky je otvore-
nym problémom, predpoklada sa vsak, Ze neexistuju. Tento fakt viedol k
definovaniu tzv. miery vhodnosti postupnosti [2] na jej pouzitie pri kédovani
signalu.

Tato mieru vypocitame ako:

F = cg/Zcz.

k>0

V praxi sa vyskytuji mnohé situacie, kde aj postupnosti s optimalnou hodno-
tou F' vedu k prili§ velkym stratam energie signalu, ¢o viedlo k novej stratégii
- sktimaniu dvojic komplementarnych postupnosti, ktorych koeficienty k-tych
autokorelacii sa navzéjom vynuluju pre k > 0 (teda maji rovnaké absolitne
hodnoty, ale opa¢né znamienka). Dvojiciam s takouto vlastnostou sa budeme
venovat v nasledujucej podkapitole.

1.2 Golayove pary

Golayove péary, pomenované podla Marcela E. Golaya, boli prvy krat
predstavené v jeho ¢lanku Multi-slit spectrometry [4]. Ide o dvojice komple-
mentarnych postupnosti s uzitoénymi vlastnostami, vdaka ktorym st ¢asto
vhodné ako kédovacie postupnosti so Sirokym praktickym vyuzitim.
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:Lz_o1 a b=
{bi}?:_ol pre a;,b; € {—1,1} tvori Golayov péar prave vtedy, ak pre Vk €

N,n—12>k > 0 plati

Definicia 1.2.1. Dvojica rovnako dlhych postupnosti A = {ai}

Ck‘l'dk;:()

kde ¢, a di st koeficienty k-tej acyklickej autokorelacie zodpovedajice po-
stupnostiam A a B.

Dostavame teda stistavu n— 1 rovnic reprezentujtcich autokorelacné pod-
mienky pre komplementaritu postupnosti A = {ai}?;ol, B = {bi}::Ol:

apln—1 + b()bnfl = 0

apQp—2 + a10,—1 + boby,—2 + b1y = 0
apQn-3 + A10p—2 + A20p—1 +  boby—3 + b1by—o + baby 4 = 0
apa1 + a1a9 + -+ -+ Qp—2an,—1 + bobl + blbg + -+ bnfgbnfl =0

1-ta rovnica predstavuje podmienku ¢, _; + d,,_; = 0.

Priklad 1.2.2. Trividlne vetky dvojice postupnosti dizky jedna st Golayo-
vym parom (napriklad A = [1], B = [1] alebo A = [1], B = [-1]).

Priklad 1.2.3. (n = 8)
A=[+1,-1,41,4+1,+1,+1,+1, 1]

B=[+1,-1,41,+1,—1,—-1,—1, +1]
Overenim autokorela¢nych podmienok zistime, ¢i A a B tvoria Golayov par:
k=5
cs=1—-1—-1=—-lads=-14+1+1=1
dostaneme teda c5 + d5 = —1 + 1 = 0. Postup zopakujeme pre vsetky rele-
vantné hodnoty k (1 <k < 7).

k 0 1 2 314 ) 6 7
Ck 8 1 2 110] -1 2] -1
dy, 8| —-1(-2|-11(0 1|2 1
e, +di | 16 0 0 00 0 0 0

7Z tabulky je vidiet, Ze nami definované postupnosti A, B tvoria Golayov par.
Pre tplnost st uvedené aj hodnoty pre & = 0, kedy podla poznamky
plati co + dyp =n +n = 2n.
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Priklad 1.2.4. (n = 8)
A=[+1,-1,—-1,41,+1,4+1,—-1,—1]

B=[-1-1,-1,41,-1,—1,-1,—1]

k ol1] 2] 3]4[5[6] 7
cr 81| —4[—=3]0[3]2]-1
dy 813 2] 1]2[3[2] 1
crtdy | 1614 -2 —2[2[6[4] 0

zjavne A a B netvoria Golayov par.

Z definicie Golayovych parov je vidiet, Ze maji velmi uzitoéné vlastnosti
pre kédovanie signalov. Teoreticky umoznuji minimalizovat stratovi energiu.
V praxi je mnozstvo aplikacii komplementarnych postupnosti obmedzené po-
trebou vysielat 2 signaly zaroven. Oba signaly musia byt totiz velmi dobre
zosynchronizované. Napriek tomu existuje mnoho situécii, kde vyhody kédo-
vania pomocou Golayovych péarov stoja za komplikécie sposobené nutnostou
vysielat dvojicu signélov. V dalSej kapitole budeme popisovat algoritmy na
hladanie Golayovych parov a dokazovat matematické tvrdenia potrebné na
ich konstrukciu.



Kapitola 2
Vyhladavacie algoritmy

V tejto kapitole popiSeme a porovname niekolko réznych algoritmov na
vyhladdvanie Golayovych pérov. Prvy bude prirodzeny algoritmus hrubou
silou (brute-force). Ten nebude vobec optimalizovany a bude sluzif len na
porovnéavanie. Dalsou snahou bude vytvorit ¢o najefektivnejsi vyhladavaci
algoritmus postupnym vylepSovanim prirodzeného postupu.

Vstupom pre algoritmus bude jedno celé ¢slo n, dizka, pre ktort chcem
hladat Golayove pary. KedZe uz pre malé dizky je pocet Golayovych péarov
relativne velky, nebudeme vypisovat pary danej dizky, ale len uvedieme ich
pocet.

Vsetky popisané algoritmy budt kandidatov na Golayove pary testovat
v principe rovnako (aZ na drobné tpravy kvoli rozli¢nej reprezentacii dat).
Rozdiely budi v tom, na akej velkej podmnozine vSetkych dvojic postupnosti
danej dlzky n sa spusti testovacia sekvencia.

Vypoctovi zlozitost budeme ¢asto popisovat znamou O-notéciou [5]. Bu-
deme sa snazit odhadntat pocet vykonanych aritmetickych a logickych ope-
racii. Ten bude pri vSetkych tu uvedenych algoritmoch exponencialne zavisly
od n, a teda pomerne velky (radovo 22" az 27/2).

Vo vSeobecnosti budeme vediet ¢asovi zlozitost odhadnit vyrazom
p(n) x 24,

kde ¢(n) je polyném prvého stuptia a p(n) je polyném. Paméitova zloZitost
bude zvic¢sa linedrna, ¢o sa tyka poc¢tu zapaméitanych celych cisiel (pocet
potrebnych bitov bude potom O(nlog(n)). Jej optimalizacii sa velmi venovat



KAPITOLA 2. VYHLADAVACIE ALGORITMY 8

nebudeme, pri exponencidlnej ¢asovej zlozitosti budeme samozrejme klast
prioritu na rychlost.

2.1 Brute-force algoritmus

Princip brute-force algoritmu bude jednoduchy a intuitivny. Vychadzat
bude len z definicie Golayovho paru. Pre vSetky mozné dvojice bipolarnych
postupnosti danej dizky n sa overia jednotlivé autokorelaéné podmienky z
definicie [1.2.1}

Existuje 22" roznych dvojic bipolarnych postupnosti dizky n. Overenie
konkrétnej dvojice vyZaduje v najhor$om pripade radovo n? operacii séita-
nia a nasobenia (staci si uvedomit, Ze postupnosti po¢tov tychto aritmetic-
kych operacii v jednotlivych autokorelacnych podmienkach tvoria aritmeticky
rad). Pocet vykonanych nésobeni (aj séitani) je teda p(n) x 22" kde p(n) je
polyném druhého stupiia. KedZe nasobenie je zlozitejsia operacia ako séita-
nie a vSetky ndsobenia vykondvame na mnozine {—1,1}, mohli by sme ich
nahradif jednoduchym podmienenym vyrazom. Tento algoritmus vSak sltzi
vyhradne na ilustraciu problému a na porovnéavanie so znacne vylepsenymi
verziami, takze jeho dalSou optimalizaciou sa nebudeme zaoberat.

Testovani kandidéti st pre ndzornost reprezentovani ako celoé¢iselné polia.
Pri behu programu sa teda vyuziva O(n) pamite. Program implementujuci
brute-force algoritmus je stcasfou prilohy, nachddza sa v subore algorit-
musl.cpp.

Pri testovani rychlosti algoritmu som nameral nasledujice hodnoty:
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vstup n | ¢as vypoctu | pocet parov
1 <ls 4
2 < ls 8
3 <ls 0
4 <ls 32
5 <ls 0
6 <ls 0
7 <1s 0
8 <1s 192
9 <ls 0
10 <1s 128
11 1s 0
12 2s 0
13 11s 0
14 1main 0
15 omin 35s 0
16 24min 9s 1536

Symbol < 1s znadi, ze vypocet trval menej ako jednu sekundu.

2.2 Quady

Aby sme mohli vylepsit brute-force algoritmus, budeme musiet dokazat
niekolko matematickych tvrdeni. Pri dokazoch budeme c¢asto vyuzivat mo-
duldrne redukcie. Vdaka nim ziskame mnoZstvo uzitoénych nutnych (vo vse-
obecnosti nie postacujtcich) podmienok na komplementaritu dvoch postup-
nosti.

Pojmom modularna redukcia myslime nahradenie rovnice nejakou kon-
gruenciou (pripadne ststavy rovnic systémom kongruencii). Plati totiz:

(mod n))

(Zl = 2’2) = (Zl = 29

kde z; a zy st lubovolné celé ¢isla an € N,n > 0.
Tento vztah sme uz vyuzili pri dokaze vety Jeho platnost je zrejma,
ak st dve celé ¢isla rovnaké, zrejme buda davat aj rovnaké zvysky po deleni

Tubovolnym kladnym ¢islom. MnoZina rieSeni ststavy rovnic sa po redukcii
na sustavu kongruencii ur¢ite nezmensi (v zmysle inklazie), moze len narast.

Lema 2.2.1. Pre a,b € {1} plati nasledovnd kongruencia:

ab=a+b—1 (mod4).
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Dokaz. Jednoducho dosadime vSetky mozné kombinécie +1 za a, b (mame
len 4 rézne moznosti). O

Désledok 2.2.2. Pre Golayov pdr (A, B) dizky n plati:

Vi, 0 < 1 <n-— 1: A;Qp—i—1 + bibnfifl =0 (21)

Dokaz. Kedze (A, B) je Golayov par, potom pre Vk € N, 1 < k < n — 2 musi
platit
Chr1 +dgrr=0ac,+dp =0

Najprv upravime prvia rovnicu, zrejme
Ckr1+ drir =0 (mod 4)

dosadenim za cxy1 a diy1 dostavame

n—k—2 n—k—2

k
Z ;G pr1 + Z bibiirr1 =0 (mod 4)

i=0 i=0
teraz vyuzijeme lemu , aplikujeme kongruenciu na kazdy ¢len sumacie
samostatne

n—k—2 n—k—2

k
Z (a; + Giypy1 — 1) + Z (bi + bisgr1 —1) =0 (mod 4)
i=0

1=0

pri dalSich Gpravach pouzijeme zdkladné vlastnosti sumy

n—k—2 n—k—2 n—k—2 n—k—2 n—k—2 n—k—2
S 0t 3wt 3 08 Y 0 Y bt Y (D=0 mod
=0 =0 =0 1=0 =0 =0
n—k—2 n—k—2 n—k—2 n—k—2
a; + Qirpr1 + Z b + Z bivkr1 —2(n—k—1)=0 (mod 4)
=0 =0 =0 =0

podobne budeme postupovat pri uprave druhej rovnice (rovnice k-tej auto-
korelécie)
¢k +dp =0 (mod 4)

dosadime
n—k—1 n—k—1

Z ;v + Z bibiyr =0 (mod 4)
i=0 =0
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substituujeme ¢leny sumécie podla lemy

n—k—1 n—k—1

Z (a; + ajrp — 1) + Z (bi +birxy —1) =0 (mod 4)

i=0 =0

upravime sumy

ait Y appt (—1)+ bit > bkt (=1)=0 (mod 4)
=0 =0 =0 =0 =0 =0
n—k—1 n—k—2 n—k—1 n—k—2

Z a; + Z Qiype1 + Z b; + Z biskr1 —2(n—k)=0 (mod 4)

=0 i=—1 i=—1

osamostatnime niektoré cleny sumacii

Ap—g—1 + Qg + bp_p—1 + by — 2+

n—k—2 n—k—2 n—k—2 n—k—2

+ Z a; + Z irpr1+ Z b; + Z bivkr1 —2(n—k—1)=0 (mod 4)

Z pl"VG_] rovnice Vleme, 7e miesto Vyrazu

n—k—2 n—k—2 n—k—2 n—k—2

k k—
Z a; + Z Aitk+1 T Z b; + Z bitki1 —2(71—]{3—1)

=0 =0 =0 1=0

mozeme substituovat nulu, z ¢oho dostavame
ag + ap—p—1+bpg +bpp1—2=0 (mod 4)
¢o je podla lemy ekvivalentné s podmienkou
agln—g—1 + bpbp_x—1 =0,
ktort sme potrebovali dokazat. O

Doésledok 2.2.3. Nech ezistuje Golayov pdr dizky n, potom bud'n = 1 alebo
n je parne.

Dokaz. Nech n > 1 je neparne, potom z dosledku vyplyva
2 2 _
y—1yj2 + U1y = 0

1+1=0

¢o samozrejme neplati - spor. 0
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Z tvrdeni al2.2.2 vyplyva a;a,—;_1b;b,—;—1 = —1. Teda préave 3 z ¢le-
nov a;, a,_;_1,b; a b,_;_1 budit mat rovnaké znamienko (z parity n vyplyva,
ze i #n —i— 1). Toto znamienko a trojicu jemu prislichajicich prvkov bu-
deme nazyvat dominantnym znamienkom (resp. prvkami). Podobne jediny
odlisny prvok (a jeho znamienko) budeme nazyvat nedominantnym.

Golayov par budeme zapisovat ako postupnost § tzv. quadov:

n/2—1
=0

kde quad budeme zapisovat ako maticu 2 x 2

| Gy Qp—i—1
X’_[bz- bn“}

Dalej budeme quadmi nazjvat len tie §tvorice, ktoré spliiaji podmienku

Existuje 8 roznych quadov, budeme ich oznacovat nasledovne:

1 1] ., \
P:{1 _1},P,—P,—P

@:“ ‘H,Q*,—Q,—@*

pricom hviezdicka (*) oznacuje vymenu stlpcov v matici.

Kedze ich je 8, mdzeme kazdy identifikovat pomocou 1g(8) = 3 bitov.
Jeden bit reprezentuje dominantné znamienko, dalsi typ quadu (P,Q) a
posledny hviezdicku (*), resp. jej absenciu. VSetkych moznych Stvoric je
[{—1,1}|* = 16. Povodne sme teda reprezentovali dvojicu postupnosti po-
mocou 4 X (n/2) = 2n bitov. Ak by sme na reprezentaciu pouzili len quady,
potrebovali by sme len 3 x (n/2) bitov.

To ale znameni, Ze z povodnych 22" moznosti nam staci testovaft len 23/27.
Na tomto fakte méZzeme postavit zaklady nového algoritmu, najprv si vsak
zavedieme eSte niekolko pomocnych tvrdeni a definicii.

Definicia 2.2.4. Operaciu nasobenia quadov definujeme ako

T3 T4 Ys Y4 4

(delitelnost 4 moézeme dokazat naprikld pomocou liem a [2.2.2) ako
vidime, operacia nasobenia quadov nie je nasobenim matic, ale je v podstate
skalarnym stc¢inom Stvorrozmernych vektorov.

T x 1
XY:{ ' 2} {yl yz]:—($1y1+9€2yz+9€3y3+9€4y4)
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Pre nésobenie quadov dostdvame tabulku:

x [P P Q]GO
Pl1]0]0]0
P[0 100
Qlolo0 1[0
Qo001

dalej plati —(XY) = (—=X)Y = X(=Y) a (—X)(-Y) = XY, ¢im si uz
urc¢ené hodnoty XY pre vsetky quady.

Veta 2.2.5. Pri notacii pomocou quadov budi autokorelacné podmienky ek-
vivalentné s
XoX7 =0
XoX5; =0
XoX; +X1X5 =0
XoX;+X1X5=0
XoX: + X1 X+ Xo X5 =
Xo X+ X1 X + XX =0

XOX:;_3 + XX, -+ X(n/2)—1XEkn/2) =0
X()X:;_Q + XlX;.‘;_?) + -+ X(n/2)71X(*n/2)+1 - 0

Dokaz. Rovnica aga,,_1 + byb,_1 = 0 plati, pretoze X je jednym z 8 pripust-
nych quadov.

Pre 1 <17 < n—2 jei-tarovnica ekvivalentna s podmienkou pre koeficient
(n — i — 1)-vej autokorelacie - pri dosadeni za suciny quadov podla definicie
dostaneme pre neparne ¢ priamo autokorelacni podmienku, pre parne
potrebujeme este pripocitat rovnicu a;/o@n_i/2—1 + bij2bp—ij2—1 = 0 ta plati,
pretoze X5 je quad. O

Poznamka 2.2.6. Pre i > n/2 quady X; nie st potrebné na jednoznacéné
urcenie kandidatov na Golayove pary. Kazdy z nich je totiz symetricky s
jednym z quadov s indexom niz$im ako n/2. V autokorela¢nych rovniciach st
pouzité hlavne z estetickych dévodov. Pri vypoctoch sa jednoducho nahradia
quadom podla rovnosti:

AiGp—i—1

Xi = |: biby_i 1 } = Xpi1.
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Zapis autokorelaénych podmienok inym spésobom je uvedeny napriklad v [3].

Definicia 2.2.7. Postupnost {XZ}:L:/ (2)_1 mozeme charakterizovat pomocou
trojice (n/2)-rozmernych binarnych vektorov (H,V,S) (analogicky ako pri
reprezentécii jednolivych quadov pomocou trojice bitov).

Vektor horizontdlnej orientdcie H = [ho, hy, ..., hy/o-1], kde h; je 0 ak sa
nedominantny prvok i-teho quadu vyskytuje napravo a 1 ak sa vyskytuje
nalavo.

Vektor vertikdlnej orientdcie V = [vg, vy, . .. ,'Un/g_l], kde v; je 0 ak sa nedo-
minantny prvok ¢-teho quadu vyskytuje hore a 1 ak sa vyskytuje dole.
Znamienkovy vektor S = [so,51,...,5,/2-1], kde s; € {£1} urcuje zna-
mienko i-teho quadu. Analogicky mozeme zadefinovat bindrny vektor B =
[bo, bl, Ce ;bn/2—1]; bz = %(51 + ].)

Pri programovani budeme pouzivat zo zjavnych dévodov hlavne B, pri
niektorych matematickych tvrdeniach sa vSak lepsie pracuje s vektorom S.

Takto definované vektory budeme vyuzivat na reprezentaciu kandidatov

.....

Zijeme na navrh mierne vylepSeného vyhladévacieho algoritmu.

2.3 Quad algoritmus

Tento algoritmus vyuziva reprezentaciu testovanych kandidatov pomocou
vektorov H, V a B. Tieto vektory si ulozené v pamiti ako celé ¢isla bez
znamienka. Testovacia sekvencia bude pozostévat radovo z O(n?) operécii.
Operéacie vyuzité pri testovani maju vsetky zlozitost linedrnu od poc¢tu bitov
(a teda st logaritmicky zavislé od n). Jedna sa o bitové operacie (napriklad
bitovy AND, SHIFT, XOR), s¢itanie a unarnu aritmetickii negaciu. Tato
sekvencia sa spusti pre vetkych 23/2" moznych hodnét (H,V,B). Pamifova
naroc¢nost je minimélna, potrebujeme si ulozit len hodnoty vektorov H, V,
S a maximalne nejaky ten medzivysledok pri testovani.

Stucastou prace je samozrejme aj prilozeny program algoritmus2.cpp.
Namerané hodnoty trvania behu programu st opét uvedené vo forme tabulky:
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vstup n | cas vypoctu | pocet parov
2 < ls 8

12 <ls 0

14 1s 0

16 DS 1536

18 35s 0

20 8min 10s 1088

22 | 1h 14min 44s 0

15

Merania sme vykonali len pre parne dizky, pre neparne vrati algoritmus
automaticky nulovy pocet najdenych parov.

2.4 Dalsie redukcie

Opit budeme vyuzivat modularne redukcie modulo 2 a 4. Budeme ich ap-
likovat na ststavu rovnic predstavujicich autokorela¢né podmienky zapisané
pomocou quadov.

Lema 2.4.1. Prei,j < n/2 plati:

Dokaz. 7 tabulky pre nasobenie quadov vidime, Ze ich st¢in je nenulovy ak
sa lisia len znamienkom (teda ak h; = h; a v; = v;). Zaroven vsetky nenulové
hodnoty stéinov st neparne (£1). Druhd rovnica je désledkom faktu, ze ak
Xi; = X7, potom h; =1 — hy. O]

Redukciou autokorela¢nych podmienok modulo 2 a substiticiou za X;X;
podla lemy ziskame systém nelinearnych kongruencii. Ak si ale pevne
zvolime jeden z vektorov H (resp. V'), dostaneme systém linedrnych kongru-
encii pre druhy z vektorov. Tento systém vieme riesit napriklad pomocou
metody Gaussovej eliminacie v polynomialnom c¢ase. Po vypocitani vektorov
H a V potrebujeme eSte zistit vektor S.

Poznamka 2.4.2. Pevnym zvolenim jedného z vektorov myslime, Ze za tento
vektor postupne dosadzujeme vetky mozné vektory {0, 1}™/2. Pre kazdé kon-
krétne dosadenie potom zredukujeme autokorelacné vztahy a ziskame systém
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linearnych kongruencii, ktory musi druhy z vektorov spliiaf, aby dvojica po-
stupnosti uréend vektormi H,V,S mohla byt kandiddtom na Golayov pér.

Nasledujtice redukcie buda predpokladat znalost vektorov H a V', vdaka
¢omu ziskame nutné podmienky pre S (resp. B).

Lema 2.4.3. Pre vsetky 1,7 < n plati:
XiX; = (2b; +20; + 1)| X;X;|  (mod 4)

Dokaz. 7 vlastnosti nasobenia quadov vyplyva, ze plati
XiX; = s;5;| X; X
na tito rovnicu aplikujeme redukciu modulo 4, a za s;s; dosadime podl’a
X X; = (s +s; —1)|X;X;| (mod 4)

teraz podla definicie binarneho vektora dosadime za s; a s; a dostaneme
hladany vztah

]

Teraz autokorelacné podmienky zredukujeme modulo 4 dosadime za X; X
podla lemy . Hodnoty |X;X;| vieme zistit z , kedZe pozname H a
V. Vysledkom bude systém linearnych kongruencii modulo 4 pre vektor B.
Pocet nenulovych sucinov X;X; v kazdej autokorela¢nej rovnici musi byt
parny (inak by sa ich sti¢et nemohol rovnat nule).

7 toho ale vyplyva, Ze vSetky ziskané kongruencie modulo 4 maja vsetky
¢leny péarne, teda ich mozeme vydelif dvomi, a ziskame tak systém kongruen-
cii modulo 2. Ten vieme opiit riesit v polynomiélnom case, a jeho mnozinou
rieSeni budu kandidati na vektory B.

Na lepsie pochopenie predchadzajicich tivah uvedieme jednoduchy pri-
klad:

Priklad 2.4.4. (n=10) Najprv si pevne zvolime H. Napriklad nech H =
[0,0,0,0,1]. Teraz postupne redukujeme vsetkych (n — 2) = 8 autokorela-
¢nych podmienok a nésledne do nich dosadzujeme pomocou [2.4.1

XoX;=0 = (04+0)(1+vg+v1) =0 (mod 2)
XoX;=0 = (0+0)(1+v9+v2) =0 (mod 2)
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a podobne aj tretia rovnica sa ndm redukuje na 0 = 0 (mod 2).
DalSie rovnice sa ale uz redukuji na pouzitelné kongruencie:

XoX;+ X1 X5 =0=1+v+v,=0 (mod2)

XoXZ 4+ X1 X} + Xo X5 = XXy + X1 X; + X X5 =0=
=1+v+v =0 (mod2)

XoX§ + Xa X2+ XoX] = Xo X5+ X0 Xy + XX =0=

= (I4+wvo+uvs)+(1+v2tv)=vo+v2tvs+vs=0 (mod 2)

Analogickym postupom zredukujeme aj zvysné dve rovnice a vektory koefi-
cientov v nenulovych riadkoch zapiseme do matice:

100011 100011
01 00O0T1)1 01 0011
10111{0|]~]0O01FO0T1|1
111011 0 001T1j|0
1 0010]1 00 0O0O0]O0

Maticu sme rovno upravili na trojuholnikovy redukovany tvar. Vdaka tomuto
tvaru matice vidime, Ze ststava linedrnych kongruencii pre V' mé jednu volnt
premennt (jediny stlpec bez pivota). Pocet riefeni systému je 2%, kde k je
pocet volnych premennych sustavy. Pre vSetky (v nasom pripade pre obe)
rieSenia sustavy potom budeme redukovat systém pre vektor S (resp. B).

Rieseniami pre V su [1,1,1,0,0] a [0,0,0, 1, 1]. My si ukdZzeme postup na
prvom rieseni, pri druhom bude analogicky.

Po redukcii autokorela¢nych podmienok modulo 4 a dosadeni dosta-

vame sustavu
200 + 2by + 2bg + 2b, + 2

2bp +  2bo + 2

0 (mod 4)
0 (mod 4)

Obe rovnice vydelime 2 a redukujeme modulo 2 (to mozeme, kedZe st
modulo 4, a 4 je delitelné 2). Dostaneme maticu koeficientov, ktori upra-
vime na trojuholnikovy redukovany tvar

101111 101001
101001 000110
V trojuholnikovom redukovanom tvare matice sa nachadzaju dva pivoty
(vediice prvky) a 3 volné premenné. Tato ststava ma teda 23 = 8 roznych

rieSeni. Pre vSetky tieto rieSenia ndm uz len staci overit, ¢i st Golayovymi
parmi.
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Teraz sa pokusime implementovat algoritmus vyuzivajaci postup z pri-

kladu 2.4.4]

2.5 2"/? algoritmus

Myslienka tohto algoritmu je jednoduchda. SnaZzime sa eliminovat ¢o naj-
viac kandidatov na Golayov par este pred ich testovanim. Hlavny cyklus
programu sa spusti 2/2-krat, raz pre kazdd mozna hodnotu vektora H. Pri
kazdej iteracii sa potom vytvori matica systému kongruencii, ktoré musi vek-
tor V spliiaf. Mohutnost mnoziny rieseni tohoto systému je exponencialne
zavislad od poc¢tu volnych premennych v systéme.

Nasledne sa pre kazdy validny vektor V' spusti vnutorny cyklus. Pri jeho
iteracii sa vytvori matica pre druhy systém kongruencii, tentoraz pre vektor
B. Po vyrieSeni tohoto systému sa spusti standardny testovaci algoritmus s
polynomiélnou ¢asovou zlozitostou, identicky s tym pouzitym v quad (2%/2")
algoritme.

Algoritmus zaloZeny na tejto myslienke je implementovany v programe
algoritmus3.cpp. Tu uvedieme len znacne zjednoduseny pseudokéd.

pre v8etky H urob {
redukuj pomocou H;
vyriesS sistavu;
pre vSetky rieSenia V urob {
redukuj pomocou (H, V);
vyrieS sastavu;
pre vSetky rieSenia S urob {
otestuj(H, S, V);

+

Redukcie budi prebiehat v O(n?), mechanicky po jednom ¢lene sa bude

dosadzovat podla liem [2.4.1] a -

Ststavy st rieSené pomocou Gauss-Jordanovej eliminécie. Za volné pre-
menné sa postupne dosadzaji vSetky mozné kombinéacie hodn6t a hodnoty
pivotov sa dopocitavaju.
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Vysledna zlozitost zavisi najmi od poétu volnych premennych v rieSenych
ststavach (a to exponencidlne).

Opit uvadzame aj tabulku vysledkov a doby trvania vypoctu.

vstup n | cas vypoctu | pocet parov
2 < 1s 8
24 < 1s 0
26 <ls 64
28 < 1s 0
30 < 1s 0
32 6s 15360
34 2s 0
36 5s 0
38 10s 0
40 1min 24s 9728
42 58s 0
44 2min 27s 0
46 5min 9s 0
48 44min bls 0
50 30min 6s 0
52 | 1h 11min 40s 512
54 | 2h33minTs 0

2.6 Strucné zhrnutie algoritmov

V kratkosti si zopakujme zékladné informacie o jednolivych algoritmoch.

Brute-force mé ¢asovi zlozitost odhadnutelnt funkciou a paméitov line-

arnu.

Quad algoritmus ma asovu zlozitost 23/?" a logaritmickt pamiifovi zlo-

Zitost.

Posledny algoritmus vieme zdola ohrani¢if 2/2, realna zlozitost zavisi od

poc¢tu volnych premennych v jednotlivych rieSenych stistavach. jeho pamétova

zlozitost je n x log(n).

Porovnévanie realnych hodnét diZiek behov programov je nepraktické po-
rovnavat, kedze najpomalsi z algoritmov méa dobu vypoc¢tu v rozsahu 1 se-
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kunda a 1 hodina na vstupoch 11 < n < 16 , stredne rychly 14 < n < 20 a
najrychlejsi 32 < n < 50.

Vidime vsak, Ze rozdiely v ich efektivite st naozaj nezanedbatelne velké,
¢o potvrdzuju redlne hodnoty aj odhady vypoctovej zlozitosti.



Z.aver

Prvym cielom prace bolo zrozumitelne vysvetlit pojmy autokorelacia a
Golayove pary.

V prvej kapitole sme sa najskor venovali pojmu autokorelacia. Zadefi-
novali sme ju, opisali sme jej zakladné vlastnosti a zaroven sme zdoévodnili
motivaciu na skiimanie tejto veli¢iny.Zaoberali sme sa aj bipolarnymi po-
stupnostami a ich vhodnostou na kédovanie signélov.

V druhej casti prvej kapitoly sa zameriavame na dvojice komplemen-
tarnych postupnosti, uviedli sme definiciu Golayovho péaru a niekolko jed-
noduchych prikladov. Spomenuli sme tiez hlavné klady a zapory kédovania
signalov pomocou Golayovych parov.

V druhej kapitole sme sa zaoberali vyhladédvacimi algoritmi pre Golayove
pary..

Najpv sme sa pozreli na principidlne velmi jednoduchy brute-force algo-
ritmus, ktory je samozrejme zo vSetkych najmenej efektivny, ale prave vdaka
svojej jednoduchosti a nazornosti nam poslizil ako startovny bod pri tvorbe
a chapani pokrocilejSich postupov. Stru¢ne sme zanalyzovali jeho vypoctovi
zlozitost a formou tabulky sme uviedli namerané dlzky behu programu na
vybranych vstupoch.

Dalej sme sa dostali k pojmu modularnej redukcie, a aj vdaka zna¢nym
rozdielom v efektivite jednotlivych algoritmovsme mohli vidief, Ze sa jedna
o nastroj, ktory je v $pecifickych situdciach velmi silny. Redukovanie modulo
2 a 4 nam umoznilo zistif z nelinedrnych vztahov linearne, fahko overitelné
nutné podmienky pre komplementaritu postupnosti.

V poslednej podkapitole sme uviedli findlnu verziu algoritmu, popisali sme
ju struénym pseudokédom a opétovne porovnali s ostatnymi. Pri porovnavani
nam sposobili problémy rozdiely v mnozinach vstupov, na ktorjch vieme
merat ¢as bezania jednotlivych programov s dostatocnou presnostou.

21
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Nepodarilo sa ndm dosiahnut tplne vSetky ciele prace (névrh vlastného
algoritmu), napriek tomu sme sa vSak vela dozvedeli o niektorych uz existu-
jucich algoritmoch, ich vypoctovych zlozitostiach a principe fungovania.
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