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Abstrakt

Hlavnym cielom prace je vytvorenie, implementécia a dokdzanie korektnosti
rychlych algoritmov pracujicich na rekurentnych postupnostiach druhého
radu. Zakladnym problémom je vypocet n-tého c¢lena takychto postupnosti,
potom zistenie ¢i dané ¢islo je ¢lenom danej postupnosti. Pri skiimani tychto
problémov sme narazili na problém umocnovania matic. V praci sa teda
popisuje aj algoritmus na rieSenie problému umocnovania matic, jeho uve-
denie pomoéze jednoduchsie pochopit celd tematiku. Uvedené problémy sa
daju riesit v case O(n). V tejto préaci sme sa snazili vytvorit také algoritmy,
ktoré pocas ich behu pouzivaji O(logn) aritmetickych operécii. Stcastou
prace je aj dokaz korektnosti algoritmov ako aj popis a dokaz vSetkych
potrebnych matematickych tvrdeni. Implementacia tychto algoritmov sluzi
ako skugka ich korektnosti. Samotna implementdcia algoritmov ddva moznost
aj realne porovnavat efektivnost jednotlivych algoritmov s efektivnostou uz
existujicich algoritmov.

KLUCOVE SLOVA: Fibonacciho postupnost, Rekurentné postupnosti
druhého radu, Vypocet n-tého clena postupnosti, Efektivne algoritmy, Dy-
namické programovanie, Vypocet celociselnej druhej odmocniny pomocou
bindrneho vyhladdvania, Umocnovanie matic, Prislusnost k rekurentnej pos-
tupnosti



Abstract

The main goal of this article is derivation, proof and implementation of some
fast algorithms for linear recurrent sequences. The basic problem is the eval-
uation of n-th member of given sequence, the second problem is a checking
the membership of the given number to recurrent sequence. While solving
these problems, we also ran into the problem of finding the n-th power of
a matrix. This thesis therefore also describes an algorithm for calculating
the n-th power of a matrix, which also helps us understand the whole topic.
All these problems are solvable in time O(n). In this work, we are trying
to create algorithms using O(logn) arithmetic operations. The work also in-
cludes proofs of correctness of algorithms and of all necessary mathematical
statements. Implementation of these algorithms also serves as a test of their
correctness. Implementation of algorithms also gives the possibility to exper-
imentally compare the effectiveness of individual algorithms compared to the
ones that already exist.

KEYWORDS: Fibonacci sequence, Linear recurrent sequences, Evaluation
n-th number of sequence, Effective algorithms, Dynamic programming, Eval-
uation the integer square root of the given number with binary searching,
Evaluation the n-th power of the matrix, Membership in recurrent sequences
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Uvod

Motivacia a ciele

Tato bakalarska praca sa zaoberd navrhom, realizaciou a analyzou algoritmu
na najdenie n-tého ¢lena rekurentnych postupnosti. Cielom bolo navrhnuit
algoritmus aplikovatelny na ¢o najvicsiu mnozinu rekurentnych vztahov,
pouzivajic maximalne O(log, n) aritmetickych operécii a zaroven optimalizacia
narokov na pamit.

Podnetom na hladanie takého algoritmu bol velmi $pecidlny algoritmus
navrhnuty Daisuke Takahashim publikovany v jeho ¢lanku [16] na ndjdenie
n-tého c¢lena Fibonacciho postupnosti. Jeho algoritmus pouziva tiez radovo
O(log, n) aritmetickych operécii, ale sa d4 aplikovat iba na Fibonacciho pos-
tupnosti.

Algoritmus navrhnuty v tejto praci je aplikovatelny na vicsiu mnozinu
rekurentnych vztahov (rekurentné postupnosti druhého rddu s konstantnymi
koeficientami) priom néaroky na pocet bitovych operdcii a ndroky na pamét
neboli porusené. Avsak prave toto rozsirenie aplikovatelnosti algoritmu uz
nedovolilo jeho d'alsiu optimalizdciu a domnievam sa, Ze pre urcité specidlne
pripady rekurentnych vztahov tento algoritmus nebude optimélny.

Postup pri navrhu algoritmu

V prvom rade pravidla zname a platné pre Fibonacciho postupnosti bolo
treba zovseobecnit, modifikovat a dokézat ich platnost aj pre d'alsie rekurentné
vztahy (konkrétne sa to podarilo na rekurentné postupnosti druhého rddu
s konstantnymi koeficientami). Potom na zaklade tychto novych vseobecnych
pravidiel som zostrojil algoritmus typu Rozdeluj a Panuj, redukujici dany
problém na viac podobnych problémov s mensim vstupom. Ked'Ze metéda
dynamického programovania pracuje s lepSou ¢asovou narocnostou ako algo-
ritmus typu Rozdeluj a Panuj uz navrhnuty algoritmus som realizoval touto
metédou. Tym sa podarilo dosiahnut efektivnu ¢asovii narocnost O(logn),



ale nardstli ndroky na pamét. Avsak volbou vhodného rekurentného vztahu
sa aj pamitovi narocnost podarilo optimalizovat a dosiahnut konstantni
hodnotu. Navrhnuty algoritmus potrebuje okrem réznych pomocnych in-
dexov 6 premennych.



Kapitola 1

Rekurentné vztahy druhého
radu

1.1 Strucne o rekurentnych vztahoch

KedZe ztizenim rekurentnych postupnosti na mnoZinu redlnych éisiel sa plat-

) ~ ) 2z . ’ Y ~ ~ 7 )
nost a vSeobecnost navrhnutého algoritmu nemeni, v d alsom budeme pouzivat
rekurentné postupnosti definované na mnozine realnych cisiel.

Definicia 1.1.1. Rekurentnd postupnost m-tého rddu je takd postupnost
{ri}y kde Vi € N:r; € R; ro,ry...rpm_1 st konstanty a

VneNn>m:r,=F(r,_1,"n 2, Tn-m-1,N),
kde F je funkcia F': R™* — R.

Ide teda o to, ze kazdy nasledujici ¢len rekurzivnej postupnosti sa da
vypocitat pouzitim urcitej funkcie na m predchddzajicich ¢lenov postup-
nosti. V dalsom sa budeme zaoberaf s rekurentnymi postupnostami kde
F predstavuje s¢itanie m prvkov vyndsobenych Tubovolnymi konstantami.
Vela zndmych matematickych problémov sa tyka rekurentnych postupnosti.
Prikladmi su klasické problémy zndme ako Hanojské veze, rozdelenie roviny
na maximalny pocet casti n priamkami, Jozefov problém a samozrejme Fi-
bonacciho postupnost.

1.2 Matematické zaklady algoritmu

KedZe navrhnuty algoritmus sa d4 aplikovat len na podmnozinu vetkych
rekurentnych postupnosti, a to na rekurentné postupnosti druhého radu, a je
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zaloZeny na platnosti ur¢itych matematickych tvrdeni, dalsia ¢ast prace bude
venovana vysvetleniu a zadefinovaniu tychto pojmov a dokazu spravnosti
potrebnych matematickych tvrdeni.

Z predchadzajucej definicie rekurentnych postupnosti vyplyva, ze pod po-
jmom rekurentné postupnosti druhého radu rozumieme také rekurentné pos-
tupnosti, v ktorych nasledujiici prvok sa da vypocitat aplikovanim rekurentného
vztahu na dva predchddzajice cleny postupnosti.

Definicia 1.2.1. Zadefinujme nasledovné rekurentné postupnosti:
F():O, F1 =1 aFn:anl‘i‘Fn,Q

L0:2, Ll :1aLn:Ln_1+Ln_2

ROZG, Rl :baRn:Rn_1+Rn_2

PQ:O, PlzlaPn:an_1+dPn_2
Qo=a,Qr=ba@Q,=cQn1+dQ,

preVn e N:n >2a,b,c,d e R

Takto zadefinovand postupnost F, sa nazyva Fibonacciho postupnost a
postupnost L, sa nazyva Lucasova postupnost.

Platnost formuly L, = F,_; + Fj,;1 sa d4 dokdzat pomocou matemat-
ickej indukcie. Maticovi reprezentaciu Fibonacciho postupnosti pouzivala aj
Beata Stupakova [I5] a tiito reprezenticiu tu zovseobecnime na rekurentné
postupnosti druhého rddu. V ¢ldnku [10] autori sa snazia zovseobecnit zname
identity pre Fibonacciho postupnost. V tomto ¢ldnku je uvedend napriklad
aj maticova reprezentacia postupnosti P,.

01
a=(11)
W (0 1N _ [ F
a=(Vn) =R )
Dékaz. Indukciou vzhladom na n:

Pre n = 1 plati:
(0 1Y\ [k F
A=(11)-(R &)

Teraz predpokladajme, ze tvrdenie plati pre n a dokazme, ze plati aj pre n+1:

0 1\"" 0 1\"/0 1
n+l __ . _
av=(71) =(1 1) (9 1)-

Definicia 1.2.2.

Lema 1.2.3.
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¢o sa podla indukéného predpokladu rovnd

o anl Fn 0 1 o Fn Fn+1 _ Fn Fn+1
B Fn FnJrl 11 B anl—i_Fn Fn_'_FnJrl B Fn+1 Fn+2

]
Veta 1.2.4.
Fern :Fan+1+Fm71Fn
Dokaz. . .
0 1 01
m+n __ —
am= (V) (1) -
Potom podla predchédzajticej lemy [1.2.3f
_ Fm—l Fm Fn—l FTL _
Fm Fm+1 Fn Fn+1
. Fm—an—1+Fan Fm—an+Fan+1
N Fan—1+Fm+1Fn Fan+Fm+1Fn+1
Pritom ale plati aj
Frtn F,
Am+n — m+n—1 m+n )
( Fm+n Fm—l—n—l—l
Teda podla rovnosti matic vyplyva: Fy,p, = Fp1F) + FpFiq. O

Tato veta ma jeden dolezity dosledok:

Désledok 1.2.5.
F2n - Fn(Fn+1 +Fn—1)

Fopyr = Frpy + F

Dokaz. Dosadenim n v prvom pripade a n + 1 v druhom pripade do rovnice
predchadzajicej vety namiesto m. O]

Lema 1.2.6.

anf@ b (0 1\"[a b [ R, Ru.n
b (l—|—b a 11 b a—l—b - Rn+1 Rn+2
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Dékaz. Indukciou vzhladom na n:
Pre n = 0 zrejme plati rovnost. Pre n = 1 plati:

A a b - b a-+b o Rl RQ
b a+b ) \a+b a+20 ) \ Ry Rj
Teraz predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n a dokazme, ze plati aj pre n+1:
anir @b _ (01 01\ [a b _
b a+b 11 11 b a+b
¢o sa podla indukéného predpokladu rovna
_ 0 1 Rn Rn—l—l o Rn+1 Rn+2 o
S\l 1 Ruyy1 Ruyo ) \ Ru+Ru1 Ruvi+Roya )
— Rn+1 Rn+2
Rn+2 Rn+3
Spravnost tejto lemy mozeme otestovat aj pomocou toho faktu, Ze po dosadent

a =0 ab=1 dostaneme lemu [[.2.3 m

Veta 1.2.7.
Rn = CLFn_l + bFn

Dokaz.
R, Rp1 ) An( @ b | P B a b -
Ros1 Rnyo ) b a+b ) F,  Fu b a+b )

[ aF,_1+bF, bF,+(a

~ \ aF, +bF,.1 bF,+ (a

Teda podla rovnosti matic plati: R, = aF,_; + bF,

Lema 1.2.8.

0 ]. nl O ]- - Pn—l Pn
d c 1e¢)-\ P P

Dékaz. Indukciou vzhladom na n:
Pre n = 1 zrejme plati rovnost. Pre n = 2 plati tiez.
Teraz predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n a dokazme, ze plati aj pre n+1:

(Go)(at) (Vh)-
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¢o sa podla indukéného predpokladu rovnd
o 01 Pnfl Pn o Pn PnJrl _
N d c Pn Pn+1 - dpn,1+CPn dPn+CPn+1 -
_ Pn PnJrl
Pn+1 Pn+2
Spravnost tejto lemy mozeme otestovat aj pomocou toho faktu, Ze po dosaden{

¢c=1ad=1 dostaneme lemu [[.2.3 m

Veta 1.2.9.
Pm+n = dpnflpm + PanJrl

A , : 0 11. — 1
Dokaz. Inverzna matica k < 1 ¢ ) je ( 1 0 >

Potom plati:

0 1\ /0 1\ [ Puns Poin
d c 1 ¢ )"\ Puin Poinn
Pritom:

0 1\ 0 1N _ (0 1\ (0 1\ 01
d c 1 ¢) \d c d ¢ 1 ¢ /)
(01N (0 1N = 1\N[{0 1\" /0 1)
\d c 1 ¢ 1 0 d c 1 ¢ /)
Podla predchédzajicej lemy [1.2.8

_ P, P, —c 1 P,.,.1 P, _

N Pn+1 Pn+2 1 0 Pm Perl N

_ _Cpn+Pn+1 Pn mel Pm _

_C-Pn+1 + Pn+2 Pn+1 Pm Pm+1

_ (_CPn+Pn+1)Pm—1+Pan (_CPn+Pn+1)Pm+Pan+1
(_CPnJrl + Pn+2)Pm71 + Pn+lpm (_CPnJrl + Pn+2)Pm + Pn+lpm+l

Teda z rovnosti matic vyplyva: P, = (—¢Py + Poi1) P + PP
O

Tato veta ma jeden dolezity dosledok:
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Désledok 1.2.10.
Py, = —cP? + 2P, P,

P2n+1:_CPnPn+I+P+1+PPn+2

Dokaz. Dosadenim n v prvom pripade a n + 1 v druhom pripade do rovnice
predchédzajicej vety namiesto m. O]

Lema 1.2.11.

01 e a b - Qn—l Qn
d ¢ b bc+ad | Qn  Qun

Doékaz. Indukciou vzhladom na n:
Pre n = 1 zrejme plati rovnost. Pre n = 2 plati tiez.
Teraz predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n a dokazme, ze plati aj pre n+1:

01\/0 1\ [/a b B
d c d c b bc+ad |

¢o sa podla indukéného predpokladu rovnd
(3% &) (b 0h,)-
d c Qn Qn+1 dQn—l + CQn dQn + CQn—H
— < Qn Qn—H )
Qnt1 Qni2
O]

Veta 1.2.12.
Qn = an + adPn—l

Qn Qn+1 o 01 " a b .
Qni1 Qniz /| \ d ¢ b bc+ad |
P, Pn+1 —c 1 a b _
Poi1 Phio 1 0 b bc+ad |
( P, Pn+1)<—ac+b —bc—i—bc—i—ad)_
n+1 n+2 a b

B (—ac+b)P, + aP,y4 adP, + bP, 1
-\ (mac+0)Pyy1 +aP,ys adP,iy + 0Py

Teda podla rovnosti matic plati:
Qn = (—ac+b)P, +aP,,, = —acP, +bP, + acP, + adP,_, = bP, + adP,_,
]

Dokaz.
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1.3 Vypocet n-tého ¢lenu Fibonnaciho pos-
tupnosti

Dosledok horeuvedenej vety o Fibonacciho postupnosti nam dava navod
na vypocet n-tého clenu. Tito metédu vieme zefektivnit nasledujiicim sposo-
bom. Ked'ze Fy, zavisi od F,, F,.1 a F,_1, a je zndme, 7Ze Fj, | je tiez zdvisi
od F, a F,_; rekurentny vztah pre Fy, sa teda d4 skratit nasledovne:

FZn:Fn(Fn+1+Fn—1):Fn(Fn+Fn—1+Fn—1):2Fn—1Fn+F3

Teda plati:
FQn:2Fn—1Fn+Fs

Fony1 = F3+1 + Fi

Nasledujuca schéma znézorni rekurzivne volania pre Fjg7:

5 ey
Fsa Fs4 ’ﬁz_‘
F2e Far I?25 F26 5
‘ F12 ‘ F13 ‘ F14‘ ‘ -

‘ F1o7 ‘ ‘ Fios ‘

Fs Fs Fr Fs Fs Fr
Fa Fs Fa Fa Fs Fa
Fo F1 F Fo F1 F2

V prvom rade si mézeme uvedomit, Ze s malou upravou sa dd popri
Fio7 vypocitat aj Fios a Fios (druhy obraz). To sa ndm zide hlavne preto,
lebo na vypocet R, podla vety je potrebné naraz poznat F, a F,_;. Po
druhé si méZeme uvedomit, Ze ani jedna tirovei neobsahuje viac ako tri prvky.
Uroveii so vstupnym indexom budeme nazyvat najvyssou. Potom najnizsia
troveni bude troven, kde sa rekurzivne volania moézu skoncit, teda prvky
na najnizsej urovni podkladdme za zname. (Predpokladajme, ze pozname aj
treti a Stvrty ¢len postupnosti.)

Postupne dokazme vyssie spominané slovne popisané tvrdenia.
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Tvrdenie 1.3.1. KazZdd uroven rekurzivnych volani obsahuje prave tri ¢leny
postupnosti, ktoré si zaroven susednymi ¢lenmi danej postupnosti.

Doékaz. Tvrdenie dokazme pomocou matematickej indukcie. Najvyssia troven
obsahuje tri nami zvolené ¢leny. Zakladny predpoklad matematickej induk-
cie teda plati. Zoberme vstupny index, ako stredny prvok. Ostatné prvky si
zvolme, aby tvrdenie platilo, tj. jeho susedné cleny v postupnosti.

Nech teda plati indukény predpoklad, pre nejakd uroven, dokazme, ze tvrde-
nie plati aj pre o jednu nizsiu droven. Nech tdroven, pre ktoru plati indukény
krok obsahuje prvky s indexmi n — 1, n a n + 1. Podla parity n si dve
moznosti.

Nech n je parne. Potom n = 2k, teda indexy su 2k — 1, 2k a 2k + 1. Teda
podla upraveného rekurentného na vypocet tychto indexov potrebujeme tieto
cleny postupnosti:

Fop—1 = Fye—1y41 = F(21g_1)+1 +F =R+ F,

Fop = 2F 1 Fy, + F}
Fory1 = FPo +

Z toho vyplyva, Ze o jedno niZsia irovenn musi obsahovat ¢leny z postupnosti
s indexmi k—1, k, k+1 a ziadny iny prvok nepotrebujeme na vypocet prvkov
vychodiskovej tirovne. Pripade, ked n je nepéarne ¢islo dokaz je podobny. Tym
je dokdzana spravnost indukéného kroku a teda spravnost celého tvrdenia.

O

Tvrdenie 1.3.2. Pocet trovni rekurzivnych volani je O(logyn), kde n je
vstupny index.

Dokaz. Pozrime sa na stredné prvky na rekurzivnych trovniach, teda na stred-
ny stipec na obrazku. Na najvyssej urovni strednym prvkom je vstupny
index, na najnizsej urovni strednym clenom je prvok, ktorého hodnotu uz
pozndme, teda jeho index je 1 alebo 2. (MoZeme uréit, za vstupni podmienku
riadok Fy, Fy, Fy, alebo Fy, Fy, F3, ked'Ze hodnoty tychto ¢lenov pozndme.)
Potom z rekurzivneho vztahu vyplyva, Ze v kazdom kroku stredny ¢len je
radovo dvakrat vicsi, ako stredny ¢len na predchadzajicej tirovni. Potom ale
plati:
2% 2F & n,

kde z je 1 alebo 2. k je pocet irovni a n je vstupny index.
2k~

k ~ logyn
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Tvrdenie 1.3.3. Pri vyjpocte n-tého élena postupnosti sa dd vypocitat aj
(n—1)-vy a (n+1)-vy élen postupnosti, pomocou mazimdlne O(logn) dalsich
rekurzivnych voland.

Dokaz. Toto tvrdenie je vliastne dosledkom predchadzajiceho tvrdenia. Pocet
trovni je O(logy n). Z rekurentného vztahu vyplyva, Ze od druhej najvyssej
trovne vetky trovne obsahuji aspoin dva ¢leny. KedZe na kazdej trovni
vieme jednoducho ziskat tri prvky na kazdej tirovni potrebujeme pridat len
jeden prvok navyse. (Okrem najvysSej trovne, kde potrebujeme pridat dva
prvky.) Teda musime pridat maximélne tolko prvkov, kolko je pocet tirovni.

m

V tejto podkapitole sme vlastne uviedli trividlny rekurzivny algoritmus
na vypocet n-tého ¢lenu Fibonacciho potupnosti. V nasledujicej podkapi-
tole navrhneme vylepseny algoritmus. Toto vylepsenie dosiahneme pomocou
pouzivania dynamického programovania, pricom si budeme musiet pamétat
len konstantny pocet ¢lenov postupnosti.

1.3.1 Iterac¢ny algoritmus na vypocet n-tého ¢clenu Fi-
bonacciho postupnosti

Teraz uvedieme findlnu podobu algoritmu na vypocet n-tého clena Fibonac-
ciho postupnosti.
Algoritmus(n)
aktindex < getbit(n, 1) * 2 + getbit(n,2)
Fo[0,1,2] < [Puktindea—1, Paktindex, Paktindes+1]
aktpole < 0
maktpole < 1
for + = 3 to log,n do
aktindex < aktindex x 2 + getbit(n, 1)
aktpole < (aktpole + 1)mod2
inaktpole < (inaktpole + 1)mod2
if aktindex je parne then
Paktpole[o] — Pinaktpole [0]2 + Pinaktpole[l]z
Pagtpote[1] <= 2 % Pingktpote[0] * Pinaktpote[1] + Pinaktpote[1]*
Paktpole[z] — Pinalmfpole[]-]2 + Pinaktpole [2]2
else
Paktpole[o] — 2% Pinaktpole[o] * Pinaktpole[l] + P’inaktpole[l]Q
Paktpole[l] — -Pimzlm}pole[l]2 + -Pinaktpole [2]2
Paktpole[z] — 2% Pinaktpole[l] * -Pinaktpole[]-] + Bnaktpole [2]2
end if
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1 i+1
end for
return FPoiipole
Funkcia getbit(x,y) vrati y-ty najvyssi bit v ¢isle v konstantnom ¢ase.

Ked nejaky procesor ma implementovani takito operdciu, tak ju mozeme
pouzit. Inak pred spustenim tohoto algoritmu &islo z treba rozbitf na bity.
Téato operécia trva log, x casu, ked'ze kazdé ¢islo sa reprezentuje vo dvojkove;
stistave, teda je reprezentované ako retazec nil a jednotiek, diZky log, x.

Tvrdenie 1.3.4. [teracny algoritmus na vypocet n-tého clena Fibonacciho
postupnosti pracuje v ¢ase O(logy n), teda vykond O(logyn) ndsobend.

Dokaz. Algoritmus obsahuje jediny cyklus s hornou hranicou log, n. Dalej
obsahuje len konstantny pocet nasobeni, resp. ¢itanie dvoch ¢isiel, ¢o ma
linedrnu zlozitost, teda je zanedbatelné. Algoritmus teda vzhladom na nésobe-
nie m4 zlozitost O(log, n). O

Tvrdenie 1.3.5. Program vyuziva O(n) priestoru.

Dékaz. Potrebujeme ukladat do pamiéiti konstantne vela premennych a vstup.
Vstup je ¢islo n, reprezentované v bindrnej sustave ako log, n dlhy retazec
jednotiek a nil. Pritom si treba uvedomit, Ze vypocitané hodnoty postup-
nosti mozu byt rddovo vicsie ako vstupny index, teda pocas vypoctu n-tého
¢lena postupnosti ndm rastd naroky na pamit. Posledny vyratany ¢len pos-
tupnosti je rddovo 2" velké &fslo, reprezentované ako n dlhy refazec jednotiek
a nul. O

Tvrdenie 1.3.6. Korektnost: Uvedensj algoritmus vypocita hodnotu n-tého
clena Fibonacciho postupnosti.

Dékaz. Treba dokdzatf Ze aktindex nadobudne hodnotu 2n alebo 2n + 1
v kazdom kroku. 2n a 2n+1 predstavujui indexy z rovnic . Teda ked sme
na takej drovni, kde stredny clen ma index n, tak stredny ¢len na o jedno
vysSej tirovni bude mat hodnotu 2n alebo 2n + 1. Ked to plati, tak cely al-
goritmus sme previedli na uz dokdzané tvrdenie[1.3] To ze aktindex nadobida
tieto pozadované hodnoty vyplyva zo sposobu urcenia jeho hodnot:

aktindex < aktindex x 2 + getbite(n, i)
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1.4 Vypocet n-tého c¢lena v ostatnych pos-
tupnostiach

Na zaciatku tejto kapitoly sme definovali dalsie rekurentné postupnosti druhého
radu R, P a Q. Vid definiciu [1.2.1] Na najdenie n-tého ¢lena postupnosti R
bude mozné pouzit predchadzajici algoritmus. Podla vety[1.2.7n-ty ¢len pos-
tupnosti R dostaneme sc¢itanim dvoch ¢éisiel aF),_1 + bF,,. F,,_1 a F), sa daju
vypoéitat pomocou predchddzajiceho algoritmu stcasne a a, b st konstanty,
teda ani casovd, ani pamitova zlozitost algoritmu sa nepokazi.

Pripade postupnosti P mozeme postupovat analogicky, ako v pripade Fi-
bonacciho postupnosti. Pre postupnost P plati podobny dosledok, ako pre Fi-
bonacciho postupnost , teda drobnymi zmenami sa d& horeuvedeny al-
goritmus rozsirit na postupnost P. Bez dokazu uvedieme itera¢ny algoritmus
na vypocet n-tého clena postupnosti P, ktory pracuje v logaritmickom c¢ase.
Vsetky tvrdenia o zlozitosti a korektnosti si velmi podobné, ako pre algorit-
mus pre Fibonacciho postupnost, preto ich neuvadzame.

Algoritmus(n)
aktindex < getbite(n, 1) x 2 + getbite(n, 2)
Fy[0,1,2] < [Fuktindea—1, Fartindea Faktindes+1)
aktpole < 0
maktpole < 1
for i = 3 to log,n do
aktindex < aktindex x 2 + getbite(n, 1)
aktpole < (aktpole + 1)mod2
inaktpole < (inaktpole + 1)mod2
if aktindex je parne then
Paktpole[o] —d* Pinaktpole[o]2 + Pinaktpole[1]2
Paktpole[l] — 2% dx* -Pinaktpole[o] * Bnaktpole[l] +cx Pinaktpole[]-]2
Paktpole[Q] —dx Pinaktpole[l]2 + Pinaktpole[2]2
else
Paktpole[o] —2xdx Pinaktpole[o] * ]Dinaktpole[l] +C* Pinaktpole[1]2
Paktpole[l] —d* Pinaktpole[l]2 + Pinaktpole[Q]2
Paktpole[Q] — 2% dx* -Pinaktpole[l] * Pinaktpole[l] +cx Pinaktpole[2]2
end if
14 1+1
end for
return Fipore

V pripade postupnosti @) je situacia uplne podobna, ako situacia s pos-
tupnostou R. Z vety vyplyva, Ze n-ty clen postupnosti ) sa da ziskat
pomocou uz znamych ¢lenov postupnosti P.
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1.5 Vypocet rekurentnych postupnosti s ab-

soliitnym c¢lenom
Zadefinujme postupnost Q,, = cQp_1 +dQn_o+e, VneN:n>2a Qy = a,
Q1 =10, kde a,b,c,d, e € R. Dokdzme, ze pomocou horeuvedeného algoritmu
sa da riegit aj postupnost Q. Q,, vlastne reprezentuje tie rekurzivne vztahy,

ktoré obsahuju absolitny ¢len.
Najprv treba dokdzat dve pomocné lemy:

0 1 " . _CPn + Pn+1 Pn

d c -\ —cPup1+ Poys Popa
Dokaz. 7 lemy plati:

0 1\'[0 1\ ([ P P

d c 1 ¢ ) \ Pu1 Pupo

. . . , . 1 , ,
V dokaze vety |1.2.9) vyratame inverzni maticu k ( (1) c ) Vynasobenim

Lema 1.5.1.

sprava oboch stran rovnice touto maticou dostaneme:

0 1\" ([ P, P.a —c 1
d c) \ P Py 10
Po vynésobeni pravej strany rovnice dostaneme Ziadantd rovnost. m

Poznamka 1.5.2. Predchadzajiica veta vyjadruje stivislost medzi umociiovanim
matic istého typu a rekurentnymi postupnostami.

Lema 1.5.3. Oznacme M,, := Z?Zl ( 2 i ) Potom M, v uzavretom tvare
je:
_ 1 (C2—C>Pn+1+(1—QC)Pn+2—|—Pn+3—d (1—C)Pn+1—|—Pn+2—1
" C+d—1 —Cdpn+1+(d—C)Pn+2+Pn+3—d an+1+Pn+2—C—d
Dokaz.

Mn:i(g i) (1.1)
GOw-EEY e
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Potom z — dostavame:
(3 )om=(o )oe=(a0) - (i 0)
(& )m=(0) -0

o L -1 1 \. i il
Vypocitajme inverzni maticu k je [ ct¢=1 ctd=1 ) Potom
d c—1
c+d—1 c+d—1

podla predchddzajicej lemy plati:

0 1\ [0 1\ [ —Pui+Pus Pon ) (0 1)
d c d ¢ ) \ —cPyo+ Pz Poio d ¢ |
—cPoy1+ Poyr Poyr— 1
— —CPn+2+Pn+3_d P7L+2_c

1 —cPu1+ Poy2 P —1
( d C—I)Mn: _CPn+2+Pn+3_d Pn+2_c

Rovnicu vyndsobme zlava s inverznou maticou, ktorti sme prave ziskali.

1—c 1 —cP1 + Pogo P —1
M, = ( i S ) —cPhyo+ Pz —d Popa—c

c+d—1 c+d—1

Po upravach dostaneme:

1 (2 =¢)Pup1 + (1 =20)Poo+ Poys —d (1= ¢)Puyr + Prya — 1
" C—I—d—l —CdPn+1+(d—C)Pn+2+Pn+3—d an+1+Pn+2—C—d

Teda uvedena lema plati. O

Zadefinujme este jednu postupnost: S, = ¢S,_1 + dS,_s + e, Vn € N:
n>2abs5y=0,5 =0,kdecdeecR.

Veta 1.5.4.
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Dokaz. Pomocou matematickej indukcie. Pre n = 0 a n = 1 tvrdenie plati.
Dalej predpokladajme, ze tvrdenie plati aj pre vSetky mensie indexy, ako n
a dokazme, ze plati aj pre n.

Teda Q,, = ¢Q,,—1 + dQ,_» + e podla indukéného predpokladu plati aj Q,, =
cQn_1+cSp—1+dQ,_o+ dS,_2 + e, o po lprave je

Q’I’L = Canl + danQ + CSnfl + dSn72 + €

Qn = Qn + S,
Tvrdenie plati. O

KedZe @, v logaritmickom ¢ase pocitat uz vieme, sta¢i ndm navrhnut
sposob na vypocet S,. Treba dokazat nasledujice tvrdenie:

Veta 1.5.5.
dPyi1+ Popa — 1

c+d—1

Sn+2 =€ + ePn+1

Dékaz. Lahko sa dokéze, Ze

Se Spi Y _ (0 1N\"/00 0 0 0 0
(o wn) =0 ) (0 2)em (20)+(27)
Po pouziti liem a a po tpravach dostaneme rovnost:

Sn Sn_l,_l . 0 0 0 €Pn
<Sn+1 Sn+2)_Mn<€ 6)+<0 €Pn+1+€)

Z ¢oho po dosadeni za M,, vyplyva:

dPyi1+ Poyo —d —
c+d—-1

c
Sni2 =€ +ePpyte

7Z ¢oho vyplyva platnost vety. O

Podla tejto vety dokazeme S, vypoéitat v logaritmickom ¢ase, ked'ze P,
a P,y dokdZeme naraz vypocitat v logn ¢ase. Tymto sme skonstruovali al-
goritmus pre rekurentné postupnosti druhého radu s konstantnymi koeficien-
tami.



Kapitola 2

Analyza a porovnanie
niektorych algoritmov,
na urcenie n-tého c¢lena
Fibonacciho postupnosti

2.1 Pouzité algoritmy

V tejto kapitole porovname 4 algoritmy na néjdenie n-tého ¢lena Fibonacciho
postupnosti. Tri si z nich prevzaté od inych autorov a tie budeme porovnavat
s v tejto praci navrhnutym algoritmom.
Prvy algoritmus predstavuje prirodzeny postup. n-ty clen Fibonacciho pos-
tupnosti sa vypocita presne podla definicie tejto postupnosti. Tento algorit-
mus sa podstatne lisi od ostatnych nizsie uvedenych algoritmov. Tento al-
goritmus neobsahuje Ziadnu optimalizéciu, je linedrny vzhladom na index n,
zaroven pravdepodobne bude najpomalsi. M4 ale ti vyhodu, Ze jeho korekt-
nost priamo vyplyva z definicie Fibonacciho postupnosti, ked Ze tiito definiciu
vyuziva na postupné vypocitanie 3 po sebe iducich ¢lenov danej postupnosti.
Tento algoritmus je implementovany v algoritmusl.cpp.

Druhy algoritmus Daisuke Takahashiho, ktory je podrobne popisany v ¢lan-
ku [16] je implementovany v algoritmus4.cpp.
Treti algoritmus ,,Alternate, an integer iteration“ je popisany okrem inych aj
v cldnku [8]. Tento algoritmus sa podobd na tu popisany algoritmus, ked'ze
vyuZiva tie isté vztahy, ktoré sa pouzivaji v prvej kapitole . Implemen-
tovany je v algoritmus5.cpp.
Stvrty v tejto prace popisany algoritmus sa nachédza v prvej kapitole, v al-
goritmus2.cpp.

17
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Posledné tri algoritmy sa navzdjom podobaji, kedZe v rdmci jedného cyklu
dizky O(log, n) iteruji celé ésla. Preto sa dajii porovnat aj podla toho, kolko
operacii sa vykond pocas jedného behu cyklu. V premennych, ktoré reprezen-
tuju c¢leny postupnosti sa pocas behu programu vyskytnu aj radovo vacsie
¢isla, ako vstupny index. (i-ty ¢len postupnosti je rddovo 2¢ - velké él'slo.)E]
Na tychto premennych sa vykonaju tri typy operacie: vynasobenie dvoch
clenov postupnosti, vypocet druhej mocniny clena postupnosti a scitanie
dvoch ¢lenov postupnosti. Okrem tychto operacii sa vykonaju aj operacie

s malymi konstantami, alebo premennymi, ktoré si rddovo mensie, ako aktualny
¢len postupnosti. Tieto operacie mozeme nazvat operaciami na ,,malych éfslach®.
Takto zadefinované 4 typy operécii:

Vynasobenie dvoch ¢lenov postupnosti
- Vypocet druhej mocniny ¢lena postupnosti

Sc¢itanie dvoch ¢lenov postupnosti

Operacie na ,malych ¢islach*

vieme zoradit podla toho, kolko bitovych operécii sa musia vykonat na ich
realizaciu. Podla [16] na vypocet druhej mocniny ¢isla potrebujeme menej
bitovych operécii, ako na vynasobenie dvoch ¢isiel rovnakej dizky. Tiez podla
[16] scitanie dvoch éisiel je rychlejsia operacia, ako vypocet druhej moc-
niny. Operdcie na ,malych ¢islach® trvaji zanedbatelne malo ¢asu oproti
s¢itania dvoch ¢lenov Fibonacciho postupnosti. Teda moéZeme zoradit jed-
notlivé operacie nasledovne:

nasobenie > druha mocnina > sc¢itanie > operacie na ,malych ¢islach*

, . . 9 ~ e ,
2.2 Porovnavanie algoritmov podla pouzitych
operacii
V tejto podkapitole porovndme jednotlivé algoritmy podla poctu operdcif

vykonanych pocas jedného cyklu. Sice operéacie s ,malymi ¢islami® si rychlejsie,
ako vietky ostatné operdcie, pre uplnost uvddzame aj tieto operacie.

'Pomocou Binetovho vzorca sa da dokazat, ze asymptoticky odhad pre F,, je ‘\% velké

¢islo, kde ¢ tu oznacuje zlaty rez ¢ = 1+2\/5' Binetov vzorec sa uvedie napr. aj v bakalarskej

praci [I5], ale skoro v3ade sa nachddza, kde sa hovor{ o Fibonacciho postupnosti.
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\ nasobenie \ druhd mocnina \ sCitanie \ malé cisla ‘
D. T. algoritmus 0 2 6 8
Alternate 2 0 4 — 52 0
Algoritmus z Kapitoly 1 1-23 5 — 43 3 1-23

Tabulka 2.1: Pocet jednotlivych operécii pocas jedného behu cyklu

Podla predchéadzajicej tabulky dokéZeme zoradit algoritmy podla efektivnosti.
Podla ocakdvania D. Takahashiho algoritmus bude najrychlejsi, potom Alter-
nate, a algoritmus z prvej kapitoly. Najpomalsi bude algoritmus spominany
hned na zaciatku tejto kapitoly, algoritmus podla definicie. Aby sme sa
presvedcili o spravnosti nasho predpokladu vykonali sme merania behov jed-
notlivych algoritmov. Algoritmy boli implementované pomocou kniznice NTL
v programovacom jazyku C++. Vysledky merani a vyhodnotenie vysledkov
budii popisané v d'alsej podkapitole.

2.3 Porovnavanie algoritmov podla meranych

casov
Vstupny Merané ¢asy behu algoritmov na jednotlivé vstupy (sec)
index D. T. algoritmus \ Alternate \ Algoritmus z Kapitoly 1 \ Prirodzeny postup
1 000 0.000108957 9.20296e-05 0.00010705 0.000324965
10 000 0.000193834 0.000263929 0.000449181 0.00822306
100 000 0.00518703 0.00907183 0.019192 0.424006
1 000 000 0.125531 0.229387 0.487688 40.391
2 500 000 0.540508 0.97237 2.0968 251.345
5 000 000 1.61849 2.92191 6.27913 1006.04
10 000 000 4.84948 8.7129 18.9938 -

Tabulka 2.2: Merané ¢asy behu algoritmov na jednotlivé vstupy v sekundéch

Merania teda potvrdili nase teoretické poradie.

2Podla aktudlnej hodnoty markOdd (j)
3Podla parity aktuilneho indexu aktindex
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~ ° », ’, ° 9
Umocnovanie matic a suvislost
medzi umocnovanim matic
druhého radu a rekurenciami

druhého radu

V prvej kapitole sme uz ukdzali jednu moZnost, ako vyratat n-ti mocn-
inu matice pomocou algoritmu z prvej kapitoly a pomocou matematického
vzorca 7z lemy , tato skutocnost je spominand aj v pozndmke m
KedZe touto metédou sme dokdzali vyrdtat n-ti mocninu matice pouZitim
O(log, n) aritmetickych operéacii, oplat{ sa zamysliet sa nad tym, ¢i sa d4
vytvorit algoritmus, ktory umocni isti maticu na n-ti pouzitim O(log, n)
maticovych ndsobeni. Existuje vela algoritmov na nasobenie dvoch matic,
ktoré vyndsobia dané matice pomocou polynomialne vela aritmetickych opera-
cif vzhladom na velkost matic. Ked si zvolime pevni velkost matic, tak
si mozeme vsimnit, Ze vyndsobenie dvoch matic pevnej - tej istej - diiky
sa pocita ako operdcia zahriiujica konstantne vela aritmetickych operacii.
V d'alsom na vypoéitanie n-tej mocniny matic budeme hladat taky algorit-
mus, ktory pouziva minimalny pocet takychto nasobeni.

Najprv treba upresnit podmienky na vstupné matice, tj. pre aké matice
mé zmysel hladat algoritmus na vypocitanie n-tej mocniny. Takyto algorit-
mus mé zmysel hladat iba pre §tvorcové matice.

Pre stvorcové matice ale existuje efektivnejsia technika nésobenia matic
Strassenov algoritmus, ktory dokdZe vyndsobit matice typu n x n v case
O(n*81). Najlepsia zndma metéda na ndsobenie §tvorcovych matic do roku
1990 m4 ¢asovi zlozitost O(n?27).[3]

Nasim zamerom je teda pouzit ¢o najmensi pocet takychto maticovych
nasobeni. Pocet nasobeni sa d4 minimalizovat vyuZitim nasledujiicej vlast-

20
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nosti stvorcovych matic: kazda dvojica matic sa d4 vyndsobit nezavisle od seba
a tieto ndsobenia (kedze kazd4 matica je takd istd) dajui rovnaky vysledok.
Teda stacf nam spravit jedno vyndsobenie a tiloha umocnenia matice A na
n-td sa zredukuje na lohu umocnenia matice A% na |%|-4. V prvom kroku
teda treba vynasobif A so sebou. V druhom kroku uz vysledok A2 so sebou
a nie A2 s A a eSte raz s A, teda vyuzitim vysledku z predchadzajiceho
ndsobenia sa pocet ¢initelov zredukuje vzdy na polovicu. Pritom si musime
uvedomit, Ze v pripade, ked n nie je parne na niektorej tirovni teda pocet
matic - Einitelov - je neparny, tak zostdva prave jedna matica bez paru (A).
(Majme teda 2k + 1 matic na niektorej tirovni pocas zredukovania ¢initelov.
Vsetkych ¢initelov mozeme zoradit do k dvojic a zostdva eSte jedna matica
bez paru. Pre k parov dostanem vysledok jednym vynasobenim a poslednt
maticu si budem pamitat. Na najblizsej irovni, kde pocet ¢initelov bude
zase neparny posledni maticu z tej drovne vynasobim s poslednou mati-
cou z predchadzajicej drovne kde bol pocet ¢initelov neparny a budem si
pamitat tento vysledok a tento vysledok budem v dalsom nasobit zase s
nepdritelnym ¢lenom. Na konci uz len staci vyndsobit takto ziskany vysledok
s maticou ¢o sme dosiahli postupnym zredukovanim ¢initelov.
Vlastne sme vyuzili asociativnost ndsobenia.

Tento algoritmus sa lahko reprezentuje na obrazku:

(AA|[AA|[AA | AA ] AA ] A

Umocnenie(A,n)
aktexp < n
B+ 1
while aktexp > 1 do
if aktexp je neparne then
B+ AxB
end if
A+ A?
aktexp < L@J
end while
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return Ax B

Tvrdenie 3.0.1. Uvedeny algoritmus pouziva O(log, n) maticovijch ndsobent,
a staci ndm ukladat v pamdti dve matice velkosti k x k, kde k je velkost vs-
tupnej stvorcovej matice.

Dokaz. Algoritmus obsahuje jediny cyklus uvedenej diZky. Pamitova zlozitost
je tiez zrejmé. Korektnost algoritmu je tiez zrejm4, lahko sa d4 dokézat, Ze
po k-tom kroku (poé¢itané od 0) matica A reprezentuje maticu A = A% a
matica B reprezentuje B = A!, kde n = a.28! + 2% 4. O

V stibore algoritmus6.cpp je implementovany uvedeny algoritmus v C++
pomocou kniznice NTL. Na nasobenie matic som pouzil Strassenov algorit-
mus, ktory som implementoval podla popisu z [3].



Kapitola 4

Je dané cislo ¢lenom linearne;j
rekurentnej postupnosti

Dalsou zaujimavou otézkou je, ¢i dané &islo patri do Fibonacciho postupnosti,
alebo nie. V ¢lankoch [7] a [4] sa autori rozsiahle zaoberaji touto otazkou. Ich
vysledky potvrdzuji, ze dané ¢islo n je ¢lenom Fibonacciho postupnosti vtedy
a len vtedy, ked aspon jedno z dvoch éisiel v/5n2 & 4 je celé ¢éislo. V tejto kapi-
tole dokdZeme podobny vztah pre §irgiu mnoZinu rekurentnych postupnosti.
Nasledujici postup sa opiera na horeuvedené clanky, prebrali sme niektoré
¢érty dokazov a postupne sme zovseobecnili v nich pouzité vztahy.

Checeli by sme dodat, Ze nasledujice vysledky sa uz nachddzaji v élanku
[5], pricom my sme tento ¢lanok nasli len po dokdzani nasich vysledkov, ¢o
potvrdzuje aj trosku iny postup dokazu.

4.1 Nutna a postacujica podmienka

Vhodn4 postupnost na zovseobecnenie daného vyrazu je postupnost P,,
pricom vhodné podmienky na konstanty d a ¢ sa urcia neskor. Ako prvi
vec si mozeme ustanovit, ze sa budeme zaoberat len postupnostami celych
¢isel, ¢ize takymi postupnostami, pre ktoré ¢ a d s celé ¢isla. Pre nase tcely
je nutné dodefinovat jednu novi postupnost:

Pn+1:CPn—|—dPn,1; POZO,Plzl

Ln: n+1+dpn71; L0:2aL1:C

Postupnost L,, je zovseobecnenim Lucasovej postupnosti. Pre nase ticely ndm
staci si uvedomit len tolko, Ze tédto postupnost je postupnost celych éisel.

23
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Tvrdenie 4.1.1.
—(=d)" ' = —-P?>+ P, 1P,y

Dékaz. Na dokézanie tohto tvrdenia pouZijeme maticovii rovnost

0 1\""'/01\ (P P,
d c 1 ¢) \\ P P

z lemy [1.2.8, Po prepisani matic na determinanty mozeme vyuzit fakt, Ze
determinant umocnenej matice je determinant zakladnej matice umocneny
na korespondujicu mocninu. Teda dostaneme:

n—1

0 01| | P P

d 1 ¢| | P, P
0 1 01

‘ d c| —d ' 1 ¢| -1
Pn—l Pn . P2

‘ P, P, | Poabo = By

’ A . . . ’ )
Po dosadeni hodnét determinantov do rovnice dostaneme ziadanu rovnost.
O]

Lema 4.1.2. Pre vsetky cleny postupnosti P, plati L2 = P2(c*+4d)+4(—d)".
Dokaz. Vieme, ze platia nasledujice rovnice:

L, = Pn+1 + dPn—l
—(—d)" ' = ~P*+ P 1 Py

Ln = Pn—i—l + dPn—l /()2
—(—d)" ' = —-P?*+ P, 1Py / % (—4d)

L2 =P +d°P}_| +2dP, 1P,
—4(—d)" — 4dP? = —4dP, ;1 P, 1
Po scitani tychto rovnic dostaneme:

L2 —A(—d)" —4dP? = P, +d°P?_, — 2dP, 1P,
= (Pn+1 - d-Pn—l)2
— C2P2

Co sme cheeli dokdzat. O
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Ked'ze ani hodnotu L,,, ani hodnotu n nepozname, tito véeobecni rovnicu
musime upresnit. Ked si zvolime vhodne hodnotu d, tak by sme mohli 4(—d)"
odhadntit. Teda pribudne naga prva podmienka:

d=+1|
Pomocou tejto podmienky nie je pre nas potrebné, aby sme n urcili.
Veta 4.1.3. Pre vsetky cleny postupnosti P, plati, Ze uvedeny vyraz je celé

c¢islo:

d=1 d=-1

V/P2(c2 +4) + 4(—1)n VP2(c —4) + 4.
Tu pribudne podmienka .

Dokaz. Tato veta priamo vyplyva z predchadzajicej lemy. Po dosadeni uve-
denych hodnot namiesto d postupne dostaneme:

L} = P2(* +4) +4(-1)" L =P}c*—4)+4

L, = \/P2(c2 +4) + 4(—1)" L, = \/P2(c — 4) + 4.

Ked'ze ¢islo L, na lavej strane rovnice je celé &slo aj na pravej musime
dostat celé ¢islo. O

Teraz, aby sme dokazali opa¢ni implikaciu najprv uvedieme takid rovnicu
s dvoma neznamymi, ktorej diskriminant sa rovnd vzorcom zo znenia
predchadzajicej vety.

v — cry — 2% = +1, (4.1) P —cxy+ a2 =1 (4.2)
(D = c?2® +42° £ 4 (D = c*2® — 42 + 4
= 22(c® +4) £ 4) = 22(c* — 4) + 4)

Lema 4.1.4. Dvojica (P,,P,11) Vn € N riesi rovnicu

v — coy — 2% = +1, y* —cxy+2° =1
pre d=1. pre d = —1.

Dokaz. Dokazme jedno vSeobecnejsie tvrdenie:
Dvojica (P,,P,+1) Vn € N riesi rovnicu

y? — cry — da® = (—d)" L.
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Potom po dosadeni uvedenych hodnot namiesto d dostaneme Specialne pripady
rovnosti, uvedené v zneni lemy. V tvrdeni sme dokézali rovnost

—(—d)" ' = —P?>+ Py 1P,
Po postupnych tupravach dostaneme:

—(=d)"' = =P2 4+ Py Py
=P+ (cP,+dP, 1)P, 4
=P+ ¢P,P,_,+dP,_ P,
(—d)" ' = P?>—cP,P,_, —dP? |

Co sme cheeli dokézat. O

Lema 4.1.5. Ak dvojica (x,y) € N? je rieSenim rovnice

v — cry — 2% = +1, v —cry+a® =1
pred =1, pre d = —1 a c¢* > 4,
tak (x,y) = (Pn, Poy1) pre nejaké n € N.

Dékaz. Lemu dokdzeme pomocou indukcie podla (x+y). Aby takdto indukcia
sa dala pouzivat potrebujeme zabezpecit dobre zadefinovany indukény krok.
Najprv overme, Ze za podmienky ¢ > 0 postupnost (P,)°; bude rasttica in-
dukciou vzhladom na n. Baza sa lahko overi dosadenim konkrétnych hodnot,
preto tu uvedieme len indukény krok.

V tejto Gasti ¢ > 0 a ¢ > 4
Poo1=cP,+PFP,1>cP,>PF, spolo¢ne daju
Odvodenie je samovysvetlujtce. P,yy=c¢cP,—P, 1> (c—1)P, > P,

Tu sme vyuzili indukény krok, ked
sme odhadli, ze P, > P, 1, teda
cP, — P,y = (c—1)P, + (P, —
P, 1) > (c—1)P,.
Musime este dokézat, ze v prvom pripade y — cz a v druhom pripade
cx — y je prirodzené cislo.

v —cry+a2’ =1

y? — cry — 2% = +1 yly —cx) = —2* +1
yly —cr) =2 %1 y(cx —y) =2* — 1
Na lavej strane rovnice y je kladné,  Na lavej strane rovnice y je kladné,

na pravej strane 22 £ 1 je nezdporné  na pravej strane 2 — 1 je nezdporné
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celé ¢islo okrem pripadu x = 0, teda  celé ¢islo okrem pripadu z = 0, teda
aj (y—cz) musi byt prirodzené éfslo.  aj (cx —y) musi byt prirodzené &fslo.

M P Ked uz mame vietko pripravené mézeme dokazaf lemu pomocou
tiplnej indukcie vzhladom na (z+y). Bdzu 24y = 1 moZeme overit dosadenim
konkrétnych hodnot. Mame dve moznosti x =0ay =1alebox =1ay = 0.
Tieto ¢isla su aj ¢lenom postupnosti (F,)22 ;. Najprv dokazem, Ze sa ndm
sta¢i v indukcii zaoberat len s pripadom y > x (V ostatnych pripadoch

dostavame len trividlne riesenia, alebo podobné k pripadu y > x).

T =1

To sa moze nastat vyluéne vtedy,
ked ¢ = 1, ¢o je Fibonacciho pos-
tupnost. Vtedy 2 = 1 ay = 1 je
rieSenim rovnice a aj ¢lenmi postup-
nosti P, Ps.

T >y

W —cay— 1t < — eyt —y? =
= —cy’ < —c
Ked'ze ¢ > 0 takto méme y* — cxy —

2?2 < —c < —1, teda Tava strana

. ~ ) .
rovnice sa nemoze rovnat pravej.

v - +yt =1
y(2-c)=1

s 1

2—¢

7 predpokladu ¢ > 2 plynie, ze

2—c<0,tedaajy* = 3= <0¢oje

v rozpore s predpokladom, ze y € N.

Teda rovnica nem4 riesenie.

Y

Rovnica je zrejme symetricka,
teda vSetky rieSenia si aj rieSeniami,
ked y > x.

y > x: Teraz spravme uz spominany indukény krok. Predpokladajme, Ze

(x,y) riesi dantd rovnicu.

Dosadenim dokazme, ze aj (a,b) =

(y — cx, ) riesi rovnicu.

b2 — cab — a® =
= o2 —cly — cx)r — (y — ca)? =

=2 +cay —y? = 1

Dosadenim dokazme, ze aj (a,b) =
(cx — y, x) riesi rovnicu.

a® — cba +b* =
= (cx —y)? — cb(cx —y) + 2° =
=2 —eyr+yf =1

Pre x = 0; y — cx = y — c0 = y, za predpokladu, ze y € N dostaneme, 7e aj y —cz € N.

2V oboch pripadoch si mozeme uvedomit, Ze uvedené vzorce budeme potrebovat
na uskutoénenie indukéného kroku. Pritom ale vieme, ze ked z = 0, tak y = 1, aby
dvojica (z,y) riesila rovnicu zo znen{ lemy. A prave x +y = 1, teda z =0 a y = 1 (lebo
y > z) bude baza indukcii, teda pripad x = 0 v tejto casti dokazu modzeme zanedbat.
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Potom ale podla indukéného pred-
pokladu a = P, a b = P, pre niek-
toré n. Ale potom © = P,;; ay =
a+cxr=PFP,+cP,1 = P,o.

Potom ale podla indukéného pred-
pokladu a = P, a b = P, pre niek-
toré n. Ale potom © = P,;; ay =
—a+cr=—PF,+cP,1 = Pyo.

Aby sme mohli pouzit indukény predpoklad pre dvojicu (a,b) musime

este dokdzat, ze a +b < z + y.
a+b=y—cx+axprex > 0
Yyt+aor—cxr<y—+zx.

Vieme, ze a+b=cx —y+x a
ylcx —y) = 2> — 1. Teda a + b =
z2—1

y
nerovnost z2 — 1 < 2. Plat{ ale y >

z, teda y? > 22

+ x, preto ndm staci dokdzat

Vsetky moznosti sme prebrali, teda uvedena lema je platna. O

A teraz mozeme sformulovat nutni a postacujicu podmienku na to, aby
sme mohli uréit ¢i je nejaké ¢fslo ¢lenom postupnosti (P,)22;:

Veta 4.1.6. Cislo x € N je ¢lenom postupnosti (P,

ked’
(4+c*)a* +4
pred=1,c¢c>0

vtedy, a len vtedy

n=1

(> —4)r* +4
pred=—1,c¢c> 2

je druhou mocninou prirodzeného c¢isla.

Dokaz. Prva implikacia tejto vety priamo vyplyva z vety [4.1.3] Teda staci
nam dokdzat, Ze ak &fsla uvedeného tvaru si druhou mocninou nejakého
celého ¢isla, tak ¢islo x je clenom danej postupnosti.

Dokézme, ze ak (4+c?)z? £4 m4
druhd odmocninu v mnozine celych
¢isel, tak Jy € N také, ze (x,y) bude
riesit rovnicu ([£.1). NapiSme zndmy
vzorec pre rovnicu (4.1)):

cx £+ +/(—cx)? + 4a? £ 4

Y= 5
cx £/(2+4)22+4
y =
Vieme, ze /(2 +4)z?2£4 je celé

¢islo, oznacme hon :=
Teda y = % Teraz nam staci
dokdzat, Ze cx & n je v kaZdom
pripade parne, teda cr a n maju
totoznu paritu. Pricom po tpravach

(2 +4)z2 +4.

Tento pripad sa dokaze analog-
icky, pomocou rovnice (4.2]).
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dostaneme, ze n? = (¢ +4)z? +4 =
(cx)® +422 +4. Ked cx je parne, tak
n? bude delitelné 4, teda po odmoc-
neni n bude parne. Zjavne, ked cx
je nepéarne, tak aj n? bude nepdrne,
teda po odmocneni ani n nebude
parne.

Dokazali sme, ze Jy € N také, ze
(z,y) riesi rovnicu ([4.1)), teda podla
lemy vieme, Ze je ¢lenom pos-
tupnosti P,.

7 ¢oho vyplyva platnost tejto vety. O

Este by sa mali vysetrit pripady ¢ = 1 a ¢ = 2 v pripade, Ze d = —1.

Veta 4.1.7. Postupnost P, = 2P,_1 — P,_y, Py =0, P, =1 je v uzavretom
tvare P, = n.

Dokaz. Matematickou indukciou. Pre n = 0 a n = 1 tvrdenie priamo plynie
z definicie uvedenej postupnosti. Teraz ndm staci dokézat indukény krok:

[

Poznamka 4.1.8. 7Z predchadzajicej vety vyplyva, ze kazdé prirodzené ¢islo
je ¢lenom uvedenej postupnosti, a zZiadne iné ¢islo nemoze byt ¢lenom tejto
postupnosti.

Veta 4.1.9. Postupnost P, = P,_1 — P,_o, Py = 0, P, = 1 je periodickd.
Periéoda 7 0,1,1,0, —1, —1.

Dokaz. Priamym vypoctom.

Po sebe idiice ¢leny postupnostisi: 0,1,1,0,—1, —1,0, 1. Ked'Ze P, je rekuren-
cia druhého rddu kazdy ¢len postupnosti je jednozna¢ne dané pomocou pred-
chadzajtcich dvoch ¢lenov postupnosti. Ked sa niekde vyskytuje t4 ista dvo-
jica predchadzajicich ¢lenov, tak sa rekurencia zacykli. O

Poznamka 4.1.10. Z predchédzajicej vety vyplyva, ze kazdy ¢len uvedenej
postupnosti je z mnoziny {—1,0,1}.
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4.2 Algoritmus na overenie nutnej a postacujuicej
podmienky

Prva moznost, ako overit nutni a postacujiicu podmienku je, Ze vyratame
presné hodnoty /(4 + ¢?)x? 4+ 4 alebo /(c? — 4)x2 + 4 a otestujeme ¢i vysle-
dok tychto aritmetickych operacii je celé ¢islo. Tato metdoda ma svoje ne-
dostatky, tieto nedostatky sa tykaji operacie odmocnenia. Prvym takym ne-
dostatkom je fakt, ze odmocnenie je pomerne zlozitou aritmetickou operaciou.
Druhym takym nedostatkom je, Ze odmocnina sa nedd vypocitat presne,
pouzivaju sa tam isté zaokruhlenia, ktoré by sa nemali pri testovani zaned-
bat. Lepsim rieSenim by bola implementdcia algoritmu, ktory pracuje iba
s celymi ¢&fslami. Tato poziadavka je opravnens, ked'ze tilohou je overit, ¢i
nejaké celé ¢islo ma, alebo nema celo¢iselni druhti odmocninu. Vstupy musia
byt celé éfsla, ind¢ by dany problém nemal zmysel takto riesit.

V dalsom teda budeme riesit tento problém: ¢ dané celé éislo z méa
celoéiselntt druht odmocninu. Ako prvi vec si mézeme uvedomit, ze v pripade
niektorych hodnot z vieme ”rychlo”vylicit existenciu celoéiselnej odmoc-
niny. To sa d& spravit nasledovne: postupnym delenim dvojkou dostaneme
najvicsicho delitela ¢isla z v tvare 2¢. Potom ¢&fslo z je tvaru z = 24z, kde z;
nie je uz delitelné dvojkou. Podla vzorca v/z = v/2iz, = V/2i,/7 ¢islo z ma
presne vtedy celociselni druhti odmocninu, ked 2° a z; maju tiez. Je zrejmé,
7e ¢islo 28 m& presne vtedy celo¢iselnii druhii odmocninu, ked’ 7 je parne éislo.
Teda mozeme vylicit tie hodnoty z, pri ktorych takto definovand hodnota
i nie je parna. Pre ostatné hodnoty z nam staci overit, ¢i z; méa celociselni
druhi odmocninu. Este by sme cheeli dodat, Ze tento sposob vylicenia je
rychly preto, lebo delenie dvoma je jedna z najrychlejsich operacii - operacia
SHIFT.

Rychle sa daju vylucit aj ¢isla tvaru 4k + 3, 8k +3, 8k +5 a 8k + 7. Dokaz
uvedieme pre ¢isla tvaru 4k + 3 a 8k + 5, ked'Ze ¢isla tvaru 8k + 3 a 8k + 7
sa dokazu analogicky, ako 4k + 3. Dokaz spravime sporom. Predstavme si, ze
existuje také ¢islo a € N, ze a? = 4k + 3. Vieme teda, Ze a? nie je parne &islo,
preto ani a nemoze byt parne. Teda ¢islo a mé tvar a = 21 + 1. Teda plati

a? =20+ 1)> =41 +41 +1

AP +41+1=4k+3
22 +2l =2k + 1

v 7 . )~ ~ 7/ Y . o e . s’ ~ 7
¢im sme dostali spor, kedze ¢islo na lavej strane rovnici je parne, a ¢islo
na pravej strane rovnici je neparne. Po podobnych tivahach dostaneme pre pri-
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pad 8k + 5 nasledujice odvodenie:

AP +414+1=8k+5
P+l=2k+1
I(1+1)=2k+1

¢ize na lavej strane rovnici mame znovu parne ¢islo, na pravej neparne.

V d'alsom popiseme algoritmus na zistenie celo¢iselnej druhej odmocniny
celého ¢isla; potom tento algoritmus skombinujeme s uz horeuvedenym algo-
ritmom na rychle vylicenie niektorych vstupov a takymto sposobom ziskame
pseudokdd riesiaci problém tejto kapitoly. Teda chceme zistit, & éislo 2z
ma celo¢iselni druhti odmocninu pomocou iteracie celych ¢isel. Na tento
problém sme upravili algoritmus bindrneho vyhladdvania. Na zaciatku si
zvolime vsetky cisla od 0 po z;, ako mnozinu kandidatov na druhd odmocn-
inu. V kazdom kroku postupne tento interval znizime o polovicu nasledujicim
sposobom: vyberieme stredny prvok intervalu. Umocnime ho na druhi. (Tato
operécia je rychlejsia, ako odmocnenie ¢isla.) Potom otestujeme, ¢i je aktudlna
druhd mocnina vécsia ako z;. Ak je vécsia, tak si zvolime dolnu polovicu
intervelu za novych moznych kandidatov. V opac¢nom pripade si zvolime
hornu polovicu intervalu za novit mnozinu kandidatov na druht odmocninu.
Takymto sposobom sa dé zredukovat interval na trividlnu dizku napriklad
na menej ako 4 ¢isla. Potom tuplnym preberanim moznosti zistime, ¢i medzi
kandid4dtmi je celoéiselnd odmocnina. Ked sme uz nasli druhi odmocninu,
tak vieme, ze z; ma celo¢iselni druhi odmocninu, v opacnom pripade nema.
Tento algoritmus sa opiera o fakt, ze 22 > y? < x > .

Overenie(c,d,)
if d =—1 then
24 (2 —4)x* +4
else
24 (44 A)r*+4
end if
2,04 2 =2z
if 7 je neparne then
return FALSE
end if
if 2 je v tvare 4k + 3, 8k + 3, 8k + 5 alebo 8k + 7 then
return FALSE
end if
dolna_hranica < 0
horna_hranica < z;
while horna_hranica — dolna_hranica +1 > 3 do
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stredny <— (horna_hranica + dolna_hranica)/2
if stredny?® > z; then
horna_hranica < stredny — 1
else
dolna_hranica < stredny
end if
end while
return TRUE < 3n € (dolna_hranica, horna_hranica),n® = z
Pravdivost, ¢asova zlozitost a pamiitova ndro¢nost algoritmu priamo vyplyva
z uvedenych matematickych tvrdeni. Casové zlozitost algoritmu je O(logn),
vzhladom na operéciu druhej mocniny. V pamiiti si musime pamitat konstantne
vela ¢isel.
Algoritmus je implementovany v stibore algoritmus7.cpp v jazyku C++
pomocou NTL.



Zaver

Ako prvii vec treba pripomentit, Ze v tejto praci pouzivané oznacenie na zloZi-
tost algoritmov O(log,n) je totozné s O(logn). Pouzivanim dvojky sme len
cheeli zvyraznit, Ze uvedené algoritmy si zaloZené na deleni, alebo nésoben{
dvojkou, teda na tom, ze v kazdom kroku sa vynechd polovica ¢lenov z predché-
dzajuceho kroku, alebo sa vyluci polovica este existujicich moznosti.

Dalej treba poznamenaf, ze algoritmy a vety z prvej kapitoly funguji
aj pre redlne ¢isla, teda podla potreby uvedené algoritmy sa daji prepisat
z mnoziny celych ¢isel na mnozinu realnych ¢isiel. Samozrejme v stvrtej kapi-
tole sa o redlnych ¢islach hovorit nemé zmysel.

Ako sme ukézali v druhej kapitole, algoritmus z prvej kapitoly nie je na-
jlepsim existujicim algoritmom pre vypocet n-tého ¢lena konkrétnej postup-
nosti. Pre konkrétnu postupnost sa d4 vymysliet aj lepsi, rychlejsf algoritmus.

Ako poslednti vec chcem este raz pod’akovat kazdému, kto mi pomohol,
pri pisani tejto prace.
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