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Abstrakt

V tejto praci sa venujem heuristikdm, ktoré minimalizuja line4drne priesecni-
kové ¢islo a linedrne priesec¢nikové ¢islo s fixovanou permutaciou vrcholov.
V prvej Gasti popisujem princip a popis algoritmov a v dalSej ¢asti porov-
navam jednotlivé heuristiky podla vysledkov, ktoré dosiahli na niekolkych
triedach grafov. V praci st pouzité algoritmy réznych druhov od jednodu-
chych greedy algoritmov, cez neurénové siete a semidefinitné programovanie
az po geneticky algoritmus a simulované zihanie.

KIéové slova linedrne priese¢nikové ¢islo, fixované linedrne priese¢ni-
kové ¢islo, heuristiky, aproximécie
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Kapitola 1

Uvod

Cielom tejto bakalarskej prace je porovnat rézne aproximacné algoritmy na
urcenie priesecnikového ¢isla grafov. Minimalizacia prieseénikového ¢isla na-
kreslenia grafu je jeden z najstarsich problémov automatizovaného kreslenia
grafov a ndvrhu VLSI. Pocet priese¢nikov méa velky vplyv na esteticky vzhlad
grafu a tak isto citatelnost.

Problém priese¢nikového ¢isla bol prvy krat uvedeny Palom Turanom,
ktory si kladol otazku: “Aké je priesecnikové €islo cr(K, ) Gplného bi-
partitného grafu?” Garey a Johnson ukézali[18], Ze vSeobecny rozhodovaci
problém: “Pre dany graf G a prirodzené ¢islo k rozhodnit ¢éi cr(G) < k7 je
NP-tplny problém.

Kvoli komplexnosti vSseobecného problému sa Studovali rézne varianty
ako napriklad konvexné priesecnikové Cislo, linedrne priese¢nikové ¢islo, bo-
ok crossing number ale aj pre tieto zostédva problém stale NP-fazky. Prav-
depodobnost, Ze sa najde polynomidlny algoritmus je velmi mald, ale prax
vyzaduje rieSenia tychto problémov. Preto sa rozvijaju rozne heuristiky a
aproximacie, ktoré dodévaja aspon dobré odhady a riesenia.

1.1 Definicie

Nech graf G = (V(G), E(G)), kde V(G) je koneénd mnozina vrcholov grafu
a F(G) je mnozina hran grafu, pricom E(G) C [V(G)]?. Pre Tubovolni
mnozinu A je mnozina [A]? mnozinou 2-prvkovych podmnozin mnoziny A. G
je neorientovany graf bez nasobnych hran a sluciek. Pocet vrcholov ozna¢me
n = |V(G)| a pocet hran m = |E(G)|. Pre dany graf G, priese¢nikové ¢islo
grafu, ktoré sa znaci aj cr(G), je najmensi pocet prieseénikov hran s ktorymi
moze byt nakresleny do roviny.

Planarne grafy maju priesecnikové ¢islo rovné nule. c¢r(G) mozeme pova-
zovat za mieru neplandrnosti grafu. Existuji rézne varianty priesec¢nikového
¢isla, ktoré klada na nakreslenie grafu rézne podmienky. Niektoré z nich st
tieto:
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e Rektilinedrne prieseénikové ¢islo ¢r(G). Hrany su ¢asti priamky, teda
usecky a vrcholy st vo vSeobecnej pozicii.

e Konvexné priesecnikové ¢islo v1(G). Vrcholy st umiestnené na kruznici
a hrany si usecky. Tiez sa nazyva aj outerplanar crossing number
alebo circular crossing number a tiez 1-page book crossing number.

e k-page Book Crossing Number vy (G). Vrcholy st umiestnené na spo-
lo¢nej priesecnici k rovin. Pri¢om hrany st polkruznice, ktoré celé
lezia! prave v jednej z polrovin. Priamka na ktorej lezia vrcholy sa
nazyva chrbtica(chrbéat knihy) a polroviny su stranky tejto knihy. Ta-
kZe hrana je nakreslena na jednej zo stranok. Specidlny pripad je uz
spominané konvexné priesec¢nikové cislo. Pre nakreslenie grafu D na
k-strankovi knihu, v (D) oznacuje pocet priese¢nikov hran v nakres-
leni D. Potom k-page book crossing number grafu G ozna¢me vi(G) a
oznacuje minimalne priese¢nikové ¢islo medzi vSetkymi k-strankovymi
nakresleniami G.

e Linear layout crossing number v9(G). Je instancia 2-page Book cros-
sing number.

e Fixed linear layout crossing number vy (G) Je linear layout crossing
number ale poradie vrcholov na priamke je pevne dané. Problém
minimalizacie fixovaného linedrneho priese¢nikového ¢isla sa niekedy
oznacuje skratkou FLCNP.

V tejto préci sa skiimaju algoritmy na urcéenie vy (G), v2(G) a vr,(G). Prehlad

ostatnych typov prieseénikovych ¢isel sa da najst v [16].

1.1.1 Linearne priesec¢nikové ¢&islo

Nakreslenie grafu do roviny nazvame linearne, ak spliia nasledujtce pod-
mienky:

(i) vrcholy lezia na horizontélnej priamke p
(ii) hrany st nakreslené ako polkruznice alebo polelipsy
V pripade fixovaného priese¢nikového ¢isla pridavame podmienky:
(iii) poradie vrcholov na priamke p je pevne dané.
V tejto praci spliia linearne nakreslenie aj dalsie predpoklady:
(i) hrana nepretina samu seba

(ii) hrany, ktoré majua spolo¢ny vrchol sa nepretinaja

!Samozrejme okrem vrcholov, ktoré hrana spaja, pretoze tie leZia na prieseénici.
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(iii) spoloény bod dvoch hran, okrem koncovych, je priesecnik a nie bod
dotyku

(iv) ziadne tri hrany nemaju spolo¢ny prieseénik

(v) Tubovolné dvojica hran sa pretina najviac raz

1.1.2 Pocet prieseCnikov

Oc¢islujme vrcholy grafu G v poradi v akom leZia na priamke zlava doprava.?

Vrchol v € V budeme znacit v;, kde i je poradové ¢islo vrcholu. Hranu
e = v;v; budeme znacit ako e; ; pricom i < j. Potom hrany e;; a ey sa
pretinaju prave vtedy, ked (i <k <jAIl> )V (k<iNi<l<j).

Obrazok 1.1: Znéazornenie polohy vrcholov pri priese¢niku dvoch hran

Zavedme funkciu cross(e; j,ex;) =1 ak e; j a ey pretinaja inak 0. Cel-
kovy pocet priesecnikov bude:

vl(G):% Z Z cross(e; j, ex.) (1.1)

e j€EE ey ER

Pre v3(G) musime este rozoznavat v ktorej polrovine hrany lezia. Nech
ui; € {0,1} a u; ; = 0 ak hrana e; ; lezi v prvej polrovine. Analogicky 1 ak
lezi v druhe;j.

va(G) = = Z Z cross(e; j, en) * (i jup;+ (1 —u; ) (1—ugy))) (1.2)

e j€EE e, 1 €EE

1.1.3 Teoreticky horny odhad

Takmer na kazda otdzku, ktort sa mozme opytat ohladom priese¢nikového
¢isla, nepozname odpoved. Pre tcely tejto préace sa v literattire daji najst
niektoré horné odhady pre Specialne triedy grafov. V niektorych pripadoch
aj predpokladany vztah pre rovnost.

I o[ R

2Pri v2(G) sa priamka na ktorej lezia vrcholy najéastejsie znazoriiuje vodorovne.
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Kde pre n < 10 bola dokazana rovnost. Podrobnosti sa dajia najst v [8].
Pre pravidelny torus sa v [9] predpokladé vztah:

v2(Thn) = n(n —2) (1.4)



Kapitola 2

Aproximacné algoritmy

2.1 Uvod

Aproximacéné algoritmy st momentalne jedind moznost ako znizit pocet prie-
seénikov v nakresleni grafu. Z praktického hladiska pomahaji zlepSovat
navrhy VLSI, ¢ estetickost automaticky nakresleného grafu a iné. Z teore-
tického hladiska poméahaju pri zlepsovani hornych odhadov.

2.2 Testované typy algoritmov

Na ziskanie dobrého riesenia tazkého problému sa pouzivaji rozne techniky
a postupy. V literature sa daja najst greedy postupy, algoritmy zaloZené na
dynamickom programovani, bisekcii [3] [1] [10] [19] [21] [23], neurénové siete
[12] [17] [11], genetické algoritmy [13], simulované zihanie [20],.

V tejto praci st popisané niektoré publikované heuristiky, ktoré boli aj
implementované a porovnavané. Z typov algoritmov sa zastiipené greedy,
neurénové siete, genetické algoritmy a simulované zihanie.

2.3 Algoritmy pre fixované linearne priesec¢nikové
¢islo

KedZe vrcholy st v tomto type nakreslenie zafixované, zostéava rozmiestnit
hrany do polrovin. Velkost prehladavaného priestoru je rddovo O(2™).

2.3.1 Greedy metody

Zakladné heuristické metédy boli ¢erpané od Cimikowského [3]. Vo svojej
praci uvadza az 8 moznych metdd. V tejto praci st rozobrané tieto:

12
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Znahodneny greedy

Zacina sa s grafom bez hran a postupne sa do neho pridavaja hrany, ktoré
sa pridajt do jednej z polrovin. Pricom poradie pridévania hran je nahod-
ne. Zistit, kolko priese¢nikov mé hrana v prvej alebo druhej polrovine trva
O(m). Celkovy ¢as behu O(m?)

Algorithm 1 Znéhodneny greedy
nahodne preusporiadaj poradie hran
fori=0tom —1do
pridaj hranu e; do tej polroviny, v ktorej sposobi najmensi prirastok
priese¢nikov
end for

Maximalny planarny podgraf

Maximalny planarny podgraf, dalej len MPlanar, sa snazi vytvorit plandrne
grafy v obidvoch polrovinach. V prvej faze pridava hrany do prvej polro-
viny, ktoré nesposobia krizenie, tie, ktoré by mohli spdsobit, sa odlozia. V
druhej faze sa odlozené hrany umiestnuju takym istym spdsobom do druhej
polroviny. Ak potom zostant nejaké hrany umiestnia sa do tej polroviny,
kde sposobia menej prieseénikov. Celkovy ¢as behu O(m?)

Edge length heuristic

Této heuristika zoradi hrany v nerastticom poradi podla dizky a postupne
ich pridéva do tej polroviny v ktorej sposobia mensi prirastok priesec¢nikov.
Intuicia za tymto pristupom je taka, Ze dlhsia hrana ma vac¢siu pravdepodob-
nost prieseénika a preto ju treba umiestnit skor. Celkovy ¢as behu O(m?).
Dalej bude mat oznacenie E-len.

One page

One page heuristika umiestni vsetky hrany do prvej polroviny. Potom nasle-
duje faza vylepSovania, v ktorej sa hrana presunie do druhej polroviny, ak to
znizi priesecnikové c¢islo. Hrany na vylepSenie sa berti v nerastiicom poradi
lokalnych priese¢nikov. Celkovy ¢as behu O(m?). Pocas prvych testov sa
ukézalo,ze niekolkokrat zopakovat zlepSovaciu fazu prinasa lepsie vysledky
aj ked hrany zostan(i v nezmenenom poradi.

DIzka hrany 2

Tato heuristika vychadza z toho Ze hrany dlzky n/2-+1 mozu sposobit najviac
priesecnikov. Zoradi preto hrany v nerastiicom poradi podla hodnoty vyrazu
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Algorithm 2 MPlanar

1:
2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22:

E1:®, EQZ(D, Epom:(b
while neprazdna FE do
odober hranuze € F
if ma hrana e priesecnik s nejakou hranou z E; then
pridaj e do Epenm,
else
pridaj e do E;
end if
end while
E = Epom: Epom =0
while nepréazdna F do
odober hranuze € E
if ma hrana e priesecnik s nejakou hranou z E5 then
pridaj e do Eponm,
else
pridaj e do E»
end if
end while
while neprazdna F,,,, do
odober hranu z e € Ejop,
pridaj hranu do F; alebo Es podla toho, kde sposobi menej priesec-
nikov.
end while

Algorithm 3 Edge length heuristic

1:

W N

zostupne usporiadaj hrany podla dizky

fori=0tom —1do
pridaj hranu e; do tej polrovinu, v ktorej sposobi najmensi prirastok
priese¢nikov

end for

Algorithm 4 One Page heuristic

1
2
3
4
5

: umiestni vSetky hrany do prvej polroviny
: zostupne zorad hrany podla poc¢tu priesecnikov, ktoré spésobuju

for j =0 to 10 do
for i =0tom—1do
umiestni hranu e; do opac¢nej polroviny ak to znizi pocet priesecni-
kov
end for
end for
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|n/2+41—len| kde len je dlzka hrany. Casova zlozitost je O(m?) a oznadenie
E-Len2.

Algorithm 5 Edge length 2 heuristika
1: zostupne usporiadaj hrany podla hodnoty vyrazu |n/2 + 1 — len|
2: fori=0tom —1do
3:  pridaj hranu e; do tej polrovinu, v ktorej sposobi najmensi prirastok
priese¢nikov
4: end for

Slope stratégia

Nakreslime vrcholy na kruznicu a spojme hranami - tseckami. Ak hrana

.....

polroviny. Casova zlozitost je O(m).

Algorithm 6 Slope strategy heuristika
1: fori=0tom—1do

2 if (z+y<in)V(n<z+y<3in) then
3 umiestni hranu e, do druhej polroviny
4 else

5: umiestni hranu eﬁw do prvej polroviny
6 end if

7: end for

2.3.2 Neuronové siete

Nasledujtce algoritmy vyuzivaji Hopfieldovu neurénovi siet. V tejto casti
nebude v oznacovat vrchol ale neurén. Hopfieldova siet je tplne spojend
rekurentnd jedno vrstvova sief. Kazdy neurdn je spojeny so vSetkymi ostat-
nymi pomocou synapsii a vSetky neurdny su vstupné aj vystupné. Kazda
synapsia mé svoju vahu w;; € R, pricom tieto vahy st symetrické w;; = wj;,
kde ij je synapsia medzi neurénmi v; a v;. V obidvoch uvedenych algorit-
moch hrany z grafu G zodpovedaji neurénom. Model obsahuje m neurénov
V0, U1, ++vy Um—1. Hrane ef,:y zodpoveda neurdn v;.

HeSykoraNeural

He, Sykora pouzivaju vo svojej praci[12] model synchrénnej Hopfieldove;
siete s bindrnymi neurénmi. Vnutornd hodnota neurénu v; € 0,1. Ak
v; = 1 ( respektivne v, = 0 ) tak hrana e, je nad priamkov(respektive
pod priamkov). Pre aktivované neurény (v; = 1) sa da priesecnikové ¢islo
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vypocitat takto:

,_.

m—1 m—
cross(el, el )« viv;
$y> 2w CaeV)

1=0 j=1+1

Podobne aj pre neaktivne neurény(hrany pod priamkov) sa da priese-
énikové ¢islo vypoditat takto:
vdovn(G) = cross(el, el ) * 5;v;
kde v; = 1 — v;. Z toho vyplyva energeticka funkcia siete:
m—1m—
E=A Z Z cross(eg,, el * (Vv + U;5;)
i=0 j=0

Hirsch[14] popisal neurénova sief ako nelinedrny dynamicky systém a
nazval ho neurodynamika. Predpokladajme dynamicky systém s m stavo-
vymi premennymi Vg, U1, ..., Um—1, POtom modzme pisat motion equation ako

dl;i = 6U , kde u; a v; st vstup a vystup i-teho neurénu. Z toho dostavame:
dui m—1 . ;
pr —A Z cross(eq,, eL,)(2v; — 1)
J=0,j#i

Tymto vztahom je popisana celd dynamika systému. Avsak Takefuji [22]
dokazal, ze stav binarneho modelu konverguje do lokdlneho minima. Aby sa
zabréanilo uviaznutiu v tomto minime, aplikuje sa uciaci algoritmus, ktory
v tomto pripade reprezentuje hill-climbing pristup. Jedno kolo vypoctu je,
ked sa prepocitaju hodnoty vSetkych neurénov. Vypocet novych hodnot
neurénov sa robi sekvecne. Pocet kol je obmedzeny pomocou parametra
mazx_iterations. Sief Casto krat dosiahne ustdleny stav aj skor. Tuto he-
uristiku budem oznacovat v testoch HeNeural.
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parameter hodnota
max_iterations 100
A 2,0

Tabulka 2.1: Parametre pouzité pri testovani algoritmu HeNeural

Algorithm 7 He Sykora neural algoritmus
1: k=0,vp = MAX_INT
2: while k < max_iterations do

3: t=20

4:  nahodne inicializuj stavy neurénov vy, v1, -+, Um—1
5:  vypocitaj hodnotu E

6: repeat

7 for i1=0tom—1 do

8: vypocitaj Au; pre At = 1 pomocou motion equation
9: vypo¢itaj u;(t + 1) pomocou Au;

10: if u; > 0 then

11: v; =1

12: else

13: v; =0

14: end if

15: end for

16: vyrataj energiu E

17: t=t+1

18 until AE =0

19:  cur_vy = calculate_crossings(G,vg, v1, -+, Um—1)
20: if cur_vy < vy, then

21: V[, = cur-vy,

22:  end if

232 k=k+1

24: end while

Gradient Ascent Learning

Rong-long Wang a Zheng Tang publikovali ¢lanok [17], v ktorom vyuziva-
ju hopfieldovu neurénovu siet. Narozdiel oproti predchadzajicemu modelu
vyuzivaju Standardni formu motion funkcie a maji int techniku ucenia.
Kazdej hrane je priradeny jeden neurdn, ktorého stav indikuje umiestnenie
hrany. Ak mé neurén hodnotu 1 tak je hrana umiestnena v prvej polrovine
a ak m4 0 tak je v druhej polrovine. Priese¢nikové ¢islo moze byt spocitané
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takto:

1 m—1m—
erp (G =3 Z Z cross(ey,,, el ) * (vivj + (1 —v;)(1 — vj))
=0 7=0
Energetickt funkciu pre FLCNP mozme zapisat takto:

mlml

E:XNW%;WZM (viv + (L =) (1 — v;))
=0 7=0
Standardné energeticka funkcia hopfieldovej siete ma tvar

m—1m—1 m—1
5 Z Z wijvivj - Z hﬂ}i
=0

i=0 j=0

—_

kde w;; je vdha synapsie medzi neurénmi v; a v;. V hopfieldovej sieti
plati w; = 0 a w;; = wj;. h; sa nazyva aj externy vstup neurénu alebo aj
prah. Aby sme vyrie§ili problém minimalizacie po¢tu priese¢nikov dajme do
rovnosti predchadzajice dva vztahy. Z nich dostaneme hodnoty w;; a h;

_ [ —2Axcross(el,, el,) prei#j
Y= o i=j

E cross( Cays Zw)

Motion rovnica je ako v predchadzajucom pripade odvodend zo vztahu
du; __O0F

dt ov; *

7t = Z w;v; + h;
=0

Sigmoidnéa funkcia je pouzitd ako vstupno vystupna funkcia.

1

VT T e/

kde T je parameter, ktory sa nazyva teplota. Hopfield [15] ukézal, zZe
takato sief sa d4 pouzif ako aproximacné metéda na rieSenie 0-1 optimaliza-
énych problémov. Pretoze vahy st symetrické tak sief konverguje k minimu
energetickej funkcie. NavySe ak w;; = 0 tak hodnoty neurénov v lokdlnom
minime budi blizko vektoru {0,1}"™.

Pri vypocte neurdnovej siete sa energeticka funkcia priblizuje k lokalne-
mu alebo globdlnemu minimu. Ked ho dosiahne tak hodnoty neurénov sa
dalsim vypoctom uz nezmenia. KedZze neurénovy model priamo koreSpon-
duje s FLCNP, tak takto ziskané rieSenie je pripustné. T.j neurénova siet
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neskondi v stave, ktory by nevyjadroval nejaké rozlozenie hran. Avsak ak
siet dospeje do lokdlneho minima, tak ziskané prieseénikové ¢islo nemusi byt
dostato¢ne malé. Preto mé algoritmus aj uciacu fazu, ktord mu méa pomoct
uniknif z lokdlneho minima.

Uciaci algoritmus sa aplikuje na vahy w;; a prahy h;, pretoze tie urcuju
vlastnosti energetickej funkcie.

Awij = —p’UZ"Uj

Ahi = —qU;

kde, p a q st malé kladné konstanty. Minimalizacia priese¢nikového cisla
bohuzial nie je typ problému, pri ktorom vieme, Ze sme dosiahli optimélne
rieSenie !, preto musime pocet opakovani vypocétovej a uéiacej fazy dopredu
obmedzif. Pri mojich experimentoch som ho nastavili na 10, tak ako pévodni
autori. Heuristiku budem oznacdovat ako GANeural.

Algorithm 8 Gradient Ascent Learning

Require: pole neurons obsahuje hodnoty neurénov, pole start_wli][j] ob-
sahuje vahy medzi neurénmi v;,v;, start_h[i] je pole prahov
w = start_w , h = start_h
ndhodne inicializuj stavy neurénov hodnotami z intervalu (0, 1)
update_neurons|()
min_cross = calc_current_crossings(neurons,G)
for learn_times = 0 to learn_limit do
w = start_w , h = start_h
learn_net()
update_net(w,h)
update_net(start_w,start_h)
cur_cross = calc_current_crossings(neurons,G)
if cur_cross < min_cross then

_ =
= O

MIN_CroSs = CUT_Cross
13:  end if
14: end for

._.
»

Siet najprv pocita s nezmenenymi vahami, ked dosiahne ustéaleny stav,
aplikuje sa uciaci algoritmus. Vykona sa novy vypocet s novymi vdhami a
po nom este raz s pévodnymi vahami, aby sa zabranilo posunu globalneho
minima.

1 . . , . v, 7 v/ Ay )
Samozrejme ak dospejeme nulovému priese¢nikovému ¢islu mézme skondit
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parameter  hodnota
learn_limit 10
A 1,0
T 1,0
P 0,5
q 0,8

Tabulka 2.2: Parametre pouZité pri testovani algoritmu GANeural

Algorithm 9 Gradient Ascent Learning - update_net

Ensure: update_net(w,h) - prepocita vnitorné hodnoty neurénov

1:
2:
3:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

change = true
while change = true do
change = false
for i=0tom—1do
sum =0
for j=0tom—1do
sum4 = wli|[j] * neurons|j]
end for
sum+ = h[i| + neurons|i]
Y = e
if y <> sum then
change = true
end if
neuronsli] =y
end for
end while

Procedira update_net(w,h) - vykonava vlastny vypocet na neurénovej

sieti, az kym sa siet neustali. To, Ze sief konverguje nam zaruc¢i Hopfieldova
veta. Pévodny algoritmus bol navrhnuty ako paralelny, tento variant vsak
rata nové hodnoty neurénov postupne. Casové zlozitost je O(m?).

Algorithm 10 Gradient Ascent Learning - learn_net

Ensure: learn_net() - upravi pole w a h

1:
2:

for i=0tom—1do

for j=0tom—1do
wli][j] = start_wl[i][j] — p * neuronsli] x neuronsj]
end for
hli] = start_h[i] — q * neuronsli]
end for

Casova zlozitost metédy learn net je O(m?).
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2.3.3 Aproximacia pomocou MaxCut
Cimikowského redukcia na problém maximalneho rezu

Robert Cimikowski a Brendan Muney publikovali algoritmus [4], ktory je
zalozeny na redukcii problému na problém maximalneho 2-rezu. Pre dany
graf G = (V, E), najst maximalny k-rez grafu znamend najst k - disjunkt-
nych podmnozin St, So, - - -, Sk mnoziny vrcholov grafu G tak, ze pocet hran,
ktoré maju koncové vrcholy v réznych mnozinach je maximalny. Problém
je analogicky s problémom néajst maximalny k-partitny podgraf.

Problém minimalizacie fixovaného priese¢nikového ¢isla moze byt trans-
formovany na maximalny 2-rez grafu takto: Nech G = (V, E) je graf pre
ktory chceme riesif FLCNP. Umiestnime vSetky hrany do 1. polroviny.
Potom mnozinu Cg tvoria dvojice hran, ktoré sa pretinaju. Presnejsie
(€i,e;) € Cg < cross(e;,ej) = 1. Nech graf G = (V', E’). Potom kazdej
hrane e; € E priradime vrchol v; € V' a pre kazda dvojicu hrén (e;, e;) € Cg
priradime hranu v G’ v;vj € E'. 2-rez v G’ rozdeli vrcholy do mnozin S, Ss.
Pri¢om vrcholy z S; zodpovedaji hrandm v G, ktoré sa maju zobrazit v i-tej
polrovine. Vsimnime si, Ze priesec¢nik dvojice hran grafu G vznika iba v tom
pripade, ked hrana z G’ nepatri do rezu, t.j obidva koncové vrcholy patria
do rovnakej mnoziny.

1

(a) G (b) ¢

Obréazok 2.1: Priklad transformacie FLCNP na maximdlny rez. (a) zobra-
zuje graf K5, modré body vyznacuju prieseéniky. (b) Zobrazuje G’ a zelena
¢iara vyznacCuje maximalny rez. Mimo rezu zostala iba jedna hrana a teda
graf K5 sa da nakreslit iba s jednym priese¢nikom(vy, (K35) = 1)

Problém maximéalneho rezu patri medzi 21 Karpovych NP-tiplnych prob-
lémov. Goemans a Williamson[7] vyvinuli aproximéciu pre maximélny rez.
Zékladna myslienka je takato: Pre kazdy vrchol v; € V' definujme hodnotu
x;, ktord sa rovnd 1 ak v; patri do S; a -1 ak do Sy. Hladaniu maximalneho
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rezu potom zodpoveda celociselny kvadraticky program

1
Ma:ci Z (1 —zzy)
(’UZ‘,U]')EE/

x; € {—1, 1} Y, € Vv’

To je zakladny problém, ktory relaxujeme na semidefinitné programova-
nie. Respektive relaxujeme celociselni premennt x; na viacrozmerny vektor
u; jednotkovej normy. Vektor u; patri m-rozmernej jednotkovej guli Si,.

1
Mazx 3 Z (1 — u;.u )
(Ui,’U]')GE’

u; € Sm Yv; € Vv’

u;.uj znaci skalarny stacin. Popis algoritmu:

Algorithm 11 Cimikowského heuristika vz, (G) pomocou aproximécie ma-
ximalneho rezu
1: Preved vstupny graf G na G’
Vyries SDP a ziskaj optimalne vektory u;
for : =1 to 50 do
nech r je ndhodny vektor z .S,
nech S1 = {i|u;.r >0} a S =5—-5;
vyréataj pocet prieseénikov ked rozdelim hrany S; a Sy
end for

vrat najlepsie riesenie

Pri implementécii bola pouzitd kniznica csdp na riesenie tlohy semide-
finitného programovania. Kniznica sa d4 najst v [5]. Casova zlozitost je
zavisld na pocte hran vstupného grafu. Vypocétovo najnarocnejsia cast je
v rieSeni tlohy semidefinitného programovania. Podla [2] vo vSeobecnosti
pocet iteracii nepresiahne 30, ¢o sa potvrdilo aj pri mojich testoch. Pri
transformovani problému sa pocita matica rozmeru m x m a pocet podmie-
nok je tiez m, kde m je pocet hran grafu G, respektive pocet vrcholov G’.
Matice podmienok maji len jeden 1 nenulovy prvok. Potom ¢asova zlozitost
je O(m?)

2.4 Linearne priese¢nikové cislo

Vypocet linedrneho priesecnikového cisla sa skladd z dvoch podproblémov
- najdenie permutacie vrcholov a rozmiestnenie hran do polrovin, pricom
v obidvoch pripadoch treba minimalizovat pocet priesecnikov. Nanestastie
obidva podproblémy sa ukazali byt NP-tazké. Prvy spominany minimalizuje
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konvexné priesec¢nikové ¢islo. A druhy minimalizuje linedrne priese¢nikové
¢islo s fixovanym poradim vrcholov. Jednou z moznych metdd je skombino-
vat heuristiky pre obidva typy prieseénikovych éisel. Druhou moZnostou je
skimat obidva podproblémy ako celok. V tejto kapitole st popisané algo-
ritmy, ktoré st prikladom druhej moznosti.

2.4.1 Geneticky algoritmus

Genetické algoritmy sa ukéazali byt ako dobré aproximacné prostriedky pri
vypoctovo nezvladnutelnych problémoch. Algoritmus [13] funguje nasledov-
ne.

Jeden ¢len populécie - chromozom reprezentuje jedno nakreslenie grafu
G. Sklada sa z permutédcie m a m-bitového retazca u € {0,1}". Kazdy
chromozém ma svoju fitness hodnotu, ktora sa da vypocitat ako ﬁ Cim

.....

vygeneruje nova populdcia pomocou operatorov selekcie, mutacie a crosso-
ver.

Selekcia - selekény operator vyberd chromozémy na nasledny crossover a
mutdciu. Kazdé nakreslenie mé urc¢iti pravdepodobnost, ze bude vybrané.
Pravdepodobnost nakreslenia prop(D;) sa vypocita takto:

1
- ZpopSizef 1 1
J=0 1+v3(D;)

prop(D;) * 100

Algorithm 12 Geneticky algoritmus - Operator Selekcie

Require: pop - je populécia, popli] - i-ty ¢len populécie
Ensure: vracia index chromozému, ktory bol vybrany

1: r = random()mod100

2: lastprob = pop|0].prop
3:1=0

4: while lastprob < r do

5: 14+

6:  lastprob+ = popli].prop
7: end while

8: return i;

Procedira crossover mé na vstupe dva chromozémy a ako vystup vracia
takisto dva chromozémy. Rekombinécia sa aplikuje na obidve ¢asti chromo-
zému. V pripade rozmiestnenia hran sa vyberie ndhodne dlhy tsek bitového
refazca a tie sa vymenia. V pripade permutacii sa to urobi obdobne ale
po vymene usekov sa zvysné prvky permutacie dopod¢itaju podla toho ktoré
este nie st pouzité a v akom poradi boli v p6vodnej permutacii. Po rekom-
bindcii sa s uréitou pravdepodobnostou aplikuje mutécia. Pravdepodobnost
mutécia bola nastavend na 40%.
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parameter hodnota
popSize 16

pravd. mutécie 40%

pocet generacii min(3n + 3m + 100, 1000)

Tabulka 2.3: Parametre pouzité pri testovani genetického algoritmu

Na zaciatku sa vygeneruje ndhodna permutécia velkosti popSize. Ka-
zda dalSia generdcia sa generuje tak, Ze pomocou selekcie sa vybertu dva
chromozdémy na crossover, z ¢coho vznikne nova dvojica na ktort sa aplikuje
mutacia. Nasledne st pridani do novej generacie. Toto sa opakuje az kym
nové populécia nedosiahne velkost popSize. Na konci sa najhorsi jedinec, s
najmensou fitness hodnotou, vymeni za najlepsieho jedinca predchadzajicej
generacie.

Dolezitym faktorom genetického algoritmu st jeho terminacné kritéria.
V tomto pripade sa duration, pocet generécii, stanovi ako min(3n + 3m +
100, 1000) alebo priesecnikové ¢islo nejakého nakreslenia v populécii je 0.

Algorithm 13 Geneticky algoritmus
1: vytvor ndhodnt populaciu
2: for i =1 to duration do
3:  vyrataj fitness pre kazdého ¢lena populacie
while size < popSize do
cl = selector()
c2 = selector()
crossover(cl, c2)
aplikuj mutacie na nové chromozdémy
pridaj cl, c2 do novej populacie
10: size + +
11:  end while
12:  vymen najhorSieho z novej za najlepsieho zo starej populacie
13: end for

2.4.2 Simulované Zihanie

Dalsim z algoritmov zalozenych na stochastickom pristupe je simulované
zihanie[20]. Je zaloZeny na fyzikdlnom principe zihania tuhého telesa, kde
sa postupnym ochladzovanim odstranuju jeho vnutorné defekty. Zakladna
idea algoritmu je zacaf z pociatocného stédia a postupne ho vylepsovat. Vy-
lepSovanie prebieha nahodne - ndhodne sa vyberie hrana, ktora sa presunie
do opacnej polroviny alebo sa vybera dva vrcholy, ktoré si vymenia pozicie v
permutéacii. Ak je nové rieSenie lepSie tak sa prijme. Ak nie je lepsie, tak sa
prijme iba z urc¢itou pravdepodobnostou, ktora zavisi od teploty. Na zaciat-
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parameter hodnota
to 1

131 0,2

@ 0,99

Tabulka 2.4: Parametre pouzité pri testovani simulovaného zihania

ku majme rieSenie sy = (m,u), ktoré sme ziskali nejakou inou heuristikou.
Autori pouzili Baur a Brandes heuristiku pre konvexné priese¢nikové ¢islo a
Cimikowského edge length heuristiku na rozmiestnenie hran. Pri testovani
bola pouzita heuristika AVSDF+GANeural.

2.5 Konvexné priese¢nikové cislo

Konvexné priese¢nikové ¢islo je velmi tizko spité s 1-page prieseénikovym
¢islom. Obe st uréené permutaciou vrcholov a obe maju pri rovnakej per-
mutécii rovnaké hodnoty. Casto sa v literattire chapu ako synonyma.

Existuju dve zdkladné pristupy ako minimalizovat pocet prieseénikov
[10]:

e minimalizovat dlzky hran v grafe. Problém sa ukézal byt NP-fazky[19].
V pripadne konvexného priese¢nikového ¢isla minimalizujeme tento vy-
raz:

> min(le —yl,n— |z —y|)
Ba:yEE

e maximalizovat pocet hran leziacich na kruZnici.

Algoritmus navrhnuty Mikinenom[19] je ukazkou prvého pristupu. Ma-
ximalizovat hrany leziace na kruznici sa nachadza v([21]. Optimalizicia po-
mocou neurénovej siete sa da najst v [11]. Pre ucely tejto prace boli imple-
mentované a testované heuristiky od Baur a Brandes, ktorti budem oznaco-
vat BB a Adjacent Vertex with Smallest Degree First, ktord mé oznacenie
AVSDF.

2.5.1 Baur a Brandes

Baur a Brandes [1] vyvinuli heuristiku, ktora sa sklada z dvoch faz. V prvej
faze sa pridavaja vrcholy na jednu alebo druhi stranu zoznamu uz umiest-
nenych vrcholov. Takyto postup mé tri stupne volnosti: prvy umiestneny
vrchol, poradie priddvania vrcholov a na ktorti stranu pridat vrchol. V
druhej faze aplikovali lokdlnu optimalizaciu, ktort nazyvaju sifting. Kazdy
vrchol sa postiva pozdlz pevného zoznamu az kym sa nenajde jeho najlepsia
pozicia (z hladiska poc¢tu priese¢nikov).
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Algorithm 14 Simulované zihanie pre vy (G)

Require: nastav ty a t1, koeficient chladenia o a parameter r
1. t=1;
2: § = 5o
3: while t > ¢y and calc_current_crossings(s,G) do

4:  while ¢ < 2r and calc_current_crossings(s,G) do
5: c=c+1
6: if ¢ <r then
7 vyber ndhodnt hranu a umiestni do opac¢nej polroviny - u’
8: cur_s = (m,u’)
9: else
10: vyber ndhodna dvojicu vrcholov
a vymen ich pozicie v permutécii - 7’
11: cur_s = (7', u)
12: end if
13: d = calc_current_crossings(cur_s,G)
- calc_current_crossings(s, G)
14: if 6 <0 then
15: s = cur-s
16: else
17: vyber ndhodné ¢islo 1 €< 0,1 >
18: if i < e/t then
19: s =cur.s
20: end if
21: end if
22:  end while
23: t=at
24: c=0

25: end while

Prva faza

Zékladna myslienka je v celku jednoduché. Zacat so zoznamom, ktory obsa-
huje len jeden vrchol a postupne pridavat ostatné vrcholy na zaciatok alebo
koniec zoznamu. Pocas behu algoritmu st niektoré vrcholy umiestnené a
niektoré nie. Hranu, ktord spaja umiestneny vrchol a eSte neumiestneny
vrchol, budeme nazyvat otvorend hrana a hranu medzi dvomi umiestnenymi
vrcholmi budeme volat zatvorend. Baur a Brandes experimentovali s rézny-
mi kritériami na odstranenie stupiiov volnosti. Najispesnejsie boli tieto:

1. prvy umiestneny vrchol je vybrany ndhodne - pri experimentoch nemal
velky vplyv na priesec¢nikové éislo.

2. Vyber vrchola na pridanie do zoznamu: V kazdom kroku je vybraty
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vrchol s najvacsim poctom uz umiestnenych susedov ak nastane zhoda
tak je vybraty ten, ktory ma menej este neumiestnenych susedov.

3. Vybraty vrchol sa prid4d na ten koniec zoznamu, na ktorom hrany,
ktoré prave zatvara, vyprodukuji mensi pocet priesecnikov.

Prva fdza moze byt implementovana v ¢ase O((n + m)log n)

Druha faza

Princip siftingu je priebezne upravovat hodnotu objektivnej funkcie tak, aby
jej hodnota bola aktudlna a nemusela by byt stale prepocitavana, ¢o stoji
O(m?) Kazdy vrchol sa vymenami s nasledujicim vrchol presiva pozdiz,
inak nehybného, zoznamu ostatnych vrcholov, pricom sa hlada jeho opti-
malne umiestnenie. Umiestnenim vsetkych vrcholov takymto spdsobom je
jedno kolo siftingu. Jedno kolo siftingu moze byt implementované v ¢ase
O(nm). Experimenty ukazali, Ze na dosiahnutie lokdlneho minima staci
niekolko siftingovych kol.

2.5.2 Adjacent Vertex with Smallest Degree First

AVSDF je algoritmus, ktory navrhli Hongmei He a Ondrej Sykora v praci
[10]. Je zaloZeny na minimaliz4cii dlzok hréan, ktoré z geometrického hladis-
ka st se¢nicami kruznice, na ktorej st usporiadané vrcholy. Aby to dosiahli
upravili algoritmus na prehladavanie grafu do hibky. Za¢ne s prehladavani
vo vrchole s najmen$im stuptiom. Ako navstevuje jednotlivych susedov pri-
déava ich na kruznicu v poradi v akom boli navstivené. Pricom z viacerych
susedov vrchola ma prednost ten, ktory mé najmensi stupeni a este nebol
navstiveny.

Casova zlozitost O(m). Ak este priddme pocitanie prieseénikov tak
O(m?). Algoritmus sa da vylepsit druhou fazou. Néjdeme najlepsiu poziciu
vrchola z pomedzi jeho pozicie a poziciami jeho susedov. Vrcholy berieme v
poradi podla poctu priesecénikov sposobenych jeho incidentnymi hranami.
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Algorithm 15 AVSDF faza 1

10:
11:
12:
13:
14:

1
2
3
4
5:
6:
7
8

. Inicializuj int pole positions[] a zasobnik S
: Najdi vrchol s najmensim stupiiom a vloz ho do S
: pos = 0;
: while pos <n do
vyber vrchol v z S
if v je neumiestneny then
pridaj positions[pos] = v
pridaj vSetkych susedov v do S v poradi od najvicsieho stupna
po najmensi, tak aby na vrchole zasobnika bol sused s najmensim
stupnom
end if
pos = pos + 1
if S je prazdna then
najdi nenavstiveny vrchol s najmensim stuptiom a pridaj ho do S
end if
end while

Algorithm 16 AVSDF faza 2

1:
2:

Pre kazdy vrchol vyrataj pocet priese¢nikov hran s nim incidentnych
Vlist je zoznam vrcholov usporiadany podla ich prieseénikového ¢isla.
Premenné currentV ukazuje na vrchol s najvacsim poctom priesecnikov.
for each currentV € Vlist do

vloz v8etkych susedov currentV do pomocného zoznamu.

sktis vymenit poziciu vrchola currentV so vSetkymi z pomocného zo-

znamu a pre kazdd vymenu spocitaj pocet priesecnikov.

umiestni vrchol currentV na najlepsiu poziciu.
: end for




Kapitola 3

Experimenty a merania

3.1 Uvod

Na porovnanie tspesnosti prezentovanych algoritmoch boli pouzité rézne
triedy grafov ako aj sada grafov z GDToolkit, ktoré sa tiez nazyvaju Rimske
grafy. Najprv sa porovnavali heuristiky pre linedrne priesec¢nikové ¢islo s
fixovanym poradim vrcholov. V druhej casti st testované heuristiky pre
linearne priesecnikové ¢islo, pricom sa vyuzivaju aj heuristiky pre konvexné
priese¢nikové ¢islo. Porovnanie heuristik pre konvexné priesecnikové ¢islo sa
da najst v [10]. Vsetky algoritmy boli implementované v C+-+. Operaény
systém, v ktorom boli algoritmy testované bol Linux.

3.2 Linearne priese¢nikové ¢islo s fixovanym pora-
dim vrcholov

Na urcenie fixovaného priese¢nikového ¢isla sa testovali vSetky heuristiky
spominané v ¢asti 2.1. Algoritmy na neurénovych siefach a randomizované
greedy boli spustané 10 krat pre jedno meranie, pretoze ich algoritmy pra-
cuju priamo s ndhodnymi éislami. V tabulke st minimélne hodnoty, ktoré
boli dosiahnuté.

Algoritmy pre fixované priese¢nikové ¢islo boli testované na tychto gra-
foch:

e Kompletné grafy K5 az Krg.

e Nahodné grafy s pravdepodobnostou vyskytu hrany p = 0,01 a p =
0,03

e Hyperkocky Q2 az g, pricom hrany boli usporiadané podla hamilto-
novskej kruznice.

V tabulke 3.1 st zobrazené vysledky, ktoré jednotlivé heuristiky dosiahli
na uplnych grafoch. Heuristika MPlanar dosiahla jasne najhorsie vysledky

29
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graf Up® Mplanar  E-len  OnePage HeNeural GANeural E-len2 Slope  RanGreedy MaxCut

Ks 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
K¢ 3 4 3 3 3 3 4 5 3 3
K~ 9 11 9 9 9 9 11 9 9 9
Kg 18 24 20 18 18 18 21 23 19 18
Ko 36 46 36 36 36 36 42 36 36 36
Kio 60 80 62 60 60 60 81 68 63 60
Ki1 100 130 100 100 100 100 122 100 100 100
Kz 155 200 156 150 150 150 179 163 154 150
K3 225 295 231 225 225 225 271 225 233 225
K 315 420 328 315 315 315 398 333 328 315
Kis 441 581 449 441 441 441 543 441 443 441
Kie 588 784 604 588 588 588 742 613 612 588
Kir 784 1036 796 784 784 784 990 784 786 784
Kis 1008 1344 1045 1008 1008 1008 1333 1040 1065 1008
Kig 1296 1716 1318 1296 1296 1296 1604 1296 1318 1296
Koo 1620 2160 1675 1620 1620 1620 2047 1661 1685 1620
Kso 9550 12740 9724 9555 9555 9555 12370 9653 9741 9555
Ky 32490 43320 33039 32490 32490 32490 40974 32671 32795 32490
Kso 82800 110400 83896 82800 82800 82800 104936 83088 83699 82800
Koo 176610 235480 178949 176610 176610 176610 224166 177031 178199 176610

K70 333795 445060 337672 333795 333795 333795 411696 334373 336373 333795

“Horny odhad 1.3

Tabulka 3.1: Fixované linedrne priesecnikové ¢islo: Heuristiky na komplet-
nych grafoch

nasledované Edge Length 2. Edge Length, Slope strategy a Randomized
greedy vracali priblizne rovnaké vysledky ale od K7 Slope stratégia davala
mierne lepsie vysledky. Zvysné skupina heuristik OnePage, HeNeural, GA-
Neural a MaxCut dosahuji rovnaké pocty priesecénikov, ktoré sa zhoduju s
hornym odhadom 1.3 pre kompletné grafy.

Graf 3.1 znéazornuje vysledky, ktoré dosiahli heuristiky na ndhodnych
grafoch s pravdepodobnostou vyskytu hrany 0,01. MPlanar s relativne ve-
Ikym odstupom zaostéva za ostatnymi. Dalsie v poradi Edge length 2, Edge
length, Slope strategy a Randomized greedy. V druhej casti grafu sa ukazuje
odstup randomised greedy od ostatnych heuristik, ktoré v grafe splyvaju do
jednej ciary.

V grafe 3.2 boli aproximécie testované na nahodnych grafoch s prav-
depodobnostou 0,03. Oproti predchéadzajicemu testu sa poradie nezmenilo,
ale st viditelné vicsie rozostupy, medzi jednotlivymi heuristikami. Najlepsie
vysledky dosiahli heuristiky v poradi GANeural, HeSykoraNeural, CimMa-
xCut a One Page.

Vysledky testov na hyperkocke mierne prekonali predchadzajtce vysled-
ky Cimikowského publikované [3]. Najlepsie vychadzala heuristika GANe-
ural, ktord dava najlepsie vysledky az po QJs. Pre Qg9 najlepsi vysledok
dosiahla HeNeural. One page a MaxCut dosiahli porovnatelné hodnoty.
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Obrazok 3.1: Fixované linearne priesecnikové ¢islo: Nahodné grafy s prav-
depodobnostou vyskytu hrany p = 0,01
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Obrazok 3.2: Fixované linearne priesecnikové ¢islo: Nahodné grafy s prav-

depodobnostou vyskytu hrany p = 0,03
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graf Mplanar E-len OnePage HeNeural GANeural E-len2 Slope RanGreedy MaxCut

Q2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Qs 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Q4 8 8 8 8 8 10 8 8 8
Qs 80 64 64 62 60 72 80 64 60
Qs 512 396 372 374 368 412 512 380 372
Q7 2688 2038 2012 1878 1848 2100 2688 1952 1876
Qs 12672 9372 8700 8674 8632 9426 12672 8982 8712
Qo 56064 40864 37598 37488 37662 41086 56064 38878 37972

Tabulka 3.2: Linearne priesecnikové ¢islo hyperkocky. Poradie vrcholov
urcené hamiltonovskou kniznicou

3.3 Linearne priesec¢nikové cislo

Pri testovani heuristik pre linearne priese¢nikové ¢islo som vynechal MPla-
nar a Edge Length 2, ktoré v predchadzajucich testoch nedosiahli dobré

vysledky. Testované algoritmy boli 2 druhov:

e Algoritmus zlozeny z urcenia vhodnej permutéacie(konvexné priesecni-
kové ¢islo) a nasledne sa pouzije heuristika pre fixované priese¢nikové
¢islo.

e Algoritmus, ktory rieSi permutéciu aj rozmiestnenie hran sticasne. Po-
pisané v kapitole 2.4

Testované heuristiky pre konvexné priesecnikové ¢islo boli popisané v

kapitole 2.5.
Triedy grafov na ktorych sa testovalo:

e Cirkulantny graf C),(aj,a9, --,ax), kde 0 < a1 < az < -+ < a; <
(n+1)/2, je pravidelny hamiltonovsky graf s n vrcholmi. Pre kazdé i
vrcholy aj £1i,a9 +14,- - ap £ i(mod n) si susedné s vrcholom .

e Kompletny p-partitny graf K, (p). Vznikne zovSeobecnenim komplet-
ného bipartitného grafu, ktory ma p particii a kazdad ma n vrcholov.

e Torus 1), ,. Torus vznikne ako produkt kartézskeho stcinu cyklov
C, x C,

e grafy z GDToolKit [6]. Sada neorientovanych grafov obsahuje 11,582
grafov, ktoré boli vygenerované z jadra 112 grafov, ktoré sa pouzivali
v skuto¢nych aplikaciach.

V tabulke 3.3 st zhrnuté vysledky pre cirkulantné grafy. Podla cel-
kového poctu priesecnikov najlepsie vysledky dosiahla heuristika zalozena
na simulovanom zihani. Za nou nasledujt BB+MaxCut a BB4+GANeural.
Geneticky algoritmus napriek oc¢akavaniam z [13], nedosiahol najlepsie vy-
sledky. Aj ked napriklad vysledok 356 genetického algoritmu pre graf Cag(1,
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Baur a Brandes AVSDF
gral Flon  OncPage HeNeural GANeural Slope RanGreedy MaxCut | E-lon OncPage HeNeural GANeural Slope RanGreedy MaxCut | GA  SA
Cao(1, 2) 2 0 2 0 16 2 0 0 0 2 0 16 2 0 4 0
C0(1, 2, 3) 24 24 26 24 T2 22 22 24 24 24 22 72 24 22 26 20
Ca(1, 2, 3, 4) 92 84 76 70 180 80 70 70 84 78 70 180 76 70 88 70
Caa(1, 2) 0 0 2 0 18 2 0 0 0 2 0 18 2 0 2 0
Caa(1, 2, 3) 26 24 26 24 82 26 24 24 24 28 24 82 26 24 26 24
Ca2(1, 3,5, 7) 252 213 208 208 277 222 208 260 200 200 200 276 212 200 212 199
Caa(1, 3) 16 17 12 12 34 14 12 16 16 14 12 36 14 14 13 12
Caa(1, 3. 87 82 78 74 126 84 74 98 78 78 72 148 8 T 76 72
Caa(1, 3,5, 275 239 214 214 289 235 214 282 228 224 216 328 230 216 236 216
Ca(1, 3) 18 17 14 12 36 14 12 18 16 16 16 40 14 16 14 12
Ca(1, 3, 5) 99 91 93 88 151 95 86 102 82 82 82 168 88 82 93 81
Ca6(1, 4,7, 9) 408 377 366 367 380 388 370 440 364 364 364 430 382 364 356 359
Cas(1, 2, 3, 4) 128 126 114 98 292 112 98 98 126 116 98 292 114 98 120 99
Cas(1, 3) 18 19 16 12 40 16 12 18 18 16 16 44 16 16 14 14
Cas(1, 3, 5) 109 100 91 89 182 98 90 110 92 92 86 188 94 86 97 85
Cas(1, 3,5, 7, 9) 659 618 620 617 7 657 626 740 560 560 560 768 570 560 719 559
Cs0(1,2,4,5,7) 466 394 400 392 728 414 392 426 394 400 392 728 422 392 413 395
Cs0(1, 3, 5) 118 113 103 106 208 113 100 120 96 100 96 208 100 96 108 90
Cs0(1, 3,5, 8) 399 337 343 351 453 363 341 348 298 302 298 474 320 298 358 297
C32(1, 2, 4, 6) 204 160 178 190 408 204 160 160 160 190 190 408 198 160 204 160
C34(1, 3, 5) 136 116 116 111 218 116 109 138 110 110 104 248 112 104 114 103
C34(1, 4, 8, 12) 443 401 393 379 511 414 381 646 572 572 572 666 586 574 401 564
Cs6(1, 2, 4) 50 36 52 36 172 50 36 36 36 52 36 172 56 36 58 36
Cas(1, 3,5, 7) 420 335 319 318 618 338 319 428 328 328 328 664 364 328 371 327
Cas(1,4,7) 188 183 179 178 343 188 179 236 194 190 190 378 206 190 184 187
Css(1, 7) 118 106 94 92 151 101 93 98 96 84 84 144 86 84 97 78
Cao(1, 5) 57 50 45 45 108 51 41 64 64 58 56 120 60 56 50 51
Cuz(1, 2, 4, 6) 254 210 234 210 598 256 210 210 210 210 210 598 258 210 274 210
Caa(1, 3, 6) 176 161 146 146 360 154 147 168 158 158 154 342 160 150 169 149
Ciz(1, 4) 46 42 42 41 110 45 41 42 42 42 42 102 44 42 44 39
Caa(1, 4, 5) 190 144 137 140 370 151 138 196 190 182 180 448 192 180 158 167
Caa(1, 4, 7, 10) 866 743 691 687 913 756 694 726 634 634 632 1116 658 632 728 631
Cus(1, 4) 47 45 43 41 104 42 41 46 46 48 46 114 48 46 47 43
Cus(1, 5, 8) 376 346 329 328 457 348 332 356 310 296 294 594 310 294 358 291
# priesecnikov 6767 5953 5802 5700 9722 6171 5672 6744 5850 5852 5742 10610 6122 5712 6232 5640
. e .
Tabulka 3.3: Linedrne priesecnikové ¢islo pre grafy Cog az Cyg
Baur a Brandes AVSDF
oraf Eden OncPage HeNeural GANeural Slope RanGreedy MaxCut | E-len  OncPage HeNeural GANeural Slope RanGreedy MaxCut | GA  SA
K3(2) 1 1 T 3 1 1 1 T 1 1 3 1 1 1 1 1
K3(3) 16 16 16 16 16 16 16 18 16 16 16 16 16 16 15 16
K3(4) 97 90 87 86 91 88 86 93 90 91 86 91 90 86 85 86
Ki(2) 4 6 6 4 4 4 4 4 6 4 4 4 4 4 4 4
Ku(3) 72 68 68 68 72 68 68 72 68 66 68 72 68 68 67 66
Ka(4) 375 343 334 334 343 338 333 380 336 338 336 340 344 336 353 336
K5(2) 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
K5(3) 204 196 196 196 196 200 196 204 196 196 196 196 204 196 196 196
K5(4) 978 915 915 918 933 940 918 977 916 916 917 937 946 919 966 917
# priesecnikov 1763 1651 1639 1641 1672 1671 1638 1765 1645 1644 1642 1673 1689 1642 1703 1638

Tabulka 3.4: Linearne priese¢nikové ¢islo pre grafy K, (p)

4,7, 9) prekonal ostatné aproximacie. Podobne aj simulované zihanie sa ne-
vyrovnalo meraniam, ktoré ziskali v [20]. Ani u kombinovanych heuristikach
nie je jednoznacne lepsi algoritmus. Napriklad pre graf Cyy(1, 4, 7, 10) st
lepsie heuristiky zalozené na AVSDF ale pre graf Cys(1, 4) je to opacne.
Pre p-partitné kompletné grafy heuristiky BB+MaxCut, BB+HeNeural
a SA dosiahli najlepsie vysledky ako je vidiet v tabulke 3.4. Naopak najho-
rsie si pocinali obidve kombinécie E-len a geneticky algoritmus, pricom obi-
dva algoritmy presiahli hranicu 1700 celkového poctu priesecnikov. Zvysné
heuristiky dosiahli mierne lepsie vysledky pri kombinécii s BB ako AVSDF.
Tabulka 3.5 obsahuje vysledky heuristik na téruse. Konvexné priese-
¢nikové Cislo lepSie minimalizovala heuristika AVSDF. Najlepsie vysledky
dosiahli algoritmy zalozené na neurénovych sietach(HeNeural, GANeural)
spolu s redukciou na maximalny rez(MaxCut). Simulované zihanie(SA) ani
v jednom pripade nezlepsilo svoje vstupné riesenie. V Siestich pripadoch
najlepsie rieSenie dosiahlo predpokladané hodnoty (744, T6,6, T88, 110,10,
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Baur a Brandes AVSDF
aral Opt® T-len OnePage HeNeural GANeural Slope RanGreedy MaxCut | E-len OnePage HeNeural GANeural Slope RanGreedy MaxCut | GA _ SA
T 8 12 12 8 8 16 8 8 8 8 8 8 8 8 8 11 8
Ts5 15 20 22 20 20 39 21 20 26 24 20 20 38 20 20 21 20
Ts6 24 60 69 56 56 99 63 56 24 36 24 24 62 24 24 56 24
Trr 35 110 84 84 83 144 91 83 60 68 48 48 134 50 48 88 48
Ts,s 48 179 153 156 153 285 168 155 48 48 48 48 184 48 48 161 48
Too 63 307 281 257 261 453 281 251 108 124 88 88 314 98 88 267 88
Tho,10 80 345 273 278 278 603 315 274 80 80 80 80 398 86 80 289 80
T 99 519 461 439 431 900 482 437 170 196 140 140 602 146 140 497 140
Tiz12 120 687 576 565 556 1056 647 562 120 120 120 120 728 160 120 654 120
Tiz.13 143 926 875 823 820 1588 905 829 246 284 204 204 1022 240 204 953 204
Tha4 168 1285 1147 1071 1087 2137 1183 1070 168 518 168 168 1198 192 168 1249 168
Tis5,15 195 1539 1362 1285 1269 2762 1402 1296 336 388 280 280 1598 340 280 1552 280
# priesecnikov 998 5989 5315 5042 5022 10082 5566 5041 1394 1894 1228 1228 6286 1412 1228
- , . ,
?Optimalna hodnota predpokladana podla vztahu 1.4
o C ey, P .
Tabulka 3.5: Linearne priese¢nikové ¢islo pre grafy Ty 4 az T'5 15
Baur a Brandes AVSDF

Tlon _OnePage HcNeural GANeural Slope RanGreedy MaxCut | E-len _OncPage _HoNeural GANeural Slope  RanGreedy MaxCut | GA__SA
dosiahol min. hodnotu 0 0 0 0 0 0 0 9 36 54 44 2 33 57 0 58
# priesecnikov 2929 2565 2410 2349 4513 2553 2304 ‘ 939 769 722 733 1188 753 719 2552 718

Tabulka 3.6: Zhrnuté vysledky pre grafy s 50 vrcholmi zo sady GDToolKit

Ti2,12, Tia,14)-

7 testovanej sady neorientovanych grafov som vyhodnotil heuristiky na
grafoch s 50 vrcholmi, ktorych spolu bolo 59. Tabulka 3.6 obsahuje zhrnu-
tie. Prvy riadok obsahuje kolko krat dosiahla heuristika najmensiu hodnotu.
Simulované zihanie dosiahlo minimalne hodnoty az 58 krat. Kedze pocia-
to¢né rieSenie bolo ziskané pomocou heuristiky AVSDF-+GANeural, ktora
dosiahla iba 44 krat minimum, SA sa ukazala ako prinos. Druha v pora-
di kombinicia AVSDF+MaxCut. Algoritmy zalozené na BB dosiahli o rad
horsie vysledky a takisto aj geneticky algoritmus.

3.4 Zhrnutie

7 greedy heuristik urcenych na linedrne priesec¢nikové c¢islo s pevnym po-
radim vrcholov je relativne najlepSou OnePage. Nedosahovala sice vzdy
minimélne hodnoty ale na réznych triedach grafov si zachovavala rovnaké
umiestnenie v poradi. Je nutné podotknut, Ze velmi pomohla faza opakova-
ného umiestnenia hran, ktora konstantne (10-krat) zvysi ¢as behu algoritmu.
Neurdnové siete, ktoré sa spolu MaxCut algoritmom striedali vo vedeni, dob-
re aproximovali kompletné grafy a hyperkocky a celkovo patria k najlepsSim
aproximaciam, ktoré som testoval. MaxCut stabilne dosahoval najlepsie ale-
bo velmi dobré vysledky na vSetkych testovanych grafov. Heuristika AVSDF
dosiahla rovnaké alebo lepsie vysledky ako BB pri heuristikach pre lineadrne
priesecénikové ¢islo. Geneticky algoritmus nepodéaval vysledky podla oc¢akéa-
vani. Iba v niekolkych pripadoch sa mu podarilo dodat najlepsi vysledok,
inak vykazoval podobné vysledky ako greedy algoritmy. Simulované zihanie
ako zlepsujuca heuristika tspesne zvladla test na rimskych a cirkulantnych
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grafoch, ale nepriniesla Ziadne zlepSenie na térusoch. Cas behu je okrem
velkostou grafu aj silne ovplyvneny parametrami ochladzovania, ktoré mozu
¢as znacne predlzif. V praktickych aplikdcidch nemusi byt takéto predizenie
vhodné.



Kapitola 4

Zaver

V prvej kapitole som uviedol do problému minimalizacie priesecnikového
¢isla grafu a poukazal na jeho NP-tplnost. V désledku zlozitosti vSeobecné-
ho problému som spomenul niektoré varianty prieseénikového ¢isla s istymi
obmedzeniami ako st napriklad rektilinearne priese¢nikové ¢islo a konvex-
né priesecnikové cislo. Podrobnejsie som definoval problém minimalizacie
linearneho priese¢nikového ¢isla s volnym a pevnym poradim vrcholov (tzv.
fixované linedrne priese¢nikové ¢islo).

V druhej kapitole som popisal niekolko heuristik a aproximécii na rie-
Senie problému stanoveného v predchadzajucej kapitole. V prvej cCasti sa
nachadzaju algoritmy pre fixované poradie vrcholov. Tento problém sa zdal
byt jednoduchsi, pretoze algoritmy musia iba rozmiestnif hrany do dvoch
polrovin. Studované boli zékladné greedy metédy, ktoré rozdelovali hrany
podla zvolenych kritérii ako dlzka hrany, sklon hrany pri nakresleni grafu na
kruZnicu alebo v snahe oddialif vznik priese¢nika pripadne postupné zlepSo-
vanie najhorsieho moZného usporiadania. Aproximécie s inym pristupom
st popisané v dalsej casti. Vyuzivaju neurénovi siet, presnejsie Hopfieldo-
vu symetrickil neurénovu siet a jej schopnost minimalizovat jej energetickt
funkciu. Obidva algoritmy zalozené na neurénovej sieti obdobne formulu-
ju energetickt funkciu, prvy z algoritmov vyuziva vzfahy neurodynamiky,
druhy sa presnejsie pridfza hopfieldovho modelu. Pri minimalizacii moze
neurénova siet uviaznut v lokdlnom minime, ¢o oba algoritmy riesia rozdiel-
ne. Prvy pouziva techniku hill-climbingu, zatial ¢o druhy sa snazi “vyplhat
udolia energetickej funkcie” tzv gradient ascent learning metédou. Problém
minimalizacie fixovaného linedrneho priesec¢nikového ¢isla sa da transformo-
vat na problém nijdenia maximélneho rezu v grafe. Co je znAmy NP-uplny
problém. Na aproximéciu tohoto problému som pouzil znahodneny algorit-
mus,ktory je zaloZzeny na semidefinitnom programovani a ktorého stredna
hodnota riesenia je najmenej 0,87856 krat hodnota optimalneho rieSenia.

V druhej ¢asti druhej kapitoly sa venujem algoritmom, ktoré sa snazia
riesit aj usporiadanie vrcholov na priamke. Zékladnym nastrojom v tom-

37
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to pripade bola pravdepodobnost, pretoze obidva algoritmy st zaloZené na
stochastickom principe. Prvy z nich je geneticky algoritmus. Algoritmy tej-
to triedy sa zaraduji medzi globalne optimalizatory. Geneticky algoritmus
simuluje spravanie sa zivych organizmov, ¢o sa tyka dedi¢nosti. Na zaciat-
ku st v populécii jedince, ktoré predstavuju zakédované riesenie problému
a postupne sa z nich pomocou rekombinéicie a mutacie vytvaraju nové je-
dince. Pravdepodobnost, Ze jedinec bude vybraty na takyto proces priamo
umerne zavisi od jeho fitness hodnoty. V tomto pripade fitness funkcia zo-
hladnuje pocet prieseénikov. Druhym algoritmom je simulované zihanie. Na
zaCiatku mame nakreslenie grafu s urcitym poctom priesecnikov. Nahodne
urobime zmenu v tomto nakresleni. Ak tato zmena znizi pocet prieseénikov
tak nové riesenie akceptujeme. Ak neznizi tak ho akceptujeme iba s urcitou
pravdepodobnostou. Tretia cast druhej kapitoly obsahuje aproximécie kon-
vexného priesecnikového cisla. Konvexné priese¢nikové ¢islo je podproblém
linedrneho priesec¢nikového ¢isla pretoze urcuje permutaciu vrcholov. Vy-
bral som dva algoritmy. Prvy z nich sa snazi postupne pridavat vrcholy
na kruznicu, tak aby susedné vrcholy boli k sebe ¢o najblizsie, ¢o znizuje
pravdepodobnost Ze hrany medzi nimi budii maf prieseénik. Druhy sa tiez
pokiisa minimalizovat dizku hran, pomocou modifikicie prehladavania grafu
do hibky.

Experimentalne porovnanie je zhrnuté v tretej kapitole. Najprv som
porovnéaval heuristiky pre fixované linedrne priesecnikové ¢islo. Porovnanie
algoritmov som vykonal na kompletnych grafoch, hyperkockach a ndhodnych
grafoch. Algoritmy pre linedrne priesec¢nikové ¢islo som spustil na cirkulant-
nych grafoch, téruse, kompletnych p-partitnych grafoch a na sade rimskych
grafov.
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