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Abstrakt

Lukas Spalek: Rozsirenia a semirozsirenia cyklov v kubickych grafoch. (Ba-
kalarska praca). Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta Matematiky,
Fyziky a Informatiky; Skolitel: RNDr. Edita Macajova PhD. Stupei odbor-

nej kvalifikacie: Bakalar informatiky.

Cielom tejto bakalarskej prace je voviest citatela do problematiky se-
marozsirent. Zacneme problémom dvojitého pokrytia cyklami. Ukazeme, aké
rozne pristupy pouzivali a pouzivaju vedci na rieSenie tohto desatroéia otvo-
reného problému. A prave jednym z najnovsich smerov, ktorym sa zaoberaj,
je problematika semirozsireni. Od vodnej definicie prejdeme az k dokazu o
tom, Ze tento problém implikuje problém dvojitého pokrytia cyklami. Potom
predstavime program, ktory pre kazda kruznicu a kazd jej hranu hlada semi-
rozsirenie v kubickom 2-stivislom grafe. A nakoniec odprezentujeme vysledky

testov, ku ktorym sme sa dopracovali.

KlIcéové slova: semirozsirenie, dvojité pokrytie cyklami, CDCC, SCDCC,
5-CDC
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Predhovor

Teéria grafov je oblast teoretickej informatiky, ktord ma zaujala este pocas
stredoskolskych stadii. Stretaval som sa s fou pri rieSeni roznych progra-
matorskych sttazi ako napr. KoreSpondenéného seminéru z programovania,
Matematickej olympiddy z programovania. Z tohto dévodu som bol vzdy
poteseny z kazdého predmetu, ktory sa tejto oblasti venoval. Tedria grafov
ma zaujala svojou praktickostou. Casto ju mozno stretnif v kazdodennom
zivote. Mnohokrat ¢lovek pri cestovani riesi problém, ako sa ¢o najrychlejsie
dostat z jedného miesta do druhého a pritom si ani neuvedomuje, Ze prave
riesi zakladni tlohu z tedrie grafov. Z tychto dovodov som sa rozhodol vybrat
si tému mojej bakalarskej prace prave z tedrie grafov. K téme Rozsirenia a
semirozsirenia cyklov v kubickych grafoch som sa dostal vdaka mojej veda-
cej RNDr. Edite Macajovej PhD. Bol som z nej velmi nadseny, lebo to bola
vyzva nacerpat mnozstvo novych a zaujimavych vedomosti zo zatial nepre-
badanej oblasti. Tiez som bol poteseny, zZe moja praca mala teoreticki a tiez
prakticka c¢ast. Na jednej strane som sa venoval zosumarizovaniu ziskanych
poznatkov a na druhej strane som tieto poznatky pouzil v praxi pri zostrojeni
programu, ktory skiima problém nastoleny v ¢lanku On semiextensions and

circuit double covers[).
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Kapitola 1
Uvod

Tedria grafov sa zaobera mnozstvom praktickych problémov, ktoré trapia
Iudi v kazdodennom Zzivote. Je to napriklad najdenie najrychlejsej cesty do
prace, ¢o modzeme v tedrii grafov oznacit ako hladanie najkratsej cesty. V tejto
vedeckej discipline vSak existuje mnozstvo problémov, ktoré vedci riesia uz
niekolko desatroci a zatial sa im nepodarilo dospiet k rieSeniu, nazyvame ich
otvorené problémy. Medzi takéto otvorené problémy patri aj problematika
dvojitého pokrytia cyklami. Ludia sa uz dlht dobu snazia dokézat, alebo vy-
vratit niektoré tvrdenia a stale sa im to nie Uplne dari. Z tohto dovodu si v
druhej kapitole priblizime ttto problematiku, vysvetlime zadkladné hypotézy,
ktoré vedci skimaji. Poukdzeme na ich doterajsie vysledky a vysvetlime
rozne pristupy, ktorymi sa uberali a uberaju. V tretej kapitole si blizsie popi-
seme jeden z najnovsich pristupov, ktorymi st semirozsirenia. Zadefinujeme
si tento pojem a hypotézu, ktorej platnost by zabezpecila vyrieSenie proble-
matiky dvojitého pokrytia cyklami. Taktiez si ukdzeme dokaz transformaécie
hypotézy o semirozsireniach na Hypotézu o striktnom dvojitom pokryti cy-
klami. Nasledne v kapitole Styri popiSeme program, ktory skiima problém,
ktory nastolili v ¢lanku On semiextensions and circuit double covers|[5] autori

Enrique Garcia Moreno Esteva a Tommy R. Jensen. Program testuje, ¢i pre



2 KAPITOLA 1. UVOD

graf na vstupe toto tvrdenie plati alebo nie. Cielom tejto prace bolo taktiez

otestovat ¢o najviac grafov a pripadne najst graf, pre ktory tvrdenie neplati.

1.1 Zakladné definicie

V tejto Casti si zadefinujeme niekolko zékladnych pojmov, s ktorymi budeme
v tejto praci narabat.

Graf v tejto préaci je neorientovany, koneény a moze obsahovaf viacndsoné
hrany a slucky.

Kruznica bude znamenat suvisly 2-reguldrny graf.

Cyklus je graf, ktorého vSetky vrcholy maju kladny stupen.

Duojité pokrytie cyklami (Cycle Double Cover) grafu G je mnozina kruznic
C1,Cy,...,C, (modzu sa opakovat) takych, ze Ve € E(G): {1 <i<n}:e€
E(C;)}| =2 . Inymi slovami kazda hrana grafu G je pokrytd 2 kruznicami.

Graf CAD znamené podgraf C'U D vzniknuty z hran, ktoré patria do C'

alebo D, ale nepatria obom.



Kapitola 2
Dvojité pokrytie cyklami

V tejto kapitole si nieco povieme o problematike Dvojitého pokrytia cyklami
(Cycle Double Cover), ktortt budeme oznacovat CDC. Tato zaujimava hy-
potéza bola vytvorena nezavisle panmi Szekeresom a Seymourom v 70-tych
rokoch. Tato hypotéza je dnes povazovana za jeden z najdodlezitejsich otvo-

renych problémov tedrie grafov.

2.1 Zakladné definicie

Hypotéza 2.1.1 (Hypotéza o dvojitom pokryti cyklami (CDCC) (Szekeres
[18] a Seymour [17])) Ak G je hranovo dvojsivisly graf, potom G ma dvojité

pokrytie suvislymi cyklams.

Nasledujtce zosilnenie CDCC, ktoré vytvorili Seymour a Goddyn, bolo
navrhnuté kvoli ich predpokladu, ze ak tvrdenie plati, je pristupnejsi in-
dukény dokaz.

Hypotéza 2.1.2 (Hypotéza o striktnom dvojitom pokryti cyklami (SCDCC)
(Seymour [8] and Goddyn [10])) Ak G je hranovo dvojsivisly graf a C je

3



4 KAPITOLA 2. DVOJITE POKRYTIE CYKLAMI

kruznica v G, potom exituje dvojité pokrytie suvislymi cyklami grafu G, ktoré

obsahuje kruznicu C.

Medzi zaujimavé a prospesné vlastnosti SCDCC patri aj to, ze SCDCC
implikuje velmi dlho nevyrieSent Sabidussiho hypotézu, ku ktorej sa vratime
este neskor.

Usporiadani dvojicu (G, C') nazyvame minimdlnym protiprikladom k SCDCC,
ak G je hranovo 2-suvisly, C' je kruznica v G, ziaden CDC grafu G neobsa-
huje C'a SCDCC plati pre kazdy 2-suvisly podgraf grafu G. Ak je z kontextu
jasné, ktora kruznica je v G myslena, niekedy taktiez hovorime, ze GG je mini-
malny protipriklad k SCDCC. Vlastnost, ktora naim pomdoze zmensit mnozinu
grafov, pre ktoré musime CDCC dokazovat, je moznost pouzitia Standard-
nej redukcie, ktorou mozeme ukézat, ze CDCC aj SCDCC su ekvivalentné
s ich obmedzenou verziou pre 3-suvislé kubické grafy. Presnejsie povedané,
ak nejaka z tychto hypotéz neplati, potom existuje aspon jeden minimalny
protipriklad, a to taky, ze je to kubicky 3-suvisly graf. Teda ekvivalentna
hypotéza k SCDCC je: Ak G je 2-suvisly kubicky graf, alebo Tubovolna sub-
divizia tohto grafu a C' je Tubovolna kruznica v G, potom existuje mnozina
kruznic v G, ktoré pokryvaju kazdt hranu kruznice C' prave jedenkrat a
kazdi ostatnit hranu prave dvakrat. Z tohto mozeme vidiet, ze ak SCDCC
neplati, potom existuje minimdalny protipriklad (G, C) taky, ze G je 3-stuvisly
kubicky graf.

2.2 5-CDC

V tejto podkapitole si povieme nieco o dosiahnutych vysledkoch v sktimani
dvojitého pokrytia cyklov. Samotna hypotéza CDCC bola zatial overena

napr. pre grafy, ktoré neobsahuju poddiviziu Petersenovho grafu (pozri [1][2]).

Definicia 2.2.1 Graf G md k-dvojité pokrytie cyklami (k-CDC), ak ezistuje



2.2. 5-CDC 5

zoznam L najviac k cyklov grafu G, takych, Ze kaZda hrana v G patri prdave

do dvoch cyklov v L, pricom cykly sa mézu opakovat.

Existuje hypotéza, ktora sformuloval Celmins [4] a v nej tvrdi:
Hypotéza 2.2.2 Kazdy bezmostovy garf md 5-CDC.

Uz sme si povedali, ze problém CDC sa da redukovaf na kubické grafy a to
taktiez plati aj o 5-CDC.

Nech H je cyklus v kubickom grafe G. Komponenty podgrafu H st kruz-
nice alebo izolované vrcholy. Komponent podgrafu H sa nazyva nepdrny, ak
je to kruznica nepéarnej dlzky alebo izolovany vrchol.

Ak G je bezmostovy kubicky graf, potom minimélny pocet neparnych
komponentov nazyvame nepdrnost grafu G a oznacujeme ju £(G). Pocet
vrcholov v kubickom grafe je parny a z toho vyplyva, Ze aj nepdrnost kubic-
kého bezmostového grafu je parne ¢islo. Ak G mé most, potom je neparnost
definovana £(G) = .

Nepéarnost kubického grafu G je 0, prave vtedy, ked je hranovo 3-zafarbitelny
(a z lemy 2.2.3 vieme, Ze potom existuje 3-CDC). Teda prvy netrividlny pri-
pad je £(G) = 2. V nasledujtcej Casti si ukdzeme, ze 2.2.2 plati pre grafy s
neparnostou 2 a tiez si dokdzeme, ze kazdy bezmostovy graf s Hamiltonov-

skou kruznicou ma 5-CDC.

Lema 2.2.3 [12] Nech G je kubicky graf, potom nasledujice tvrdenia si ek-

vivalentné.
1. G je 3-zafarbitelny
2. G ma 3-CDC

3. G ma 4-CDC

4. £(G) =0
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5. Y 2-requldrny podgraf H grafu G ezistuje 4-CDC L = {Cy, Cy, C3,Cy}
grafu G take, Ze Cy = H.

Doékaz. Tvrdenia 1 — 3 su ekvivalentné podla [13]. Je Tahké vidiet, Zze 3 a 4
st ekvivalentné. V [17] je dokazané, ze 2 = 5. A implikacia 5 = 3 je jasna.

Na zaciatok si povieme niekolko definicii, ktoré budeme v tejto podkapi-
tole pouzivat.

(2, 3)-graf je graf, ktory obsahuje len vrcholy stupnia 2 a 3. Ak G je (2, 3)-
graf, potom 2-faktor G je Tubovolny faktor, ktory je cyklom v G bez izolova-
nych vrcholov.

Ak H je podgraf grafu G, potom G — H oznacuje graf ziskany z G zma-
zanim hran, ktoré patria do H. Graf G.H oznacuje graf ziskany po kontrakcii
vSetkych hran z H.

3-cestngm grafom (presnejsie 3-(s,t)-cestnym grafom) F nazyvame za-
kladny graf acyklického orientovaného grafu P so zdrojom s a tstim ¢ ta-
kym, ze P je zjednotenie troch orientovanych hranovo disjunktnych (s,t)-
ciest(Pozor na to, ze P je acyklicky.).

Teraz si dokdzeme niekolko pomocnych tvrdeni.

Lema 2.2.4 Nech G je hranovo 3-suvisly graf a s,t su dve rozlicné vrcholy

v G. Potom ezistuje podgraf F' z G taky, Ze F je 3-(s,t)-cestny graf.

Dokaz. Kedze G je 3-suvisly graf, potom obsahuje 3 hranovo disjunktné
(s,t)-cesty p1,p2,p3. Priradme kazdej hrane z tychto ciest taku orientéciu,
Ze p1,p2 a ps su orientované (s, t)-cesty. Zoberme zjednotenie tychto ciest a
ozna¢me ho P;. Ak P; ma orientovany cyklus C', potom P; — C' obsahuje
tiez 3 hranovo disjunktné (s, t)-cesty. (Pre dokaz si zoberme tok f v P; taky,
ze f(e) = 1, pre lubovolnt orientovant hranu e z P;. Potom hodnota toku
f je 3 a ostane 3 tiez aj pre P, — C. Graf P; — C' obsahuje 3 orientované

hranovo disjunktné (s, t)-cesty). Nech P, je zjednotenie troch novych ciest.
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Ak P, obsahuje orientovany cyklus, potom mdZzeme zopakovat tento postup
az pokial nedostaneme acyklicky graf P, ktory je zjednotenim troch hranovo
disjunktnych (s, t)-ciest. Potom zdrojovy graf F' grafu Py je 3 — (s,t)-cestny
graf a podgraf grafu G.

Lema 2.2.5 Nech G je bezmostovy (2,3)-graf a H je 2-faktor v G, taky, Ze
lubovolny komponent z H obsahuje pdrny pocet vrcholov, ktoré maji v grafe
G stuperi vrcholu 3. Potom tu existuje 3-CDC L = {Cy,Cy,Cs} takd, Ze
Cs;=H.

Dokaz. Predpokladajme, Ze G je kubicky graf, potom H je 2-hranovo za-
farbitelny farbami 1,2. Farba hran G — H bude 3. Potom zoberieme cykly
pochadzajice z hran ofarbenych 2 z 3 farieb. Z tychto cyklov sme ziskali
pozadované 3-CDC graf G.

Ak G obsahuje vSetky vrcholy stupna 2, potom je dékaz priamociarym

dosledkom predchédzajiaceho pripadu. [

VA GVZN

e— 90 69 9

% o ¢ & o

Obr. 2.1: Obrazok k leme 2.2.6
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Lema 2.2.6 Nech G je bezmostovy (2,3)-graf a H je 2-faktor v G taky, Ze
ak odstranime vsetky izolované vrcholy z G.H, ziskame 3-cestny graf. Potom
existuje 4-CDC L = {C1,Cy, Cs,Cy} grafu G taky, Ze Cy = H.

Dokaz. Zoberme si kubicky graf G taky, ze G.H ma iba vrcholy stupna
asponi 3. Pouzijeme indukciu vzhladom na pocet vrcholov v G.H a ukéaZeme,
ze G je hranovo 3-zafarbitelny.

Ak pocet vrcholov v G.H je dva alebo tri, potom lahko skontrolujeme, Ze
G je izomorfny s jednym z grafov zobrazenych na obrazku 2.1. Potom G je

3-zafarbitelny.

e e
<>< f q L
g g

Obr. 2.2: Obrézok k leme 2.2.6

Nech G.H ma viac ako 3 vrcholy. Kedze G.H je 3-cestny graf, potom
obsahuje 2 vrcholy s, t také, ze G.H je 3-(s, t)-cestny graf. Zoberme si susedov
vrcholu s. Mozu nastat dva pripady, ktoré oba mozno vidief na obrazku 2.2.
V oboch pripadoch je s # u # t a {e, f, g} je hranovy 3-rez v grafe G.H a
tiez v grafe GG. Rez ndm rozdeli vrcholy grafu G na 2 disjunktné mnoziny
V1, Va. Nazvime G1(G3) graf, ktory ziskame z G, ked zkontrahujeme vsetky
vrcholy z mnoziny Vi(V3) do vrcholu v;(vy) a odstranime vSetky susedné
slucky s v1(vg). Potom z indukéného predpokladu ziskavame, ze Gp, G st
hranovo 3-zafarbitelné. (Ak by sme chceli byt viac precizni, tak nahradime
v1, vy trojuholnikmi, ale toto ni¢ nezmeni na stave, ze G1, Gy st hranovo 3-
zafarbitelné.) Z 3-zafarbitelnosti G, Ge dospejeme k tomu, Ze aj graf G je
3-zafarbitelny.

Z hranovej 3-zafarbitelnosti G a Lemy 2.2.3 dostavame 4-CDC grafu G s

pozadovanou vlastnostou.
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Dokaz pre grafy so stupnami vrcholov 0 a 2 st zrejmym dosledkom pred-

chadzajtceho pripadu.

Veta 2.2.7 Nech G je bezmostovy kubicky graf s nepdrnostou nanajvys 2,
potom G md 5-CDC.

Dékaz. Ak &(G) = 0, potom pouzijeme lemu 2.2.3. Nech {(G) =2 a H je
faktor, ktory je cyklom v G s prave 2 neparnymi komponentmi. Predpokla-
dajme, ze H je 2-faktor v grafe G a G . H je hranovo 3-suvisly graf.

Ozna¢me vrcholy s,t v grafe G.H s neparnym stuptiom (pochédzaju z
kontrakcie neparnych kruznic v H). Z lemy 2.2.4 vyplyva, ze G.H mé podgraf
F, ktory je 3-(s,t)-cestnym grafom. Nech A a B je oznacenie mnozin hrén z
F a (G.H)— F. Potom graf H + A dokopy s 2-faktorom H spliia podmienku
z lemy 2.2.6. Graf H 4+ B dokopy s 2-faktorom H spliia podmienku z lemy
2.2.5. Potom dostavame, Ze existuje 4-CDC L = {C1,Cy,C3,H} z H + A a
3-CDC L ={C,,C5,H} z H+ B a teda L = {C1,Cs,C5,Cy,C5} je 5-CDC
grafu G.

Ak graf H ma izolovany vrchol, potom ho nahradime trojuholnikom a
pouzijeme Standardni redukciu (pozri [13]). Podobné redukcie pouzijeme aj

v pripade, ak G.H ma hranovy 2-rez. [J

Dosledky vety 2.2.7

Pre kubicky graf G a hranu e z grafu G oznac¢me G x e jediny kubicky ho-
momorfny graf k G — e. Ak e, f st hrany grafu G, potom oznacéme G(e, f)
kubicky graf ziskany subdiviziou hran e, f a spojenim novych vrcholov novou

hranou.

Déosledok 2.2.8 Nech G je hranovo 3-zafarbitelny kubicky graf a e, f hrany
v G. Predpokladajme, Ze G xe je bezmostovy graf, potom Gxe a G(e, f) magi
5-CDC.
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Dokaz. Nech G je zafarbenymi farbami 1,2 a 3. Predpokladajme, Ze ¢ je za-
farbend 1 a hrana f farbou 2. Nech H;(Hs) je 2-faktor grafu G pozostévajuci
z hran farby 2,3(1,2). Potom H;(H,) sposobuje, Ze vzniknuty 2-faktor ma
v G * e(G(e, f)) neparnost najviac 2. Potom &(G  e),£(G(e, f)) < 2 a mo-
zeme pouzit vetu 2.2.7. Dokaz je podobny aj v pripade, ak e a f st ofarbené

rovnakou farbou.

Dosledok 2.2.8 bol ¢iastocne dokazany Celminsom [4] (pozri tiez [13]),
ktory v podstate dokazal, Ze ak G je hranovo 3-zafarbitelny kubicky graf a
e, f st hrany v G, potom G(e, f) mé 5-CDC.

Tarsi [19] a Goddyn [9] dokézali, ze kazdy bezmostovy graf s Hamilto-
novskou kruznicou méa 6-CDC. Huck s Kocholom toto tvrdenie zosilnili a

dokazali toto:
Veta 2.2.9 KazZdy bezmostovy graf s hamiltonovskou kruznicou mda 5-CDC.

Doékaz. Pouzitim Standardnej redukcie(pozri napr. [13]) mézeme predpokla-
dat, Ze G je kubicky graf. Potom je jednoduché skontrolovat, ze G = G’ x e
pre hamiltonovsky graf G’ a hranu e z G'. Néasledne dostavame, ze kubicky

hamiltonovsky graf je zafarbitelny a mézeme pouzit Dosledok 2.2.8 . [J

2.3 RozsSirenie

Rozsirenie je jeden z pristupov, ktorym sa pustili vedci pri dokazovani CDC.

Preto si v nasledujticej casti povieme nieco viac o tomto pristupe.

Definicia 2.3.1 Rozsirenie kruznice C' je kruznica D, pre ktoru plati C' #
DAV(C)C V(D)

V roku 1990 pocas workshopu o cykloch v grafoch pan Seymour polozil

otazku: M4 kazda kruznica 3-suvislého grafu G rozsirenie v G7 Pokial by
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odpoved na jeho otédzku bola ”ano”, potom by platila SCDCC. Lebo ak G je
3-suvisly kubicky graf a kruznica C' méa rozsirenie D, kde C, D C G, potom
F = G- (E(C)\ E(D)) je 2-savisly podgraf G s D C F. Postupujme
induktivne, kazda mnozina kruznic v F', ktora pokryva hrany D jedenkrat
a vSetky ostatné hrany grafu F' dvakrat. Pridanim komponentov CAD, z
pravdivosti SCDCC pre (F, D) sa dostavame k tomu, Ze G obsahuje mnozinu
kruznic pokryvajacich hrany C' jedenkrat a vSetky ostatné hrany dvakrat.
Teda CAD oznacuje podgraf grafu C' U D indukovany hranami patriacimi

do C alebo D, ale nie do oboch zaroven. (pozri tiez [15])

Tvrdenie 2.3.2 Nech G je kubicky graf a C je kruznica v G. Ak existuje
rozsirenie kruznice C, potom G nie je kontrapriklad pre SCDCC.

Nanestastie nie kazda kruznica C' Tubovolného kubického grafu m4 rozsi-
renie. Toto demonstroval ako prvy Fleischner [6]. Jeho protipriklad je mozno
vidief na obrazku 2.3 nizsie. Dalsie priklady boli vytvorené Kocholom, ktory
nasiel aj nekone¢ntt mnozinu cyklicky 4-suvislych grafov, ktoré nemajua roz-

Sirenie (pozri [15]).

2.4 Semirozsirenie

Vzhladom na to, Ze sa pomocou rozsirenia nepodarilo dokédzat CDCC ani
SCDCC, bola vytvorena struktiura, ktora sa nazyva semirozsirenie a jej Spe-
cidlnym pripadom je aj rozsirenie. O semirosireniach sa predpoklada, ze
vdaka nim by sa mohlo podarit dokézat SCDCC. Pre Tubovolny graf H,
H -cesta oznacuje cestu, ktord ma prienik s H prave v jej koncovych vrcho-

loch.

Definicia 2.4.1 [5] Semirozsirenie cyklu C' v grafe G je suvisly cyklus D
grafu G, pre ktory plati: DN C # 0 a E(D)\ E(C) # (0 a ak G obsahuje
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y X y X

G G

Obr. 2.3: Fleischnerov protipriklad

(CUD)-cestu s koncovymi vrcholmi x ay, kde x € V(C)\V (D) = Jzy-cesta
vCAD

V nasledujtcej kapitole si ukdzeme, ze hypotéza 2.4.2 implikuje SCDCC.

Hypotéza 2.4.2 Pre vsetky kruznice C' v 2-suvislom kubickom grafe G exis-

tuje semirozsirenie kruznice C' v grafe G.



Kapitola 3
Semirozsirenia

Na nasledujucich stranach si ukdzeme, k ¢omu st semirozsirenia vhodné,
ako modzeme redukovat problém semirozsireni na problém SCDCC a s tym

suvisiace vety.

3.1 Od semirozsirenia k dvojitému pokrytiu

cyklami

Na nasledujucich riadkoch si ukazeme, ze ak plati hypotéza 2.4.2, potom plati
aj SCDCC.

Veta 3.1.1 Nech G je 2-suvisly kubicky graf a C' je kruznica v G. Ak existuje
semirozsirenie C' v G, potom G nie je kontrapriklad k SCDCC.

Dokaz. Predpokladajme, ze existuje D, ktoré je semirozsirenim C a pred-
pokladajme, Ze ziaden vlastny podgaf G nie je kontraprikladom pre SCDCC.
Zostrojime CDC grafu G, ktory bude obsahovat C' a tym dokaZzeme tito

vetu.

13
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KedZze G je kubicky graf, je zrejmé, ze D je kruznica. Nech Ay, ..., Ax
st komponenty CAD. Kazdy samotny komponent je tiez kruznica. Z pod-
mienky E(D)\ E(C) # 0 vieme, Ze k > 0.

Nech i € {1,...,k}. Nazvime (C' U D)-cestu P v G i-uchom, ak aspon
jeden koncovy vrchol z P patri do V' (A4;)\V(D)(v skuto¢nosti patri do V(C')\
V(D)). Oznac¢me H; zjednotenie A; so vSetkymi i-uchami.

Teraz si ukadzeme nasledujuci fakt:

Ak uwe V(H;)\ V(D) auv € E(G), potom wv € E(H;) (3.1)

Uvazujme Tubovolné i-ucho P obsahujtce u a Iubovolni minimalnu cestu @)
v G —u, ktord spajav s PUCUD. Potom G obsahuje i-ucho, ktoré sa sklada
z cesty QQ 4 uv predlZenej o jednu alebo dve vhodne vybrané casti P.

KedZze G je kubicky graf a C N D # (), potom existuje hrana e patriaca
do C' aj D zaroven. Tato hrana e nepatri do Ziadneho A; ani do Ziadneho
i-ucha, lebo e nie je hrana zo ziadneho H;. Teda H; je vlastny podgraf G.

KedZe D je semirozsirenie C, potom existuje pre kazdé i-ucho aspon jedna
cesta v CAD, teda cesta v A; medzi jej koncovymi vrcholmi. Potom kazdé i-
ucho pretina C'UD iba vo vrchole A4;, a teda plati V/(H;)NV(CUD) D V(4;).
Opac¢na inklazia je trividlna, a teda plati V(H;) N V(C U D) = V(4,). Z
konstrukcie H; ako zjednotenia A; s oboma koncovymi vrcholmi patriacimi
do A;. Je jasné, ze H; je 2-suvislé a tiez vieme, zZe ziadne i-ucho nepretina
j-ucho pre ¢ # j. Teda H,, ..., H; st nezavislé podgrafy grafu G.

Definujeme:

F=G- (va \V(D)) - (QE(H» \E(D))

Kazdy prvok z E(C) \ E(D) patri do nejakého A;, a preto nie do F', teda
F' je vlastny podgraf grafu G.
Pre Tubovolna hranu e € E(G) \ E(D) je zrejmé, Ze e je hrana patriaca

nanajvys jednému z podgrafov F, Hy,..., Hy, okrem toho tiez e € FE(H,)
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alebo e nemé ziaden koncovy vrchol. Definicia F' implikuje, Ze e je hrana F
alebo prvok F(H;)\ E(D) pre nejaké i = 1,..., k. Odtial e patri asponi do
jedného z podgrafov F, Hy, ..., H; a z toho dostavame:

E(G) \ E(D) je zjednotenie mnozin, ktoré nemaju spoloény prienik,
k
E(F)\E(D) s (|JE(H)\ E(D)) (3.2)
i=1

Dalej ukaZzeme, ze F je 2-suvisly. Predpokladajme, Ze o je nejaka cesta
v G z vrcholu z € V(F) \ V(D) do vrcholu D a to takd, Ze ¢ neméa ziaden
vnatorny vrchol v D. Z toho vyplyva, ze ¢ C F. Je to zrejmé, kedze D je
2-suvisly podgraf F' a mozeme teda spojit kazdy vrchol vo V(F) \ V(D) s
vrcholom z D dvoma cestami v F', ktoré nemaju spolo¢ny prienik, okrem
koncovych vrcholov z takych ciest, ktoré existuju v G.

Predpoklad = € V(F)\V (D) s pomocou definicie F' implikuje tvrdenie, Ze
x nepatri do V(H;) pre ziadne i = 1,..., k. Oznacme e € p hranu incidentna
s z. Je zrejmé, ze e ¢ F(H;) pre ziadne i = 1,...,k a z 3.2 vyplyva, Ze
plati e € E(F). Pouzijeme matematickti indukciu vzhladom na dizku o a
dostaneme, ze plati o C F', ako sme potrebovali. Teda sme ukazali, ze F' je
2-suvisly vlastny podgraf grafu G.

Pomocou tohto vybudovaného repertoaru teraz zostrojime CDC grafu G
obsahujice kruznicu C'. Z nasho predpokladu F' obsahuje mnozinu kruznic
Co, takych, ze kazda hrana z D patri prave do jednej kruznice z mnoziny
Cy. Podobne Vi = 1,..., k, 2-stvisly vlastny podgraf H; obsahuje mnozinu
kruznic C;, takych, ze kazda hrana z A; patri prave do jednej kruznice a
ostatné hrany z H; patria pave do 2 prvkov C;.

Nech e je lubovolnd hrana z G. Z tvrdenia 3.2 vyplyva, Ze moze nastat

tychto 5 pripadov:

1. e € E(C)\ E(D)
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2. ¢ € E(C)N E(D)
3. ec E(D)\ E(C)

4. e € E(F)\ (E(C)UE(D))

5. e € E(H)\ (E(C)UE(D)3i e Nnie{l,.. . k}

Ukéazeme, Ze v kazdom pripade e je pokryté mnozinou Ui=0,1 ..... . Ci, a to

préave raz, ak e € E(C), a prave dvakrat, pokial e ¢ E(C).

1. Ak e € E(C)\ E(D), potom existuje prave jedno i € {1,...,k} také,

ze e € E(A;) C E(H;), a teda e je pokryté prave raz C; a ziadnou inou

mnozinou C}, takou, Ze ¢ # j.

. Ak e € E(C)N E(D), potom e € E(F), ale i € {1,...,k} také, Ze

e € H;. V tomto pripade je e pokryté raz Cj.

. Ake € E(D)\E(C), potom 3 prave jedno i € {1,...,k} :e € E(4;) C

E(H;). Tiez plati e € E(F). Z tohto ndm vyplyva, Ze e je pokryté prave
2-krat a to C; a Cy, a teda Bj ¢ {0,i} : e € C.

. Akec E(F)\ (E(C)UE(D)), potom % € {1,...,k} : e € H;, teda e

je pokrytd 2-krat a to Cy a i ¢ {0} : e € C.

. Ak e € E(H) \ (E(C)UE(D))Ji € NANie€{l,...,k}, potom e €

E(H;)\E(A;) = e je pokryté 2-krét C; a kedze e ¢ E(F)UU,; E(H;),

nie su ziadne dalsie kruznice, ktoré by pokryvali e.

Teda zostrojili sme CDC grafu GG, ktory obsahuje kruznicu C, ako sme

potrebovali. [

Ako bolo slibené, povieme si nie¢o o Sabidussiho hypotéze. Tato hypo-

téza je ekvivalentna tvrdeniu, ze kazda dominantnad kruznica v subdivizii
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kubického grafu patri do CDC. (Pre blizsie informacie o origindlnej hypo-
téze a spominanej ekvivalencii pozri [7].) Kruznica C' je dominantnd v G,
ak aspon jeden koncovy vrchol kazdej hrany grafu G lezi na kruznici C.
Nasledujtca tprava dokazu 3.1.1 ndm pomdZe ukazat, ze ak existuje semi-
roz$irenie dominantnej kruznice v Ilubovolnom kubickom grafe, potom plati
ekvivalent Sabidussiho hypotézy. Minimalny protipriklad (G, C), skratene G,
k Sabidussiho hypotéze je definovany analogicky ako v pripade SCDCC.

Veta 3.1.2 Ak C je dominantnd kruznica v kubickom grafe G a ak C' md
semirozsirenie v G, potom G, nie je minimdalny protipriklad k Sabidussiho

hypoteze.

Doékaz. Myslienka dokazu je podobnd, ako v pripade vety 3.1.1. Definujeme
si podgrafy D, Ay, ..., Ay, Hy, ..., H;, a F ako predtym. Ostava nam len uka-
zat, ze Vi € {1,...,k} : A; je dominantna kruznica v H; a D je dominantna
kruznica v F.

Vi e {1,...,k} : kazda hrana z H; ma koncovy vrchol v C. Teda vrchol
patri do V(H;) N V(C U D) = V(4;) teda V(4;) je skutoéne dominantna
kruznica v H;.

Teraz dokazeme, ze D C F'. Predpokladajme, ze v € V(F)\ V(D). Potom
z definicie F mame, ze #i € {1,...,k} : v € V(H;) a z toho vyplyva, ze
v ¢ V(C). Nech u je lubovolny sused vrcholu v. Z uv € E(G)A 3.1 dostaneme:
u ¢ V(C)\ V(D). Odtial sme dostali u € V(D), ktory poukazuje na to, ze
D je dominantnou kruznicou F.

Dalej dokaz postupuje podobne, ako v pripade vety 3.1.1. [J

3.2 Redukcia a existenc¢ny vysledok

Nasledujuci klasicky vysledok implikuje vysledok, ktory je v zmysle najlepsej

moznosti rozsirenia dlhych kruznic v kubickom grafe. Veta zovSeobecnuje
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grafy, ktorych vrcholy maji neparny vrcholovy stuper.

Veta 3.2.1 (Smith [20]) Pre lubovolni hranu e v kubickom grafe G, pocet

rozdielnych hamiltonovskych kruznic v G, ktoré obsahuji e je pdrny.

Désledok 3.2.2 Pre kazdi hamiltonovski kruznicu C' v kubickom grafe G a
pre kaZdu hranu e € C' existuje hamiltonovskd kruznica v G, ktord je rozna

od C' a obsahugje e.

Nech C' je kruznica v kubickom grafe GG. Désledok 3.2.2 implikuje, ze
ak C' je hamiltonovskd kruznica, potom existuje rozsirenie C' v G. Ak C
obsahuje vSetky vrcholy okrem v, potom existencia rozsirenia C' moze byt
odvodena nasledovne. Vymazeme vrchol v z G a priddme novt hranu medzi
dvoch susedov v v GG. Zostavajuci treti sused vrcholu v v grafe G nemdze byt
incidentny s novou hranou e. Pouzitim Smithovej vety na vysledny kubicky

hamiltonovsky graf lahko dostavame Zelané rozsirenia C' v G.

Veta 3.2.3 Ak existuje graf G, ktory obsahuje suvislé cykly C a C', také, Ze
C'NC#0aEC)\ E(C)#0, ale neexistuje semirozsirenie C' v G, potom
existuje taky 3-suvisly kubicky graf.

Dokaz. Predpokladajme, Ze G je graf s vlastnostou opisanou v definicii vety
a C,C" st dva suvislé cykly, ktoré to dosved¢uju. Ak G nie je 3-suvisly a
kubicky, zostrojime graf G a stvislé cykly C, ¢’ v G také, ze plati CNC" £
a E(C")\ E(C) # 0, ale neexistuje Ziadne semirozsirenie C' v G. TaktieZ
G spliia Zvev(é) |de(v) = 3] < Zvev(c) |de(v) — 3. Ak Zue\/(é) |de(v) —
3| =2 ev(e) lda(v) — 3|, potom G mé ostro menej hran ako . Dokaz tejto
podmienky je dost priamociary v kazdom pripade, ktory moze nastat, preto
ho prenecham na ¢itatela. Zelany vyrok teraz lahko dokaZeme na zéklade
indukcie. Ak C je faktor, ktory je cyklom v G , potom nasa konstrukcia vedie
k tomu, ze C je faktor, ktory je cyklom v G.
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Ak G nie je 2-suvisly, potom existuje blok B v grafe G, ktorého hrany
patria do E(C")\ E(C) a tiez plati BN (C'NC) # 0. Potom BN C obsahuje
viac ako jeden vrchol, inak B N C’ by bolo semirozsirenie C' v G. Nech teda
G=B,C=BnCaC =BnC, potom C a (' st savislé cykly v G. Teraz je
Tahké skontrolovat, ze semirozsirenie D kruznice C' v G je tieZ semirozsirenie
suvislého cyklu C' v grafe G. Je dobré si uvedomit, Ze zo suvislosti C vyplyva:
kazd4d (C'U D)-cesta v G ostane spojena s niektorym blokom z G. Teda
mozeme predpokladat, Ze jednoduchy graf G je 2-stvisly a neméa slucky.

Vyberme si Tubovolny hranovy 2-rez ej,es v G. Kedze G je 2-suvisly,
G — e; — ey a ma prave 2 komponenty G1, G5. Nech Gy je ten, ktory pretina
C' a obsahuje aspon jednu hranu z C’, ktora nepatri do C. Nazvime koncové
vrcholy hrany e; uq, us a koncové vrcholy hrany e, vy, Vo, kde u;, v; € Gy, i €
{1,2}. Zostrojime Gz grafu Gy pridanim hrany é medzi vrcholy ujav;. Defi-
nujeme C, ako graf ziskany z GG; N C pridanim hrany é, ak C' obsahuje ey, e5.
Inak C' = C. C" definujeme podobne. Vychédzame z nasho viberu Gy a G,
ze C' a (' st stvislé cykly, pre ktoré plati: C N C" # 0 a E(C) \ E(C") # 0.
Predpokladajme, Ze existuje semirozsirenie D kruznice C'. Ak é ¢ E(f)),
potom nech D = D, inak nech D je Iubovolny stvisly cyklus grafu G spliia-
jaci DN Gy = D — ¢ a taktiez spliiajici podmienku D N Gy = C' N Gy, ak
C' NGy # (). Toto nas vedie k popretiu toho, ze D je semirozsirenim C'. Preto
mozeme dalej predpokladat, Ze G je hranovo 3-stvisly.

Teraz predpokladajme, ze G nie je kubicky a nech v je vrchol grafu G, pre
ktory plati dg(v) # 3. Kedze G je 3=suvisly, stupeni vrcholu v v G je k, kde
k > 4. Nech ey, eq, ... e, st rozdielne hrany v grafe G incidentné s vrcholom
v a nech v; je koncovy vrchol e;, rézny od v pre : = 1,2, ... k.

Zoberme si pripad dg(v) = de(V'), potom e; je hrana C pre kazdé i =
1,2,...,k. Ak v je vrchol rezu v C, potom zoberieme rézne bloky B; a Bs
z C. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme povedat, 7e e; € By a €2 € By. Z

tohto mdzeme dalej predpokladat, ze ak v € C’, potom e; € C' Aey € C'.
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Toto je zrejmé, ak v nie je vrcholom rezu v C', alebo v je vrcholom rezu v C'
a viac ako jeden blok v C obsahuje hranu z C’ incidentna s v. V ostatnych
pripadoch v je vrchol rezu C' a existuje prave jeden blok v C', ktory obsahuje
hranu z C’ incidentnt s v, nech je to blok B;. V tomto pripade nahradime
C" inym suvislym cyklom C” nasledovne. Nech C” je komponent z C'ABs,,
ktory obsahuje v. Teraz C” je suvisly cyklus a je zrejmé, ze plati: C"NC' # ().
Naviac, kedze C’ je suvisly a nie je podgrafom C' a teda tiez nie je podgraf
Bj, potom existuje cesta v C’ so zac¢iatkom vo vrchole v a poslednou hranou
tejto cesty e, ktord nepatri do B;. Potom e patri do C”, ale nie do C, teda
plati E(C")\ E(C) # . Pred pokracovanim v argumentacii nahradim C’ za
c”.

Nech G je graf ziskany z G — e; — e; pridanim novej hrany e spajajucej
vrcholy v; a vo. Nech Cal'sa podgrafy GG, ktoré prislichaji v nezmenenom
poradi k C' a C'. Z vyberu hran e;, ey vyplyva, ze ak v je vrchol rezu v
C, potom C je suvisly cyklus. Kazdy komponent v C je suvisly cyklus a
obsahuje aspon jedného suseda vrchol v. Nasledne po nahradeni C vhodnym
komponentom C’ dostéavame C’'NC # () a E(C")\ E(C) # 0. Predpokladajme
existenciu semirozsirenia D stvislého cyklu Cv@G. Ake je hrana v D, potom
nahradenim e v D hranami e; a e, ziskame podgraf D grafu G. V opacnom
pripade D = D. Potom je zrejmé, Ze D je stvisly cyklus, ktory splhia DNC #
OANE(D)\ E(C) # 0. Uvazujme lubovolna (C'U D)- cestu P v G s koncovym
vrcholom z a y, kde z € V/(C)\ V(D). Ukadzeme cestu ) v CAD s koncovymi
vrcholmi = a y. KedZe vSetky hrany incidentné s x patria do C, je jasné, ze P
neobsahuje v, teda P je tiez (é U ﬁ)—cesta v G s koncovim vrcholom = a v,
kde 2 € V(C)\V(D), teda existuje cesta Q v CAD s koncovymi vrcholmi z a
y. Ak Q neobsahuje hranu e, potom () je hladané cesta v CAD. V opac¢nom
pripade zostrojime takuto cestu ako zjednotenie najkratsieho podgrafu @),
ktoré spaja = s vrcholmi {v, vy, v9} s najkratsim podgrafom, ktory spaja y s

vrcholmi {v, vy, v2} dokopy aspoii s jednou hranou z {ey, eo} (Obe hrany ey, es
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patria do CAD, ked e € CAD). Dospeli sme k sporu, z ktorého vyplyva, Ze

neexistuje ziadne semirozsirenie C' v G.

Nakoniec predpokladajme, ze do(v) < dg(v). Predpokladajme, ze e; ¢ C
a naviac: ak v € C, potom ey, € C. Dalej modzeme predpokladaf, ze ak
existuje hrana incidentné s v, ktord patri do C’, ale nepatri do C, potom e;
je prave tato hrana a ak existuje hrana incidentna s v, ktora patri do C, ale
nepatri do C’, potom e; je prave tato hrana. Nech G je graf ziskany z G — v
pridanim dvoch novych vrcholov u,w a novej hrany uw a nech u nahradi v
ako koncovy vrchol hran eq, e, a w nahradi v ako koncovy vrchol es, ..., ex.
Nech C je suvisly cyklus v G, ktory sthlasi s C. Dalej vieme, Ze uw je hrana
zZ C’, ak v € C. Nech C je podobne definovany podgraf G’, ktory zodpoveda
C’. Teda ak v € C’, potom uw € C' prave vtedy, ked jedna z hran e;, e patri
do (', aby vSetky stupne vrcholov v ¢’ boli parne. Je mozné, ze ¢’ nie je
suvisly. Ak C’ nie je suvisly, potom e; aj es patria do C’ a teda neexistuje
hrana medzi es,...,eg, ktord by patrila do C, ale nepatrila do C’, alebo
takato hrana je prave hrana e,. Nasledne dostavame, Ze ak ¢’ nie je svisly,
potom aspon jedna z hran es, ..., e, patri do C'NC". Preto po nahradeni C
komponentom C', ktory obsahuje hranu v E(C’) \ E(C) dostaneme, Ze st
splnené podmienky: C'NC # 0 a E(C")\ E(C) # 0. Teraz predpokladajme,
e D je semirozdirenie C' v G. Nech D je zodpovedajici podgraf v G, ktory
vznikol z E (15) \ uw. Potom D je stvisly cyklus s asponi jednym vrcholom
spoloénym s C. Ak v je vrchol v €, potom uw je hrana v C' a odtial dostdvame
E(D)\ E(C) # {uw}, a teda existuje hrana é # uw patriaca do G a tiez do
E(D)\ E(C). Potom é tiez patri do E(D)\ E(C) a teda E(D)\ E(C) # 0.
Uvazujme [ubovolna (CUD)-cestu P v G, ktora méa koncové vrcholy x, y, kde
z € V(C)\ V(D). Nech P je zodpovedajica cesta v G. Teda ak v je koncovy
vrchol P, potom uw ¢ Pa jednym z vrcholov u,w nahradime vrchol v ako
zodpovedajuci koncovy vrchol. Ak v nie je koncovy vrchol P, potom uw je

hrana v P prave vtedy, ked prave jedna hrana z e, e; patri do P. Oznacéme
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koncové vrcholy v p, zodpovedajice vrcholom z,y v P, z a y. Je jasné, ze ak
x nie je ekvivalentné v, potom # = = € V(C) \ V(D). Ak z je ekvivalentné
v, tak preto, lebo v € V(C) a teda uw € E(C), preto & € C, toto taktiez
vyplyva z konstrukcie D z D, takej, ze = nepatri do V(f)) Nésledne z toho
vyplyva, ze 2 € V(C) \ V(D). Podobne plati aj § € V(C) U V(D). Nech Q
je cesta v V(C)AV(D) s koncov§mi vrcholmi Z, §. Ozna¢me zodpovedajicu
cestu v G Q(odstranime hrany kazdej Casti cesty @ medzi vrcholmi u a w,
ak takd existuje). Je zrejmé, ze koncové vrcholy @ st x a y. Z konstrukcie C
2CaDzD vyplyva, Ze kazda hrana z () patri prave do jedného suvislého
cyklu C' alebo D. Teda zo sporu sme dostali, ze D je semirozsirenie stuvislého

cyklu C' v grafe G. [J



Kapitola 4
Implementacia

V tejto kapitole sa dozvieme nieco bliz§ie ohladom vytvoreného programu,
ktory testuje, ¢i grafy na vstupe maji semirozsirenie pre kazda kruznicu a
hranu tejto kruznice. Ide o aplikaciu poznatkov z Kapitoly 3 v praxi. Tento
problém nastolili pani Enrique Garcia Moreno Esteva a Tommy R. Jensen v
¢lanku [5] .

Problém 4.0.4 Nech G je 2-suvisky kubicky graf a nech a pre vsetky hrany

e € C' potom G obsahuje semirozsirenie D kruznice C také, Ze e € D.

4.1 Uvodny pohlad na problém

Hlavnou tlohou programu bolo: skontrolovat, ¢ graf na vstupe spliia prob-
lém 4.0.4. Nésledne tymto programom skontrolovat ¢o najviic¢sie mnozstvo
grafom. Pri prvom pohlade na tento problém sa ndm vynara niekolko otéa-

zok:

e Odkial budeme braf grafy, ktoré budeme davat naSmu programu na

vstup?

e Ako najdeme vSetky kruznice v grafe?

23
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e Ako skontrolujeme, ¢i kruznica D je semirozsirenim kruznice C?

4.1.1 Odkial budeme brat grafy, ktoré budeme davat

nasmu programu na vstup?

Rozhodoli som sa vyuzit program Genreg[16]. Uz podla ndzvu je mozné roz-
poznat, ¢o tento program robi: Generuje regularne grafy. Nastavenim sprav-
nych prepinacov sme docielili vygenerovanie vsetkych kubickych grafov pre
zadany pocet vrcholov. KedZe nie je moZzné v rozumnom case skontrolovat
vsetky grafy pre dany pocet vrcholov, lebo grafov s 20 vrcholmi je 510489
a 22 vrcholovych grafov je 7319447, rozhodoli sme sa pri vyssich poctoch
vrcholoch zamerat na snarky do 30 vrcholov a potom na Specialne grafy od

mojej vedicej, ktoré boli nie¢im vynimoc¢né pri jej vedeckej ¢innosti.

4.1.2 Ako najdeme vSetky kruzZnice v grafe?

Vygenerovali sme vSetky kruznice z bazy cyklového priestoru a nasledne sme
vytvorili vSetky ich linedrne kombinacie. Tym sme dostali mnozinu vsetkych
cyklov v grafe. Kazdy cyklus skontrolujeme, ¢i je stvisly a ak ano, tak je
to kruznica v grafe, toto vyplyva z definicie cyklu a predpokladu, ze graf je
kubicky. Takto dostavame mnozinu vsetkych kruznic v zvolenom kubickom

grafe.

Generovanie bazy cyklového priestoru

Zoberme kostru H grafu G. Pre kazda hranu e € G a e ¢ H vytvorime
kruznicu C,, ktorej vSetky hrany okrem e patria do kostry H. Takato kruznica
je pre kazdu hranu e prave jedna.

Dokaz: O kostre grafu vieme, ze medzi kazdymi dvoma vrcholmi grafu

G existuje cesta a neobsahuje kruznicu. Keby tam existovali 2 cesty medzi
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vrcholmi v; a vq, ktoré maji spolocné len tieto vrcholy, potom ich spojenim

dostaneme graf, ktory obsahuje kruznicu, ¢o je spor.

O kostre grafu dalej vieme, Ze pridanim Tubovolnej dalSej hrany vznikne
v grafe kruznica. Z toho vyplyva, Ze pridanim hrany e ndm vznikne prave
jedna kruznica. Ked si zoberieme vSetky kruznice takto vygenerované z mi-
mokostrovych hran, dostavame bazu cyklového priestoru grafu GG. Kruznice
st linearne nezavislé, lebo vzdy sa lisi miniméalne vo vybranej mimokostrove;j
hrane. KedZe kazd4 kruznica obsahuje aspori jednu mimokostrovii hranu(lebo
v kostre kruznica neexistuje), tak vieme kazdu kruznicu vygenerovat ako line-
arnu kombinaciu vSetkych kruznic C;. Teda mame skuto¢ne bazu cyklového

priestoru grafu G.

4.1.3 Ako skontrolujeme, ¢i kruznica D je semirozsire-

nim kruzZnice C?

Budeme vychéadzat z definicie 2.4.1. Najskor overime, ¢ st splnené pod-
mienky DNC # 0 a E(D)\ E(C) # 0 . Potom pre kazdy vrchol v € (C'\ D)
skonstruujme mnozinu A, vsetkych koncovych vrcholov v-tich. Dalej pouzi-
jeme prehladavanie do hibky na graf CAD, zaéneme vo vrchole v. Vetky
prejdené vrcholy nam budu tvorit mnozinu B,. Oznac¢me z 2. koncovy vrchol
v-ucha. Z definicie 2.4.1 vyplyva, Ze pre kazdé v-ucho musi existovat v — x
cesta v CAD. Teda z tohto vidiet, ze musi platit A C B, lebo keby to nepla-
tilo, tak by existoval vrchol ¢ € A, ktory nepatri do B, ale potom existuje
v — q cesta ktord ma s C'U D spolo¢né len koncové vrcholy, ale neexistuje

v —q cesta v CAD, ¢o je spor s definiciou 2.4.1.
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4.2 Optimalizacia a vyber datovych struktar

Hlavné myslienky programu sme si uz predstavili v predchadzajicej podka-
pitole. V tejto Casti sa zamyslime nad volbou vhodnych reprezentécii nasich
objektov a vyberom konkrétnych datovych struktar v zvolenom programo-

vacom jazyku. Nasledne sa na rad dostane aj optimalizacia.

Volba programovacieho jazyka

Pri rozhodovani, aky programovaci jazyk zvolit, to bolo viac menej jedno-
znacné. Potrebovali som jazyk, ktory bude vhodny hlavne na vypocty a bude
rychlo pracovat so vstupom a vystupom. Preto rozhodnutie padlo na osved-
¢eny jazyk C++ s vyuzitim kniznice STL, ktord pontuka rozmanité optima-

lizované datové struktury.

Volba sStruktir

o Graf je reprezentovany dvojrozmernjym poZTom, kde si pre kazdy vrchol
i v edges|i][l],...,edges[i][3] pamitame jeho susedov, tym docielime,
ze prehladévanie hran ku konkrétnemu vrcholu a zistenie, ¢i hrana patri
do grafu v ¢ase O(1). Vyplyva to z predpokladu, Ze grafy su kubické.

Taktiez mame pristup k jednotlivym hrandm v ¢ase O(1).

e Pre reprezentaciu kruznice som zvolil bitset zo STL, o je inteligentné
pole bitov a podla toho, aké velké je definované, je reprezentované napr.
ako typ long, teda bindrne operécie s kruznicami st velmi rychle. Toto
nam pomoze napr. pri generovani kruznic, kde pouzivame operaciu &,

alebo pri teste na semirozsirenie.

e Pre kazda hranu budeme maft zoznam indexov kruznic, ktoré touto hra-

nou prechadzaji. Na toto vyuzijeme pole vectorov, ¢im zabezpec¢ime
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konstantné pridavanie kruznice ku konkrétnej hrane a taktiez linearny

prechod vsetkymi kruznicami prechadzajicimi zvolenou hranou.

Optimalizacia

Uvedomme si, Ze vSetkych kruznic v grafe je exponenciélne vela O(2"). Teraz
pre kazda hranu kazdej kruznice hladdme semirozsirenie, teda v najhorsom
pripade musime pre kazd hranu kruznice skontrolovat vsetky mozné dvojice,
ktorych je 4™. Este je potrebné overit, ¢i dané kruznice maji semirozsirenie,
¢o podla vyssie uvedeného postupu je v dase O(n?). Celkova ¢asové zloZitost
celého programu je O(4" x n?)

Postacujica podmienka:

Semirozsirenie cyklu C' v kubickom grafe G je suvisly cyklus D grafu G,
ak plati: ak E(D)\ E(C) # 0, potom E(D)\E(C) # 0, V(CUD) = V(CAD)
a podgraf CAD je suvisly.

Dékaz. Nech plati: ak E(D) \ E(C) # 0, potom E(D)\ E(C) # 0, V(C U
D) =V (CAD) apodgraf C@ D je suvisly. Potom vieme, Ze pre kazda dvojicu
vrcholov v C'U D plati, Ze existuje cesta v CAD. Nasledne z definicie 2.4.1

vidiet, ze potom je skutoéne D semirozsirenim cyklu C' v kubickom grafe G.

Pri skiimani problému sme sa zamyslali, ¢i nie je efektivnejSie testovat
len postacujicu podmienku, pri kontrole D je semirozsirenie C'. Existuje re-
lativne malé mnozstvo grafov, pre ktoré tato podmienka neplati. Pri teste
grafov do 20 vrcholov (okolo 600000) ich bolo len do 10. Tym sme chcel uset-
rit strojovy ¢as a moholi by som skontrolovat viac grafov. Nakoniec sa ale tato
domienka nepotvrdila aj napiek tomu, Ze testovanie postacujicej podmienky
je rychlejsie, ako testovanie podla definicie, ale problém, je, Ze pre niektoré
kruznice dostaneme vysledok, Ze nie s semirozsirenim zvolenej kruznice, pri-
¢om to nie je pravda(je to len postacujica podmienka). Nakoniec najrych-

lejsie rieSenie je pokial najskor pouzijeme postacujicu podmienku, pricom si
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rovno pripravime vstupné déata pre kontrolu podla definicie, nasledne ak této
neplati postacujica podmienka tak pouZije kontrolu podla definicie.
Samozrejmostou je, Ze nehladdme semirozsirenie pre kazda hranu zy v
kruznici, ale iba v tom pripade, ze x <= y(kedZe hnany grafu nie su orien-
tované, ale ich reprezentacia je, ako keby boli orientované), tym zabranime

duplicitnej kontrole tej istej hrany.

4.3 Popis programu

Prehlad funkcii:

Funkcia open_file

Parametre:
string name - meno vstupného formatu
Obsah:
Funkcia starajtica sa o otvorenie vstupného siiboru so zoznamom grafov

a obsliZenie vynimiek, ktoré mézu v danej situdcii nastat.

Funkcia close _file

Obsah:

Néapliou tejto funkcie je zatvorif vstupny subor.

Funkcia add_edge

Parametre:
int x,y - cisla vrcholov, ktoré tvoria hranu
Obsah:

Tato funkcia prida do reprezentacie grafu G hranu z-y a y-x.
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Funkcia load_graph_genreg

Obsah:
Pokial nie je koniec stiboru, nacita dalsi graf zo vstupného stuboru, ktory

je vygenerovany progamom GENREG.

Funkcia load_graph_snark

Obsah:
Uloha je obdobn4 ako fukncie load_graph_genreg, rozdiel je len vo formate

vstupu.

Funkcia two_connected

Obsah:

Této funkcia slizi na otestovanie, ¢i nas zadany graf ma artikulaciu, alebo
nie. Hladanie artikulacie je postavené na prehladévani do hibky. Ak mé graf
artikulaciu, potom nie je 2-suvisly a funkcia vrati ”false”, inak vrati hodnotu

7true”.

Funkcia connected

Parametre:

bitset<BITSETMAX> z - zoznam hran, ak i-ta hrana je v podgrafe,
potom z[i] = true
Obsah:

Tato funkcia mé za tlohu skontrolovat, ¢i je graf reprezentovany zozna-
mom hran x kruZnica. Graf prechadzame pomocou prehladavania do hibky
a ak dvojnasobok navstivenych vrcholov sa rovna poc¢tu hran v X, tak na-
vratova hodnota je ”true” inak ”false”. Tato podmienka vyplyva z toho, zZe

kruznica je suvisly podgraf so vSetkymi vrcholmi stupna 2.
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Funkcia print_graph

Obsah:
Ulohou tejto funkcie je vypisat aktualny graf. Pre kazdy vrchol v sa vypise

jeden riadok so susedmi vrcholu v.

Funkcie export_to_graph _viz

Parametre:

bitset<BITSETMAX> ¢/, d| - kruznica(e), ktora(é) maja byt v grafe zvy-
raznené

unsigned long long edge without_semi - hrana ktord ma byt $pecidlne
zvyraznena
Obsah:

Funkcia, ktorej cielom je export graf vo formate akceptovanom open
source programom GraphViz[14], ktory z textového vstupu vygeneruje vi-
zualizaciu grafu a nasledne ju exportuje do obrazku v zvolenom formate.
Objekty, ktoré funkcia export_to_graph_viz dostava ako parametre sa farebne

zvyraznia, aby bol graf prehladnejsi.

Funkcia generete_circuits

Obsah:

Je to jedna z hlavnych funkcii programu. V prvej casti si vygenerujeme
béazu cyklového priestoru nac¢itaného grafu GG. Toto spravime tak, zZe pouzitim
prehladavanie do hibky si vytvorime kostru H grafu G a nasledne, pre kazda
hranu e € G a e ¢ H vytvorime kruznicu C,, ktorej vSetky hrany okrem e
patria do kostry H.

V druhej casti funkcie vygenerujeme vsetky podmnoziny bazy a tym zis-
kame vSetky kruznice v grafe. Len vZdy musime skontrolovat, ¢i sme dostali

skutocne kruznicu, lebo dostavame cykly a nie kazdy cyklus je kruznica.
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Tieto kruznice vlozime do datovej Struktury vector, ktord je podobné polu,
len ju je mozné dynamicky zviiéSovat. Taktiez si prichystame pre kazda hranu

zoznam kruznic, ktoré nou prechadzaju.

Funkcia is_semiextension

Parametre:

bitset<BITSETMAX> C| D - kruznice

bool detail = false - prepinac, ktorym si volime, ¢i kontrolujeme len po-
stacujucou alebo aj nutnou podmienkou
Obsah:

Tato funkcia nam kontrolujem, ¢i kruznica D je semirozsirenim kruz-
nice C. Najskor skontrolujeme podmienky z definicie 2.4.1 KedZe kruznice
st vyberané tak, ze maju spolo¢nti hranu e, tito podmienku méame vyba-
veni. Skontrolujeme, ¢i existuje hrana v D, ktora nepatri do C'. Ak ne-
existuje, D nie je semirozsirenie C. Inak skontrolujeme, ¢i existuje vrchol
v C'\ D, lebo ak neexistuje, tak D je semirozsirenie C'. Dalej skontrolujeme,
¢ (V(CAD) =V(CUD) a ¢ podgraf CAD je suvisly. Ak tieto podmienky
platia, tak D je semirozsirenie C', lebo pre vsetky dvojice vrcholov v C'U D
plati, Ze existuje cesta v CAD. Teda toto je postacujica podmienka, ale nie
nutna. Ak toto neplati a chceme kontrolovat aj nutnt podmienku, tak potom

vratime hodnotu, ktori dostaneme z funkcie s_semiextension_2.

Funkcia is_semiextensions_2

Obsah:

V tejto procedure kontrolujeme, ¢i pre kazdé i-ucho existuje cesta v CAD.
Pri kontrole postupujeme nasledovne. Pre kazdy vrchol v € (C'\ D) skonstru-
ujme mnozinu A,, vSetkych koncovych vrcholov v-tich. Nasledne z vrcholu

v spustime prehladévanie do hibky na graf CAD. Vsetky prejdené vrcholy
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nam tvoria mnozinu B,. Ozna¢me z 2. koncovy vrchol v-ucha. Podla definicie
2.4.1 vieme, Ze pre kazdé v-ucho, musi existovat v — x cesta v CAD. Z tohto
dostavame, ze musi platit A C B. Lebo ak to neplati, tak existuje vrchol
q € A, ktory nepatri do B, ale potom existuje v — ¢ cesta, ktorda ma s C'U D
spolo¢né len koncové vrcholy, ale neexistuje v — ¢ cesta v CAD, ¢o je spor s
definiciou 2.4.1. Otestujeme teda, ¢i plati A C B.

Ak nam vyssie uvedené testovanie prebehlo tspesne na vSetkych vrcho-

loch (C'\ D), potom D je semiro$irenie C' a vratime hodnotu true, inak false.

Funkcia check _semiextensions

Obsah:

V tejto procedure pre kazda kruznicu C' a kazda jej hranu e, precha-
dzame zoznam kruznic obsahujtcich hranu e, az pokial nendjdeme kruZnicu,
ktord je semirozsirenim C. Na hladanie semirozsirenia pouzijeme funkciu
1s_semiextensions s parametrom, aby v pripade neplatnosti postacujicucej
podmienky bola overena aj nutnej podmienky. Z mojich réznych pristupov

sa mi tento postup osvedcil ako najrychlejsi.

Nakoniec vypiseme, ¢i tvrdenie pre aktualne nacitany graf plati, alebo
nie. Ak neplati, vypiSeme konkrétne pri ktorom grafe, kruznici a hrane sme

nenasli semirozSirenie.

Funkcia main

Obsah:

V maine sa stardme o inicializaciu globalnych premennych a postupne

spustame hladanie semirozsireni pre kazdy suvisly graf zo vstupu.
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Pocet vrcholov | Pocet grafov | Procesor Jadier | Cas 1
8 5 1,73GHz 1 0.016 s.
10 19 1,73GHz 1 0.141 s.
12 85 1,73GHz 1 2.281 s.
14 509 1,73GHz 1 49.938 s.
16 4060 1,73GHz 2 12 min. 27.64 s.
18 41301 1,73GHz 2 3 hod. 24 min. 32.25 s.
20 510489 2,33GHz 8 47 min. 37.56 s.
24 38 1,73GHz 1 23.953 s.
26 280 1,73GHz 1 8 min. 34.313 s.
28 2900 3000+(1,8GHz) 1 3 hod. 4 min. 27.375 s.
30 28399 2,33GHz(+ 3000+) | 8(+1) | 2 hod. 1 min. 39.8 s.

Tabulka 4.1: Casy behu programu

4.4 Zhodnotenie testov

Ako uz bolo v tejto kapitole napisané, vzorka vstupnych grafov bola rézno-
roda. Na jednej strane boli otestované vSetky grafy, ktoré mali maximalne
20 vrcholov. Na druhej strane boli otestované vsetky snarky do 30 vrcholov
a potom rozne ojedinelé zaujimavé grafy, ktoré boli vzdy vynimoc¢né niecim
inym.

Vysledok vsetkych testov bol negativny, teda nepodarilo sa mi néjst ani
jeden graf, na ktorom by podmienka 4.0.4 nebola splnena.

Na zéver prikladam orientacént tabulku ¢asov, ktoré hovoria o tom, ako

dlho program pracoval na kontrole jednotlivych vstupov.
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Kapitola 5
Zaver

V ramci tejto prace sme sa venovali semirozsireniam v kubickych grafoch.
Najskor sme si ukazali rozne pristupy, ktorymi sa Tudia snazili vyriesit prob-
lém Dwvojiteho pokrytia kruznicami. Potom som vysvetlil dévod, preco ma
zmysel zaoberaf sa semirozsireniami. Dokdzali sme si, Ze tento problém je
mozné redukovat na kubické grafy a taktiez aj to, ze pokial by sa ndm po-
darilo dokazat platnost hypotézy 2.4.2, dokézali by sme aj SCDCC, ¢o by
v tedrii grafov znamenalo velky posun, kedZe je to uz niekolko desafro¢i ot-
voreny problém. V druhej casti sme podrobne popisali vytvoreny program,
ktory sluzi na testovanie problému uverejneného v ¢lanku On semieztensions
and circuit double covers[5]. Aj ked sme skontrolovali vSetky kubické grafy
do 20 vrcholov a vSetky snarky do 30 vrcholov, nepodarilo sa nam néajst graf,
v ktorom by to neplatilo. Z vety 3.1.1 vyplyva, Ze ani jeden z tychto grafov
nie je protiprikladom k SCDCC a teda SCDCC plati pre otestované grafy.
Dozvedeli sme sa vela novych a zaujimavych informaécii z tedrie grafov a tesi
nés, ze sme mohli skiimat tto mlada problematiku semirozsireni. Je mozné,
ze toto tvrdenie plati a preto do budicnosti by bolo velmi zaujimavé najst

netrivialnu mnozinu grafov, pre ktoré tvrdenie plati.
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Dodatok A

Priloha

K bakalarskej praci prikladam CD, na ktorom je napéaleny program opisovany
v 4. kapitole. Stucastou CD s aj zdrojové kédy tohto programu a vstupné

data.
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