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Abstrakt

V tejto praci sa zaoberame hamiltonovskym rozkladom v prisméch nad kubickymi
grafmi. Popisujeme si dva rdzne pristupy k hl'adaniu rozkladu, oboznamujeme sa s uz
zndmymi vysledkami a nakoniec overujeme hypotézu o hamiltonovskom rozklade na

zovseobecnenych Petersenovych grafoch.

Kl't¢ové slova: prisma, hamiltonovsky rozklad, kubické grafy, zovseobecnené Pe-

tersenove grafy
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Uvodné slovo

Dovod, preco sa skiimaji hamiltonovské kruZnice v prismach nad 3-stavislymi ku-
bickymi grafmi, je vSeobecnejSia hypotéza vyslovend D. Barnettom[6] a to Ze vSetky
jednoduché 4-polytopy st hamiltonovské. Ako si ukdZeme v druhej kapitole, prisma
nad 3-polytopminielen jednoduchymi(jednoduché 3-polytopy sti Specidlnym pripadom
jednoduchych 4-polytopov) je hamiltonovska.

Alspach a Rosenfeld[1] vyslovili hypotézu Ze prisma nad 'ubovol' nym 3-polytopom md
hamiltonovsky rozklad. V tretej a Stvrtej kapitole si popiSeme dve rdozne metddy rieSenia
ako aj dosiahnuté vysledky [2, 1]. UkdZeme si tiez, Ze 2-stivislé kubické grafy nemusia
mat’ hamiltonovsky rozklad a aj chybu v [2] pri dokazovani vety o hamiltonovskom
rozklade kubickych bipartitnych 3-stivislych planarnych grafov a ako ju vieme opravit'.

V piatej kapitole budeme ttto hypotézu overovat pre zovSeobecnené Petersenove grafy.

1.2 Zakladné definicie a oznadenie

Tu si uvedieme zakladné definicie, ktoré budeme v praci pouZivat'. Niektoré d’alSie
definicie si uvedieme v jednotlivych kapitoldch v momente, ked” ich budeme potrebo-

vat'. S tiplne najzédkladnej$imi pojmami sa Citatel moZe obozndmit’ v [3].



Zdkladné definicie a oznadenie

Definicia 1.1 Graf nazveme k-siivislym ak v viom existuje takiyjch k hrdn, ktorijch odobratim

sa hrdn stane nesivislym alebo 1-vrcholovym.

Definicia 1.2 Graf, ktoryymd vsetky vrcholy stupria k budeme nazyvat’ k-requldrny. 3-requldrny
graf budeme nazyvat’ kubicky.

Definicia 1.3 Graf, ktory je k-requldrny a k-siivisly budeme nazyvat k-polytop.

Definicia 1.4 Podgraf grafu G budeme nazyjvat’ k-faktor, ak je k-regquldrny a obsahuje vsetky
vrcholy G.

Definicia 1.5 Tetiva je hrana, ktord spdja 2 vrcholy kruznice, ale ona samotnd do nej nepatri.
Definicia 1.6 Prisma grafu G je graf GOK;

Jednoducho povedané: Z grafu urobime jeho képiu a kazdy vrchol spojime s jeho

képiou. Pozri priklad na obr.1.1.

Obr. 1.1: Prisma kompletného grafu K,

Oznacenie 1.1 V prisme grafu budeme povodny graf oznacovat’ G a jeho képiu G* a podobne

képiu vrchola v budeme oznacovat’ v*.



Kapitola 2
Hamiltonovskost’' prisiem

V tejto kapitole ukdZeme, Ze prisma 'ubovolného 3-stivislého kubického grafu je ha-
miltonovska. Toto tvrdenie ako prvy dokdzal P. Paulraja a dokaz sa nachadza v [5]. My
si uvedieme dodkaz, ktory je uvedeny v [2].

Najskor si ukdzeme dokaz troch pomocnych liem a na ich zaklade potom sformulujeme

dokaz vety.

Lema 2.1 Lubovol'ny 3-suvisly kubicky graf G obsahuje 2-siivisly bipartitny podgraf H taky,
Zze V(G) = V(H).

Dokaz: Lemu dokdZeme sporom — budeme predpokladat’, Ze maximdlny 2-stvisly
bipartitny podgraf neobsahuje vSetky vrcholy a zakazdym ukaZeme ako mozeme pri-
dat’ d’alsi vrchol, ¢o bude spor s maximalitou.

Ozna¢me H maximdélny 2-stvisly bipartitny podgraf G. Nech neobsahuje vSetky vr-
choly, teda existuje ¢ € V(G) — V(H). Ked'Ze H je bipartitny moézZeme vrcholy rozdelit’
do 2 mnoZin tak, Ze vrcholy v kazdej z mnoZin spolu nesusedia. Vrcholy H ofarbime
¢ierno a bielo - podl'a rozdelenia do tychto mnoZzin. Z toho, zZe G je 3-stuvisly vyplyva,
Ze obsahuje 3 vrcholovo disjunktné cesty P;, P,, P3 spajajice g s nejakym vrcholom v H.
Nech h; je prvy vrchol v H z cesty P;. Bez ujmy na vSeobecnosti méZeme predpokladat’
7e hy, hy st biele. Dizky ciest P; a P, majt rozne parity- inak by sme ¢ mohli pridat’
do H, ¢o by bol spor s maximalitou. Ak by bol vrchol /3 biely, dve z troch ciest by

mali rovnaka paritu a opat’ by sme mali spor s maximalitou. Ak /3 je Cierny, jedna



Hamiltonovskost’ prisiem

z ciest Py, P, ma rozdielnu paritu ako P; a tieto cesty pridame do H. Opat’ prichddzame
k sporu, a teda maximélny 2-savisly bipartitny podgraf musi obsahovat’ vsetky vrcholy

grafu G, ¢o sme chceli dokazat'. O

Definicia 2.1 Kaktusom nazveme sivisly graf C taky, Ze:
o ['ubovol'né 2 kruznice su vrcholovo disjunktné
o kazdy vrchol s minimdlnym stuptiom 3 leZi na kruznici

Kruznice grafu C nazveme listy.

Kaktus nazveme parnym, ak neobsahuje nepdrne kruznice.

Obr. 2.1: Parny kaktus

Lema 2.2 (Petersenova)Lubovolny bezmostovy kubicky graf obsahuje 1-faktor.

Nakol'’ko této lema je len pomocnou pre dokdzanie nasledujticej lemy, jej dokaz si

nebudeme uvadzat'. Ak by citatel'a predsa len zaujimal najde ho napr. v [3].

Lema 2.3 Lubovol'ny 2-svisly graf H s maximdlnym stupriom A(H) < 3 obsahuje podgraf C
taky, Ze C je kaktus, V(C) = V(H) a jeho listy obsahujii vsetky vrcholy stupria 3.



Hamiltonovskost’ prisiem

Dokaz: Lemu dokdZeme indukciou vzhl'adom na pocet vrcholov H. Budeme predpo-
kladat’, Ze lema plati pre vsetky grafy M s |[V(M)| < |[V(H)| a z toho vyplynie platnost’
lemy pre H.

Pre |V(H)| < 4 lema trividlne plati.

Ak H je kubicky(a z toho Ze je 2-stvisly) podl'a Petersenovej lemy obsahuje 1-faktor F.
Jeho komplement F je 2-faktor. Kontrakciou kazdého komponentu F v H do 1 vrchola
dostaneme suvisly graf H'. Pridanim hranovej mnoZiny niektorej kostry grafu H’ do F
dostaneme kaktus grafu H obsahujuci vSetky jeho vrcholy.

Nech H nie je kubicky, teda obsahuje vrchol 2. stuptia. Nech # je taky vrchol a nech
a,b st jeho susedia. Ak ab € E(H) z 2-stvislosti a z toho, Ze |V(H)| > 4 vyplyva, Ze a
a b maja od seba odlisného suseda a’, resp. b’, kde a’ # b’. Skontrahujeme trojuhol-
nik ahb do vrchola c, ktory bude stupnia 2. Novy graf je opat’ 2-stvisly a teda podla
indukéného predpokladu obsahuje kaktus C, v ktorom sa nachadzaji vSetky vrcholy
nového grafu. Ak cesta a’cb’ je sticast'ou listu upravime ju na cestu a’ahbb’ a dostaneme
kaktus v grafe H so vSetkymi vrcholmi V(H). Ak cesta a’cb’ nie je v liste bez ujmy na
vSeobecnosti mozeme predpokladat’, Ze a’c € E(C). Upravime C tak, Ze vymaZeme c,
priddme trojuholnik ahb a hranu aa’. Ak b’c € E(C), priddme aj bb'.

Akab ¢ E(H), vymaZeme vrchol h a priddme hranu ab. Podl'a indukéného predpokladu
vysledny graf obsahuje kaktus C so vSetkymi vrcholmi grafu. Stupen vrcholov a,b sa
pritom nezmenil. Ak hrana ab € E(C) nahradime ju cestou ahb. Nech ab ¢ E(C). Potom,
ak jeden z vrcholov(napr.a) je stuptia 3 v H, je obsiahnuty v liste a teda staci pridat’
hranu ah. Ak aj g, aj b st stuptia 2 potom z toho, Ze ab ¢ E(C) vyplyva, Ze a je v C stupiia

1 a teda moéZeme pridat’ hranu ah do C. Tym je lema dokazana. O
Lema 2.4 Prisma nad I'ubovol nym pdrnym kaktusom C s A(C) < 3 je hamiltonovskd.

Dokaz: Indukciou vzhl'adom na pocet vrcholov dokaZeme, Ze COK,; mé& hamiltovskt

kruznicu F taku, Ze:
(+¢) F obsahuje hranu xx* pre kazdy vrchol x so stupriom 2 patriaci listu kaktusu C.

Pre |[V(C)| = 2 tvrdenie trividlne plati. Podobne jednoduché je to pre kruZnicu -

pouzijeme kazdt hranu u;u; a hrany u;u;,; pre i parne a u’u;, , pre i neparne.
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Hamiltonovskost’ prisiem

Nech C nie je kruZznica. Nech T je strom vytvoreny skontrahovanim kaZdej kruZnice
Q v C do vrchola vy a zmazanim sluciek. Ked'Ze T méa najmenej 2 vrcholy, mdZeme
vybrat’ vrchol ¢, ktory je stupnia 1 v T. Ak t € V(C), teda jeho stupeni v C je 1 a nelezi
v liste, u je jeho jediny sused. Ak u je v liste C —t, podl'a () prisma (C — t)0K; obsahuje
hranu uu*. Ak u nie je v liste C — t, potom jeho stupent v C — t je 1, a teda I'ubovol'na
hamiltonovska kruznica musi obsahovat’ uu*. V obidvoch tychto pripadoch nahradime
hranu uu* cestou utt'u".

UZ nam zostal jediny pripad, a to ked’ t = vy priradenému kruznici Q v C. Ked'Ze
stupent vrchola t v T je 1, v Q existuje iba 1 vrchol w taky, Ze stupent w v C je 3
aw € V(Q) . Vytvorime C’ tak, Ze z C vymaZeme vSetky vrcholy Q okrem w. Na C’ sa
vzt'ahuje induk¢ny predpoklad, teda ma hamiltonovska kruznicu F’, ktord obsahuje
ww". KruZnicu F’ upravime na hamiltonovska kruZnicu grafu C pouzitim vsetkych

hrdn medzi Q a Q" okrem ww" a totoZnymi s F' mimo Q. O
Veta 2.1 Prisma nad 'ubovol' nym 3-siivislym kubickym grafom G je hamiltonovskd.

Dokaz: Podl'a Lemy 2.1 G obsahuje 2-stivisly bipartitny podgraf H s najvyssim
stuptiom 3 as V(G) = V(H). Podl'a Lemy 2.3 H obsahuje kaktus C taky, ze V(C) = V(H).
Ked'Ze H je bipartitny, C je parny. Nakoniec z Lemy 2.4 vyplyva, Ze COK, a teda aj

GOK; mé hamiltonovskua kruznicu. O



Kapitola 3

RieSenie pomocou lokalnych zmien

grafov

V tejto kapitole si ukdZeme spOsob rieSenia, ktory bol pouZity v [2]. Uvedieme si
vysledky dosiahnuté tymto spdsobom a opravime chybu, ktora sa vyskytla pri dokaze

jednej z viet.

3.1 Farbenia a 2-faktory

Nech G je kubicky graf a F je 2-faktor prismy GOK,. F indukuje ofarbenie hran grafu G

Styrmi farbami podl'a nasledovnych pravidiel:
1. hranu ofarbime modrou, ak e € E(F) ae* ¢ E(F)
2. zltou, ak e ¢ E(F) ae* € E(F)
3. zelenou, ak e € E(F) ae* € E(F)
4. Cervenou inak

Pre jednotlivé farby budeme pouzivat’ skratky tak, ako ich autori uviedli autori
¢lanku. Modra budeme skrédtene oznacovat’ B, ZIta Y, zelent G a ¢ervent R. Typ vr-

chola potom zadefinujeme podl'a farieb hran(v neutriedenom poradi), ktoré s danym



Farbenia a 2-faktory

vrcholom incidujt.Lahko nahliadneme, Ze
() Lubovolny vrchol je typu BYG, BYR, GGR alebo RRG.

Vezmime si I'ubovolny vrchol v € V(G) a budeme rozliSovat’ dva pripady. Ak
vv* € E(F), ozna¢me hranu z E(G) N E(F) ako e. Ak e* € E(F), potom v je typu RRG, inak
je typu BYR. V pripade, zZe vo* ¢ E(F), oznacime si 2 hrany z E(G) N E(F) ako e; a e;. Ak
e; aj €, patria do E(F) vrchol v je typu GGR, inak je typu BYG. VSimnime si, Ze prechod
ku komplementu F grafu F sposobi zimenu modrej farby so Zltou a zelenej s Cervenou.

Plati aj opacné tvrdenie - ak st vSetky vrcholy danych typov, tak farbenie indukuje
2-faktor v prisme. Nech xy € E(G), potom hrany F budt obsahovat”:

e xy, ak je zafarbend modrou alebo zelenou,
e x'y", ak xy je zafarbend Zltou alebo zelenou,

e xx*, ak x je typu BYR alebo RRG.

Ak x je typu BYG alebo GGR, pouzili sme po 2 hrany z G a G*. Ak x je typu BYR
alebo RRG, pouZili sme hranu xx* a okrem nej po jednej hrane z G a G*. Z toho vidime,
Ze kazdy vrchol bude stupmia 2 a teda F je 2-faktor. Tym sme dokdzali bijekciu medzi
2-faktormi a hranovym farbenim spliiajucim (). Farbenie, ktoré spliia dané pod-

mienky, budeme nazyvat’ pripustngm.

<

() ) (<) @)

Obr. 3.1: Vrchol a jeho ofarbenie: (a)RRG, (b)BYG, (c)GGR, (d)BYR



Parenia

3.2 Parenia

V nasledujucich riadkoch si popiSeme pérenie, ktoré indukuje 2-faktor v prisme nad
G na mnoZine vrcholov I'ubovol'ného podgrafu H grafu G. Toto pérenie potom bude

d’alej vel'mi ndpomocné pri dokazovani.

Nech G je kubicky graf a F je 2-faktor v prisme nad G. Pre 'ubovol'ny podgraf H
grafu G F|H bude ohranicenie F do vrcholovej mnoziny V(HOK;) so vSetkymi hranami
majtcimi konce v tejto vrcholovej mnoZine okrem hran xx*, kde x je vrchol z H a jeho
stupeni v H je parny.
f)alej definujeme mnoZinu termindlov H(s ohl'adom na F), Tr(H) C V(HOKj), do ktorej
budu patrit’ vSetky vrcholy prismy HOK;, ktorych stupen v F|H je 1.(Pozn.: Niektoré
svoj termindl.)

G — H bude graf vytvoreny z G odstranenim vsetkych vrcholov, ktoré majt stupen 3
v H a vSetkych hrédn z H.(Pozn.: Ak H nemd izolované vrcholy, potom G - (G- H) = H
a vSeobecne E(G—H) = E(G)— E(H). Hranové mnoziny F|H a F|(G — H) tvoria rozdelenie

E(F). Nasledkom toho je Ze mnoZina termindlov G — H koinciduje s Tr(H)).

Teraz moéZeme prirodzene definovat’ 1-faktor na kompletnom grafe z vrcholovej
mnoziny Tr(H): ked'Ze vSetky stupne v F|H st najviac 2, F|H je disjunktné zjednotenie
ciest a cyklov a koncové vrcholy ciest st termindlmi. 2 termindly budt spojené hranou
v Mp(H) ked’ st rozdielnymi koncovymi vrcholmi tej istej cesty.

Viimnime si, e ak pouZijeme tento postup na 2-faktor F dostaneme iné pérenie
na Tr(H) - Mz(H).

Pri d’alSom rieSeni ndm bude ¢asto ndpomocné nasledujice pozorovanie:

Veta 3.1 Pre l'ubovol'ny podgraf H grafu G plati, Ze 2-faktor F je hamiltonovskou kruZnicou
prdve vtedy, ked’:

1. Mr(H) U Mg(G — H) vytvdra kruZnicu na Tr(H) a
2. ani F|H, ani F|(G — H) neobsahuje kruZnice

10



Lokdlne zmeny

Dva 1-faktory M;, M, na rovnakej vrcholovej mnoZine budeme nazyvat' kompatibilné,

ak(podl'a 3.1 2.) ich zjednotenie je jedna kruZnica.

3.3 Lokdlne zmeny

Teraz si utvorime néstroje, ktoré nam pomodzu upravit' dané farbenie po lokalnej
zmene zdkladného grafu. Nech G, G’ st grafy s pripustnymi farbeniami, ktoré indukuja
2-faktory F a F’ v prisméch tychto grafov a nech H C G, H" C G’ st ich podgrafy také,
Ze G — H je zhodné s G’ — H’ podl'a farbenia. Potom:

Veta 3.2 Ohranicenia F'|(G' — H’) a FI(G — H) si ekvivalentné. Podrobnejsie,
Te (G —H') =Te(G — H) a Mp(G' — H') = Mp(G — H).

Dokaz: Podl'a definicie hrana e patri E(F|(G — H)) prave vtedy, ked e € E(F), e € E(G—H)
ae # xx" pre kazdy vrchol x € V(G —H) parneho stupfiav G—-H.Ked'2e G-H = G’ -H’,
hranové mnoziny a stupne vrcholov v tychto grafoch st rovnaké. Z faktu, Ze farbenie
tychto grafov je identické vyplyva, Ze hrana z G — H je v E(F) prave vtedy, ked’ je
v E(F’). Zvysok je trividlny. O

Veta 3.3 Nech F je hamiltonovskd kruznica. Ak F'|H’ neobsahuje kruzZnice a My (H') je kom-
patibilny s Mp(G — H), potom F’ je hamiltonovskd kruznica.

Dokaz: Ak F je hamiltonovska kruZnica, potom z Viet 3.1 a 3.2 vyplyva, ze F'|(G' — H’)
neobsahuje kruznice a Ze M (H’) je kompatibilny s M (G’ —H’). Ked'Ze predpokladdme,
Ze F'|H’" neobsahuje kruZnice, tak nédsledne z Vety 3.1 vyplyva, Ze F’ je hamiltonovska

kruZznica. O

Vo vacsine situdcii mdZeme rétat’ s tym, Ze My (H’) je ekvivalentny s Mp(H), a teda

podl'a tvrdenia 3.1 je automaticky kompatibilny s Mr(G — H).

Dosledok 3.1 Ak F je hamiltonovskd kruZnica, F'|H’ neobsahuje kruznice,a Mp(H) = Mp(H'),
potom F’ je hamiltonovskd kruZnica.

11



Vysledky

Désledok 3.2 Nech F a F’ sti hamiltonovské kruznice. Ak
1. F'|H a F'|H’ neobsahujii kruznice a
2. Mr(H) = Mp/(H) a Mg(H) = Mg(H),

potom F' UF’ je hamiltonovsky rozklad grafu G'oK,.

3.4 Vysledky

Veta 3.4 Existuje 2-suivisly kubicky graf, ktoriy nemd hamiltonovsky rozklad.

Dokaz: Pozrime si obr.3.2. Nech M je takyto graf. PouZijeme oznacenie hran tak, ako
je uvedené na obrazku.
Predpokladajme, Ze MoK, vieme rozlozit do hamiltonovskych kruznic F,F. Uva-
zujme farbenie M indukované F. M6Zeme predpokladat’, Ze jedna z hran incidentnych
s vrcholom  je zelena(inak prejdeme k F) a nech je to e;.
Ked'Ze {ey, €], €5, €5} je hranovy rez v MOK; a kazda z E F ho musi pret’at’ v 2 hranéch,
hrana e, moze byt ofarbend jedine ¢ervenou. Z toho istého dovodu e; je Cervend. Potom
ale F nemdZe byt hamiltonovskd kruZnica, lebo hrany e,, e; rozdel'uji M a teda tento

graf nema hamiltonovsky rozklad. O

Obr. 3.2: 2-stvisly kubicky graf ktory nema hamiltonovsky rozklad

Definicia 3.1 Kletop je plandrny graf, ktory vznikne z plandrneho grafu K, opakovanym
priddvanim vrchola do niektorej oblasti a jeho pripojenim k 3 vrcholom vytvdrajiicich tito
oblast’.

12



Vysledky

Veta 3.5 Prisma nad dudlnym grafom I'ubovol' ného kletopa md hamiltonovsky rozklad.

Poznamka 3.1 Dudlny graf'ubovol' ného kletopa je plandrny graf s jedinecnou 4-zafarbitel nost ou

vrcholov a vznikne z grafu Ky opakovanim trianguldcie niektorého vrcholu [7].

Poznamka 3.2 Definiciu oblasti ako aj dudlneho grafu ndjde Citatel’ v [3].

pe

Obr. 3.3: Triangulécia vrchola

Dokaz vety: Nech Gje kubicky graf s hranovym farbenim indukujicim hamiltonovsky
rozklad v prisme nad G a nech G’ vznikne z G triangulaciou v. Predpokladajme, Ze je
to vrchol typu BYG. Ozna¢me novopridany trojuholnik T. StotoZnime E(G’) — E(T)
s E(G) a pouZzijeme farbu I'ubovol'nej hrany v G na ofarbenie zodpovedajtcej hrany
v G’. Ostdva uzlen ofarbit’' T. Pre X C V budeme oznacovat’ Ag(X) podgraf G vytvoreny
z hran, ktoré maja aspon jeden koniec v X, a vSetkymi koncovymi vrcholmi tychto
hran. Pre v € V(G), Ag(v) bude znamenat’ Ag({v}). Nech H = Ag(v) a H = Ac/(V(T))
a k ofarbeniu H' je pouZité farbenie zobrazené na obrazku 3.4(b). Farbenie zodpoveda
2-faktoru F’ v G'0OK,. Hoci Mr(H) a Mz(H) nie je pevne dané z typu samotného vrchola
v nie je t'azké zistit', Ze aplikovanim vety 3.2 zabezpecime, Ze nové ofarbenie indukuje
hamiltonovsky rozklad v G’'OKo.

Ak vje typu BYR je to podobné. V ostavajicich dvoch pripadoch nie je jasné ako ofar-
bit' H'. Tieto pripady vSak nenastane vzhl'adom nato, Ze vSetky vrcholy v ofarbeni K,
(obr.3.4(a)) su typu BYG alebo BYR a toto plati aj pri vSetkych triangulaciach. Tym je

veta dokdzana. O
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Vysledky

%A

Obr. 3.4: (a)Ofarbenie grafu K4, (b)Ofarbenie pre trianguldciu vrchola

(a) (b)

Veta 3.6 Prisma nad bipartitnymi plandrnymi grafmi md hamiltonovsky rozklad.

Z priestorovych doévodov si nebudeme uvadzat’ cely dokaz tejto vety. PopiSeme si len
jeho zdkladnt myslienku a podrobnejsie sa budeme venovat’ len ¢asti v ktorej urobili
autori chybu a ukdZeme ako sa d4 tato chyba opravit'. V pripade zdujmu si ¢itatel moze
cely dokaz pozriet’ v [2].

Bagatelj[4] dokazal, Ze vSetky 3-stivislé bipartitné plandrne grafy je mozné vytvorit’
z kocky(jej farbenie je zndzornené na obr. 3.5) postupnost'ou 2 operécii: diamantovej

expanzie l'ubovol'ného vrchola a A; delenia - obe st zndzornené na obrazku 3.6.

Obr. 3.5: Kocka

Podobne ako v predchddzajicom dokaze mame kubicky graf G s pripustnym hra-
novym farbenim vytvérajtcim hamiltonovsky rozklad a G’ z neho vznikne pouZitim
niektorej z dvoch vyssie uvedenych operdcii. Nech je fiou A; delenie. Budeme delit’
hrany uv a wz na vytvorenie G’. H bude podgraf G vytvoreny z tychto 2 hran a ich
koncovych vrcholov a nech H = (A (V(C))), kde C je kruZnica na 4 novopridanych

vrcholoch. Ur¢ime si vSetky kombindcie farieb uv a wz a potom urc¢ime ofarbenie
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Vysledky
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(a) (b)

Obr. 3.6: Transformécie generujtce 3-stvislé bipartitné grafy: (a)diamantova expanzia,
(b)A1 delenie

podgrafu H'. Styri jednoduchsie pripady st znazornené na obr.3.7. Piaty pripad, ked’
st obe hrany ofarbené zelenou, je zloZitej$i a nebudeme si ho tu uvddzat'.

Pre diamantovt expanziu nech H = Ag(v) a H = Ag/(X), kde X je novovzniknutych 7
vrcholov v G’. Budeme rozliSovat’ dva pripady: ak v je typu BYG alebo GGR, zvysné
dva st k nim komplementédrne. Na obr.3.8 vidime ako ofarbenie H" v oboch pripadoch
uviedli autori. VSimnime si ofarbenie v pripade, Ze v bol typu BYG. V komplemente

LR P

ndm na mnozine vrcholov u'v*x*y*vznikne kruZnica a teda toto ofarbenie nesplita pod-
mienky Vety 3.2. Tato chyba sa da opravit’ ako vidno na obr.3.9. Nie je t'azké nazriet’,
7e ofarbenia 3.8b a 3.9 splitajti podmienky Vety 3.2. To dopliia celkovy dokaz vety a

teda této trieda grafov ma hamiltonovsky rozklad. O
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Vysledky

— —

Obr. 3.7: Jednoduché pripady A; delenia

ook

Obr. 3.8: Ofarbenia diamantovej expanzie z ¢lanku: (a)BYR, (b)RRG

K%

Obr. 3.9: Nové ofarbenie diamantovej expanzie pre pripad RRG
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Kapitola 4
RieSenie cez eulerovské sledy

V tejto kapitole si popiSeme metéddu ktort bola pouzita v ¢lanku [1]. Ako neskor
uvidime je vhodna najméa na hl'adanie hamiltonovského rozkladu grafov v ktorych

vieme o existencii hamiltonovskych kruZznic.

Nech G je graf s nasledujticimi vlastnost'ami:

1. V G existuje vrcholovo-disjunktnd mnoZina parnych kruznic, ktorych hrany st

striedavo farbené modrou a zltou farbou,

2. vSetky ostatné hrany G st ofarbené zelenou tak, Ze 'ubovol'ny vrchol je incidentny
snajviacdvoma zelenymi hranami a ak vje incidentny s dvoma zelenymi hranami,

potom uZ nie je incidentny so Ziadnou inou hranou,
3. G mé eulerovsky sled s nasledovnymi cestovnymi pravidlami:

(a) Pre tieto cestovné ticely je zelena hrana interpretovana ako zjednotenie mod-
rej a zltej hrany. Zelend hrana musi byt prejdend raz v modrom a raz v Zltom
mode.

(b) Lubovol'ny vrchol moéZze byt pouzity ako zaciato¢ny vrchol cesty

(c) Ak je hrana jednej farby pouZitd na dosiahnutie vrchola a je tu ind hrana
rovnakej farby incidentna s tymto vrcholom potom musi byt pouZitd na

opustenie vrchola. Inak je pouZitd hrana opacnej farby.
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RieSenie cez eulerovské sledy

(d) Ak tieto pravidla nutia pouZit' hranu, ktord uz bola pouZitd a eSte nie sa
v eulerovskej ceste zahrnuté vSetky hrany potom G nemusi mat’ potrebnt

modro-Zlta cestu.

Graf G budeme nazyvat’ BY-graf (z anglického blue-yellow).

Veta 4.1 Nech G je kubicky graf. Ak GOK, je hamiltonovskd, potom G md BY-podgraf obsahu-
jiici vsetky vrcholy G.

Dékaz: Vetu nebudeme dokazovat tak ako je uvedené v [1], ale na zdklade ofarbovania
zadefinovaného v predchddzajtcej kapitole. Nech H je hamiltonovska kruznica v GOKo.
Nech G’ je ofarbeny graf podla H bez ¢ervenych hran. Ked'Ze H je hamiltonovska
kruZnica a je dokdzand bijekcia medzi 2-faktormi a ofarbenim, I'ahko vidiet’, Ze G’
obsahuje vietky vrcholy G. Ukéazeme, Ze G’ spliia vlastnosti 1,2,3 BY-grafov. Vlastnosti
1 a 2 okamZite vyplyvaja zo 4 mozZnych typov vrcholov. Potrebujeme ukazat’ Ze plati aj
vlastnost’ 4. Ak sledujeme hrany H po poradi, zjavne to koreSponduje s modro-Zltym
eulerovskym sledom v G’. Ako hovori podmienka 3a, zelent hranu budeme chapat’
ako zjednotenie modrej a zltej hrany. Zmena farby vo vrchole je ekvivalentna s tym,
Ze xx* € H a teda musime prechddzat’ po hranach jednej farby pokym je to moZzné. Tym

je veta dokdzand. O

Veta 4.2 Nech G je kubicky graf. Potom GOK, md hamiltonovsky rozklad prdve vtedy ked’ md
2 BY-podgrafy G’ a G” obsahujiice rovnaké modro-ZIté komponenty(so zamenenymi farbami)

a zoy$né hrany siul zelené rozdelené medzi G' a G”.

Poznamka 4.1 Pre zjednotenie s predchddzajiicou kapitolou do G doplnime zelené hrany, ktoré
patria G a budeme farbit” cervenou. Podobne pre G”. Preto budeme pri vysledkoch pouZivat’

len obrdzok pre G'.

Dokaz vety: Ako sme si hovorili v predchddzajticej kapitole, prechod ku komple-
mentu spdsobi zdmenu modrej so ZItou a zelenej s ¢ervenou. Ukédzali sme aj bijekciu
medzi farbeniami a 2-faktormi. Z tohto a z dokazu Vety 4.1(overovanie vlastnosti 4)

priamociaro vyplyva platnost’ vety. O
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Vysledky

4.1 Vysledky

Definicia 4.1 1-faktorizécia je rozklad grafu na disjuktné 1-faktory. 1-faktorizdciu nazveme

perfektnou, ak zloZenim dvoch I'ubovol' nyjch 1-faktorov vznikne hamiltonovskd kruznica.

Veta 4.3 Ak G je kubicky graf s perfektnou 1-faktorizdciou, potom GOK, md hamiltonovsky
rozklad.

Dokaz: Nech H je hamiltonovska kruZnica vytvorena z dvoch 1-faktorov G a zvy$né
hrany G st teda tetivami H. Rozoberieme si dva pripady: Ak existuje tetiva, ktora deli
H na 2 cesty péarnej dizky a ak taka tetiva neexistuje.

1.pripad: Predpokladajme, Ze niektora tetiva rozdel'uje H na 2 cesty parnej dizky. Nech
xy je ta tetiva. Potom obr. 4.1 znazortiuje 2 BY podgrafy G, ktoré spliiaju predpoklady
Vety 4.2. V prvom BY podgrafe je pouZita iba tetiva xy ako zelend hrana a naopak,
v druhom BY podgrafe st pouZzité vsetky tetivy okrem xy. Tato metdda funguje pretoze
modré hrany a modré tetivy vytvéraji hamiltonovski cestu z x do v (lebo zjednote-
nie dvoch I'ubovol'nych 1-faktorov je hamiltonovskd kruZnica). To isté plati aj pre ZIté
hrany a ZIté tetivy.

2.pripad: Nech I'ubovol'na tetiva H deli H na dve cesty neparnej dizky. Hrany H oz-
nacime ako 1-hrany a 2-hrany podl'a toho, v ktorom z dvoch 1-faktorov kazd4 hrana
lezi. Cahko nahliadneme, Ze musia existovat’ dve za sebou iduce tetivy, ktoré sa preti-
naju, Cize tetivy xy ax +1, y’ také, Ze x +1 a y’ leZia v rozdielnych vysekoch H uréenych
x a y. Bez ujmy na v8eobecnosti moZeme hranu spéjajicu x a x + 1 nazvat’ 1-hranou.
Potom z predpokladu pripadu 2 vieme, Ze hrana H incidentnd s y’ vo vyseku medzi
x a i, ktory neobsahuje x + 1 je 1-hrana. Rozoberme si podpripad, kde hamiltonovska
cesta z x do y pozostdva z tetiv a 2-hran tak, Ze y’ je v tejto ceste pred x + 1, teda Ze ide
y,y+1.,v,x+1,x+2,..,x—1,x Vtedy BY podgrafy znazornené na obr.4.2(a) spliajt
predpoklady Vety 4.2. PopiSme si to blizsie. V prvom podgrafe je pouzita tetiva xy ako
zelend a x + 1, ¥’ nie je pouZité a ostatné tetivy stt modré. Odstartujme zelenou tetivou
z vrchola x v modrom méde. Casom prideme k i’ s pouZitim vietkych modrych tetiv,
vSetkych modrych hrén incidentnych s nimi a vSetkych Zltych hran H vo vyseku medzi
y a ¥’ neobsahujiceho x. Tu prejdeme na ZIty méd, obideme cely vysek y’x neobsahu-

juci y, cez zelent hranu prejdeme do vrchola y, vysek po x + 1 tam zmenime farbu
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Vysledky
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Obr. 4.1: Ofarbenie, ak existuje tetiva deliaca H na parne cesty

na modra a uzavrieme sled. Cahko nahliadneme, Ze je eulerovsky. V druhom podgrafe
zacneme vo vrchole x pouzitim modrej 2-hrany(modra hrana je na obr.4.2(a) vlastne
zItd-pozri Pozn.4.1), prideme aZ do x + 2 a ndsledne pouZijeme modrt hranu do x + 1.
Dalej pouZivame modré hrany aZ po dosiahnutie y kde prejdeme spat’ na Zltd a ¢asom
dosiahneme y’ pozdiZ Zltej hrany z ’ — 1. Nasledne pouZijeme Z1té hrany do x a sled je
eulerovsky.

Teraz uvaZujme podpripad, Ze hamiltonovska cesta z x do y pozostdva z tetiv a 2-hran
tak, Ze x + 1je pred v/, ¢izeide y,y +1...,.x+1,¥', v’ — 1, .., x — 1, x. Potom BY podgrafy
znazornené na obr.4.2(b) spltiaju predpoklady vety 4.2. Popis by bol podobny ako pre
predchéddzajuci podpripad. O

Veta 4.4 Duvojndsobnd prisma grafu C,0K,0K, =~ C,0C4, kde C,, je kruZnica na n vrcholoch,

md hamiltonovsky rozklad.

Doékaz: vid’ obrédzok 4.3
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Vysledky

Obr. 4.3: Ofarbenie pre dvojndsobnt prismu C,

Veta 4.5 Ak G je kubicky graf s 1-faktorizdciou do 1-faktorov Fy,F,, F5 takou, Ze F; U F;

a Fy UF; sif hamiltonovské kruznice a F, UF5 md 2 komponenty, potom GOK, md hamiltonovsky
rozklad.

Nicrt dokazu: Nech F, U F5 pozostdva z parnych kruznic C; a C,. Nech uv je hrana
z F, takd, Ze u € C; a v € C,. Hrany F, ofarbime modrou, hrany F; ofarbime Zltou
a hranu uv zelenou. Potom F, U F3 U uv je BY-podgraf. V komplementdrnom ofarbeni
cesta z u do v tvorend F; U F;, je hamiltonovskou cestou modrej farby, obdobne cesta
z u do v tvorend F; U F3 je hamiltonovskou cestou zltej farby. Z toho vidime, Ze toto

ofarbenie tieZ tvori BY-podgraf, ¢o sme potrebovali ukdzat'. O
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Kapitola 5

Prisma nad zovSeobecnenymi

Petersenovymi graftmi

V tejto kapitole preskimame rozklad na hamiltonovské kruznice u zovSeobecnenych
Petersonovych grafov. Pri dokazoch budeme vyuZivat’ postup z predchadzajicej kapi-

toly.

o s e v . (n=1) | -
Definicia 5.1 ZovSeobecneny Petersenov graf GP(n, k) pren >3 a1 < k < |=5~] je graf
s orcholovou mnoZinou {ug,uy,...,Up-1,%,01,...,0u—1} @ hranovou mnoZinou
{uitis1, uv;, v 11 =0...,n =1}, kde indexy sii brané modulo n.

Petersonov graf samotnyj je GP(5, 2).

Poznamka 5.1 ZovSeobecneny Petersenov graf teda pozostdva z vonkajSej kruznice uguy . . . ty—1
a zvnitornych kruZnic vVyvkv . . . Vo, V1Vk+102k+1 - - - U1; - - ., ktoryich polet zdvisi od siidelitel nosti

parametrov n a k, a hrdn spdjajiich vonkajsiu kruZnicu s vniitornymi.

Oznacenie 5.1 Vonkajsiu kruznicu budeme oznacovat’ U a vniitorné V; prei = 0,1... tak,

Ze 1 je najnizsi index vrcholu v kruznici. Takyto vrchol kruznice V; nazveme riadiaci.
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Nové vysledky

5.1 ZovSeobecnené Petersenove grafy

a perfektna 1-faktorizacia

Niektoré zovSeobecnené Petersenove grafy maja perfektna 1-faktorizdciu a teda ich
prisma podl'a vety 3.2 mé tiez hamiltonovsky rozklad. Uvedieme si tu vysledky, ktoré

boli publikované v ¢lanku [8] a jeho autori ich odvodili na zdklade Smithovej vety[9].
Veta 5.1 Grafy GP(n, 1) nemajii perfektnii 1-faktorizdciu, okrem pripadu ked n = 3.

Veta 5.2 Grafy GP(n,2) maji perfektnii 1-faktorizdciu prdve vtedy, ked’ n = 3,4(mod6) .
Veta 5.3 Grafy GP(n,3) nemaju perfektnii 1-faktorizdciu okrem pripadu ked’ n = 9.

Veta 5.4 Grafy GP(n, k) nemajii perfektnii 1-faktorizdciu pre n pdrne a k nepdrne .

Veta 5.5 Grafy GP(3m, k), kde 3m a k siu nesidelitelné a m je nepdrne, majii perfektnii

1-faktorizdciu.

Veta 5.6 Grafy GP(3k, k), kde k je nepdrne, majii perfektnii 1-faktorizdciu.

5.2 Nové vysledky

Vyssie sme si uviedli pripady, ked” zovSeobecnené Petersenove grafy maja perfektnt
1-faktorizaciu a niektoré pripady, ked’ vieme, Ze ju nemaja. Teraz dokaZeme, Ze aj
prisma nad d’al$imi zovSeobecnenymi Petersenovymi grafmi méd hamiltonovsky roz-
klad.

Veta 5.7 Prisma nad zovSeobecnenymi Petersonovymi grafmi GP(n, 1) md hamiltonovsky roz-

klad pre I'ubovol né n.

Dokaz: Graty GP(n,1)0K; st zhodné s grafmi C,0K,0K; a jeho obrdzkovy dokaz je

uvedeny v predchddzajucej kapitole. O
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Nové vysledky

Veta 5.8 Prisma nad zovSeobecnenymi Petersonovymi grafmi GP(n, k), kde n je pdrne a k

I'ubovol'né, md hamiltonovsky rozklad.

Dokaz: VyuZzijeme vetu z predchadzajicej kapitoly. KruZznicu U ofarbime striedavo
modrou a Zltou. Z hran uv; a v;vi,x budeme vytvarat a rozdelovat’ zelené cesty
do podgrafov tak, aby vZdy jeden koniec cesty bol niektory z vrcholov u; a druhy
koniec bol z mnoziny vrcholov u; a aby sa v kazdom z podgrafov nachddzali vSetky
vrcholy. Do G’ priddme hrany u;v; a vSetky hrany v;0;,x okrem hrany v;v;_ kde v oboch
pripadoch je v; riadiaci vrchol. Zvy$né hrany budi v G”. PopiSeme si preco je G’ aj G”
BY-podgraf. Pre G’ zatneme cestu vo vrchole 1y cez zelent hranu v modrom méde.
Vo vrchole v, prepneme na zIty méd a vratime sa spatne do vrchola 1 a pokracujeme
cez zltd hranu v ceste. Ak md vnitro viac komponentov opit’ cestujeme zelenou hranou
a podobne ako v predchddzajiicom pripade sa vratime do vrchola u;, ale v modrom
mode. Takto pokracujeme aZ pokym neofarbime vsetky vnitorné komponenty. Po-
tom uz len d'alej cestujeme po vonkajsom cykle aZ po ndvrat do vrchola 1. Podobne

budeme cestovat’ aj po grafe G”. O

Poznamka 5.2 V zikladnej definicii zovSeobecnenyjch Petersonovijch grafov nie sii obsiahnuté
grafy GP(2k, k). Tieto mozZeme doplnit’ tak, Ze hrany vviy budi dvojndsobné. Prisma nad
takymito grafmi md tieZ hamiltonovsky rozklad. Dokaz by bol podobnij ako je uvedené vyssie.

Pre lepsie pochopenie odporiicam Citatel ovi pozriet’ si priklad na obrdazku 5.1(b).

Obr. 5.1: (a)GP(10,2), (b)GP(10,5)
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Nové vysledky

Veta 5.9 Prisma nad zovSeobecnenymi Petersenovymi grafmi GP(n, 2) md hamiltonovsky roz-

klad pre I'ubovol'né n.

Dokaz: Pre péarne n plati vyssie uvedeny dokaz. Pre nepdrne n si dokdZeme vetu teraz.
KruZznicu uou10103...0,-1u,-119, 0znaéme ju H, ofarbime striedavo modrou a Zltou.
Vsimnime si jej tetivy uovg a v10,-1 a cestu P = uju, ... u,—1. Tetiva v1v,_1 rozdel'uje H
vZdy na cesty nepdrnej diiky a cesta P = uqu, ... u,_1 na cesty parnej diiky. Pri tetive
vy to zavisi od parametra n: ak n = 1(mod4), tak v, deli H na cesty parnej dizky,
v pripade, Ze n = 3(mod4) deli H na cesty neparnej dizky. Podl'a tohto potom budeme
volit’ d’alSie farbenie.

1.pripad: Nech n = 1(mod4). V prvom podgrafe ofarbime zelenou cestu aj obe hrany.
Odstartujeme vo vrchole 1y modrou hranou. Sled potom bude vyzerat' nasledovne:
U1 Plyy_10,-10103 . . . UypUolhgUp—1 P 1101051053 . . . U20oUg. V. TGseku 0105...0,.,0p Sa
v kazdom vrchole meni farba. Ked'Ze sme za¢inali modrou farbou a dizka tohto tseku je
pérna, hrana v,_,7) bude ZIta a teda hranu 1y, prechddzame v Zltom méde. Podobne
to bude vyzerat’ aj pre zvySok cesty. V druhom podgrafe priamociaro sledujeme H
s odbo¢kami vo vrcholoch v; do u; pre i = 2,1 — 2. Teda sled v druhom podgrafe vyzera
takto: ugu10103U30305USTs . . . Uy_3Uy—30p—30n—1Upu—1Ug.

2.pripad: Nech n = 3(mod4). Tu je tsek v103 . .., vy neparnej dizky a teda nemdzeme
pouzit rovnaké farbenie ako v prvom pripade. V prvom podgrafe ofarbime zelenou far-
bou jedine cestu, tetivy uyvy a v1v,-1 ponechdme do druhého podgrafu. Potom prvému
podgrafu prisltcha sled ugu1Pu, 10,103 . .. 0111 Pu,_1uy a druhému

UgU10104-104-3 . . . OgUU;,—104—10103 . . . OglUg.

(2) (b)

Obr. 5.2: Ofarbenie pre (a)GP(5, 2), (b)GP(7, 2)
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Kapitola 6
Zaver

V tejto praci sme sa venovali problematike hamiltonovského rozkladu v prisméch ku-
bickych grafov. Ukdzali sme si, Ze 2-stivislost’ nie je postacujicou podmienkou na exi-
stenciu hamiltonovského rozkladu. Popisali sme si rozne podtriedy kubickych grafov
o ktorych z literattry vieme povedat’, Ze maja hamiltonovsky rozklad. Nakoniec sme
overovali hypotézu na zovSeobecnych Petersenovych grafoch, z ktorych sa nam ju po-
darilo overit’' pre GP(n,2) a GP(2m, k). Niektoré d’alSie majt perfektnt 1-faktorizaciu
a teda ich prisma tiez ma hamiltonovsky rozklad. Dalej by sa dalo pokratovat sku-
manim hamiltonovského rozkladu prisiem nad zovSeobecnenymi Petersenovymi grafmi

pre ktoré sme hypotézu neoverili.
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