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Abstrakt

Autor: Peter Kostolanyi

Nézov prace: Rovnomerné vyuzivanie prechodov v kone¢nych automatoch
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Fakulta: Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Katedra: Katedra informatiky

Vedtci prace: prof. RNDr. Branislav Rovan, PhD.

Rozsah: 65 stran

Vyskum rovnomerne zat'azenych vypoctovych modelov je inSpirovany predovsetkym oblast'ou
vyvoja pocitacového hardvéru, kde rovnomerné vyuzivanie ¢asti daného hardvérového systému
moze mat’ viacero pozitivnych doésledkov pre jeho ¢innost’. Teoretické studium vyvéazenych
vypoctovych modelov moZze prispiet’ k pochopeniu otdzky, ktoré vypoctové problémy mozno
rieSit’ s rovnomernym vyuzivanim prostriedkov. Prvé vysledky v tejto oblasti predstavujt prace
Ivana Kovaca [9] a [10] o rovnomernom vyuzivani stavov v koneénych automatoch.

Préca definuje a opisuje rozne triedy deterministickych kone¢nych automatov s rovnomer-
nym vyuZivanim prechodov a triedy jazykov takymito automatmi akceptované. Definované triedy
automatov sa liSia v sile poZiadavky kladenej na rovnomernost’ vyuzivania prechodov. Najsil-
nejsia je definicia prisne prechodovo vyviZeného automatu, pri ktorej sa pocas vypoctu na kazdom
slove vyuZivaju véetky prechody priblizne rovnako vela raz. Dalsou definovanou triedou st
prechodovo vyvdZené automaty. Prechody takychto automatov sa vyuzivaju priblizne rovnako
vela raz na vietkych slovach urtitej dizky dohromady. Najslabsia je definicia slabo prechodovo
vyvdZeného automatu, ktora rozsiruje okruh prechodovo vyvazenych automatov na dobre opisa-
tel'na triedu.

Préca definuje a skima uvedené triedy automatov a triedy nimi akceptovanych jazykov s am-
biciou ich ¢o najlepsie opisat’. Pre kazdu z definovanych tried vyvazenych jazykov st dokdzané
ich uzéverové vlastnosti a v zdvere price sa predkladajti tvrdenia o vzdjomnych vzt'ahoch tychto
tried, ako aj o ich vzt'ahoch k triedam stavovo vyvéazenych jazykov definovanym v pracach [9] a
[10].

KL UCOVE SLOVA: deterministicky kone¢ny automat, prechodova vyvéazenost, prechodovo vy-
védZeny automat, prisne prechodovo vyvazeny automat, slabo prechodovo vyvaZeny automat,
rovnomerné vyuZivanie prostriedkov.
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Research concerned with equiloaded models of computation is motivated particulary by the field
of computer hardware development, where balanced use of certain hardware system parts may
have several positive consequences for it’s performance. Theoretical investigation of the balanced
models of computation might contribute to understanding which computational problems could
be solved with the balanced use of resources. First results in this area are represented by works
of Ivan Kovac [9] and [10] on balanced use of states in finite automata.

In the thesis, several classes of deterministic finite automata with balanced use of transitions
are defined and analyzed, so are the classes of languages accepted by such automata. Classes
of automata defined in the thesis differ in the strength of requirements and restrictions imposed
on their equiloadedness. The most restrictive is the definition of strictly transitionally equiloaded
automata, where each transition is used approximately the same number of times during the
computation on every accepted word. Next defined class consists of transitionally equiloaded au-
tomata. In these automata, transitions are used approximately evenly on finite languages com-
posed of accepted words of specified length. The least restrictive is the definition of weakly tran-
sitionally equiloaded automata which broadens a range of transitionally equiloaded automata to a
well-describable class.

Thesis defines and analyzes the above-mentioned classes of automata and corresponding
classes of languages with the ambition to characterize them as best as possible. For each of
the defined classes, the proof of standard closure properties is included. Theorems on mutual
relations between the defined classes and theorems on their relations to the classes of automata
equiloaded on states defined in [9] and [10], are presented in the final chapter.

KEYWORDS: deterministic finite automaton, transitional equiloadedness, transitionally equiloa-
ded automaton, strictly transitionally equiloaded automaton, weakly transitionally equiloaded
automaton, balanced use of resources.
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Uvod

Predkladand praca definuje a skiima triedy deterministickych kone¢nych automatov, ktorych
vyuzivanie prechodov pocas vypoctov na akceptovanych slovdch mozno povazovat’ za rovno-
merné. Teoreticky vyskum vyvaZenych automatov je inSpirovany oblast'ou vyvoja a optimaliza-
cie pocitacového hardvéru. Rovnomerné vyuZzivanie réznych casti hardvérového systému totiz
moZe za urditych okolnosti mat’ viacero pozitivnych dosledkov pre jeho ¢innost'.

Je teda zmysluplné pytat’ sa, ktoré vypoctové problémy mozno riesit’ s rovhomernym vyuZi-
vanim prostriedkov, a ktoré takto riesit' nemozno. Odpoved’ na takito otdzku moze poskyt-
nat’ stadium vypoctovych modelov, ktoré rovnomerné vyuZzivanie prostriedkov formalizuju.
Prvé vysledky v oblasti Stiidia rovnomerne zat'aZenych vypoctovych modelov boli uverejnené
v précach [9] a [10], ktoré sa zaoberaji rovnomernym vyuzivanim stavov v deterministickych
kone¢nych automatoch.

Predkladand praca v stidiu vyvaZzenych vypocétovych modelov pokracuje, pricom sa venuje
rovnomernému vyuZzivaniu prechodov v deterministickych konecnych automatoch. Determini-
sticky kone¢ny automat bol vybrany ako vhodny vypoctovy model najmé z dévodu jeho re-
lativnej jednoduchosti a z dé6vodu potencidlnej moznosti rozsirit’ ziskané poznatky na zloZitejsie
vypoctové modely.

Ciel'om préce je definovat’ a prestudovat’ rozne triedy automatov a jazykov s rovhomernym
vyuzivanim prechodov a presktimat’ ich vlastnosti. V préaci budd definované tri hlavné triedy
takychto automatov a jazykov — prisne prechodovo vyvdZené automaty a jazyky, prechodovo vyvizZené
automaty a jazyky a slabo prechodovo vyvdZené automaty a jazyky.

Prud kapitola obsahuje definiciu deterministického kone¢ného automatu pouzivand v tejto
préci, ako aj pribuzné definicie v tedrii automatov. Na zdklade Myhillovej-Nerodovej vety je
definovany koncept minimélneho automatu, d'alej st v prvej kapitole uvedené definicie grafovej
reprezentacie kone¢ného automatu a jeho prechodovej matice. V zévere prvej kapitoly st podané
definicie stavovo vyvaZenych automatov, podl'a [9].

Druhd kapitola sa zaobera prisne prechodovo vyvdZenymi automatmi, definovanymi ako automaty
vyuzivajice svoje prechody na kaZzdom slove akceptovaného jazyka priblizne rovnhomerne. Na-
sleduje kompletnd charakterizacia tejto triedy automatov, ako aj triedy jazykov takymito au-
tomatmi akceptovanych. V kapitole st pre tito triedu jazykov dokazané aj Standardné uzaverové
vlastnosti.

Tretia kapitola definuje prechodovo vyvdZzené automaty a slabo prechodovo vyviZené automaty, ktoré
st nadtriedou prechodovo vyvadzenych. Definicia takychto automatov vyuziva koncept miery
vyvdZenosti, pre ktord je uvedeny spdsob jej matematického vypoctu. Nasledujti charakteriza-
cia triedy slabo prechodovo vyvaZenych automatov a uzdverové vlastnosti slabo prechodovo
vyvazenych jazykov. Na zdklade analytickych vlastnosti veli¢in pouzitych v definicii miery
vyvaZenosti st dokdzané rdzne vlastnosti triedy prechodovo vyvazenych automatov. Pre triedu
prechodovo vyvézenych jazykov st tieZ dokdzané uzdverové vlastnosti.

Sturtd kapitola obsahuje ddkazy viet o vzt'ahoch medzi jednotlivymi triedami prechodovo vy-
vézenych jazykov, ako aj medzi prechodovo a stavovo vyvaZenymi jazykmi.
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Kapitola 1
Zakladné pojmy a definicie

Této kapitola obsahuje vybrané definicie a zndme tvrdenia z oblasti tedrie automatov a tedrie
grafov, ktoré sa budt pouzivat’ v neskorsich kapitolach prace.

1.1 Deterministické kone¢né automaty

V tejto Casti bude definovany deterministicky kone¢ny automat, ktory je tstrednym pojmom
prace. Uvedend bude verzia vypoctového modelu s moZnost'ou nedocitania vstupného slova,
ktoréd je ekvivalentna s CastejSie uvddzanou definiciou s povinnost'ou jeho do¢itania. Definicia
pouzivand v tejto préci je vsak v kontexte skiimania rovnomerného vyuzivania prechodov vhod-
nejsia.

Definicia 1.1.1 Deterministicky konecny automat A je usporiadand pitica A = (K, %, 4,4, F), kde
K je neprdazdna konetna mnozina stavov, X je neprdzdna kone¢nd abeceda, 6 : K x £ — K je
¢iasto¢nd prechodova funkcia, g9 € K je potiato¢ny stav a F C K je mnoZina akceptaénych
stavov.

Oznatenie 1.1.1 Nech A = (K, %, 6, qo, F) je deterministicky koneiny automat. Symbolom D 4
ozna¢ime mnoZinu

Dy:={(gq,c,9) e KxZxK|d(g,c)=4q}.
Prvky mnoziny D4 budeme nazyvat’ prechody automatu A. V pripade, Ze nebude hrozit’ omyl,
budeme namiesto D4 pisat’ len D.

Uvedena definicia umoZnuje automatu nedoditat’ vstupné slovo, ked'ze prechod moze byt
pre danu dvojicu (g, c) € K x X ajnedefinovany. Na sile modelu to ale oproti definicii s do¢itanim
vstupného slova, uvedenej napriklad v [14], nemeni ni¢. Zrejme kazdy automat s docitanim
vstupného slova uvedenej definicii vyhovuje. Naopak, moZznost’ nedocitat’ vstupné slovo sa dé
simulovat’ pridanim nového stavu.

Definicia s moZnost'ou nedo¢itania vstupného slova je v8ak pre tcely skiimania rovnomerné-
ho zat'aZenia vhodnejsia. Verzia s do¢itanim vstupného slova totiZ niti pre slova, ktoré nemozno
doplnit’ na Ziadne slovo z akceptovaného jazyka, vytvorit' ,,odpadovy stav” (pripadne mnozinu
stavov), do ktorého mozno pocas vypoctu ,prist,” ale nemozno z neho ,odist.” To znamena,
Ze prechody vedtce do takéhoto stavu (pripadne mnoZziny stavov) moZno pocas vypoctu na
I'ubovolnom slove pouzit’ maximdlne raz. Je zrejmé, Ze nech bude definicia prechodovej vy-
vazenosti zvolend akymkol'vek rozumnym spdsobom, nemozno takyto automat, v pripade, Ze
akceptuje nekone¢ny jazyk, povaZovat za prechodovo vyvazeny. Povinnost’ do¢itania vstupné-
ho slova by teda vyrazne skresl'ovala intuitivne chdpanie rovhomerného vyuZivania prechodov.

Definicia 1.1.2 Konfigurdcia deterministického kone¢ného automatu A = (K, %, , qo, F) je uspo-
riadand dvojica (g, w) € K x £*, kde g je aktudlny stav a w je nedocitana ¢ast’ vstupného slova.
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Definicia 1.1.3 Krok vijpoctu deterministického kone¢ného automatu A = (K, %, 4, qo, F) je reldcia
I 4 na konfiguraciach automatu A definovana nasledovne:

(p,cw) Fa (g w) <= é(p,c) =4, pgEeKceXwekX”

V pripade, Ze nebude hrozit' omyl, budeme namiesto -4 pisat’ len -.

Oznatenie 1.1.2 Nech A = (K,%,6,qo, F) je deterministicky kone¢ny automat. Symbolom 7%
oznac¢ime reflexivno-tranzitivny uzaver relacie I- 4. Plati teda

k

(preica...qw) Fy (gw) <= g1, Gks1 EK g1 =P, k1 =14 /\ 3(qi,¢i) = qiv1,
i=1

kdek>0,p, g€ K,cq,...,cx € Xaw € X*.

Relécia kroku vypoctu -4 znamend, Ze z prvej konfiguracie je mozné prejst’ do druhej kon-
figuracie s pouzitim prave jedného prechodu. Reldcia I znamend, Ze z prvej konfiguracie je
mozné prejst’ do druhej konfiguracie na nejaky bliZsie neuréeny pocet prechodov, ktory moze
byt aj nulovy.

Definicia 1.1.4 Jazyk akceptovany deterministickym kone¢nym automatom A = (K, %,6,q0, F ) je
mnozina
L(A)={we X" |3dge€ F:(q0,w) 7} (g€}

Definicia 1.1.5 Jazyk L, pre ktory existuje deterministicky kone¢ny automat A taky, ze L(A) = L,
nazyvame reguldrny. Triedu v8etkych regularnych jazykov ozna¢ime Z.

1.2 Myhillova-Nerodova veta a minimdlny automat

V tejto Casti bude sformulovand Myhillova-Nerodova veta [12], na zdklade ktorej bude defino-
vany pojem minimdlneho automatu, teda automatu s najmensim po¢tom stavov, ktory akceptuje
dany jazyk.

Minimaélne automaty budu v tejto praci zohrdvat’ délezitd tlohu predovsetkym pri dokazo-
vani, Ze jazyk nepatri do triedy slabo prechodovo vyvaZenych jazykov (definovanej v Casti 3.1).
Bude totiz dokazané, Ze pre kazdy slabo prechodovo vyvaZeny jazyk ma minimdlny automat,
ktory ho akceptuje, urcitda vlastnost. V pripade, Ze minimalny automat ttto vlastnost’ nema,
nemdze byt jazyk, ktory akceptuje, slabo prechodovo vyvazeny.

Definicia 1.2.1 Bindrna reldcia R na mnoZine ¥* sa nazyva sprava invariantnd prave vtedy, ked’
pre vietky u,v € ¥* plati
uRv = Vx € X* : uxRox.

Definicia 1.2.2 Nech R je reldcia ekvivalencie. Index reldcie R je pocet jej tried ekvivalencie. Ak
je index reldcie R kone¢ny, hovorime, Ze R je reldcia ekvivalencie konecného indexu.

Veta 1.2.1 (Myhill, Nerode [12]) Nech L C ¥* je jazyk. Potom st nasledujtice tvrdenia ekviva-
lentné:

(i) Ljereguldrny jazyk.

(ii) L je zjednotenie niekol'’kych tried ekvivalencie niektorej sprava invariantnej reldcie ekviva-
lencie kone¢ného indexu.
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(iii) Relacia Ry na X* definovana ako
URv <= VxeX':(uxelL <= vx€l)

je relacia ekvivalencie kone¢ného indexu.

Relacia Ry, z bodu (iii) sa nazyva Myhillova-Nerodova reldcia pre jazyk L.

Definicia 1.2.3 Nech L C X* je reguldrny jazyk. Automat A = (K, X%, J, qo, F) sa nazyva minimdl-
ny automat akceptujici jazyk L, ak st splnené nasledujtice podmienky:

(i) L(A) = L.

(ii) Pre vSetky slovd u,v € L*, vietky stavy p,q € K a vSetky triedy ekvivalencie T}, T, Myhillo-
vej-Nerodovej reldcie Ry, plati:

[((qo,u) F* (p,&)) A ((q0,0) F* (q,€)) AN(u € Ti) A (v € T2) A(p # q)] = (Th # T2).

(iii) Nech T je trieda ekvivalencie Myhillovej-Nerodovej reldcie Ry, v ktorej nemozno Ziadne
slovo doplnit’ na slovo z jazyka L. Nech w € X* je slovo, nech T je trieda ekvivalencie
reldcie Ry takd, Ze w € Ty,. Potom plati:

(3g € K: (q0,w) " (gq,€)) = T # T.

Poznamka 1.2.1 Podmienka (iii) predchddzajicej definicie je dana skuto¢nost'ou, Ze sa v tejto
préci pouZziva definicia kone¢ného automatu s moznost'ou nedo¢itania vstupného slova. Pre
automaty s povinnost'ou docitania vstupného slova sa minimdlny automat definuje iba s pod-
mienkami (i) a (ii).

Kazdy dosiahnutel'ny stav 'ubovol'ného automatu zodpoveda prave jednej triede ekvivalen-
cie reldcie R;. Minimdalny automat je taky automat, v ktorom kaZdej triede ekvivalencie, ktorej
slovd mozno doplnit’ na slova z L, zodpoveda prave jeden stav a triede (ak takd existuje), ktorej
slova takto doplnit’ nemozno, nezodpoveda Ziaden stav.

Minimélny automat je teda automat, ktorého stavy mozno stotoznit’ s triedami ekvivalencie
Myhillovej-Nerodovej reldcie R;, (okrem triedy, ktorej slovd nemozno doplnit’ na slova z L). Po-
¢iatoény stav je stav, ktory zodpoveda triede, do ktorej patri ¢, mnoZina akceptaénych stavov
pozostava z tych stavov, ktoré zodpovedajt triedam so slovami patriacimi do L.

Veta1.2.2 Nech A = (K, %, 0, 4o, F) je minimalny automat akceptujaci reguldrny jazyk L. Nech
A= (K, X, qp, F') je 'ubovol'ny DKA akceptujtci L. Potom |K| < |K'|.

Dékaz. Vyplyva z dokazu Myhillovej-Nerodovej vety uvedeného v [14]. g

1.3 Grafova reprezenticia DKA

V nasledujtcich definiciach zavedieme pojem orientovaného grafu a orientovaného grafu s ohod-
notenim hrén. Definicif orientovaného grafu je viacero, pre tcely tejto prace pouZijeme definiciu
pomocou inciden¢nej funkcie, pricom takato definicia zodpoveda konceptu multigrafu — medzi
dvoma vrcholmi moéZe viest' viacero hran. V d’alSom texte teda bude pojem orientovany graf
chdpany ako pojem orientovany multigraf.

Definicia 1.3.1 Orientovany graf je trojica G = (V, E,d), kde V je konetna mnozina vrcholov, E je
kone¢na mnoZina hrana d : E — V2 je inciden&na funkcia.

Definicia 1.3.2 Orientovanyj graf s ohodnotenim hrdn je $tvorica G = (V,E,d, h), kde (V,E,d) je
orientovany graf a h : E — U je ohodnotenie hran prvkami mnoziny U.
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Pozndmka 1.3.1 Na niektorych miestach v d’alSom texte sa bude orientovany graf s ohodnotenim
hrén G = (V, E,d, h) stotoztiovat s orientovanym grafom (V, E,d).

Definicia 1.3.3 Grafouvd reprezentdcia konecného automatu A = (K,%,6,qo, F) je orientovany graf
G = (V,E,d,h) s ohodnotenim hran taky, Ze plati V = K, E = D4, ohodnotenie je zobrazenie
h: E — X také, ze h((g,¢,q')) = c a pre incidenént funkciu d a (g,¢,q') € E platid((q,¢,q")) =
(a,9")-

Ku kazdému deterministickému kone¢nému automatu zjavne existuje jeho grafova reprezen-
tacia. Existuja vSak orientované grafy s ohodnotenim hran, pre ktoré neexistuje Ziaden determi-
nisticky kone¢ny automat, ktorého st grafovou reprezentdciou. Prikladom takéhoto grafu moze
byt I'ubovol'ny orientovany graf s ohodnotenim hrén, v ktorom existuje vrchol taky, Ze z neho
vedu asponi dve hrany s rovhakym ohodnotenim.

Pre kazdy orientovany graf bez ohodnotenia hran vsak existuje ohodnotenie hran také, Ze
vysledny ohodnoteny graf bude grafovou reprezentdciou nejakého deterministického kone¢ného
automatu. Tato skutotnost’ je dosledkom definicie deterministického kone¢ného automatu s
moznost'ou nedoditania vstupného slova. V pripade povinnosti docitania vstupného slova by
boli grafovymi reprezentdciami automatu len reguldrne grafy stupnia |X| (pri¢om stupiiom vr-
chola orientovaného grafu rozumieme pocet hran (vratane sluciek) zacinajiicich v danom vrchole).

V pripade, Ze nezéleZi na ohodnoteni hran, budeme ako grafovi reprezentaciu automatu A
chépat’ aj graf G = (V,E,d), ktory spliia podmienky predchadzajticej definicie. Tato dvojz-
nacnost’ je vSak ¢isto formdlna.

1.4 Prechodova matica automatu

V niektorych situéciach je vyhodné k problémom okolo deterministickych kone¢nych automatov
pristupovat’ algebraickym spdsobom. Na tento ticel sltiZi pojem prechodovej matice automatu.

Definicia 1.4.1 Nech A = (K,%,0,qo, F) je deterministicky kone¢ny automat. Nech mnoZina
stavov automatu A je K = {qo,...,qm-1}, kde m = |K|. Prechodovou maticou automatu A
nazveme maticu

do,o doi o dom—1
dip dip - diym
AA = . . .
Adn-10 Am-11 -+ dm—1,m—1

typu m x m, pre ktort plati
dij = |{c € Z](qi,c) = q;}|.

V pripade, Ze nebude hrozit' nedorozumenie, budeme prechodovt maticu automatu A znacit’
namiesto A4 len A.

Prechodovd matica automatu A je teda maticou susednosti jeho grafovej reprezentacie (cha-
panej v zmysle orientovaného multigrafu bez ohodnotenia hran).

Na rozdiel od grafovej reprezentacie kone¢ného automatu vsak nie je mozné povazovat’ pre-
chodovi maticu za reprezentaciu automatu v pravom slova zmysle. R6zne kone¢né automaty
totiz moZu mat’ aj rovnakt maticu susednosti. Grafové reprezentdcie takychto automatov sa
vSak liSia len v ohodnoteni hrdn. Prechodovéd matica kone¢ného automatu teda nesie rovnakua
informdciu ako jeho grafova reprezentécia bez ohodnotenia hran.

Prechodovd matica je dolezitym prostriedkom pri enumerécii akceptaénych vypoctov, ¢i vy-
uziti uréitého prechodu pocas tychto vypoctov. Tejto problematike sa bude praca venovat’ v Casti
3.2.
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1.5 Stavovo vyvazené automaty

Téato ¢ast’ obsahuje niekol'ko zdkladnych pojmov a oznaceni v stivislosti s rovnomernym vyuZzi-
vanim stavov v konecnych automatoch. Uvedené koncepty boli zavedené v préacach [9] a [10].
Niektoré ndzvy a oznacenia pouZivané v tejto praci sa budu oproti pdvodne pouzivanym ndzvom
a oznaceniam liSit’. Nutnost' takejto zmeny savisi s potrebou odliSit’ definicie stavovej a pre-
chodovej vyvazenosti.

Oznacdenie 1.5.1 Nech A = (K, %, J,qo, F) je deterministicky kone¢ny automat, nech w € L(A),
nech g € K. Symbolom #4[g, w] oznatime polet pouziti stavu q potas vypoltu automatu A
na slove w. V pripade, Ze nebude hrozit' nedorozumenie, budeme namiesto #4[q, w| pisat’ len
#[g, w].

Definicia 1.5.1 Nech A = (K, %, 6, qo, F) je deterministicky kone¢ny automat. Automat A nazve-
me prisne stavovo vyvdZeny, ak existuje kladna redlna konstanta k € R™ taka, Ze

Vw € L(A)Vp,q € K : |[#[p, w] — #]q, w]| < k.

Definicia 1.5.2 Jazyk L nazveme prisne stavovo vyvdzZeny, ak existuje prisne stavovo vyvéazZeny
automat A, ktory ho akceptuje. Triedu vsetkych prisne stavovo vyvadzenych jazykov ozna¢ime

ZK_SEQA-

Oznacdenie 1.5.2 Nech A = (K, %, J, qo, F) je deterministicky kone¢ny automat, nech L C L(A) je
konetny jazyk, nech g € K. Symbolom #4[g, L] (alebo len #[g, L]) ozna¢ime hodnotu

#alg, L] = ) #alq,w].

weL

Definicia 1.5.3 Nech A = (K, %, 6, go, F) je deterministicky kone¢ny automat. Automat A nazve-
me stavovo vyvizeny, ak existuje kladna redlna konstanta k € R™ tak4, ze

Vi € N¥p,q € K : |#[p, L(A) NZ"] — #[q, L(A) N £"]| < k|L(A) N ="].

Definicia 1.5.4 Jazyk L nazveme stavovo vyvdZeny, ak existuje stavovo vyvaZeny automat A, ktory
ho akceptuje. Triedu vSetkych stavovo vyvéazenych jazykov ozna¢ime Lk _gga.
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Kapitola 2

Prisne vyvazené automaty

V tejto ¢asti sa bude praca zaoberat’ automatmi, ktoré na kazdom slove z akceptovaného jazyka
pouziju kazdy prechod, az na konstantny rozdiel, rovnako vela raz.

2.1 Definicia prisnej prechodovej vyvaZenosti

Oznaéenie 2.1.1 Nech A = (K, %, J, qo, F) je deterministicky kone¢ny automat. Nech (p,c,p’) €
D je jeho prechod. Nech w € L(A) je slovo akceptované automatom A. Potom symbolom
#alp, ¢, p', w] (pripadne len #[p, ¢, p’, w]) oznalujeme pocet pouziti prechodu (p,c, p’) pocas vy-
poctu automatu A na slove w. Teda, ak ma tento vypocet tvar

(po,w) F (pr,w[2...n]) = (p2,w[3...n]) F* (pn,€), Po = qo,pn € F,
tak plati (s pouZitim Iversonovej notacie?)

n

alp, e, p',wl ];pz 1=pl-lpi =7 [wli] =c.

Zjavne plati vzt'ah

Yo #alpcpw] = |w)|,
(pep')eD

ked'Ze na kazdé pismeno (akceptovaného) slova w sa pouzije prave jeden prechod. Priemerny

pocet vyuZiti prechodu sa teda pocita ako ‘| ’;‘I

Definicia 2.1.1 Automat A = (K,X%,J,qo, F) nazveme prisne prechodovo vyvdZeny na slovéch z
jazyka L = L(A) (alebo skratene len prisne prechodovo vyvizeny), ak existuje kladné redlne &islo k
také, Ze plati

Vw € L(A)N(p,c,p'),(q,d,q") € D: |#[p,c,p’,w] —#[g,d,q',w]| <k
Definicia 2.1.2 Reguldrny jazyk L nazveme prisne prechodovo vyviZeny ak existuje prisne pre-

chodovo vyvédzeny automat A taky, ze L(A) = L. Triedu v8etkych prisne prechodovo vyva-
zenych jazykov budeme oznacovat' Z5_spoa-

Preslovow € £*ai,j € {1,...,|w|} symbolom w[i...j] ozna&ime podslovo slova w pozostavajtce z jeho i-teho a
j-teho znaku. Pre i > j poloZime w[ .j] = e. Zapis wli . .. 1] budeme skracovat’ ako wli].

2Ak P je booleovsky vyraz, tak symbolom [P] ozna&ime jeho pravdivostnd hodnotu chépant ako celé &islo. Teda
[P] =1, ak P je pravdivy a [P] = 0, ak P je nepravdivy.
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Lema 2.1.1 Automat A = (K, X%, 4, qo, F) je prisne prechodovo vyvaZzeny prave vtedy, ked’ exis-
tuje kladné reélne &islo I také, Ze pre vietky slovd w € L(A) plati:

max_(#[g,c,q',w]) — 1ot| < 1.
(4.04')€D DI
Dokaz.
=: Nech je automat A prisne prechodovo vyvaZeny. Ozna¢me

M:= max (#g,c,q, wl]), m:= min (#[g,¢,q,w])

(q.cq4')€D (q.c4q')eD
o ey .y o .. N v, , . Wl o
pocet pouziti najcastejSie, v resp. najzriedkavejsie pouzivaného prechodu. Ked'Ze o] Je
priemerny pocet pouziti prechodu, nutne % > m. Preto plati
]

max (#[q,¢,q",w]) — 1;

(q.c4')€D D] |

ked'Ze automat je prisne prechodovo vyvéazeny. Cize sta&i polozit I := k a tvrdenie plati.

<=: Nech plati

max (#[g,¢c,q’,w _ el <,
(W,)ED( [9,¢,q,w]) D]
teda o]
w
M- -_——1 <]
‘ D

Ked'Zze M > %, tpravou predchadzajiicej nerovnosti dostdvame

|w]
M<I+ —. (2.1)
D]
Na druhej strane, plati
m+ (|D| — 1)M > m—+ E(p,c,p’)EDf{emm} #[Pr ¢ p// w] o m
D] N Dl DI’

kde emin = (Gmin, Comin, qu.n) je jeden z prechodov, pre ktoré plati #[qmin, Cinin, qfnm, w] = m.
Upravou predoslej nerovnosti dostdvame

m > |w| —(|D| =1)M
a po pouziti (2.1) ziskame

m ol - (D] - 1) (1+ 12,

m > — — |D|l. (2.2)
|D| D

Teda pre vSetky prechody (p,c,p’),(q,d,q") € D plati
/] — / - el (el _
#lp e p,w] —#lg.d g, wl| < |M—m|<|l+ BN D) | =KID[+1),

v

iZe automat je prisne prechodovo vyvazeny.
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2.2 Charakterizacia triedy %5 _spoa

Intuitivne nahliadnut’ charakterizaciu triedy prisne prechodovo vyvazenych automatov nie je
tazké. Ked'Ze mozme v definicii prisnej prechodovej vyvazenosti zvolit' k akékol'vek, je zrejmé,
Ze automaty akceptujtce kone¢ny jazyk budu prisne prechodovo vyvéazené vsetky. Rovnako je
zrejmé, Ze pokial existuje v automate cyklus a zéroven prechod (g, c,q’), ktory je mimo daného
cyklu (modze vSak byt sticast'ou iného cyklu), moéZeme (aZ na niektoré patologické pripady au-
tomatov, ktoré st vsak pre intuitivny ndhl'ad nepodstatné) prejst danym cyklom tol'kokrét, Ze
rozdiel medzi po¢tom vyuZiti prechodov na cykle a pottom vyuZiti prechodu (g,¢,q’) presia-
hne k z definicie prisnej prechodovej vyvaZenosti, nech je k zvolené akokol'vek. To znamen4, Ze
prisne prechodovo vyvaZené budi len automaty akceptujtice kone¢ny jazyk a automaty s tvarom
orientovaného cyklu cez vSetky stavy. Nasledujtce tvrdenia st formalizciou tychto tivah.

Lema 2.2.1 Kazdy kone¢ny jazyk je prisne prechodovo vyvazeny.

Dékaz. Nech L je kone¢ny jazyk, nech A = (K, %, 6, 4o, F) je konetny automat taky, ze L(A) = L.
Potom A neobsahuje dosiahnutel'ny cyklus, z ktorého sa dd dostat’ do akcepta¢ného stavu (v
opacnom pripade by pre kazdé n € IN existovalo slovo z L(A) také, Ze sa na tiom dany cyklus
vykond prave n-krat, ¢o by znamenalo, Ze L = L(A) nie je kone¢ny). To znamend, Ze pri vypocte
na kaZzdom slove w € L sa kazdy prechod pouZije nanajvys raz. Z toho ale vyplyva, Ze pre k = 1
plati

Vw € L(A)Y(p,c,p'), (q,d,q') € D: [#]p,c,p',w] —#[q,d,q',w]| <k,

¢ize automat A, a teda aj jazyk L, je prisne prechodovo vyvazeny. O

Veta 2.2.1 Deterministicky kone¢ny automat A = (K, %, 6, g9, F) so suvislou grafovou reprezen-
taciou® je prisne prechodovo vyvazeny prave vtedy, ked’ neobsahuje dosiahnutel'ny cyklus, z
ktorého sa da dostat’ do akcepta¢ného stavu alebo md tvar jedného orientovaného cyklu cez
vietky stavy.

Doékaz.

=: Nech automat A obsahuje dosiahnutel'ny cyklus, z ktorého sa déd dostat’ do akcepta¢ného
stavu, t.j. nech existuje vypocet

(g0, uvw) F* (gc,0ow) F* (gc, w) H* (qE, €), gc €K, qgr € Fu,w € 2*,v € T,

Nech existuje v automate A mimo tohto cyklu (nie v8ak nutne mimo akéhokol'vek cyklu)
prechod (dosiahnutel'ny alebo nedosiahnutelny) (Gout, Cout, 45,;) € D. UkdZeme, Ze A nie
je prisne prechodovo vyvazeny.

Nech
" ! { ! /
[qout/ Cout, %ut, Ll] =m, [qout/ Cout, %ut, uvw] [QOut/ Cout, qoutr uv} = n.

Dalej sporom. Nech A je prisne prechodovo vyvaZzeny, teda nech existuje k také, Ze pre
vietky (p,c,p'),(9,d,9") € D avsetky w € * plati |#[p,c, p/,w] — #[g,d,q',w]| < k. Nech
(Geyes Ceyes q’cyc) je Yubovol'ny prechod v cykle z g, do g.. Vezmime slovo w’ = po(mntkt1)y,
Zjavne w' € L(A). Ale #[qout, Cout, Gl W'] = m + 1 a #[qeye, Ceye, qéyc, w]=m+n+k+1
Preto

|#[quC/ Ceycs quc/ wl} - #[QOut/ Cout, q:mt, w/” =k+1>k,

¢o je spor s predpokladom prisnej prechodovej vyvazenosti automatu A s konstantou k.

3K 'ubovolnému automatu existuje ekvivalentny so stvislou grafovou reprezentéciou. Tento predpoklad je uvedeny
kvoli nedosiahnutelnym stavom, z ktorych ani do ktorych nevedie Ziaden prechod, ktoré by uvedent charakterizaciu
mohli prekazit'.
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<: Ak automat A neobsahuje dosiahnutel'ny cyklus, z ktorého sa d4 dostat’ do akcepta¢ného
stavu, je jazyk L(A) kone¢ny a automat A prisne prechodovo vyvézeny.

Nech méa automat A tvar jedného orientovaného cyklu cez vSetky stavy. V takom pripade
hodnota #[p, ¢, p’, w] zavisi len na po¢te uplnych prechodov tymto cyklom a stave, v ktorom
vypocet skontil. Preto pre I'ubovolné (p,c,p’),(q,d,9") € D alubovolné w € ¥* plati

[#p,c,p',w] —#lg,d, 4’ w]| <1
a automat A je teda prisne prechodovo vyvazeny.

O

Veta 2.2.2 Trieda jazykov .Z5_spoa pozostava prave zo vSetkych konecnych jazykov a vSetkych
jazykov tvaru

{uqug .. upo} {ug, uguy, ..., usty ... uy},

pre pevne zvolené uy, uy,..., u, € X*,n € Nav e £,

Doékaz. Nech L € Zs_spoa. Potom existuje prisne prechodovo vyvazeny deterministicky
kone¢ny automat A, ktory ho akceptuje. Podl'a predchddzajticej vety plati jedna z nasledujtcich
moZznosti:

1. Automat A neobsahuje dosiahnutel'ny cyklus, z ktorého sa da dostat’ do akceptaéného
stavu. V takom pripade akceptuje kone¢ny jazyk, ¢o vyhovuje tvrdeniu dokazovanej vety.

2. Automat A pozostdva prave z jedného orientovaného cyklu cez vSetky stavy. Nech plati
K={q0,...,9m—1}, pricom existujti ay, . .., an € X také, Ze

(‘70/111 .. ~am) F (Ql/ﬂz---am) F...F (qullam) F (qO/E)‘
Nech iy, ..., i, € {0,1,...,m— 1} st Véetky4 indexy také, ze qi; € Fprel<j<mna
h<ip<...<liy.

Dalej polozme ip = 0. Pre 1 < j < n oznatme u; = i 41+ 0; AV = Ajy i1+ A (Zjavne
v # ¢ atedav € £1.) Potom zrejme

L(A) = {uquy ... ugo} {uy, uguy, ..., uguy. .. uy},
¢o bolo treba dokdazat'.

Obrétene, kazdy kone¢ny jazyk je prisne prechodovo vyvaZzeny a ku kazdému nekone¢nému
jazyku uvedeného tvaru vieme analogickou konstrukciou ako v predchddzajicej ¢asti dokazu
zostrojit’ prisne prechodovo vyvéazeny automat v tvare jedného orientovaného cyklu cez vsetky
stavy. Tym je tvrdenie dokdzané. g

Désledok 2.2.1 Nech A = (K,X%,6, 4o, F) je prisne prechodovo vyvédzeny automat akceptujtci
nekoneiny jazyk. Nech u,v € L(A), |u| < |v|. Potom u je prefixom v.

Dokaz. Dokazovand vlastnost’ zrejme vyplyva zo skuto¢nosti, Ze
L(A) = {uuy ... uyo} {uy, uquy, ..., uguy ...ty }.

V takychto jazykoch existuje najviac jedno slovo danej dizky a pre dané slovo st véetky kratsie
slova jeho prefixom. O

4Bez ujmy na vieobecnosti mdézme predpokladat, Ze aspoti jeden takyto index existuje. Pripad, ked’ Ziaden takyto
index neexistuje je totiZ oSetreny v predchadzajticom bode.
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2.3 Uzaverové vlastnosti triedy .Z5_sroa
Veta 2.3.1 Trieda .£5_spga nie je uzavretd na zret'azenie.

Dokaz. Vezmime jazyky L = {a}", L, = {b}". Oba tieto jazyky st prisne prechodovo
vyvézené, ked'Ze vyhovujt charakterizacii .Zs5_spoa z vety 2.2.2. Ich zret'azenie

Ly-Ly = {a'V | i,j € N}
vsak ocividne tejto charakterizacii nevyhovuje. O

Veta 2.3.2 Trieda .%;5_spoa nie je uzavretd na zjednotenie.

Dékaz. Uvazujme jazyky L;, L, rovnaké ako v dokaze predchddzajticej vety. Ich zjednotenie
LiUL, ={c"|n € N,c € {a,b}}
tiez zjavne uvedenej charakterizacii nevyhovuje. O

Veta 2.3.3 Trieda .£s5_spga nie je uzavreta na iteraciu.

Dékaz. Vezmime jazyk L = {a,b}. Zrejme, ked'Ze je koneiny, L € Z5_spoa. Ale taktieZ zrejme,
L* = {a,b}" ¢ Z_spga, ked'Ze nevyhovuje charakterizacii z vety 2.2.2. O

Veta 2.3.4 Trieda .5 _spga nie je uzavretd na kladnd iteraciu.

Dokaz. Mozno pouZit' ten isty kontrapriklad a to isté zdovodnenie ako v dokaze predchadza-
jucej vety. O

Veta 2.3.5 Trieda .£5_spga nie je uzavreta na reverz.

Dokaz. Vezmime jazyk L = {ab}"{¢,a}. Z charakterizicie .Z5_gpoa okamzite vyplyva, Ze
L € Z5_spga. Alejazyk LR je nekone¢ny a sticasne obsahuje okrem iného slova ba a aba, ¢o
znamend, Ze nie je splnend nutnd podmienka prisnej prechodovej vyvaZenosti z dosledku 2.2.1.
Teda LR ¢ ,,Z;,SEQA. U

Veta 2.3.6 Trieda .Z5_spga je uzavretd na prienik.

Doékaz. Nech Ly, L, € Z5_spga st prisne prechodovo vyvéZzené jazyky. Ak je aspor jeden z
jazykov L1, L, konetny, je konecny aj ich prienik, a teda L1 N Ly € ZL5_spga-

V pripade nekone¢nych jazykov Ly, Ly, ktoré majii aj nekoneény prienik, bude myslienkou
dokazu nasledovné: k dvom orientovanym cyklom cez vietky stavy diZok n; a np zostrojime
orientovany cyklus dizky nsn(ny,n7)? taky, Ze akceptuje prave slova z prieniku jazykov Li a L.
V pripade, Ze takyto cyklus nie je mozZné zostrojit/, je prienik L; N L, kone¢ny.

Nech st teda obidva jazyky L, L, nekone¢né. Potom prisne prechodovo vyvaZené automaty

Ay = ({PO/- . -/Pn1—1}12151/P0/Fl)/ Ay = ({7"0,...,Tnz_l},z,(52,7’0,F2)

také, Zze L(A1) = Ly, L(Az) = L, majua tvar orientovanych cyklov cez vsetky stavy, pri¢om
(po,u) Fi (pose), (o, 0) 2 (10, ).

(Predpokladame, Ze stavy st ocislované v poradi, v akom sa nachadzaji v cykle.)

5Symbolom nsn(a, b) oznatujeme najmensi spolo¢ny nasobok prirodzenych &isel a, b.



14 2.3 Uzaverové vlastnosti triedy £5_sroa

k

Ak neexistuju &isla k, I také, ze uf = ol (a teda aj k-ny = - ny), je jazyk L1 N L, konetna

mnoZina,® a preto L1 N L, € ZL5_SEQA-

Nech teda také k a I existuju, vezmime najmensie z nich (tj. kny = Iny = nsn(ny,ny)). Oz-
naéme w := u* = v!. Zostrojime prisne prechodovo vyvazeny deterministicky kone¢ny automat
A= (K,X,6,q0,F) taky, ze L(A) = L1 N Ly, kde

K = {qOr qi,--- anl—l}/
prechodova funkcia je pre vietky i € {0,...,kn; — 1} definovana ako
6(qi, wli +1]) = q(i11) mod kny
a mnozina akceptaénych stavov je

F= {5]1' | Pimodn, € F A Timodn, € FZ}-

(a) Automat Aj. (b) Automat A,. (c) Automat A.

Obrazok 2.1: Automaty A; a Aj st prikladom prisne prechodovo vyvaZenych automatov, ktorych akcep-
tované jazyky majt nekoneény prienik. Automat A je prisne prechodovo vyvazeny automat akceptujtci
tento prienik a zostrojeny konstrukciou z dokazu uzavretosti na prienik.

Este treba dokézat/, Ze naozaj plati L(A) = Ly N Ly:
C: Nech w € L(A). Potom musi existovat' r € Nai € {0,...,kn; —1},4; € F tak, Ze plati:

(g0, w) i—;{ml (qo, wlrkny +1...rkny +1i]) I—ZA (gi,€),

2

kde r je potet ,,otoceni” cyklu tvoriaceho automat A. Nech i = k'ny + i, pri¢om i’ je naj-
mensie prirodzené &islo s touto vlastnost'ou. Potom, ked'Ze plati uk = o aked’ze

rknq mod ny =0 a Knymodn; =0,

plati

(po,w) F5™ (po, w0l (rk 4+ K ymy + 1. (rk +K )y + 7)) Fy (pie). (23)

6Tato skutoénost’ vyplyva z toho, Ze pre l'ubovol'né dve &isla 111, 11, existuje ich najmensi spolo¢ny nésobok nsn(ry, 7).
Ked'Ze majti automaty A; a A, tvar orientovanych cyklov cez vSetky stavy, plati, Ze pre kazdy z tychto automatov existuje
préve jedno slovo dizky nsn(n;,17), na ktorom sa vypocet nezasekne (bez ohl'adu na to, & je z akceptovaného jazyka
alebo nie). Takéto slovo je ale pre oba automaty prefixom véetkych akceptovanych slov dizky aspori nsn(iy,1,), €o
znamend, Ze v pripade, Ze maju jazyky L; a L, nekone¢ny prienik, musi byt’ toto slovo pre oba automaty rovnaké.
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Ked'Ze q; € F, musi platit’ p; nod », € Fi. Aleimod ny = i, teda py € F; az (2.3) vyplyva,
Ze w € L(A;) = L;. Analogickym spésobom mozZno dokézat' w € L(Az) = Lp. Preto
w € L1 NLp.

I

Nech w € L1 N Ly. Potom plati

kynq

(po,w) 3™ (po,wlkym + 1. kyny +ia]) FL (pyy ),
kdek; € N,i; € {0,...,m — 1} a p;, € Fy, ako aj
(1’0, ZU) F’X:z (Vo,ZU[kzi’lz +1...kny+ 12]) "Zz (Fiz,&‘),

kdek, € N, ip € {0,...,np — 1} ar;, € F,. Ked'Ze st obidva vypolty na tom istom slove,
nutne musi platit’ kynq + iy = konp + ip = |w|, a teda aj

(klnl + 11) mod knq = (kznz + 12) mod kn; = ]

Z toho vyplyva, Ze
(90, w) =" (g5, €)- (24)
Taktiez plati
j= (k1n1 + il) mod kn; = k’lnl + iy (2.5)
a
j = (kzl’lz + iz) mod kn; = (kzi’lz + iz) mod In, = k/21’l2 + is. (2.6)

Z (2.5) a (2.6) vyplyva j mod ny = iy a j mod ny = ip.

Ked'Ze ale plati p; € Fy ar;, € F, z definicie mnoZiny akceptaénych stavov automatu A
vyplyva, Ze nutne musi platit' q; € F. Z (2.4) potom vyplyva, Ze w € L(A), ¢o bolo treba
dokézat'.

O

Veta 2.3.7 Trieda .Z5_spoa nie je uzavretd na komplement.

Doékaz. Uvazujme jazyk L = {¢,a} nad abecedou £ = {a}. Ked'Ze ide o koneny jazyk, nutne
L € % spoa- Jazyk L© = {a}*{a} v8ak nevyhovuje charakterizécii z vety 2.2.2, a teda nemoze
byt prisne prechodovo vyvazeny. O

Veta 2.3.8 Trieda .5_spga nie je uzavretd na homomorfizmus.

Dékaz. Vezmime L = {ab}*{a}. Zrejme L € Z5_spoa. Vezmime homomorfizmus h definovany
ako

h(a) = a,
h(b) = e

Jazyk h(L) = {a}*{a} = {a}" nevyhovuje charakterizdcii z vety 2.2.2, a teda nie je prisne pre-
chodovo vyvazeny. g

Veta 2.3.9 Trieda .5_spga nie je uzavretd na inverzny homomorfizmus.
Dokaz. Vezmimejazyk L = {a}" € % s EQA @ homomorfizmus h definovany nasledovne:

h(a) = g,
h(b) = a.

Plati h =1 (L) = {a,b}", ¢o evidentne nie je prisne prechodovo vyvéZeny jazyk. O
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2.3 Uzaverové vlastnosti triedy £5_sroa




Kapitola 3

Vyvazené automaty

V predchddzajticej kapitole sa praca zaoberala automatmi, ktoré na kaZdom akceptovanom slove
pouziju (aZ na konstantny rozdiel) kazdy prechod rovnako vel'a rdz, ako aj jazykmi, pre ktoré
takéto automaty existuji. V tejto kapitole sa podmienka kladend na rovnomerné vyuzivanie
prechodov o nie¢o zmierni — nebude sa pozadovat’ rovnomernd zéat'az prechodov na kazdom
akceptovanom slove, ale na vietkych akceptovanych slovach uréitej dizky dohromady.

V nasledujtcej Casti sa definuji dva typy rovnomerne zat'aZenych automatov a k nim pris-
lachajucich jazykov — prechodovo vyvédzené automaty (a k nim prislichajtce jazyky tvoriace
triedu .Z5_gpa) a slabo prechodovo vyvézené automaty (a k nim prisltchajice jazyky tvoriace
triedu Z5_wepa). Na slabo prechodovo vyvézené automaty sa nebudt klast’ az také silné poZia-
davky, ako na prechodovo vyvazené automaty.

V ¢asti 3.9 bude dokazané tvrdenie, ktoré da do stvisu definiciu .£5_gg 4 s definiciou stavovej
vyvazenosti uvedenej v [9].

3.1 Definicie prechodovej vyvazenosti

Oznatenie 3.1.1 Nech A = (K, %, 4, qo, F) je deterministicky koneény automat, nech L C L(A) je
kone¢ny jazyk. Symbolom #4[q, ¢, q’, L] (pripadne len #[q,c,q’, L]), kde (g,¢,q') € D4 ozna&ime
hodnotu

#A [q’ C’ q// L] = Z #A [‘7/ C/ 5]// w]
weL

Definicia 3.1.1 Nech A = (K, %, 6, qo, F) je deterministicky kone¢ny automat. Kvocientom vyviZe-
nosti pre slova dlzky n nazveme hodnotu

_ming, . nep (#lp e, p/, L(A) NZY) +1
max(qrd/q/)GD (#[q/ d/ q/, L(A) N Zi’l]) + 1 .

Ba(n)

Cislo jedna sa v menovateli pripo¢itava z doévodu, aby bol vyraz definovany pre kazdy au-
tomat A a pre kazdé n, v Citateli sa ¢islo jedna pripocitava preto, aby mal kvocient vyvaZenosti
B4 (n) pre n také, ze L(A) N X" = @, hodnotu 1.

Pre n — oo su tieto konstanty okrem pripadu L(A) N X" = @ nepodstatné, ked'Ze na hod-
notach n takych, Ze v akceptovanom jazyku je aspoii jedno slovo, sa aspori hodnota maxima
zrejme bliZi k nekone¢nu.

Definicia 3.1.2 Nech A = (K, %, 6, o, F) je deterministicky kone¢ny automat. Mierou vyvdZenosti
automatu A nazveme hodnotu
BA = liminfBA(n).
n—oo
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Miera vyvézenosti vyjadruje ,spravanie sa” kvocientov vyvézenosti pre slové dizky n v pri-
pade, Ze n — oo. Pre B4(n) vSak nie je zarucend existencia limity (¢o je pripad napriklad au-
tomatu z prikladu 3.1.1). To je d6vod, preco je miera vyvaZenosti definovand ako limes inferior.
V pripade, Ze existuje limita, md limes inferior hodnotu tejto limity. V pripade, Ze limita neexis-
tuje, vyjadruje limes inferior ,,najhor$i mozny pripad.” V Casti 3.7 v8ak ukdzeme, Ze na n takych,
Ze L(A) N X" # @ této limita vZdy existuje a je rovna By.

Definicia 3.1.3 Automat A = (K, %, J, qo, F) nazveme prechodovo vyvdiZeny, ak plati B4 = 1.

Definicia 3.1.4 Regularny jazyk L nazveme prechodovo vyvdZeny, ak existuje prechodovo vyva-
Zeny automat A taky, Ze L(A) = L. Triedu v8etkych prechodovo vyvézenych jazykov budeme
oznacovat' L5 _poa-

Definicia 3.1.5 Automat A = (K, %, J, qo, F) nazveme slabo prechodovo vyviZeny, ak plati B4 > 0.

Definicia 3.1.6 Regularny jazyk L nazveme slabo prechodovo vyvdZenyj, ak existuje slabo precho-
dovo vyvazeny automat A, pre ktory plati L(A) = L. Triedu v8etkych slabo prechodovo vyva-
Zenych jazykov oznac¢ime Zs_wEgQa-

Kym definicia prechodovo vyvaZeného automatu je formaliziciou poziadavky, aby rozdiel
medzi poc¢tom vyuZiti vietkych dvojic prechodov bol zanedbatel'ny, definicia slabo prechodovo
vyvazeného automatu pozaduje iba neexistenciu dvojice prechodov, z ktorej pocet pouZiti jed-
ného je zanedbatelny oproti po¢tu pouZiti druhého. Priamo z definicii tychto tried vyplyva,
ze Z5_roa € Z5_weQa- Slabo prechodovo vyvaZzené automaty st teda rozsirenim triedy pre-
chodovo vyvédzenych automatov. Ich vyznam, odhliadntic od skuto¢nosti, Ze ide o novy po-
hl'ad na prechodovt vyvaZenost/, spoc¢iva v tom, Ze majt jednoducht charakterizciu (dokaza-
na v ¢asti 3.3) umoziujtcu o nich dokazat’ rad tvrdeni, ktoré pre vSeobecnejsie triedy neplatia.
Pri stadiu prechodovo vyvaZenych automatov je potom mozné vopred predpokladat’ ich slabu
prechodovii vyvazenost' a opierat’ sa tak o vlastnosti slabo prechodovo vyvazenych automatov.
Tato metdda sa ukdze obzvlast u¢innd pri dokazoch analytickych vlastnosti hodnot [L(A) NX"|
at#q,c,q',L(A) N "] (Cast 3.6), ako aj pri dokaze uzaverovych vlastnosti triedy .Z5_goa (Cast
3.11).

Priklad 3.1.1 UvaZujme automat A; = (Kq,%1,01,901, F1), kde K1 = {q0,91,92}, £1 = {a,b},
901 = g0, F1 = {q0} a pre prechodovu funkciu plati:

61(g0,a) = @
or(q,a) = g
o(q,b) = @
61(q2,a) = qo.

Zjavne plati L(A1) = {aaa,aba}".

Ak nmod 3 € {1,2}, tak potom neexistuje Ziadne slovo dizky n z L(A;) a kvocient vyvaze-
nosti ma pre slova diiky n hodnotu 1. Ak je n mod 3 = 0, teda plati n = 3k, tak ma kvocient
vyvaZzenosti pre slové dlzky n hodnotu

. ok
min, . yep(Twer(aynze #lp o p'w)) +1 - 1+ Z;'C:OJ(]‘) k2Rl

B = = = .
(1) max (g 4 41ep (Lwer(ay)nsr #4,4, 4, w]) +1 1+ k2k k2k +1

Prvy krok vypoctu By, (n) je iba rozpisanim By, (1) zo svojej definicie. V druhom kroku sa vy-
pocitala minimalna a maximalna hodnota zat'aZenia prechodu, minimdlna sa ziskala ako za-
taZenie niektorého z prechodov (g1, 4,42) alebo (41, b, q2), maximdlna ako zat'aZenie niektorého
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Vyvazené automaty

Obrazok 3.1: Automat A; akceptujici jazyk L(A1) = {aaa,aba}*. Miera vyvaZenosti tohto automatu je
B4, = 3, preto automat nie je prechodovo vyvéZeny, ale je slabo prechodovo vyvaZeny.

z prechodov (g9, a,41) alebo (42,4, o). Treti krok pozostava len z vypoctu jednoduchej sumy

k k k k
[k [k j(k k-1 -1
Z]() = Z]() :kZ() =k)_ ( ) = k2k-1.
j=0 \J j=1 \J j:lk J =1 =1
Zjavne neexistuje limita B4, (1) pre n — co. Av8ak taktiez zjavne plati

limsup By, (1) =1

n—oo

a pre mieru vyvazZenosti plati
k2141 kzkl+2 : 1.1
2 =5

B, =1i fB lim ———— —of 7 T Jim
Ay = lminfBa, (n) = lim =op== = lim = +k—>ook2k+1 2

n—oo

Automat A; teda nie je prechodovo vyvazeny, ale je slabo prechodovo vyvazeny

Priklad 3.1.2 Nech A; je automat definovany nasledovne: Ay = (Ky, X, 02,402, F2), kde K; =
{q0,91}, 22 = {a,b},q02 = q0, 2, = {40, 91} a prechodové funkcia je definovana ako

62(q0,a4) = qo
52(q0,b) = @
o02(q1,b) = q1.

Automat A otividne akceptuje jazyk L(A,) = {a'b/ | i,j > 0}.

8-

Obrazok 3.2: Automat A akceptujtci jazyk L(A) = {a'b/ | i,j > 0}. Miera vyvaZenosti tohto automatu je
By, = 0, teda automat nie je ani prechodovo vyvéazeny, ani slabo prechodovo vyvazeny.

Pre pevnu dizku slova 7 je kazdé akceptované slovo dizky n jednoznatne uréené poctom
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vyuziti prechodu (qo, 4, qo). Teda plati

#[qO/alqOr (AZ mzn Zk,
k=0
#90,b,q1,L(A2) NE"] = n—1,
—1
#[qlrb/qlrL(AZ)mZn] = Z(Tl—k—l)
k=0

Zjavne, maximdlne zat'aZeny je prechod (qo,4,qo) a minimdlne zat'azeny je prechod (qo,b,q1),
preto plati

B (n) = 1+n—-1 n _ 2n
S SRy T IR TS VR X

tize ,
n

By, = liminf — = =

D 2

To znamend, Ze automat A; nie je ani prechodovo vyvéaZzeny, ani slabo prechodovo vyvazeny.

Priklad 3.1.3 Vezmime automat A3 = (K3,X3,d3,q03, F3), kde Kz = {q0,...,q9}, X3 = {a,b},
903 =q0, F5={q0} a

93(qo0,a) q1,
5(q1,8) = qo,
5(q2,8) = qa,
55(q3,4) = qa,
5(q4,8) = g5,
5(q5,4) = qo,
5(q0,0) = qu,
5(q1,0) = qe,
5(q6,0) = q7,
9(q7,0) = 4gs,
55(q8,0) = qo,
55(q9,0) = qo.

Obrizok 3.3: Automat A3 akceptujci jazyk L(Az) = {a®, b°,ab®, ba®}". Miera vyvazenosti tohto automatu
je Ba, = 1, teda automat je prechodovo vyvazeny.
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Pre n také, ze n mod 6 € {1,2,3,4,5} zrejme neexistuje Ziadne slovo w € L(A3) tak, Ze |w| =
n,a preto Ba, (n) = 1. Zaujimavy je teda len pripad n mod 6 = 0.

Nech teda n = 6k. Cely akceptainy vypotet jednoznaéne uréuji postupnosti cyklov o dizke
6, ktoré sa pocas neho vykonali. Celkovo sa mozu striedat’ styri cykly. Kazdym prechodom
prechadzajt prave dva cykly. Preto pre kazdy prechod (g,¢,q") € D plati

k
n 2 k— kz kp~k— k
[q’cq LA?) ﬂz ]( )2]2 ]_2 ](]):2]{2 1254’

j=1

a ked'Ze je tato hodnota pre kazdy prechod rovnakd, nutne B4, = 1, ¢o znamend, Ze automat A3
je prechodovo vyvéazeny.

3.2 Vypocet miery vyvazZenosti pomocou rekurentnych vztahov

V tejto Casti bude opisany univerzalny spdsob, ako pomocou matematického vypoctu ziskat’
uzavrety tvar pre

|IL(A)NZ"| a #4lg,c,9', L(A)NZ"], kde (g,¢,q9') € D4.

To znamen4d, Ze bude moZné presne vypocitat’ kvocient vyvazenosti pre dané  a, ¢o je podstat-
nejsie, vypocitat’ aj celkovt mieru vyvaZenosti len pomocou vypoctu limity.

Sposob vypoctu |L(A) NE"| a #[q,c,q’, L(A) N E"] je zaloZeny na rieSeni zaliato¢nej tlohy
homogénneho systému linedrnych rekurentnych vzt'ahov prvého rddu s konstantnymi koefi-
cientmi.

Oznacdenie 3.2.1 Nech A = (K,%, 4,4, F) je kone¢ny automat, nech g € K. Potom symbolom A‘7
oznac¢ime automat

Ay = (K,%,6,q,F),

tj. automat, ktory sa oproti pévodnému automatu A lisi len tym, Ze jeho pociatoény stav je g

namiesto! go.

Oznatenie 3.2.2 Nech A = (K, %, 4, qo, F) je konetny automat. Nech K = {qo, ..., 1} Potom,
prei € {0,...,m—1},(q,¢,q4') € Dan € N oznac¢ime

Wl.(n) = |L(Aql)ﬂzn|,
Ti(q’c’q ) = #a,la,¢,0' L(Ag) NZ"].

Poznamka 3.2.1 Pre A = (K,%,0,q0,F) sK = {qo,...,qm—1} zrejme plati [L(A) NZ"| = Wp(n) a
#alg,¢,q, L(A)NZ"] = T (n).

Veta 3.2.1 Nech A = (K, %, 0,4, F) je kone¢ny automat, nech K = {qo,...,q,—1}. Potom pre
funkcie

WO/' . -/Wm—l

ISamozrejme je moZny aj pripad g = qo.
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plati nasledujtici systém rekurentnych vzt'ahov:

Wo(n) = ) Wi(n —1)
(c,i)exx{0,...,m—1}
(70,c,9:)€D

Wi(n) = Y Wi(n —1)
(c,i)exx{0,....,m—1}
(q1,0,4:)€D

Wy—1(n) = ). Wi(n—1)
(c,i)exx{0,...,m—1}
(qm-1,9:)€D

so zadiatoénymi podmienkami

: o 1 ak gi € F
Wi(0) = { 0 inak '
Dékaz. Tvrdenie vyplyva bezprostredne z definicii pouzitych konceptov. g

Veta 3.2.2 Nech A = (K, %, 5, qo, F) je konetny automat. Nech K = {qo, ..., qm_1},nech (q,¢,q') €
D, nech g = g;, 9" = q;. Potom pre funkcie

(9.c4") (9.4
T," ), T

m—

plati nasledujtci systém rekurentnych vzt'ahov:

Té’%%’) (n) _ Z Tk(q'c'q,)(n _ 1)
(d)€xx{0,...,m—1}
(90.4,9x)€D
Tl(q’c’q )(n) —_ 2 Tk('?rch )(n _ 1)
(dk)€xx10,..,m—1}
(q1.4,95)€D
T () = Win—1)+ y T (n — 1)
(dk)exx{0,...,m—1}
(qird/ﬂk)GD
Taed) oy~ 7)) 1
m—1 (Tl) Z k (1’1 )
(d)exx{0,...,m—1}
(Gm—1.4.9k)

so zaciato¢nymi podmienkami

T}Sﬂ,crq’)(o) =0Vke{0,..., m—1}.

Dékaz. Tvrdenie je zrejmé. O

Predoslé dve vety hovoria, Ze uzavreté tvary pre |[L(A) NZ"| a #[q,c,q', L(A) N "] je moZné
vypocitat' na zdklade rieSenia zaciato¢nej tlohy homogénneho systému linedrnych rekurentnych
vzt'ahov prvého radu s konstantnymi koeficientmi.

Poznamka 3.2.2 Treba si uvedomit, Ze zatial' ¢o systém pre W je systémom |K| rekurentnych
vztahov o |K| neznamych funkciach, systém pre T(9¢4) je systémom 2| K| rekurentnych vzt ahov
0 2|K| neznamych funkcidch, ked'Ze v skuto¢nosti v fiom vystupuje aj systém pre W.
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Pozndmka 3.2.3 Zjavne, kazdy homogénny systém linedrnych rekurencii prvého radu s kons-
tantnymi koeficientmi je moZné pomocou matic a vektorov napisat’ ako

Xn = A : xi’l*l/

pri¢om na xo mdzu byt kladené zaciato¢né podmienky. Konkrétne, systém pre W moZno napisat’
ako
Xn =D xp_q,

kde A je prechodova matica automatu A a stipcovy vektor x, je definovany ako
Xy = (Wo(n), ..., Wy_1(n))T.
Systém pre T34 je mozné pre I'ubovolné (g,¢c,q’) € D napisat’ ako
Yn = A/(q,c,q/) “Yn-1,

/
kde A (@.0d)

[K| x |[K| prvkov je identickych s maticou A, Tavych dolnych [K| x |K| prvkov tvoria nuly a
pravych hornych |K| x |K| prvkov je (pre ucely tohto pozorovania) nepodstatnych, a kde stlp-
covy vektor i, je definovany ako

je matica 2|K| x 2|K| takd, Ze l'avych hornych |K| x |K| prvkov a pravych dolnych

yo = (T (), .., T (n), Wo(n), . .., Wy_1 (n))T.

Nasledujtici priklad ukazuje, ako je moZzné jednoduchsie z takychto systémov riesit’ ad hoc
metédami a demonstruje vypocet hodnoty |L(A) N X"| pre dany automat. Dal$ie partie textu
potom obsahujti vSeobecnti metédu na rieSenie takychto systémov.

Priklad 3.2.1 Uvazujme automat A = (K,%,6,49¢,F), kde K = {q0,91,92,93}, £ = {a,b}, F =
{q0}, a kde pre prechodovu funkciu plati

5(q0/a) = ‘111
S(qr,a) = q2,
d(q2,a) = g3,
5(q3/b) = QZ/
3(q2,b) = q,
3(q1,b) = 4o
b b b
) ———0 ——C

Obrazok 3.4: Automat A.

Systém rekurentnych vzt'ahov z vety 3.2.1 ma pre dany automat A nasledujuci tvar:

Wo(n) = Wi(n—1), 3.1)
Wi(n) = Wo(n—1)4+Wa(n—1), (32)
Wy(n) = Wi(n—1)+Ws(n—1), (3.3)
Ws(n) = Wa(n—1), (34)
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pri¢om zatiatoéné podmienky st Wy (0) = 1, W1(0) = 0, W,(0) = 0, W3(0) = 0. Dosadenim (3.1)
do (3.2) a (3.4) do (3.3) dostdvame upraveny systém

Wi(n) = Wi(n—2)+Wy(n—1), (3.5)
Wo(n) = Wi(n—1)4Wy(n-2), (3.6)

so zaliatoénymi podmienkami (po tprave sme dostali rekurencie druhého radu) W;(0) = 0,
Wi(1) =1, Wp(0) = 0a W,(1) = 0. Po s¢itani (3.5) a (3.6) dostdvame

Wi(n) + Wao(n) = [Wi(n —1) + Wa(n — 1)] + [Wy(n — 2) + Wa(n — 2)],

¢o spolu so zacdiatoénymi podmienkami Wi (0) + W,(0) = 0a Wy(1) + Wy(1) = 1 znamenad, Ze
Wy (n) + Wa(n) = F,, kde F, je n-té Fibonacciho &islo. Z toho vyplyva, Ze plati

Wa(n) = Fy — Wi(n),
¢o znamend, ze pre Wy (n) plati nasledujtica rekurencia:
Wi(n) =Wy(n—2)+F,_q1 —Wi(n—1),
z ¢oho
Wi(n) +Wi(n—1) = Wi(n—2) = F,,

a teda
Wi(n+2) +Wi(n+1) — Wi(n) = Fppa. (3.7)

Nech B(z) je oby¢ajna vytvérajuca funkcia pre Wy (n). Z (3.7) potom vyplyva, Ze plati

B(z)—z+B(z) B 1

P By = —
z2 z (2) 1—z—22

Po prenésobeni rovnosti hodnotou z? dostdvame
2 22
B(z) —z+2zB(z) —z°B(z) =
(2) — 2 +2B(z) - 2B(2) = -———

a po d'alsich dpravach
z(1 —2?)
(1—z—-22)(14z—-22)

Po rozklade zlomku z predchddzajticej rovnosti na parcidlne zlomky dostdvame

B(z) =

1 1
2% 2%

B p—
(2) 1—z—22 14z-—22

1
= 2(F(z) ~ F(~2)),
kde F(z) je vytvarajaca funkcia pre postupnost’ Fibonacciho &isel. Z toho vyplyva, ze
1
Wi(n) = 5 (Fa + (-1)"E,),

a teda
IL(A) N = Wo(n) = Wa(n —1) = 2 (Fut + (~1)"Eya).

Priklad teda ukézal, ako je mozné vyrie§it’ systém rekurentnych vzt'ahov pomocou jeho zjed-
nodusovania roznymi dpravami. Pre zloZitejSie systémy (akym moZe byt Co i len systém pre
#[g,¢,q', L(A) NX"]) st v8ak takéto metddy prili§ pracné. Preto vznika potreba najst’ univerzalny
spOsob rieSenia takychto rekurencii.



Vyvazené automaty 25

V nasledujiicom sa teda bude praca zaoberat’ vSeobecnou metédou rieSenia systémov linear-
nych rekurencif prvého radu s konstantnymi koeficientmi. Podrobnosti mozno néjst’ napriklad v
[1] alebo v [8]. Budud pouzité niektoré pojmy z linedrnej algebry, ktorych definicie je mozné najst
napriklad v [15] alebo [13].

Veta 3.2.3 (Cayley, Hamilton) Nech A je matica n x n nad polom C. Nech p(x) je charakteri-
sticky polyném matice A. Potom p(A) = 0.

Doékaz. Mozno néjst’' v [15] alebo v [13]. O

Veta 3.2.4 Nech x, = Ax,_; je homogénny systém linedrnych rekurentnych vzt'ahov prvého
rddu s konstantnymi koeficientmi. Potom pre x; (a teda aj kazdu jeho zlozku) plati rekurentny
vztah

Xk = —(Ck—1Xpth—1 + - F €141 + C0Xn),

kde
x4 ck_lxkf1 +...+cax+c

je charakteristicky polyném matice A.
Dokaz. Z Cayleyho-Hamiltonovej vety vyplyva, Ze plati
AR = (e AR 4 A ool).
Vyndasobenim rovnosti maticou A" (napriklad sprava) dostdvame
AR = (e AT AT o AT
a vynésobenim sprava stipcovym vektorom xy dostdvame
A Rxo = — (e A" g + L+ g A xg + oA x). (3.8)

Ale zo vzt'ahu x,, = Ax,_1 priamociaro vyplyva x,, = A"xp, ¢o znamend, Ze (3.8) mozno prepisat’
v tvare

Xpk = —(Ck—1%p1k—1 + -+« T C1X41 + COXn),
¢o bolo treba dokézat'. O

Uvedené tvrdenie vlastne poskytuje ndvod, ako zredukovat’ homogénny systém linedrnych
rekurencii prvého radu na jednu linedrnu homogénnu rekurenciu vyssieho radu. T4 sa vSak da
riesit’ Standardnym sp6sobom uvedenym napriklad v [1] alebo [8]. To znamend, Ze je vybu-
dovany aparét na vypocet uzavretého tvaru pre |[L(A) NX"| a#[g,¢c,q', L(A) NZ"].

Lema 3.2.1 Nech A = (K, %, 4, qo, F), nech A je prechodovéd matica automatu A, nech A’(q o) je
matica vytvorend rovnako ako v poznamke 3.2.3. Nech p(x) je charakteristicky polyném A, nech

p’(x) je charakteristicky polyném A’(q ¢.q)- Potom platf

Dékaz. Stadi si uvedomit, Ze pri vypocte determinantu p’(x) = \A’( — xI| sa nijakym

q.c4")
spdsobom nemoze zapotitat’ ziaden z |K| x |K| pravych hornych prvkov matice. Tie sa totiz
zakonite ndsobia s niektorym z |K| x |K| l'avych dolnych prvkov matice, a tie st vSetky nulové.
Vysledny determinant ma teda tvar sti¢inu determinantov I'avych hornych a pravych dolnych
|K| x |K| prvkov, ale to nie je ni¢ iné ako |A — xI|? = (p(x))?.
Pri procese vypoctu systémov rekurentnych vzt'ahov je jedind informécia, ktort treba vediet’

o maticiach A’(q oq) jej charakteristicky polyném. Podla predchddzajiicej lemy je ale charak-

teristicky polyném takychto matic rovnaky pre vsetky (g,c,q') € D. To znamend, Ze moZno
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hovorit’ skritka o matici A’, pricom konkrétny prechod, pre ktory bola dand matica vytvorena,
zostane neznamy. V takomto pripade je moZné o matici A’ uvazovat’ ako o I'ubovol'nej z matic
A/(q,c,q/) pripadne ako o I'ubovol'nej z matic, ktorych charakteristicky polyném je druhou mocni-
nou charakteristického polynému matice A.

Met6du vypoctu uzavretého tvaru |[L(A) N X"| teda moZno zhrnut' v nasledujacich bodoch:

1. Systém rekurentnych vztahov z vety 3.2.1, z ktorého mozno vypotitat' |[L(A) N X"|, za-
piSeme v maticovom tvare
Xn = A- Xn—1,

kde A je prechodové matica automatu A.

2. Vypotitame charakteristicky polyném matice A a napiS§eme rekurentny vzt'ah |K|-teho stup-
1a, ktory ma rovnaky charakteristicky polyném.

3. VyrieSime ttto rekurenciu klasickymi metédami, so zac¢iato¢nymi podmienkami zistenymi
preberanim vetkych vypoctov dlzky najviac |K| — 1. Toto rieSenie je aj rieSenim systému z
vety 3.2.1.

V skuto¢nosti v8ak nie je nutné spominany rekurentny vztah |K|-teho stupnia riesit’ explicitne.
Ma totiz rovnaky charakteristicky polyném ako matica A, a teda je moZzné vseobecné rieSenie
systému z vety 3.2.1 ziskat' priamo faktorizdciou charakteristického polynému matice A. Pri
procese rieSenia je teda mozné vynechat’ jeden medzikrok.

Pre #[q,¢,q', L(A) N £"] je moZné proces rieSenia zhrnut' nasledovne:

1. Systém rekurentnych vztahov z vety 3.2.2, z ktorého je mozné vypocitat’ #[g,c,q’, L(A) N
Y], zapiSeme v maticovom tvare
]/n = A/ : ]/ n—1,
kde A’ je matica, ktorej charakteristicky polyném je druha mocnina charakteristického po-
lynému prechodovej matice A.

2. Vypotitame charakteristicky polyném p(x) matice A a charakteristicky polyném p’(x) mat-
ice A ziskame ako (p(x))2. Napiseme rekurentny vzt'ah 2|K|-teho stuptia, ktorého charak-
teristicky polyném je p’(x).

3. Tento rekurentny vzt'ah vyrieS§ime, pricom zaciatocné podmienky uréime preberanim vset-
kych vypoctov dlzky najviac 2|K| — 1. RieSenie tohto rekurentného vztahu je aj rieSenim
systému z vety 3.2.2.

Opét plati, Ze je moZné vynechat’ medzikrok pozostdvajtci z explicitného pomenovania a riese-
nia rekurencie 2|K|-teho stupnia.

Priklad 3.2.2 Univerzédlnu metoédu vypo&tu uzavretého tvaru pre |[L(A) NE"| a #[q,c,q9’, L(A) N
X", vyplyvajucu z predchadzajtcich tvrdeni, ilustrujeme na priklade. Nech A = (K, %, 6, qo, F) je
deterministicky kone¢ny automat z prikladu 3.2.1, v ktorom bola opisand ad hoc metéda vypoctu
uzavretého tvaru pre |L(A) N X"|. Teraz bude uvedeny vypoclet tohoto uzavretého tvaru uni-
verzalnou metédou.

Ako bolo konstatované v priklade 3.2.1, systém rekurentnych vztahov pre |[L(A) N X"| ma
tvar

Wo(n) = Wi(n-1),
Wi(n) = Won—1)+Wa(n—1),
Wo(n) = Win—-1)+Ws(n-1),
Wi(n) = Wy(n—1),

kde Wj(n) = |L(A;) NX"|, ¢ize |L(A) N X" = Wp(n). Ide teda o systém $tyroch rekurent-
nych vzt'ahov o Styroch nezndmych funkcidach Wy, Wy, W, a W3, ktory sa zredukuje na jeden
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rekurentny vzt'ah stvrtého stupnia o jednej nezndmej funkcii Wy. Preto je potrebné uviest’ Styri
zatiatotné podmienky, ktoré mozno vypocitat’ postupnym preberanim vsetkych vypoctov na
slovach dlzok 0 az 3. Takymto postupom dostdvame:

Wo(0) =1, Wo(1) =0, Wo(2) =1, Wo(3) =0. (3.9)
Néjdeme najprv vieobecné riesenie daného systému rekurencii. Oznatme ako x, stipcovy vektor

xn = (Wo(n), Wy (n), Wa(n), Wa(n))T.

Dany systém rekurencii md potom tvar

Xn = " Xn—1,

[ el ]
O R O
—_ O = O
ORr OO

pri¢om matica pouZzitd v tomto vzt'ahu je prechodova matica A.

Zredukujme tento systém rekurentnych vzt'ahov podl'a vety 3.2.4 na jeden rekurentny vzt'ah
$tvrtého radu. Charakteristicky polyném matice A m4 tvar:

-x 1 0 0
. 1 —X 1 0 _ 4 2
|A —xI| = 0 1 —x 1 |TX 3x° +1.
0 0 1 —x
Z toho vyplyva, Ze plati rekurentny vzt'ah
Xpia = 3Xn42 — Xn,
Cize plati aj
Wo(n + 4) = 3W0(7’l + 2) — W()(Vl). (3.10)

Charakteristicky polyném tohto rekurentného vzt'ahu je rovnaky ako charakteristicky polyném
prechodovej matice:

Preto ma veobecné rieSenie rekurencie 3.10, a teda aj celého systému rekurentnych vztahov?
tvar

Wo(n) = C1<1+2\@> +c2 (12\£> +c3 (12\@> +cy (1;\6) =

= O <1+2\/§> +c2 (1_2\/§> +(_1)n [Cg <1+2\/§) + 4 (1_2\/§> ]

Z predchdadzajiceho vSeobecného rieSenia a zaciatoénych podmienok (3.9) potom vyplyva jed-

ZPokial za riefenie povaZujeme len Wy(n). RieSenia pre ostatné W;(n) je véak moZné njst’ analogickym spdsobom.
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noduchy systém linedrnych rovnic o styroch nezndmych ¢y, c2, c3 a ¢4:

c1<1+\/§>0+62 <1_\/B>O+C3 <_1_\/5)0+c4 <
2 2 2
c1<1+2\@> +cz<1_2\/§> +c3 <_1;\/§> + 4

2 2 2
cl<1+\/§> +c2<1_\@> +C3<_1_\@> +c4<_142”/g

|
—
K

Il
—
~

2 2

3 3 3
C1 <1+2\/§> +co <1_2\/§> +c3 <_1;\/§> +cq

RieSenim tohoto systému moZno ziskat’ nasledujtice hodnoty:

|
o

—
I
L

1 1
Cl=03=—F7—"T—"7-, Ch = Cgp = —
TR Aa+vB) T B (1—B)
Z toho potom vyplyva, Ze

1 (1Y 1 (15!

el = 2 5( ’ ) 2'n51( ’ ) y n—1
Sy | (BT 1 (=BT
+ (=7 2-5(2) 2-\/5(2) }’

tpravou ¢oho dostdvame

IL(A) A" = Wo(n) = 2 (Fy 1+ (~1)"Fa 1),

¢o sa zhoduje s vysledkom ziskanym v priklade 3.2.1.

Ako priklad vypoctu uzavretého tvaru pre postupnosti typu #{q, ¢, 4, L(A) N "] uvedieme
vypocet uzavretého tvaru pre #[qo,a, 41, L(A) N Z"].

Systém rekurentnych vzt'ahov zostaveny rovnako ako vo vete 3.2.2 md v tomto pripade tvar:

Téqo,am)(n) _ W1(n—1)+T1(q0’a’q1)(n—1),
Tl(‘ioﬂ/‘h)(n) _ Téﬁorﬂr‘h)(nil)+T2('10r'1/‘11)(n71),
Tz(‘ioﬂflh)(n) —_ Tl(%rﬂr‘h)(n_l)+T§‘10rﬂr‘h)(n_1)’
Téqoﬂrql) (n) _ Tz("lofﬂrfil) (n _ 1)’
Wo(n) Wi(n—1),
Wi(n) = Wo(n—1)+Wa(n—1),
Wz(?’l) = Wl(n—1)+W3(n—1 ,
Wg(n) = Wz(n — 1).
Matica A/(qo 0a1) ma teda v tomto pripade tvar
01 00O01O00O0
101 000 O0O
01 0100O00O0
Al | 001000O0O0O0
(o) " 0O 0O OO O 1 0O
000 O0O1O0T1O
0 000 O0T1O0T1
0 000OO0OT1FPO0
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a maticovy zapis daného systému rekurencii s neznamymi funkciami

T,

je
010007100
10100000
01010000
oo 100000
Y"=100000100 | ¥V
000010T10
00000O0T1TQ01
00000O0T0O0
kde

Y = (TS (), TS (), Wo(n), . .., Wa(n))T.

Dany systém rekurencii sa zredukuje na jednu rekurenciu 6smeho rddu o jednej nezndmej funkcii

A . . NN : o
Téqo fh), ¢o znamend, Ze treba uviest’ osem zaciato¢nych podmienok. Tie st:

~

~

T{70401) 0) = 0,
{0 (1) = o,
7{90.2.1) 2) = 1,
T @) = o,
T g) = 3,
(5) 0
(6) 9
(7) 0.

Teraz moZzno pristapit’ k rieSeniu daného systému rekurencii. Charakteristicky polyném matice

A/(qo,a,ql) je podl'alemy 3.2.1 rovny
2 ) , i
L B IR Rl I P B
= 5 . 2 :
To znamend, Ze vSeobecné rieSenie pre Téqo'“"h) je:

n n n
T () = 61n~<1+2\@> +C2n.<1_\/5> +63n.<_1—;\/5> +

n n n
-1-5 14+5 1-5
Cc4n - ( > ) +c5 ( > ) + Cq ( > +
n n
c 771 + \/5 +c 771 — \@
7 2 8 2 '
Ostéva zo zaciato¢nych podmienok dour¢it’ hodnoty ¢y, ..., cg. MoZno tak ucinit’ rieSenim sys-

tému 6smych linedrnych rovnic o 6smych neznamych. Tento krok prenechdvame citatel ovi.
Opakovanim rovnakého postupu pre ostatné prechody a naslednym porovnanim koeficien-

.....

+

+

automatu A.
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3.3 Charakterizacia triedy -%5_wroa

Veta 3.3.1 Automat A so stivislou grafovou reprezentaciou je slabo prechodovo vyvéazeny prave
vtedy, ked’ je jeho grafova reprezenticia silne stivisld alebo ked’ akceptuje kone¢ny jazyk.

Doékaz. Pre automaty akceptujiice kone¢ny jazyk tvrdenie zjavne plati, lebo existuje také ng,
Ze pre v8etky n > ng je By(n) = 1, ¢ize B4 = 1. Dalej preto budeme uvaZovat’ len automaty
akceptujtce nekoneény jazyk.

=: Nech grafova reprezentacia automatu A nie je silne stvisla. Zo stvislosti grafovej reprezen-
tacie vyplyva, Ze v nej existuje hrana spéjajica dva ré6zne komponenty silnej savislosti. Této
hrana zodpovedd niektorému prechodu (p,c,p’) € D, ktory zrejme nemdZe byt pocas
vypoctu pouZzity viac nez raz. To znamen4, Ze

#[p,c, v, L(A)NZ"] < |[L(A)NZ"|.
Dalej plati, Ze potet vietkych pouZiti prechodov pri vypottoch dizky 7 je

Y. #lg.dq,L(A)NE"] =n|L(A)NZ"|,
(9.d.,4")eD

z ¢oho vyplyva, Ze

max #[g,d,q',L(A) NZ"] = ©(n)|L(A)NZ"|
(9.4d,9")€D

(poriadne je toto tvrdenie dokdzané v leme 3.6.1). Pre automaty, ktoré akceptuji nekone¢ny
jazyk existuje nekonec¢ne vel'a n takych, Ze

IL(A)NZ"| > 0.

Potom ale plati

min / #p,c, v, L(AYNZH]) +1 n
B,y — liminf (pep)en (#lp, e, p', L(A) NZ)  liminf LA NZ"] +1

= O,
n=eos maX(qqq0ep (#q,d,q', LIA) NE]) +1 7 “nmee O(n)|L(A) NZ| +1

¢iZe automat nie je slabo prechodovo vyvaZeny.

«: DokaZeme najprv nasledujuice tvrdenie: nech A = (K, %, 4,4, F) je kone¢ny automat so
silne stvislou grafovou reprezentidciou. Potom existuje ¢islo k € R také, Ze pre vSetky
prirodzené n > 2|K| a pre vetky stavy g € K plati

My(n) < k-mg(n),

mg(n) = (p,g,r;lzi’?eD#A" e, P, L(Ag)NE"] a My(n) = (r,fil}él)éD#A" [r,d,r',L(A;) NZ"]

a kde A; je automat A; = (K, %, 6,4, F). To znamenad, Ze m,(n) je poCet vyuziti minimalne
zatazeného prechodu automatu A na vietkych akceptaénych vypoctoch dizky n zaéinaju-
cich v stave q. Hodnota M, (1) reprezentuije to isté, len pre maximélne zat'aZeny prechod.

Oznatme (g (1), cm(n), q,,(n)) niektory z prechodov, pre ktoré plati
#Aq [qm(”)/cm(”)r‘i:n(")/ L(Aq) N Zn] = mq(”)
a (qm(n), cp(n), g, (n)) niektory z prechodov, pre ktoré plati

#a,lam(n), cm(n), gia(n), L(Ag) NZ"] = My(n).

DokéZeme, 7e dané tvrdenie plati pre k = 4|K||Z|*/Kl. Matematickou indukciou vzhl'adom
nan.
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1. Nech n € {2|K[,2|K| +1,...,4|K| — 1}. V pripade, Ze L(A;) N X" = @, plati m,(n) =
My(n) = 0, ¢o znamend, Ze tvrdenie plati.
Nech teda L(A;) NX" # @. Potom zo silnej stivislosti grafovej reprezentacie automatu
Ay a z platnosti nerovnosti n > 2|K| vyplyva, ze mg(n) > 1 (nech je zatiatoény aj kon-
covy stav akykol'vek, sta¢i |K| — 1 krokov na to, aby sa vypocet dostal do I'ubovol'ného
stavu, teda aj do pociato¢ného stavu minimdlne vyuZivaného prechodu, jeden krok
treba na prejdenie tohto prechodu a potom d’al$ich maximélne |K| — 1 prechodov na
prejdenie do koncového stavu — na cely tento proces teda sta¢i 2|K| — 1 prechodov,
odhad 2|K| bol pouzity kvoli lepdej numerickej manipuldcii). Naopak, urcite plati

My(n) < n|Z|" < 4|K||2[*X,

Z toho vyplyva, ze My(n) < k - mg(n), €o znamend, Ze baza indukcie plati.

2. Nech tvrdenie plati pre vsetky n € {2|K|,2|K| +1,...,2j|K| — 1}, kde j > 2je prirodze-
né &islo. UkaZeme, Ze plati aj pre vSetky n’ € {2j|K|,2j|K| +1,...,2(j + 1)|K| — 1}.
Nech teda n’ € {2j|K|,2j|K|+1,...,2(j+ 1)|K| — 1}. Kazdé slovo z L(A,) dizky n’ sa
sklad4 z nejakého prefixu dizky 2|K| a nejakého ,zvysku” dizky n’ — 2|K|, ktory ma
vlastnost’, Ze ak vypocet na iom zacne v stave, v ktorom skon¢il vypocet na prefixe,
automat akceptuje. Rozdelime teda kazdé slovo z L(A) dizky n’ takymto sposobom
na dve casti, priCom pri dokazovani tvrdenia vyuZijeme indukény predpoklad pre
druhd cast’ slova.

Ozna¢me teda ako W mnozinu slov dizky 2|K|, ktoré automat Aq dotita.> Oznaéme
ako F(w) stav, v ktorom skon&i vypocet automatu A; na danom slove w € W. Potom

plati
mg(n') 2 3 (gl (), e ), (), 0] g (= 21K1) ) =
we
= #aylan (1), cn(n), g (n), W+ X mp (' —2IKD), (31D
weW
/ ! ! / / !/ p
My(n') < %GMWWMMMMMM+WMM4WDS
we
1P
< #alam(n'), em(n), qua(n), W+ Y k- mp (n' —2|K[).  (3.12)
weW

V (3.11) a (3.12) st v prvom kroku nerovnosti namiesto rovnosti preto, lebo nie je
isté, Ze plati (qu(n'), cm(n'), 43,(1n")) = (qm(n" — 2|K]), cm(n" — 2|K]), q3,(n" — 2|K])) a
(qm(n"), em(n’), qpy(n')) = (qm(n’ = 2[K]), em(n’ — 2|K]), gy (n" = 2|K])).

Je zjavné, Ze plati

e, [qaa (1), caa (), Gh (), W) < K-t [ (), (), (), W), (3.13)

na dokaz moZno pouZit’ ten isty postup, ako v ddkaze bazy indukcie. Z (3.11), (3.12) a
(3.13) potom vyplyva

My(n') < #alam(n’), cn(n'), qog(n'), W+ ) k- mpg) (' = 2|K]) <
weW

< k- <#Aq[qm(”l')fcm(”')r%(”')/w]+ Zme(w)(n/_2|K)> < k-mg(n'),

¢o bolo treba dokéazat'.

3Za t¢elom zjednodusenia zépisu budeme v d’algich ¢astiach tohto dokazu pouzivat rozsirent definiciu #4[p, c, p’, w]
a#4[p,c,p, L], ktord nebude pozadovat' predpoklad w € L(A) v resp. L C L(A), ale len dotitanie slova w v resp.
vsetkych slov z jazyka L automatom A.
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Z prave dokazaného tvrdenia je uZ jednoduché dokazat’ aj poZadované znenie implikacie.
Pre n > 2|K| totiz musi platit
min, . nep (#[p, ¢, p/,L(A)NZ"])+1
max(g40ep (#g, 4,4, L(A)NZ"]) +1 ~
min, . »/)ep #p,c, P/, LIA)NZE"]) +1
k-ming, . nep (#p,c,p', L(A) NZ]) +17

Ba(n) =

v

z ¢oho vyplyva
By = liminfBA(n) > % >0,
n—oo

¢o znamend, Ze automat je slabo prechodovo vyvazeny.

O

Poziadavka stivislosti grafovej reprezentdcie v zneni predoslej vety nie je nijak obmedzu-
juca. Ku kazdému automatu je totiZ mozné zostrojit' ekvivalentny automat so stivislou grafovou
reprezentaciou jednoducho vymazanim komponentov stivislosti neobsahujtcich poc¢iato¢ny stav.

V skutocnosti vSak savislost’ grafovej reprezentécie nie je nutnou podmienkou pre platnost’
vety — staci, pokial sa v grafovej reprezentacii nenachddzaji osamotené vrcholy, z ktorych, ani
do ktorych nevedie Ziaden prechod.

Vzhl'adom na skuto¢nost’, Ze automaty, ktoré nemaja savislt grafovi reprezentdciu nemaja
vel'ky prakticky vyznam, budeme d’alej v niektorych pripadoch pojem slabo prechodovo vyvizZeny
automat stotoziovat' s pojmom slabo prechodovo vyvdZeny automat so sivislou grafovou reprezentd-
ciou. Nedopustime sa teda vel'kej chyby, ak budeme o kazdom slabo prechodovo vyvédZenom
automate predpokladat’ silnti stivislost’ jeho grafovej reprezentacie.

Veta 3.3.2 Ak je jazyk L slabo prechodovo vyvéaZeny, je aj minimalny automat, ktory ho akcep-
tuje, slabo prechodovo vyvazeny.

Doékaz. Nech L je slabo prechodovo vyvazeny jazyk, nech A je l'ubovol'ny slabo prechodovo
vyvéazeny automat taky, Ze L(A) = L. Za ucelom sporu predpokladajme, Ze minimalny automat
B taky, Ze L(B) = L nie je slabo prechodovo vyvaZeny.

(V nasledujicom sa kvo6li jednoduchosti budt za triedy ekvivalencie Myhillovej-Nerodovej
reldcie povaZovat len tie, ktorych slova sa dajt doplnit' na slové z akceptovaného jazyka. Zia-
den slabo prechodovo vyvaZeny automat akceptujtci nekone¢ny jazyk totiZ zrejme nemoze ob-
sahovat’ stav zodpovedajuci triede, ktora tuto vlastnost’ nema. To isté plati aj pre l'ubovolny
minimdlny automat. Pre kone¢né jazyky je zas tvrdenie vety trividlne platné. Preto je moZné
dopustit’ sa tejto mensej nepresnosti.)

Stavom, v ktorom sa momentélne nachddza automat A, je jednoznac¢ne uréend trieda ekvi-
valencie Myhillovej-Nerodovej relacie, v ktorej sa nachddza posial precitand Cast’ vstupného
slova. Ked'Ze je automat A slabo prechodovo vyvaZeny, je jeho grafova reprezenticia silne
savisld, ¢o znamena, Ze v 'ubovolnom momente sa vypocet ,nejakym spdsobom moze dostat’”
do I'ubovol'ného stavu. Formalne, pre kazdé dve triedy ekvivalencie Ry, Ry a kazdé slovou € X*
plati:

u€R = (JveXuv e Ry). (3.14)
Naopak, z predpokladu, Ze B nie je slabo prechodovo vyvédzeny vyplyva, Ze grafova reprezen-
tacia tohto automatu nie je silne stivisla, o znamend, Ze existuje dvojica stavov p, g takd, Ze z p
sa neda dostat’ do 4. Ked'Ze je automat B minimdlny, musi byt' p dosiahnutelny (existuje slovo,
na ktorom konéi vypocet v p). Naviac, z miniméalnosti B vyplyva, Ze kaZzdy stav zodpoveda jed-
nej triede ekvivalencie Myhillovej-Nerodovej reldcie. Teda, existujt triedy ekvivalencie Ry, Ry a
slovo u € L* tak, Ze plati

ueR N (VoeXuv ¢ Ry).

To je vsak presna negdcia (3.14), a ked'Ze st triedy ekvivalencie Myhillovej-Nerodovej reldcie
urc¢ené pre kazdy jazyk jednozna¢ne, dostdvame spor. g
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3.4 Uzéverové vlastnosti triedy .Z5_wroa

Veta 3.4.1 Trieda .%5_wEQa nie je uzavretd na zret'azenie.

Doékaz. Jazyky {a}* a {b}* st evidentne slabo prechodovo vyvaZené. V priklade 3.1.2 je vak
dokdzané, Ze automat, ktory je minimalnym automatom akceptujaci jazyk {a}*{b}* nie je slabo
prechodovo vyvéaZeny, ¢o podla vety 3.3.2 znamend, Ze ani tento jazyk nie je slabo prechodovo
vyvazeny. g

Veta 3.4.2 Trieda .Z5_wEQa nie je uzavretd na zjednotenie.

Dokaz. Jazyky {a}* a {b} st zjavne slabo prechodovo vyvazené. Ich zjednotenie, {a}* U {b}
vSak nie je slabo prechodovo vyvazené, ked'Ze minimalny automat akceptujici tento jazyk nie je
slabo prechodovo vyvaZeny. g

Veta 3.4.3 Trieda .Z5_wEga nie je uzavretd na prienik.

Dokaz. Uvazujme jazyky Ly = {a,bc}"{b} a L, = {a,bd}"{b}. Oba tieto jazyky st slabo
prechodovo vyvézené. Existuje totiZ slabo prechodovo vyvézeny automat A; taky, ze L(A;) =
L, a slabo prechodovo vyvaZzeny automat A, taky, ze L(Az) = Ly. Plati Ay = (K3, X4, 61,901, F1),
kde K1 = {q0,q1}, %1 = {a,b,c},g01 = 90, F1 = {q1} a

01(q0,a4) = qo,
01(q0,0) = 1,
51(q1,¢) = 4qo

apre Ap plati Ay = (Ka,Xp,02,q02, F2), kde Ko = {q0,q1}, X2 = {a,b,d}, 0o = g0, = {q1 } a

%(q90,a4) = 4o,
%(q0,b) = q,
52(‘71/‘1) = {o-

Oba automaty st zjavne slabo prechodovo vyvazené (obrazok 3.5).

(a) Automat A;. (b) Automat Aj. (c) Automat A.

Obrazok 3.5: Slabo prechodovo vyvaZzené automaty A; a Ay a koneény automat A akceptujtici prienik
L(A1) NL(A2). Automat A je zrejme minimélny, ale nie je slabo prechodovo vyvaZeny, o znamenad, Ze ani
L(A1) N L(A) nie je slabo prechodovo vyvazeny.

Pre prienik jazykov L a L, zrejme plati Ly N L, = {a}"{b}. Minimalny automat A akceptujtici
Ly NLyvsakje A = (K,X,0,q0,F), kde K = {q0,q1}, X = {a,b}, F={q1 } a

5(‘70/‘1) = ‘70/
5(q0,b) = .

Tento automat vSak zrejme nie je slabo prechodovo vyvazeny, ¢o znamenad, Ze ani jazyk L1 N Lp
nie je slabo prechodovo vyvazeny.

Veta 3.4.4 Trieda .5 _wEQa nie je uzavretd na komplement.
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Dékaz. Uvazujme koneny jazyk L = {e} a abecedu & = {a} — univerzum je teda 27} .
Jazyk L je otividne slabo prechodovo vyvézeny, ukdZeme, ze LC = {a}" nie je slabo prechodovo
vyvéazeny. Minimalny automat A akceptujtci L€ je A = (K, X, 6,90, F), kde K = {qo,q1}, = =
{a}, F = {q1} a pre prechodovu funkciu plati

5(qo,a) = q,
oqr,a) = q1

Obrazok 3.6: Minimalny automat A akceptujtici jazyk L¢ nema silne savisla grafovu reprezentaciu, &o
znamend, Ze L€ nie je slabo prechodovo vyvazeny.

Tvrdenie L(A) = {a} " je zrejmé.
Automat A je zjavne minimdlnym automatom akceptujiicim L, a ked’Ze nema silne stvisla
grafovi reprezentéciu, nemdze byt LC slabo prechodovo vyvazeny. O

Veta 3.4.5 Trieda .Z5_wEQa nie je uzavretd na iteraciu.

Dokaz. Uvazujmejazyk L = {ab}" - {a}. Kjazyku je Vahké zostrojit slabo prechodovo vyvazeny
automat A taky, ze L(A) = L.

Obrézok 3.7: Minimélny automat B akceptujici jazyk L* nemd silne stuvisla grafovi reprezentdciu, ¢o
znamend, Ze L* nie je slabo prechodovo vyvazeny.

Minimdlny automat akceptujuci L* je B = (K, %, 9,90, F), kde K = {q0,q1,92}, £ = {a, b},
F={q0,m}a

(g0, a) q1,
5(qa) = @,
5(q1,b) = g2,
o(q2,a) = q.

Tento automat zjavne nie je slabo prechodovo vyvézeny, a ked'Ze je to minimdlny automat,
nie je ani jazyk L* slabo prechodovo vyvaZeny. O

Veta 3.4.6 Trieda .Z5_wEQa nie je uzavretd na kladnd iteraciu.

Dokaz.  Vezmime jazyk L = {a}. Tento je kone¢ny, a preto je slabo prechodovo vyvazZeny.
Minimélny automat A akceptujici L* = {a} " ale nie je, ako bolo dokazané vo vete 3.4.4, slabo
prechodovo vyvézeny, a teda nie je slabo prechodovo vyvazeny ani jazyk L. g

Veta 3.4.7 Trieda .5 _wEQa nie je uzavretd na reverz.
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Dokaz. Uvazujme jazyk L = {aa,bb}"{a,b}. Minimdlny automat akceptujici L je A =
(K,%,8,q0, F), pre ktory plati K = {q0, 91,42}, £ = {a,b}, F = {q1, 92} a

5(q0,a) = @,
S(qi,a) = qo,
5(q0,b) = g2,
5(q2,0) = 4qo.

(a) Automat A. (b) Automat A’.

Obrizok 3.8: Minimélny automat A akceptujtci jazyk L je slabo prechodovo vyvédzeny, ale minimdlny
automat A’ akceptuijtci jazyk LR nie je.

Reverz jazyka L je LR = {a,b}{aa,bb}". Minimalny automat akceptujtici jazyk LR je A’ =
(K',%,8,q0, F'), pre ktory plati K' = {qo,91,92,93}, X' = {a,b} g, = g0, F' = {q1} a

= q1,
= 1.

(q0,4) = @,
& (q0,0) = qu1,
&(q,a) = o
g b) = qa,
' (q2,a)
(93, b)

Tento automat vSak zrejme nemd silne stvisli grafovd reprezentdciu, o znamend, ze LR ¢
Zs_weQa- Z toho vyplyva, Ze £5_wEgQa nie je uzavretd na reverz. g

Veta 3.4.8 Trieda .Z5_wEQa nie je uzavretd na homomorfizmus.

Dokaz. Vezmime jazyk L = {ab}" - {a}. Nie je tazké zostrojit' slabo prechodovo vyvazeny
automat akceptujtci dany jazyk. Uvazujme homomorfizmus I definovany ako

h(a) = a,
h(b) = e

Potom plati (L) = {a}* - {a} = {a}". Ale o tomto jazyku bolo uz v dokaze vety 3.4.4 dokézané,
Ze nie je slabo prechodovo vyvaZeny. g

Veta 3.4.9 Trieda .5 _wEQa nie je uzavretd na inverzny homomorfizmus.
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Obrézok 3.9: Minimélny automat A akceptujtci jazyk h~!(L) nema silne stvislt grafovi reprezentéciu, ¢o
znamend, ze h~!(L) nie je slabo prechodovo vyvéaZeny.

Doékaz. UvaZujme jazyk L = {b} a homomorfizmus  taky, Ze

h(a) = ¢
h(b) = b.

Zjavne plati
B (L) = {w € {a,b}" | #p(w) =1}

Minimdlny automat akceptujtci tento jazyk je A = (K, %, 9,40, F), kde K = {q0,91}, = {a, b},
F = {q1}, a kde pre prechodovu funkciu plati

5(‘10/{1) = 4o,
‘5(’10/ b) = 11,
5(qi,a) = q.

Tvrdenie, Ze A je minimalny automat akceptujuci h 1 (L), je trividlne.
Automat A ale zrejme nemd silne stvisli grafovi reprezentaciu, o znamend, Ze jazyk h (L)
nie je slabo prechodovo vyvézeny.

3.5 Perronova-Frobeniova veta

V tejto casti praca obsahuje zdkladné poznatky ohl'adom Perronovej-Frobeniovej vety a stvisia-
cich konceptov v spektralnej tedrii grafov. Perronova-Frobeniova veta umozni pre slabo pre-
chodovo vyvazené automaty lepsie charakterizovat’ vSeobecné rieSenia rekurentnych vzt'ahov z
Casti 3.2. Ziskané poznatky sa vyuZziju pri dokaze analytickych vlastnosti hodnot |[L(A) N X"
a #[q,c,q9’, L(A) N X"], potrebnych napriklad pre dokaz spravnosti alternativnej definicie pre-
chodovej vyvaZenosti alebo pri stadiu konvergencie ¢iastoénych postupnosti kvocientov vyva-
Zenosti.

Definicia 3.5.1 Ireducibilnd matica je nezdpornd matica A typu n x n takd, Ze pre kazdé i,j €
{1,2,...,n} existuje k > 0 také, ze AX(i,j) > 0.

Definicia 3.5.2 Primitfvna matica je nezapornd matica A typu n x n takd, Ze existuje k také, Ze pre
kazdéi,j € {1,2,...,n} plati A¥(i,j) > 0.

Veta 3.5.1 Graf G je silne stivisly prave vtedy, ked’ je jeho matica susednosti ireducibilna.

Doékaz. Mozno néjst’ v [3] alebo [4]. O

Poznamka 3.5.1 Nahliadnut' predchddzajice tvrdenie nie je t'azké. Ireducibilita matice sused-
nosti grafu totiZ znamena, Ze pre kazdua dvojicu vrcholov existuje ¢islo k > 0 také, Ze medzi nimi
existuje orientovany sled dizky k. Inymi slovami - kazdé dva vrcholy st spojené orientovanym
sledom urtitej dizky, ¢o je vlastnost’ silne suvislych grafov.

Predchadzajtce sa da 'ahko prelozit’ aj do re¢i automatov: ireducibilita prechodovej matice
automatu A = (K, %, 9, qo, F) znamend, Ze pre kazdu dvojicu stavov p, g € K existuje konstanta k
aslovo w s |w| = k také, Ze plati (p,w) F* (g, ¢).
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V nasledujticom budi zavedené pojmy periddy grafu a matice, ako aj odvodeny pojem periédy
automatu. Pod periédou automatu si je mozné predstavit’ najvacsi pocet tried P, na ktoré sa
da rozdelit mnozina jeho stavov tak, Ze vypocty na slovach rovnakej dizky konéia v stavoch z
rovnakej triedy a v pripade, Ze vypocet na ur¢itom slove skoncil v stave z istej triedy, skon¢i aj
vypocet na l'ubovolnom slove o P dlhSom v stave z tej istej triedy. Vyplynie, Ze takyto rozklad je
rozkladom mnoziny stavov na triedy ekvivalencie.

Koncept periédy automatu sa bude definovat’ pomocou konceptu periédy grafu. Ten vSak
sleduje tu isttt myslienku, aké bola naznacend v predchadzajicom odstavci. Periéda matice zas
bude definovana na zdklade periédy grafu, ktorého je maticou susednosti.

Zaoberat' sa periédami automatov a pribuznych struktir je nesmierne dolezité najméa v kon-
texte Perronovej-Frobeniovej vety, ktord bude uvedend v zéavere tejto Casti. Periéda automatu
totiz vd'aka tejto vete nesie dolezitti informdciu o analytickych vlastnostiach hodnot [L(A) N X" |
a#(g,c,q',L(A) NZ"], ktorymi sa bude praca zaoberat' v Casti 3.6.

Definicia 3.5.3 Nech G je silne stvisly graf. Periédou gratu G nazveme najvacsi spolo¢ny delitel
dlzok cyklov v grafe G.

Oznacdenie 3.5.1 Nech A je nezdpornd matica. Symbolom G(A) oznalime graf, ktorého matica
susednosti je A.

Definicia 3.5.4 Nech A je ireducibilnd matica. Periddou matice A nazveme periédu grafu G(A).

Definicia 3.5.5 Nech A = (K, X, J, qo, F) je deterministicky kone¢ny automat. Periddou automatu
A nazveme periédu jeho grafovej reprezentacie.

Veta 3.5.2 Orientovany graf G = (V,E,d) ma periédu P préave vtedy, ked’ existuji mnoziny
Vo, Vi,..., Vp_q tak, ze plati
V=VyuWu...UVp_,

pri¢om plati
(i) Akov; € Viade € E:d(e) = (v, 7)), potom v € V41 1) mod p-

Dékaz. Priamy dosledok analogického tvrdenia pre markovovské ret'azce uvedeného v [7]. O

Definicia 3.5.6 Nech A = (K,X,6,qo,F) je deterministicky kone¢ny automat. Nech grafova
reprezentdcia G automatu A md periédu P, nech Vp, V4, ..., Vp_1 st mnoziny, na ktoré sa da
mnozina vrcholov grafu G rozloZit' spdsobom z vety 3.5.2, pri¢om vrchol zodpovedajtci stavu
qgo patri do mnoziny Vo.* Zobrazenim charakterizujiicim periodicky rozklad automatu A nazveme
zobrazenie & : Zp — 2K také, ze (i) je mnozZina stavov zodpovedajtcich vrcholom z V;.

Lema 3.5.1 Nech A = (K,%,4,qo, F) je deterministicky kone¢ny automat. Reldcia R C K2 defi-
novana ako

qRp <= Jk:qe Z(k) N p e 2(k)
je reldciou ekvivalencie na K.

Dokaz. Trividlne. O

Poznamka 3.5.2 Rozklad mnoziny K na triedy ekvivalencie & (k) reldcie ekvivalencie R z pred-
chéadzajticej lemy budeme nazyvat’ aj periodicky rozklad automatu A.

4Takyto rozklad je zrejme uréeny jednoznacne.
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Definicia 3.5.7 Nech A = (K, X%, J, qo, F) je kone¢ny automat s periédou P. Nech G = (V, E,d) je
jeho grafovéa reprezentécia (bez ohodnotenia). Grafom indukovanym triedou & (k) periodického rozk-
ladu automatu A nazveme orientovany graf IT;(A) = (V/,E’,d’) taky, Ze V' je mnoZina vrcholov
grafu G zodpovedajucich stavom z Z(k),

E = {60. ..ep_q |V1 €Zp:e;c E;NVie Zp_q :d(ei) = (01,02) =duz e V: d(eiJrl) = (Uz,vg);
pry(d(eo)) € V';pry(d(ep-1)) € V'}

a pre inciden¢nu funkciu d’ plati

d'(eo...ep—1) = (pry(d(eo)), pry(d(ep-1))).

Graf indukovany triedou 2 (k) je teda graf, ktorého mnozina vrcholov zodpovedd mnozine
stavov # (k) automatu A, pri¢om medzi dvoma vrcholmi vedie m hrén prave vtedy, ked’ medzi
zodpovedajtcimi stavmi v pévodnom automate A viedlo prave m vypoctov dizky P, kde P je
periéda automatu A.

Je doleZité si uvedomit’, Ze takto definovany graf nie je grafovou reprezentaciou Ziadneho
zmysluplného automatu. To vyplyva aj z toho, Ze sa pre neho nedefinuje ohodnotenie hran.

Veta 3.5.3 (Perron, Frobenius) Nech A je ireducibilnd matica s periédou P, nech p(A) je spek-
tralny polomer® matice A. Potom existuje préave P koretiov charakteristického polynému matice
A s absolttnou hodnotou A = p(A), pri¢om plati:

1. Vsetky tieto korene st jednoduché.

2. Tieto korene su A, A, ..., CP —1), kde ¢ je komplexné ¢&islo s najmensim moZnym nenulo-
vym argumentom,® pre ktoré plati ¢¥ = 1.

Dékaz. Mozno néjst’ v [3] alebo [4]. O

Poznamka 3.5.3 Perronova-Frobeniova veta ma aj d’alSie Casti, ktoré st vSak pre ticely tejto prace
irelevantné.

3.6 Analytické vlastnosti [L(A) NX"| a#[g,c,q,L(A)NL"]

V tejto Casti bude dokdzand séria tvrdeni o analytickych vlastnostiach hodnot |[L(A) N X"| a
#[q,c,q', L(A) N X"], ktoré sa neskor vyuzija pri dokaze roznych tvrdeni o triede Z5_gga.

Lema 3.6.1 Nech A = (K, £, J, qo, F) je konetny automat. Potom pre pocet vyuZiti M, najcastejsie
pouzivaného prechodu na slovach dlzky n plati

n=0(n)|L(A)NZ"].
Dokaz. Ked'Ze pre vietky slova w dizky n plati

Z #(q,c,q ,w] =n,
(q.c4')€D

plati pre pocet My, vyuZiti najcastejsie pouzivaného prechodu na danom slove w vzt'ah

n
My > —.
‘=D

5Teda najvécsia z absolttnych hodnoét vlastnych &sel matice A.
®Pre komplexné &islo z = a + bi sa argument arg(z) definuje ako &islo ¢ € [0,277) také, Ze plati a + bi = |z|cos ¢ +
i|z| sin ¢.
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Urcite existuje aspori jeden prechod, ktory je maximalne vyuzivany aspom na [%—‘ slovach.

Preto plati
n |L(A)NZ"| 1

M, > — - - .
"~ ID| D D2

n|L(A) N "] = ©(n)|L(A) NZ"|,

¢ize M, = Q(n)|L(A) NX".
Avsak na slovach dlzky n sa pouZije presne n|L(A) N X"| prechodov, ¢iZe plati

M, =0(n)|L(A)NZ",
a teda aj
M, =0O(n)|L(A)NX"|,
¢o bolo treba dokéazat'. O

Lema 3.6.2 Nech A = (K, %, J, qo, F) je slabo prechodovo vyvazeny kone¢ny automat. Potom pre
kazdy prechod (g,¢,q’) € D plati

#g,¢,q', L(A) N E"] = ©(n)|L(A) N Z"|.

Doékaz. Sporom. Nech tvrdenie neplati. Potom (vzhl'adom na to, Ze maximdlne zat'aZenie
prechodu je n|L(A) N X"|) existuje prechod (q,c,q’) € D a rasttica postupnost’ indexov {n;}§>
tak, Ze

#(q,c,9', L(A) NZ"] = o(ny)|L(A) N "]

Ak existuje asponi 1 takyto prechod, nutne plati, Ze najzriedkavejSie vyuzivany prechod na slovach
dlzok z postupnosti {1y }7> ; md takito vlastnost’, ¢o znamena

ming, . nep (#p, ¢, p', L(A) NZ"]) +1 (ng)|L(A) NE™|

0
B, = liminf < lim inf =0
A7 NS max(gagep (#1044, LAV NZ) +1 = koo ©(ng)[L(A) N %]
¢o je spor s predpokladom, Ze A je slabo prechodovo vyvéazeny. g

Lema 3.6.3 Nech A = (K,%,4,4o, F) je slabo prechodovo vyvaZeny konetny automat. Potom
pre kazdy prechod (g,¢,q") € D existuje redlna postupnost’ a, periodickd s periédou P, kde P je
periéda automatu A tak, Ze plati

#g,¢,q', L(A) NE"] = (ayn £ O(1))|L(A) NZ"|.

Dokaz. Ked'Ze je automat A slabo prechodovo vyvézeny, je jeho prechodovd matica ire-
ducibilnd a z Perronovej-Frobeniovej vety (3.5.3) vyplyva, Ze vieobecné rieSenie systému rekuren-
cif pre |L(A) N £"| uvedeného v &asti 3.2 ma tvar’

IL(A) NE" = A"(co+ 18" + ...+ cp 1 EF7Vm) £ 0(A™).

Z lemy 3.2.1, ktord hovori, Ze charakteristicky polyném matice systému rekurencii pre ve-
licinu #[q,c,q', L(A) N £"] je druhou mocninou charakteristického polynému matice systému
rekurencii pre |L(A) NX"|, vyplyva, Ze vieobecné rieSenie systému rekurencii pre #[g, ¢, ', L(A) N
"] m4 tvar

#lg,¢,q', L(A)NZ"] = nA"(do + dr&" + ...+ dp_1ZP D" £ o(nA"). (3.15)

7Funkcie ¢n,...,¢ (P=1)n g4 linedrne nezavislé, ked'Ze Casoratiho matica pre tieto funkcie je Vandermondovou maticou,
ktord md pre systémy po dvoch réznych kvocientov nenulovy determinant.
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Ale v tlene o(nA") st iba &leny typu cx”, kde |x| < A a Eleny typu p(n)x", kde p(n) je polyném
o premennej 1 a |x| < A. To znamend, Ze (3.15) moZno prepisat’ ako

#lq,¢,q, L(A) NZ"] = nA"(do + dy&" + ... +dp_1 2P~V £ O(1)|L(A) N 2.
Vyrazy
co+ Cl(:'rl +...+ Cp_1€(P71)n

do+ di&" + ... +dp_q&P-n
st zjavne periodické s periédou P. Naviac, z lemy 3.6.2 vyplyva, Ze ak je
o+l +...+epg gD Lo,
potom aj
do+di&"+...+ dp,1€(P71)n #0.
To znamend, Ze existuje redlna postupnost’ a4, s periédou P taka, Ze plati

(do+di&" + ...+ dp 1 &PV = gy, (co+ 18" + ... 4 cp 1 ET7I),

Cize
nA" (d(] +dié" ..+ dp,lg(Pfl)”) = ann/\”(co +c .+ Cp,lg(Pil)n),

¢o znamena
nA"(do +di" + ...+ dp_lg'f(P_l)”) = aun(|L(A) NZ"| £ o(A")).
Ale, ked'ze n-o(A") = O(1)|L(A) NE"|, plati
nA"(dg 4+ d1&" 4 ...+ dp_1EP"V") = (a,n £ O(1))|L(A) N Z"|,
¢o ale znamena
#(q,c,q,L(A)NZE"] = (ayn £ O(1))|L(A)NZE"| £ O(1)|L(A) NZ"| = (ayn £ O(1))|L(A) NZ"|,
¢o bolo treba dokdazat'. O

Oznatenie 3.6.1 Nech A = (K, %, 4, g9, F) je deterministicky kone&ny automat. Potom symbolom
Ay x oznatime automat A, x = (K, X, 6,4, X). Symbolom A, ozna¢ime automat A, r a symbolom
Ax oznacime automat Ay x.

Lema 3.6.4 Nech A = (K, X, 4, q¢, F) je slabo prechodovo vyvazeny deterministicky kone¢ny au-
tomat s periédou P, nech k € {0,..., P —1}. Potom pre vsetky (g,¢,¢') € D existuje konstanta a
takd, Ze pre vsetky X C Z(k) plati

#a,19,¢,9, L(Ax) NZ"] = (an £ O(1))|L(Ax) N Z"|.
Dékaz.

1. Najprv dokdZeme, Ze tvrdenie plati pre vSetky jednoprvkové mnoZziny X. Podl'a lemy 3.6.3
existuje pre kazdé X postupnost’ {a,}7° , s periédou P takd, Ze

#a,19,¢,9, L(Ax) NZ"] = (ayn £ O(1))|L(Ax) NZ"|.

Alehodnota |L(Ax) NX"| moze nadobudat’ nenulové hodnoty len pre n také, Ze n mod P =
k, ¢o znamen4, Ze existuje konstanta ax takd, Ze

#a.lq,c,9', L(Ax) NZ"] = (axn + O(1))|L(Ax) N Z"]. (3.16)
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Zostéva teda dokazat/, Ze pre vietky jednoprvkové mnoziny X, Y C (k) plati ax = ay.

Nech s € N je &islo také, Ze medzi kazdymi dvoma stavmi z (k) existuje cesta dizky sP.8
Nech
NW(g1,q2] := {w € ° | (q1,w) = (g2,€)}

je potet vypottov dizky sP medzi stavmi g1 a g v automate A. Nech
. /
Nu[qlf qﬂ = Z #Affl'{'iz} [qr ¢q, w]

wex*
(q1,0)FP (g2,8)

je pocet vyuziti prechodu (g, ¢, q") v takychto vypoctoch.

Dalej sporom. Nech tvrdenie neplati, teda nech existujt jednoprvkové mnoziny X =
{9x},Y = {qv}, X, Y C P(k) tak, ze ax # ay. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme,
Ze ax je spomedzi vSetkych hodnét a pre jednoprvkové mnoziny Z C #(k) minimadlna.

Teda predpokladdme, Ze plati
#a,19,¢,9, L(Ax) NZ"] = (axn £ O(1))|L(Ax) N Z"|

#a,09,¢,9', L(Ay) NZ"] = (ayn £ O(1))|L(Ay) N Z"],
pricom ax < ay, ako aj ax < ayz pre vSetky jednoprvkové mnoziny Z.
Z toho vyplyva, Ze plati aj

#Ax[qlcrq//L(AX)mZn+sp] = (aX(n+SP) i()(jl))lL(AX) mzn+sp| = (3 17)
= (axn £0(1))|L(Ax) NZ"*F|. '
Avsak pre #4, [q,¢, 9/, L(Ax) N Z"P] tiez zjavne plati vztah
#aglg. o q, L(AX) NZP] = ¥c opy (#A{p} [9,¢,q4', L(A(py) NE"] - NW[p, qx]+

+|L(Agyy) 0T - NUp,gx]),

zktorého pouzitim (3.16) a obsiahnutim [L(Ay,)) NZ"| - NU([p, gx| v asymptotickom odhade
dostdvame

#AX [q, c, q/,L(Ax) N ZnJrSP} = Z (a{p}n + O(l)) . NW[p, QX] . |L(A{p}) N Zn|. (3.18)
pe?(k)

Teraz, pre hodnotu S, := |L(Ax) N 2" 5P| plati

Su=|L(Ax)NZ"P = Y NW(p,qx] - |L(Ag) NZ",
peZ (k)

z ¢oho s vyuzitim (3.17) dostdvame

#a,19.¢,9, L(AX) NZ"P = ¥ (axn£0(1)) - NW[p,qx] - IL(Agpy) NE". (3.19)
peZ (k)

Porovnanim pravych stran rovnic (3.18) a (3.19) so zretel om na minimdlnost’ ax a na ne-
rovnost ayx < ay dostdvame vzt'ah

(axn £0(1))Sy = (axn £0(1))S, + ) (af{p}n +0(1)) - NWlp,qx] - [L(Agpn) NEY,
peZ (k)

8Takéto &islo s musi nutne existovat’ z nasledujiceho dévodu: zjavne plati, Ze orientovany sled dizky s’ v grafe IT;(A)
zodpoveda vypottu dizky s'P v automate A. Naviac, graf TT;(A) ma periédu 1. Ale ireducibilnd matica s periédou 1 je
primitivna [2], ¢o znamend, Ze také s existuje.
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pricom uf{p} = ay,) — ax aspon pre jedno p nadobtda nenulovt hodnotu. Na to, aby sme
dostali spor, stacf ukazat/, Ze plati

Z (a’{p}n:tO(l)) “NWIp,gx] - |[L(Agpy) NZ"| = Q(n)S. (3.20)
peZ (k)

Z nerovnosti ax < ay priamo vyplyva, Ze a}, # 0. Plati

Yper (@) yn+£0(1)) - NWlp,qx] - |L(Agy) NE" = (ayn+0(1))-
NWlgy, qx]- (321)
IL(Ay) NZ"|,

preto namiesto (3.20) sta¢i dokdzat, ze |[L(Ay) NX"| = Q(S,), teda, Ze S, je menej ako
konstantny nésobok |L(Ay) NX"|.

Z charakteru uzavretého tvaru pre |[L(Ax) N X"| vyplyva, Zze
Su = |L(Ax) NZ"P| < BIL(Ax) NE",

kde E je konstanta.
Tvrdenie [L(Ay) NX"| = Q(S,), atym aj (3.20) bude teda dokézané, ak dokdzeme |L(Ax) N

" < E|L(Ay) NZ"|. Oznalme nl(in) pravdepodobnost’ dosiahnutia stavu g po n pre-
chodoch. Zjavne plati, Ze

IL(Ax) NZ"| = 70 [L(A () NE"] (3.22)

IL(Ay) NE"| = i |L(A gy N |- (3.23)

Graf IT;(A) ma periédu 1. Naviac, jeho prechodovd matica ostane ireducibilnd, z ¢oho
vyplyva, Zze markovovsky retazec M(II;(A)) zodpovedajuci grafu ITi(A) (s rovnomer-
nym rozdelenim pravdepodobnosti v rdmci kaZdého vystupného okolia) je konec¢ny, ire-
ducibilny a ergodicky. To znamena, Ze pre retazec M (IT;(A)) st splnené predpoklady zéak-
ladnej vety o markovovskych ret'azcoch [11], a teda hodnoty m(,nPJrk) pre kazdé g € 2(k)
konverguji k nenulovej hodnote a pre j také, Ze j mod P # k, si hodnoty nc(/ ) konstantne
nulové.

Z (3.22) a (3.23) potom vyplyva |L(Ax) N E"| < E'|L(Ay) NX"|, z toho podla (3.21) plynie
aj platnost’ (3.20), odkial’ dostdvame spor.

Prva ¢ast’ tvrdenia je teda dokdzana.

. Ukazeme, Ze tvrdenie plati aj pre iné ako jednoprvkové mnoziny. Pre X = @ platf tvrdenie

trividlne. Staci teda dokazat/, Ze ak

#ax[,¢,4', L(Ax) NZ"] = (an £ O(1))|L(Ax) N

#a,09,¢,9', L(Ay) NZ"] = (an £ O(1))|L(Ay) N Z"],
kde X a Y su disjunktné podmnoziny £ (k), tak aj
#ayoy 9,60, L(Axoy) NE"] = (an £ O(1))|[L(Axuy) NZ"].
Ale

#a, oy 19,C 7, L(Axuy) NZ"] = #a,0q9,¢,q9, L(Ax) NZ"] + #a,049,c, g, L(Ay)NZE"] =
= (an£O(1))(|L(Ax) NZ"[ + |L(Ay) NZ"|) =
(an £ 0(1))[L(Axuy) NZ"|,

¢o bolo treba dokazat'.
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O
V nasledujticej leme eSte zosilnime tvrdenie dokdzané v leme 3.6.3, ked’ ukdZeme, Ze periodi-
cké postupnost’ a,, z lemy 3.6.3 je v skuto¢nosti konstanta.

Lema 3.6.5 Nech A = (K, %, 6, g9, F) je slabo prechodovo vyvaZeny deterministicky koneiny au-
tomat. Potom pre kazdy prechod (g,¢,¢’) € D existuje redlna konstanta a takd, Ze plati

#g,¢,q', L(A)NE"] = (an £ O(1))|L(A) N Z"|.

Dokaz. Nech P je periéda automatu A. Ak P = 1, tvrdenie plynie priamo zlemy 3.6.3, ak F = @,
tvrdenie plati trividlne, podobne aj pre kone¢né jazyky.

Nech teda P > 1, F je neprdzdna mnozina a L(A) je nekoneény jazyk. Podla lemy 3.6.3
existuje postupnost’ {a,}:"_, s periédou P tak4, ze

#(q,c,q,L(A)NZ"] = (aun £ O(1))|L(A) N Z"].

Nech k € Zp je najmensie &islo také, ze FN 22 (k) # @ (z predpokladu, Ze F je neprazdna mnoZina
vyplyva, Ze také ¢islo k urcite existuje). UkdZeme, Ze dokazované tvrdenie plati pre a = ay.

Pre vSetky j € Zp teda dokdZeme, Ze a; = a. Pre j < k tvrdenie plati trividlne, ked'Ze pre
j = k tvrdenie plati z predpokladu a pre j < k plati F N Z(j) = @, z toho vyplyva, Ze pre n také,
ze nmod P = j plati [L(A) NZ"| = 0, a teda mozno hodnotu a; = a,, ur¢it 'ubovolne.

Podobny argument mozno pouZit' pre vsetky j také, ze F N Z(j) = @, preto stadi tvrdenie
dokazat pre j, pre ktoré tato vlastnost’' neplati.

Nech teda tvrdenie plati pre vSetky j € Zp také, ze j < I, pritom F N Z(l) # @. V pripade,
Ze | je najviacsie ¢islo zo Zp s touto vlastnost'ou, tvrdenie je dokdzané. Uvazujme preto opacny
pripad, teda, Ze existuje m € Zp, m > | (v zmysle usporiadania na prirodzenych ¢islach) také, ze
FNZ(m) # @. Ukazeme, Ze tvrdenie plati pre j = m, a teda aj pre vSetky j < m.

Pre n také, Ze n mod P = s (nech je s akékol'vek) zjavne plati

#alg, e, q LA NZ] = #a, 00004, L(Apg) NE"] =
= (d'n+£0(1))|L(Apnp() NE"|. (3.24)

Podl'a lemy 3.6.4 je koeficient 4’ rovnaky pre vietky podmnoziny #(s). To znamena, Ze ak plati
(3.24), plati aj

#4,010.¢,0, L(A ) NZ"] = (a'n £ O(1))|L(Azs) NZ"] (3.25)

a naopak.
To znamend, Ze na to, aby sme z predpokladu, Ze tvrdenie plati pre j < I dokdzali, Ze tvrdenie
plati pre j = m, sta¢i ukazat, Ze plati nasledujtice: ak

#4,0[9.6,0, L(Azq) NZ"] = (an £ O(1))|L(A ) NZ"|,
potom
#0064 LA ) M E) = (a1 £ O(1)) [ L(A ) N
Oznatme pre qp € Z(1) symbolom NW/[gp, £ (m)] hodnotu
NWlgg, 2(m)] := [{w € 2" | 3p € 2(m) : (q5,w) =" (p,€)},

teda pocet vypottov dizky m — I zo stavu g do I'ubovolného zo stavov v &(m) a symbolom
NU|[gp, #(m)] hodnotu

NUlgg, 2(m)]:== )}, #4009, w]
wexm!

(g8w)F""! (pje)
pe P (m)
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teda pocet vyuziti prechodu (g, ¢, q") v tychto vypoctoch. Potom plati

#Ay [q/C q L(Ay(m)) N > ] ZPEJ (NW[p, Q(T}’l)] . #A{p} [q’ c, q/’L(A{p}) N anm+l]+
+ NU[p, Z(m)] - |L(A{p}) mzn7m+l|) _
= Lper() (NW[P/«@(W)] H#ag,l0.0,9, L(Ag,y) mZ"—m+l]) i

+ Lpeo() (NU[P/gZ(m)] : |L(A{p}) ﬂZ”*mH‘) )

. (3.26)
Dalej plati
L(Ap(u) NE"| = Y NWp, 2 (m)]- |L(4,) NZ""H),
pe2(l)
a preto
Loerny (NWIp, 2(m)] -#a, 9,4, L(A,) nZ*—741]) =
= Typerw (NWlp, 2(m)]- (an£0(1)) - [L(Ay) NZ""H]) =
= Typeru (NWlp, 2(m)] - <anio< ) |L(4p) NEPH]) = (3:27)
(an+0(1)) - Tpe oty (NWIlp, 2(m)] - |L(A,) nZ—7H]) =
(an £ 0(1)) - |L(A () NZ".

Zrejme plati, ze ak NW|gp, & (m)| = 0, potom aj NU([qp, Z(m)]| = 0 (ak neexistuje Ziadna cesta,
nemoZe sa na nej vyuZzit' Ziaden prechod). Z toho vyplyva, Ze

Zpez@(l) (NU[PI '@(m)] . |L(A{p}) ﬂZ"‘m+l|) =
O(Epey(z) NW(p, Z(m)] - |[L(A{py) mzﬂ%+l|) =O(|L(Ap)NE") = (28
= OMI[L(Azm)) NE"].

Konetne, dosadenim (3.27) a (3.28) do (3.26) dostdvame
#4968 LIA p(my) NZ"] = (an £ O(1))|L(A (y) N Z"],

¢o bolo treba dokéazat'. O

Dosledok 3.6.1 Nech A = (K, X, 4, g, F) je slabo prechodovo vyvaZzeny kone¢ny automat. Po-
tom pre pocet vyuziti m, najzriedkavejsie vyuZzivaného prechodu a M, najcastejSie vyuZzivaného
prechodu na akceptovanych slovach dizky 1 plati

my = (an £0O(1))|L(A) NZ"| a M, = (bn£0(1))|L(A)NZ"|,
kde a a b st redlne konstanty.
Dékaz. Podlalemy 3.6.5 pre kazdy prechod (g,d, q’) plati
#(q,d,q',L(A)NZ"] = (en £ O(1))|L(A) N Z"|.
Zjavne od uréitého ng plati, ze najzriedkavejsie (najcastejie) pouzivany prechod na slovach dizky
1 je jeden z tych, pre ktoré je konstanta c najnizsia (najvyssia). Z toho vyplyva, Ze aj m, a M, je

mozné vyjadrit’ v tvare, kde koeficient pri # je ¢ (akékol'vek nezrovnalosti pre malé n sa zahrna
do O(1)). O
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3.7 O limitach postupnosti kvocientov vyvaZenosti

Této ¢ast’ obsahuje dve tvrdenia stivisiace s existenciou limit ¢iastoénych postupnosti kvocientov
vyvazenosti. Bude dokdzané, e kazda postupnost’ kvocientov vyvazenosti na dizkach slov n
takych, ze L(A) N X" # @ ma4 limitu, ktord sa rovna miere vyvaZenosti.

V dosledku toho bude zrejmé, Ze miera vyvéaZenosti je definovand pomocou limes inferior len
z technickych dévodov, pricom sa nedopustime principidlnej chyby, ak o nej budeme uvazovat’
ako o limite.

Veta 3.7.1 Nech A = (K, %, 9, qo, F) je deterministicky kone¢ny automat. Nech {k;, };>, je I'ubo-
vol'nd rastiica postupnost’ prirodzenych &isel takd, Ze pre vietky n plati L(A) N X # @. Potom
existuje limita
L:= lim By (ky),
n—oo
pricom plati L = By4.
Dékaz. V dokaze budeme pouzivat’ oznacenie

M, := max #[p,c,p/,L(A)NZ"]
(pep')eb

= min #[g,d,q,L(A)NZ"].
M= omin [9.d,9", L(A) NE"]

1. UvaZzujme najprv pripad, ked” A nie je slabo prechodovo vyvéazeny. V tom pripade jeho
grafova reprezentacia nie je silne stivisla, z ¢oho vyplyva, Ze existuje prechod, ktory sa na
kaZzdom slove pouZije nanajvys raz, z ¢oho vyplyva

my, = O(1)|L(A) N Z"|.
Na druhej strane, podl'a lemy 3.6.1 plati
M, =0O(n)|L(A)NZ"|

Preto z nenulovosti |[L(A) NX"| na {k, }5_, vyplyva

o M, +1
Lfnhn(}oMkn 1f0fBA,
¢o bolo treba dokazat'.

2. Nech teraz automat A je slabo prechodovo vyvadzZeny. V takom pripade podl'a dosledku
3.6.1 plati

(an £ O(1))|L(A) NZ"|,
(bn £ O(1))|L(A) NZ"].

my
M,

Z nenulovosti |[L(A) NX"| na {k, }_, potom vyplyva

To znamenad, Ze limita existuje a ostdva dokézat/, Ze aj By = ;. Z charakteru predchddza-
juceho vypottu vsak vyplyva, Ze limita L je rovnaka pre I'ubovolnt postupnost’ {k;}>
splitajiicu podmienky zo znenia vety. Vezmime teda takt postupnost’ {k,}_, ktord ob-
sahuje vsetky hodnoty r, pre ktoré je L(A) N X" # @. V takom pripade v8ak pre I'ubovol'nu
hodnotu s, ktora nie je v tejto postupnosti, plati B4 (s) = 1, z ¢oho vyplyva, Ze aj

B, — liminf T — j Ml _a
A~ n—00 Mn—|—1_n—>ooMkn—|—1_b'
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Znenie vety je teda dokdzané pre oba pripustné pripady, o znamend, Ze dokazované tvrdenie
plati. g

Veta 3.7.2 Deterministicky kone¢ny automat A = (K, %, J, g, F) je prechodovo vyvézeny prave
vtedy, ked’ existuje limita postupnosti B4 (n) pre n — oo a plati

lim Bs(n) = 1.

n—oo
Doékaz.

=: Nech A je prechodovo vyvazeny. Potom plati

liminfBy(n) = 1.

n—oo

Ale taktiez plati B4(n) < 1 pre vietky n, z ¢oho pouZitim ,vety o dvoch policajtoch””

dostdavame
nlim Ba(n) =1.
<: Nech
lim By(n) = 1.
n—oo

V pripade existencie limity je hodnota limes inferior rovnd hodnote limity, ¢o znamen4, Ze
3
liminfBy(n) =1,

n—oo

a teda automat A je prechodovo vyvazeny.

O

3.8 Asymptoticka formuldcia definicii prechodovej vyvaZenosti

V tejto casti budti dokdzané tvrdenia, ktoré umoznia prepisat’ definiciu slabo prechodovo vyva-
Zeného automatu a prechodovo vyvaZeného automatu do reci asymptotickych odhadov.

Veta 3.8.1 Deterministicky kone¢ny automat A = (K,X, 6, g9, F) je slabo prechodovo vyvazeny
préave vtedy, ked’ plati

min _#[p,c,p',L(A)NZ"]=O | max #[qdq L(A)NZ"]].
pmin #p,ep, L(A) AT (WMGD l9.d,q', L(A) ])

Doékaz.

= V pripade, Ze je L(A) konetny jazyk, tvrdenie zrejme plati. Nech je teda L(A) nekone¢ny
jazyk. Zo slabej prechodovej vyvazenosti automatu A vyplyva

my = min #p,c,p,L(A)NZ"] = (an £ O(1))|L(A) N Z"|
(p.c,p’)eD

M, := max #[q,d,q,L(A)NZ"] = (bn+O(1))|L(A) N Z"|.
(g.4.9')€D
Z nekonetnosti jazyka L(A) a slabej prechodovej vyvadZenosti automatu A potom plynie
a,b>0.
Ked'ze m,, < M, pre vSetky n, nutne plati m, = O(M,). Ale pre C > g plati pre n > ny,
kde np € N aj C-m, > My, z ¢oho m, = Q(M,), a teda aj m, = @(M,), ¢o bolo treba
dokézat'.

IAK {a,}2 5 a {by}, st dve postupnosti s limitou L a pre postupnost’ {c, }%_, od uréitého ng plati a, < cx < by,
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<: Nepriamo. Nech A nie je slabo prechodovo vyvazeny. Potom nema stvisli grafovi repre-
zentéciu, z ¢oho vyplyva, Ze existuje prechod (p,c,p’) € D taky, Ze sa potas vypoctu na
I'ubovol'nom slove pouZije maximaélne raz, a teda plati

#p,c, ', L(A)N="] = O(1)|L(A) N 2.

Ked'Ze je kazdy automat akceptujtici kone¢ny jazyk slabo prechodovo vyvazeny, musi byt
L(A) nekonetny. Z toho vyplyva, Ze existuje prechod (g,d,q") € D taky, Ze

#q,d,q', L(A) NZ"] = f(n)|L(A) NZ"|,

kde f(n) je zhora neohranicena funkcia (vztah #[g,d,q’,L(A) NZ"] = ©(n)|L(A) NZ"|
nemusi nutne platit’, ked’Ze A nie je slabo prechodovo vyvazeny).

Predpokladajme teraz, Ze plati
my = O(M,). (3.29)

Ked'ze pre I'ubovol'ny prechod (r,e,7") € D plati
my < #[r,e, ¥, L(A)NZ"] < M,

vyplyva z (3.29), Ze musi existovat’ konstanta C > 0 a ny € IN tak, Ze pre vsetky n > ng
plati
C-#[p,c,p/,L(A)NZ"] > #[g,d,q',L(A) N Z"],

¢o znamena
C-O(1)|L(A) NZ"| = O(1)[L(A) NZ"| = f(n)[L(A) NE"],

¢o ale nie je mozné, pretoze f(n) nie je zhora ohraniend. To znamend, Ze (3.29) nemoze
platit’.

O

Pozndmka 3.8.1 Z definicie ®-notdcie vyplyva, Ze podmienku z predchddzajicej vety moZno
prepisat’ ako

max #[g,d,q,L(A)NZ" :®< min #[p,c, v, L(A HZ”).
R [9,d,q', L(A) NZ"] pmn [p,c,p', L(A) NZ"]

Désledok 3.8.1 Deterministicky kone¢ny automat A = (K, %, 6, qo, F) je slabo prechodovo vyvé-
Zeny préave vtedy, ked’ pre I'ubovol'nu dvojicu prechodov (p, ¢, p’), (9,d,q") € D plati

#[p,c,p/,L(A)NZ"] = O(#[g,d,q', L(A) N Z"]).

Doékaz. DokdZeme, Ze podmienka na pravej strane dokazovanej ekvivalencie plati prave vtedy,
ked’ plati podmienka na pravej strane ekvivalencie z vety 3.8.1.

=: Nech plati
#[p,c, v, L(A)NZ"] = O(#[q,d,q',L(A) N Z"]) (3.30)

pre l'ubovol'né (p,c,p’),(q,d,q9") € D. Dokdzeme, Ze pre

my = min #p,c,p/,L(A)NZ"]
(pep')eD

M, = #lg,d,q, L(A)NE"
nis max [9.d,9", L(A) N E"]
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plati aj

my = O(M,).
Zrejme plati m, = O(My,), ostava dokdzat' m, = Q(M,). Z (3.30) vyplyva, Ze pre kazdu
dvojicu prechodov (py,c1,p}), (p2,c2, py) € D existuje konstanta Cllprenp)(pacapy)) takd,
Ze pre 1> 1o ((py,c1,p)),(pacapp)) K€ M0 [(py,cr,p1), (paea )} € N Plat

Clipuens) (preapy) - #lP1, €1, P, LIA) N "] = #]pa, c2, po, L(A) N E"].
Vezmime teraz
C := max {Cum,cl,pa>,<pz,cz,p;>] \ [(p1,c1, P1), (P2, c2, p5)] € DZ}
a
ng 1= max {no,[(pl,cl,p/l),(pz,cz,pfz)} ‘ [(p1,c1,P1), (2,2, )] € D? }
Pre vSetky n > ng a vietky prechody (q1,4d1,47), (92,d2,q5) € D zjavne plati
C- #[q1, dq, qll, L(A) N Zn] > #[(h, dy, qlz, L(A) N Zn].
Ale ked'Ze pre kazdé n existuje prechod (pm, cm, pi,) € D taky, Ze
My = #[pm, cm, Py, L(A) N Z"]
a prechod (pum, cum, piy) € D taky, Ze
My, = #[pp, cm, Py, L(A) NZ",

plati aj

C-my > My,
¢o znamena

my = Q(My),
¢o bolo treba dokazat'.

<: Nech plati
my, = O(M,).

To znamend, Ze existuje konstanta C takd, Ze od urcitého ng plati
C-my, > M,.
Nech (p,c,p'),(9,d,q") € D stiYubovol'né dva prechody. Ked'Ze plati

my < #p,c,p,L(A)NZ"] < My,

ako aj
my <#q,d,q,L(A)NZ"] < My,
plati aj
C-#[p,c,p,L(A)NZ"] > M, > #[g,d,q',L(A) N "]
a aj

C-#[g,d,q,L(A)NZ"] > M, > #[p,c,p’,L(A) NZ"].

To ale znamend, Ze plati
#lp,c,p/,L(A) NZ"] = ©(#]g,d,q, L(A) NE"),

¢o bolo treba dokazat'.



Vyvazené automaty 49

O

Veta 3.8.2 Deterministicky kone¢ny automat A = (K, %, J, o, F) je prechodovo vyvézeny prave
vtedy, ked’ plati

min # ,C, /,LA ﬂZ” —|—1) ~ max # ld, /,LA mz}’l _|_1 i
((P,c,p’)eD [p,e p, L(A) ] ((q,d,q’)eD [9,d,9", L(A) ]

Doékaz. Vyplyva bezprostredne z vety 3.7.2. O

Dosledok 3.8.2 Deterministicky kone¢ny automat A = (K, %, 4, 4o, F) je prechodovo vyvaZzeny
préave vtedy, ked’ pre 'ubovol'nu dvojicu prechodov (p,c,p’), (q,d,q") € D plati

(#[p,c,p,LIA)NZ"] +1) ~ (#[q,d,q4,L(A)NZ"] +1).

Doékaz. UkaZeme, Ze podmienka na pravej strane dokazovanej ekvivalencie je splnend prave
vtedy, ked’ je splnend podmienka na pravej strane ekvivalencie z vety 3.8.2.

=: Nech je splnend podmienka na pravej strane dokazovanej ekvivalencie. Potom existuje
konstanta a € R takd, Ze pre kazdy prechod (g,¢,q') € D plati

#(g,c,q, L(A)NZ"] = (an £ O(1))|L(A) N Z"|.
Z toho vyplyva, Ze plati aj
min #[p,c,p’,L(A)NZ"] = (an £ O(1))|L(A) N Z"|

(pcp’)eD

max #[q,d,q,L(A)NZ"] = (an £+ O(1))|L(A) N Z"|.
(9.4,4q')€D

Pre automaty akceptujice koneény jazyk plati dokazované tvrdenie trividlne, preto staci
uvazovat’ automaty akceptujiice nekone¢ny jazyk. Pre tie plati a > 0, z ¢oho vyplyva, Ze
min, . yep #[p, ¢, p', L(A) NZ"] +1 _q

jep#la,d,q', L(A)NZ]+1

lim
n—oo max(q,d,q/

a teda

( min _#[p,c,p/,L(A)NZ"] + 1) ~ | max #g,dq L(A)NZ"+1],
(pep')eD (q.d,q")€D

¢o bolo treba dokéazat'.

<: Nech je splnend pravd strana ekvivalencie z vety 3.8.2. Pre I'ubovol'ny prechod (p,c, p’) €
D plati
#[p,c, v, L(A)NZ"] > min #[r,e,r',L(A)NZE"]
(rer")eD
a pre 'ubovol'ny prechod (g,d,q’") € D plati

#(q,d,q',L(A)NZ"] < max #[s, f,s,L(A)NZ"].
(s,f.s")eD

Z toho vyplyva, Ze pre l'ubovol'nu dvojicu prechodov (p,c,p’), (9,d,4q") € D plati

min, . ep #[r, ¢, 7', L(A) N Z"] +1 - #p,c,p/, L(A)NZ"] +1 o1 (331)
max ¢ep #(s, f,8', L(A) NE"]+1 ~ #[g,d,q,L(A)NZ"]+1 — '
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Podmienka z pravej strany ekvivalencie z vety 3.8.2 po rozpisani definicie ~ hovori, Ze je
splnené

lim min, ,,nep #[r, 6,7, L(A)NE"]+1
n—0 MaX(s f s eD #[S, f.s, L(A) N Z"] +1

7

a podla (3.31) potom

. #pcp, LA NE]+1

¢o znamena
(#[p,c,p/,LIA)NZ" +1) ~ (#[g,d,q4,L(A)NZ"] +1),

¢o bolo treba dokéazat'.

3.9 Alternativna definicia triedy .Z5_roa

V tejto Casti bude dokdzand veta 3.9.1, ktord hovori, Ze trieda prechodovo vyvéazenych automatov
je analdgiou triedy stavovo vyvaZzenych automatov, definovanej v [9]. Znenie vety 3.9.1 je teda
moZné povazovat' za int, alternativnu definiciu £5_gg4, ktora je vSak ekvivalentnd povodnej
definicii.

Veta 3.9.1 Deterministicky kone¢ny automat A = (K, %, J, g, F) je prechodovo vyvézZeny prave
vtedy, ked’ existuje kladn4 redlna konstanta k taka, Ze pre vietky prechody (p,c,p’),(q,d,q') € D
a vsetky n € IN plati

[#[p, c, p’, L(A)NX"| —#[q,d, q’, L(A)NZ"]| <k|L(A)NZ"|.
Dékaz. Oznalme

M, := max #[p,cp,L(A)NZ"]
(pep')eD

.= min #[g,d,q,L(A)NZ"].
M= omin [9.d,q4, L(A)NE"]

Dokazované tvrdenie je zrejme ekvivalentné tvrdeniu: automat A je slabo prechodovo vyvazeny
préave vtedy, ked’ existuje kladné redlne k také, Ze pre vsetky n € IN plati

M, —m, < k|L(A)NZ"|.
V d’alsom teda budeme dokazovat’ toto ekvivalentné tvrdenie.

=: Ked'Ze je automat A prechodovo vyvaZzeny, musi platit’

T mn+1_
BA—hﬂlor’}an+1 =

1. (3.32)

Kazdy prechodovo vyvadZeny automat je aj slabo prechodovo vyvazeny, a teda, podla
dosledku 3.6.1, musia existovat’ redlne konstanty a a b tak, Ze plati

M, = (an+0(1))|L(A)NZ"|,
my = (bn+O(1))|L(A)NE"|.

Z platnosti (3.32) potom plynie a = b. Preto plati
M, —my, = (an £0(1))|L(A) NZ"| — (an £ O(1))|L(A) NZ"| < k|L(A)NZ"|

pre nejakt konstantu k.
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<=: Nech plati

M, —my, <k|L(A)NZ"|. (3.33)
Automat, pre ktory plati takyto vzt'ah je zjavne slabo prechodovo vyvazeny, a teda plati
M, = (anx0(1))|L(A)NZ"|,
m, = (bn+tO(1))|L(A)NZ"|.

Z (3.33) plynie a = b a z toho

T mn+1_
BAihﬂloIolan{-l =

¢o znamend, Ze A je prechodovo vyvazZeny.

1,

3.10 Zakladné vlastnosti triedy Z5_roa

Lema 3.10.1 Kazdy konec¢ny jazyk je prechodovo vyvazeny.

Doékaz. Nech L je kone¢ny jazyk, nech A je 'ubovolny kone¢ny automat, ktory ho akceptuje.
Potom existuje 1y € IN také, Ze pre vsetky slova w € L plati |w| < ny. Z toho vyplyva, Ze pre
vetky n > ng plati B4(n) = 1, z toho By = 1. Automat A je teda prechodovo vyvazeny, ¢o
znamend, Ze prechodovo vyvazeny je aj jazyk L. O

Oznacenie 3.10.1 Nech A = (K, X%, 4, qo, F) je deterministicky kone¢ny automat. Pre g € K oz-
nadime symbolom W (g) mnoZinu prechodov zacdinajticich v g a symbolom W™ (g) ozna&ime
mnozinu prechodov konciacich v q. Formdlne,

W*(q) == {(p,c,p’) € D|p=q}

W= (q) :=={(p,c,p’) €D |p' =q}.

Lema 3.10.2 (Nutna podmienka vyvaZenosti) Nech A = (K, %, , qo, F) je prechodovo vyvaZzeny
automat. Potom pre vSetky stavy q € K plati

W= (@) =[W*(q)l.

Dékaz. Lahko moZzno overit, Ze plati

#lq, L(A)NZ"] = Y (#pop, L(A)NZ"]) £ O(1)|L(A) NE"| =
(pep')EW™(q)
= y ((a(prclp/)n +0(1))|L(A) mZ”\) +0(1)|L(A) NE"| =
(pep)eW=(q)
= (( )y ”(p,c,ﬂ)) -niO(l)) -[L(A)NZ"|,
(pep')EW=(q)
ako aj
#g, L(A)NZ"] = Y (#4049, L(A)NEY) £ O(1)|L(A) NZ"| =
(9.4 )EWT(q)
- y ((a(w,)n +0(1))|L(A) mZ”|) +0(1)|L(A) NE"| =
(9.c.4)EW(q)

= Yo ey | nEOQ) ] -IL(A)NE".
(q.c4')EWT(q)
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Z prechodovej vyvézenosti automatu A vyplyva, Ze hodnoty a, ./ st pre vietky (r,c,7') € D
rovné tej istej konstante a. Z predchddzajucich vzt'ahov potom vyplyva, Ze musi platit’

(( ) 11) -nj:O(l)) L(A)NZ| = (( Y a) ~nj:O(1)) -|L(A)NnZ",
(pep)EW(q) (9,04 )EWT(q)

z ¢oho
a-[W=(q)| =a-|W"(q)l,
a teda
(W= ()] = W (q)],
¢o bolo treba dokézat'. O

Veta 3.10.1 (Postacujiica podmienka vyvéazenosti) Nech A = (K, X, J, qo, F) je slabo prechodovo
vyvazeny deterministicky kone¢ny automat s periédou P, pre ktory sd splnené nasledujtice pod-
mienky:

(i) Vg € K: [W*(q)| = [W~(q)],
(ii) Vi € ZpVq1,q2 € 2(i) : W (q1)] = W' (q2)],
(iii) Yp1,q1,p2,02 € 2(0) : {w € £ | (pr,w) F* (q1,€) }| = [{w € 2P | (p2,w) ¥ (q2,€) }-
Potom je automat A prechodovo vyvaZeny.
Doékaz. Z podmienky (iii) je zrejmé, Ze existuje konstanta a takd, Ze pre vSetky g € 22(0) plati
#lg,L(A)NX"] = (an £O(1))|L(A) NZ"|.

Kazdému pouzitiu stavu g € Z2(0) totiz (okrem pouziti stavu gg na zaciatkoch vypoctov, ktorych
je ale zanedbatel'ne mélo) vd’aka (iii) zodpovedd nejaké pouZitie stavu g/ € £(0) a naopak. Z
podmienky (ii) potom vyplyva, Ze existuje konstanta b = W (2ol takd, ze pre kazdy prechod

a
(90
(g,¢,q9") € D taky, ze g € 2(0) plati
#(q,c,q, L(A)NZ"] = (bn £ O(1))|L(A) N Z"|.

S vyuzitim podmienok (i) a (ii) potom mozZno induktivne dokézat, Ze uvedeny vzt'ah plati aj
pre (q,¢,q') € D také, ze g € (i) pre vSetky i € Zp. To znamend, Ze vztah plati pre vsetky
prechody (g,¢,q") € D.

Pre mieru vyvaZenosti automatu A potom plati

B — limint Rpep)ED (#p,c, p, L(A)NE"]) +1 i (bn+O(1))|L(A)NE"|+1
A7 TRe max(gagep #lg, 4,9, LA)NT]) +1  n—e (bn£O(1))[L(A) NZ[+1

¢o bolo treba dokéazat'.
O

3.11 Uzaverové vlastnosti triedy Z5_roa
Veta 3.11.1 Trieda .Z;5_gpa nie je uzavretd na zret'azenie.

Dokaz. Jazyky {a}" a {b}" st prechodovo vyvaZené. Vo vete 3.4.1 v8ak bolo dokézané, Ze
ich zretazenie {a}"{b}" nie je ani slabo prechodovo vyvaZzené, a teda nie je ani prechodovo
vyvazZené. 0
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Veta 3.11.2 Trieda .£5_gga nie je uzavretd na zjednotenie.

Dokaz. Opit’ mozno pouzit' jazyky {a}" a {b}", o ktorych bolo vo vete 3.4.2 dokézané, Ze
ich zjednotenie {a}" U {b}" nie je ani slabo prechodovo vyvéazené, ¢o znamend, Ze nie je ani
prechodovo vyvaZené. g

Veta 3.11.3 Trieda .£5_gp4 nie je uzavretad na prienik.

Dokaz. Sta¢i mierne upravit jazyky z vety 3.4.3 tak, aby boli prechodovo vyvaZené, ale argu-
ment, vd'aka ktorému ich prienik nebol ani slabo prechodovo vyvéazZeny, ostal nezmeneny. To
sa d4 spravit' tak, Ze namiesto jazykov L1 = {a,bc}"{b} a L, = {a,bd}"{b} vezmeme jazyky
L} = {aa,bc}"{b} a L, = {aa,bd}"{b}. Lahko sa da overit, Ze tieto jazyky st prechodovo
vyvézené. Ich prienik L} N L), v8ak nie je ani slabo prechodovo vyvaZeny z rovnakych dovodov,
pre ktoré nie je slabo prechodovo vyvazeny jazyk L1 N Ly. g

Veta 3.11.4 Trieda .£5_gpa nie je uzavretd na komplement.

Doékaz. Kone¢ny jazyk L = {e} je prechodovo vyvaZeny. Vo vete 3.4.4 vSak bolo dokédzané, Ze
komplement tohto jazyka nad abecedou T = {a}, jazyk L¢ = {a}*, nie je ani slabo prechodovo
vyvaZeny, ¢o znamend, Ze nie je ani prechodovo vyvéaZeny. g

Veta 3.11.5 Trieda .£5_gp4 nie je uzavretd na iterdciu.

Dokaz. Jazyk L = {ab}" - {a} je zrejme prechodovo vyvazeny. Vo vete 3.4.5 viak bolo dokazané,
Ze L* nie je ani slabo prechodovo vyvaZeny, ¢iZe nie je ani prechodovo vyvazeny. g

Veta 3.11.6 Trieda £5_gpa nie je uzavretd na kladnd iteraciu.

Dokaz. Koneény jazyk L = {a} je prechodovo vyvazeny. Jeho kladné iteracia {a} ", v8ak nie je
ani slabo prechodovo vyvaZend (veta 3.4.6), a teda nie je ani prechodovo vyvéazZena. O

Veta 3.11.7 Trieda .Z5_gpa nie je uzavretd na reverz.

Dokaz. Jazyk L = {aa, bb}*{a,b} je prechodovo vyvéazeny. Vo vete 3.4.7 viak bolo dokazané, ze
LR nie je ani slabo prechodovo vyvaZeny, a teda nie je ani prechodovo vyvaZeny. O

Veta 3.11.8 Trieda .£;5_gpa nie je uzavretd na homomorfizmus.

Dokaz. Jazyk L = {ab}" - {a} je prechodovo vyvaZeny. Vo vete 3.4.8 vak bolo dokdzané, Ze pre
homomorfizmus / definovany ako

h(a) = a,
h(b) = ¢

nie je jazyk h(L) slabo prechodovo vyvaZeny, ¢o znamend, Ze nie je ani prechodovo vyvazeny. [J

Veta 3.11.9 Trieda £5_gg4 nie je uzavretd na inverzny homomorfizmus.

Dékaz. Vo vete 3.4.9 bolo dokdzané, Ze pre jazyk L = {b} a homomorfizmus h taky, Ze
h(a) = ¢
h(b) = b

nie je jazyk h~!(L) slabo prechodovo vyvéaZeny. Jazyk L je v8ak zjavne prechodovo vyvaZzeny, o
znamenad, Ze trieda .Z5_gp4 nie je uzavreta na inverzny homomorfizmus. U
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3.11 Uzéverové vlastnosti triedy .-Z5_roa




Kapitola 4
Triedy vyvazenych jazykov

Ciel'om tejto kapitoly je prestudovat’ vzt'ahy medzi triedami vyvaZzenych jazykov definovanymi
v predchadzajucich kapitoldch a v pracach [9] a [10]. V ¢asti 4.1 bude dokdzané tvrdenie o hierar-
chii, ktort tvoria triedy prechodovo vyvazenych jazykov %5 _spoa, £5-pQa @ Ls_weQa- V Casti
4.2 zas bude dokazany rad tvrdeni o vzt'ahu tried prechodovo vyvazenych jazykov k triedam
stavovo vyvaZenych jazykov £x_spoa a Lx—EQA-

4.1 Hierarchia tried vyvaZenych jazykov

V tejto Casti bude dokédzand veta, ktord umozni usporiadat’ triedy prechodovo vyvazenych jazykov
gﬁ*SEQAI géfEQA a 557WEQA do hierarchie vzhI'adom na inklaziu.

Veta 4.1.1 Plati .,%,SEQA g_ %*EQA g_ %,WEQA.
Dokaz.

1. %5 se0a & Zs5-EQa:

a) DokaZzeme Z5_spga € ZLs_poa- Nech L € Z5_spga je prisne prechodovo vyvazeny
jazyk. Potom existuje prisne prechodovo vyvéazeny automat A so stvislou grafovou
reprezentdciou taky, Zze L(A) = L. Podl'a vety 2.2.1 automat A bud’ neobsahuje dosia-
hnutel'ny cyklus, z ktorého sa da dostat’ do akceptacného stavu, a teda je L kone¢ny
jazyk alebo méd tvar jednoduchého orientovaného cyklu cez vSetky stavy.

V pripade, Ze je L kone¢ny, je podla lemy 3.10.1 prechodovo vyvéaZeny, ¢ize L €
L5 EQA-

Nech je teda L nekone¢ny jazyk, nech A = (K, %, J,qo, F) je automat v tvare oriento-
vaného cyklu cez vSetky stavy, ktory ho akceptuje. Pre takyto automat je zrejmé, ze
pren =k|K|[+j k€ N,j € Z, plati

k+1

P = () + 1

z ¢oho je zrejmé, Ze plati
BA = limil"lfBA(I’l) =1
n—oo
Automat A je teda prechodovo vyvazeny a pre jazyk L plati L € £5_gga.

b) Dokazeme %5_spoa 2 Ls—poa. Vezmime jazyk L = {a,b}". Tento jazyk eviden-
tne nespliia charakterizaciu prisne prechodovo vyvazenych jazykov z vety 2.2.2, preto
L¢ zJ—SEQA' Ukézeme, ze L € D‘Z(S—EQA-
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Obrizok 4.1: Automat A akceptujtici jazyk L = {a,b}". Automat je prechodovo vyvéZeny, ale nie je prisne
prechodovo vyvaZeny.

Vezmime automat A = (K,%, 6,490, F), kde K= {g0}, X = {a,b}, F={qo} a
6(qo,a) = qo,
6("70/ b) = {o-

Zrejme L(A) = {a,b}" = L. Nie je tazké nahliadnut, Ze pre ¢ € {a,b} plati

n
#4lq0,¢,90, L(A)NE"] = ) k<Z> — 21,
k=0

Pre mieru vyvaZenosti preto plati

2n=1 41
B4 = liminf B4 (n) — liminf = * =1,
n—o0o

minf T~
z ¢oho vyplyva L € Z5_pga, ¢o bolo treba dokazat'.

2. %5 £0A & L5 WEQA:
a) Tvrdenie £5_roa C ZLs_wEQa je trividlne.
b) Dokazeme Z5_poa 2 ZLs—weoa. Uvazujme jazyk L = {a,bb}". UkaZeme, Ze L je
slabo prechodovo vyvaZzeny, ale nie je prechodovo vyvazeny. DokdZeme najprv L €

Z5_wega- Uvazujme automat A = (K,X%,0,qo,F), kde K = {q0,91}, £ = {a,b},
F = {q0}, a kde J-funkcia je definovana nasledovne:

5(q0’a) = qOr
6(q0,b) = @,
5("71/ b) = {o-

Obrazok 4.2: Automat A akceptujuci jazyk L = {a,bb}".

Tvrdenie L(A) = L je zrejmé. Rovnako zrejma je aj skutotnost’, Ze automat A je slabo
prechodovo vyvéazeny, o znamend, Ze plati L € Z5_weoa.

Na to, aby sme dokazali L ¢ £5_gpa treba ukazat’, Ze Ziaden automat akceptujtci L
nie je prechodovo vyvézeny. Nech A’ = (K',%, 4, q(, F’) je l'ubovol'ny deterministicky
kone¢ny automat so stvislou grafovou reprezentéciou! taky, ze L(A’) = L. Rozklad

1Zrejme plati, Ze ak je automat s nestvislou grafovou reprezentéciou prechodovo vyvazeny, je prechodovo vyvazeny
aj automat, ktory vznikne z daného automatu odobratim nedosiahnutel'nych komponentov stvislosti. Preto je mozné
uvedeny predpoklad pouzit'.
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jazyka X* na ekvivalen¢né triedy podl'a Myhillovej-Nerodovej reldcie Ry teraz ob-
sahuje tri triedy ekvivalencie: Ty = L, T, = L{b} a T3 = L — (T} U Tp). Z toho, Ze
A’ akceptuje jazyk L vyplyva, Ze pre l'ubovolny stav g € K’ plati, Ze vetky slova
w € X, pre ktoré plati (), w) F* (g,¢€) patria do rovnakej triedy ekvivalencie T(g). Z
toho, Ze jazyk L je nekone¢ny vyplyva, Ze ak je automat A’ prechodovo vyvéazeny, tak
neexistuje stav p € K’ taky, ze T(p) = T3. Preto stati uvazovat len takéto automaty a
dokazat’, Ze Ziaden z nich prechodovo vyvaZeny nie je.

Plati teda K’ = K] U K, pri¢om pre vietky q € K] plati T(q) = T; a pre v3etky p € K},
plati T(p) = T,. Naviac, jazyky prisluchajtice stavom automatu A’ su disjunktné (z
deterministickosti), z ¢oho vyplyva, Ze z kazdého stavu g € K| musi viest' prave jeden
prechod na a do niektorého stavu v K| a prave jeden prechod na b do niektorého stavu
v K. Na druhej strane, z kazdého stavu g € K} musi viest prave jeden prechod
na b do niektorého stavu v K] a Ziaden prechod na a (z toho, Ze neexistuje stav r
taky, ze T(r) = T3). Prechodovo vyvézeny automat A’ musi byt’ aj slabo prechodovo
vyvazeny, a teda musi mat’ silne stivisli grafovi reprezentdciu. Z toho vyplyva, Ze do
kazdého stavu p € K, musi viest’ aspori jeden prechod na b. Ked'ze ma byt automat
A’ prechodovo vyvéazeny, musi do kazdého stavu vchadzat’ rovnako vel'a prechodov,
ako z neho vychddza, ¢o znamend, Ze do kazdého stavu p € K} vedie prdve jeden
prechod na b. Z uvedenych skuto¢nosti potom vyplyva |K] | = |K}]|.

Je zrejmé, Zze pravdepodobnost, Ze vypocet automatu A’ sa nachddza v niektorom zo
stavov v K] je rovnaka, ako pravdepodobnost, Ze vypocet automatu A sa nachddza v
stave go. Z toho vyplyva, Ze ak majt byt prechody vychadzajtce zo stavov tej-ktorej
triedy vyuzivané rovnomerne, musi platit’ nasledujtce:

(i) Ak#4lq0,4,90,L(A)NE"] = (c;n £ O(1))|L(A) NX"|, tak

(1
K7

#a0q,a0,9, L(A)NZ"] = ( niO(l)) IL(A"YNX"|V(q,a,q9") € Dar, g € Kj.

(ii) Ak#4[q0,b,q1,L(A) NZ"] = (coan £ O(1))|L(A) N X", tak

#40q,0,9,L(A)NZ"] = <|Ic<2i|n:|:0(1)> IL(A")NZ"|Y(q,b,q") € Dar,q € K].

(iii) Ak #4[q1,b, 90, L(A) NZ"] = (c3n+ O(1))|L(A) N £, tak

#a40p, b, P, L(A)NZE"] = <|Ic<?j|n =+ O(l)) IL(A)NZ"|V(p,b,p’) € Dy, p € K.
2

Z uvedeného potom priamo vyplyva B4 = B4. Zostdva teda dokédzat’, ze B4 < 1. To

mozno urobit’ nasledovnym pouZitim metédy z Casti 3.2.

Je zrejmé, ze #[qo, b, g1, L(A) NZ"] = #[gq1,b,q0, L(A) N X"], preto staéi vypocitat’ hod-

noty #[qo, a,qo, L(A) NX"] a #]q0,b,q1, L(A) N X"]. VSeobecné rieenie je pre tieto dve

veli¢iny rovnaké a moZno ho vypocitat’ pomocou charakteristického polynému matice

/ - AN . . 7 on z / !/ p.4 .
AN, ktora mdzme zvolit’ ako I'ubovol'nt z matic A (40,0.0)" A( dobar) (Cast’ 3.2):

) )
2 2 '

Z toho vyplyva, Ze vSeobecné rieSenie pre uvazované veli¢iny mé tvar

cn <1+2\@> + con <1_2\@> +c3 <1+2\@> +cq <1_2\@> .

1—x 1
1 —X

N —xI| = |A—xI*= ‘
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4.2 Suvis so stavovou vyvidZenost'ou

Na to, aby sme ziskali uzavrety tvar pre #[qo, a,qo, L(A) N X"] a #[g0,b, 91, L(A) N Z"],
ostdva pre obe tieto veli¢iny dopocitat’ hodnoty cy, ¢2, c3 a ¢4 podl'a zodpovedajtcich
zaciatoénych podmienok. Tie st:

#[q0,4,90, L(A)NZ’] = 0,
#[q0, 4,90, L(A) NZ'] 1,
#[q0,a,q90, L(A) NZ?] = 2,
#q0,a,90, L(A) N L] 5,
#[q0,b,91, L(A)NZY] = 0,
#[g0,b,q1, L(A)NZ!] = 0,
#[q0,b,91, L(A)NE?Y] = 1,
#[q0,b,q1, L(A)NZ3] = 2.

RieSenim linedrnych systémov (s nezndmymi c1, c3, c3 a ¢4) vyplyvajicich zo veobec-
ného rieSenia a zo zaciato¢nych podmienok pre jednotlivé veli¢iny dostdvame

14v6 (1+v5)" 1-v56 [1-v5)\"
10"<2>+10”<2>+

2 (1+v5\" 2 [1-V5\"
5v/5 2 5v/5 2
n n n
1 (1+5 1 (1-+5 1 (1445
# L(A)NX"] = = - -
[%rb/qlr ( )m ] 5”( 2 > +57’l< 2 > 5\/5( 2 +
L1 (1-vEY
5v6 \ 2 '
Asymptoticky najvacsi ¢len oboch vyrazov je ten obsahujtci

n<1+\/§>"
. .

Ked'ze ma #[qo, a, g0, L(A) N X"] pri tomto ¢lene vyssi koeficient, od urcitého 1y € IN
plati #[q0,b,91, L(A) N Z"] < #[q0,4, 90, L(A) N "] a pre mieru vyvédZenosti automatu
A plati

#[90,a,q90, L(A) NY"] =

+

o Ho b L(A)NEY 5 2
Ba = i 0,490, LA N 7] ATV,

Ked'Ze ale —2~ < 1, automat A nie je prechodovo vyvazeny, ¢o bolo treba dokézat'.

1++/5
O

4.2 Suvis so stavovou vyvaZenost ou

Tato cast’ sa bude zaoberat’ otdzkami vzt'ahu tried jazykov Z5_roa, L5_spga a L5_weQa k
triedam jazykov Zx_poa a Lx_seQa-
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Veta 4.2.1 Plati D%—SEQA g gK*SEQA-
Dokaz.

C: V kapitole o prisne prechodovo vyvédzenych automatoch bolo dokdzané, Ze automat so
savislou grafovou reprezentdciou je prisne prechodovo vyvazeny prave vtedy, ked” ak-
ceptuje koneény jazyk alebo ked” md tvar orientovaného cyklu cez vSetky stavy. V [9]
zas bolo dokdzané, Ze automat je prisne stavovo vyvéazeny prave vtedy, ked' akceptuje
konec¢ny jazyk alebo ked” mé tvar orientovaného multicyklu cez vSetky stavy. Z toho vy-
plyva, Ze kazdy prisne prechodovo vyvazeny automat so stivislou grafovou reprezentéciou
je aj prisne stavovo vyvadzZeny. A kedZe ku kazdému automatu existuje ekvivalentny so
stivislou grafovou reprezentéciou, plati £5_spoa € Lx—_spga-

2: Jazyk L = {a,b}" je zrejme prisne stavovo vyvazeny. Stadi vziat automat A = (K, %, 8, qo, F)
sK={q0}, 2 ={a,b}, F = {q0} a é-funkciou definovanou nasledovne:

5(qo,a) = qo
5(‘10/ b) = {o-
Jazyk L v8ak nie je prisne prechodovo vyvazeny, ked'Ze nevyhovuje charakterizacii z vety

2.2.2.
(]

Veta 4.2.2 Plati .,%,EQA - gKfEQA-
Doékaz.

C: a) Akje L kone¢ny jazyk, je prechodovo vyvazeny, ako aj stavovo vyvazeny. Preto staci
uvazovat’ nekonecné jazyky.

b) Nech L je nekone¢ny prechodovo vyvazeny jazyk, nech A = (K,%,9,qo, F) je pre-
chodovo vyvaZeny automat (so stvislou grafovou reprezentaciou), ktory ho akcep-
tuje. Zostrojime stavovo vyvédzeny automat A’ = (K',%’, ¥, q(, F') taky, ze L(A’) = L.
V principe pojde o automat, ktorého grafova reprezentacia bude mat’ tvar hranového
grafu ku grafovej reprezentdcii pévodného automatu A. Formadlne definujeme au-
tomat A’ nasledovne: K’ = Dy, £ = £, gf, je 'ubovol'ny? prechod (g,¢,q') € D4 taky,
zeq = qo,

F'={(qg¢cq)eDalq €F}

a &’-funkcia je definovana nasledovne:

&' ((q,¢,q),d) = (q',d,6(q',4d)),

akje 6(q’,d) definované, v opaénom pripade je dany prechod nedefinovany.

Zjavne plati, Ze ku kaZzdému pouZitiu prechodu v automate A zodpovedd pouZitie
prislichajiceho stavu automatu A’ (aZ na podiatoény stav, ale toto jedno pouZzitie je
zanedbatel'né). Preto, ak je A prechodovo vyvézeny, je A’ stavovo vyvéazeny. Taktiez
zjavne plati L(A) = L(A’). To znamen4, ze A’ je stavovo vyvézeny automat akceptu-
juci jazyk L, a teda plati dokazovana inklazia £5_poa € Lk _poa-

2: Stali vziat jazyk L = {a'bl | i,j > 0}. V priklade 3.1.2 bolo 0 miniméalnom automate akcep-
tujiicom tento jazyk dokdzané, Ze nie je slabo prechodovo vyvazeny, ¢o podla vety 3.3.2
znamend, Ze ani jazyk L nie je slabo prechodovo vyvazZeny, a teda nie je ani prechodovo
vyvazeny. Na druhej strane vSak je stavovo vyvazZeny, ako je dokdzané v [9].

O

2Z toho, Ze A je prechodovo vyvéZeny automat akceptujtici nekone¢ny jazyk vyplyva, Ze existuje aspori jeden.
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Pozndmka 4.2.1 Pri tivahdch podobného typu, ako v dokaze predchddzajtcej vety, ked’ je po-
trebné vlastnost’ platnti pre prechody preniest’ na stavy alebo naopak, sa ¢asto vyuZziva konstruk-
cia, v ktorej sa automatu A = (K, %, 9, qo, F) priradi automat A’ = (K',%’, &', q(, F'), ktory sa od
povodného automatu A 1isi len tym, Ze kazdy prechod je rozdeleny novym stavom na dva pre-
chody. Tato konstrukcia sa vSak v dokaze predchddzajticej vety nemohla pouzit, ked'Ze nie je
zarudené, Ze stavy povodného automatu A boli vyuZivané rovnomerne. Vo vysledku A’ by tak
boli rovnomerne vyuZivané len novo pridané stavy, ale nemdme Ziadnu vedomost’ o vyuZivani
povodnych stavov. Automaty A a A’ naviac neakceptuju rovnaky jazyk.

Veta 4.2.3 Plati gK*SEQA - g&—EQA'
Dokaz.

C: Nech L je I'ubovolny prisne stavovo vyvazeny jazyk. DokdZeme, Ze je prechodovo vyvéze-
ny. V pripade, Ze je L konecny, je podl'a lemy 3.10.1 aj prechodovo vyvéaZeny. Preto staci,
ak sa budeme zaoberat’ len nekone¢nymi jazykmi.

Nech je teda L I'ubovol'ny nekonecny prisne stavovo vyvaZeny jazyk. Z charakterizacie
triedy Zx_spga vyplyva, Ze existuje kone¢ny automat A = (K, X,4,qo, F) v tvare orien-
tovaného multicyklu cez vsetky stavy taky, Ze L(A) = L, ktory je naviac minimalnym
automatom akceptujticim L. Spomedzi vsetkych mozZnych pomenovani stavov vyberme
také, kde K = {qo,...,qm-1} pre m = [K|, a kde 6(g,¢) = q(i-+1) mod m Pre vietky i € Zy,
a vietky c € X, pre ktoré je dany prechod definovany. To znamend, Ze pre automat A s
periédou m plati 2 (i) = {i} pre vietky i € Z,,.

Zostrojime teraz prechodovo vyvézeny automat A’ = (K, ¥/, &', q(, F') taky, ze L(A’) = L.
Hlavnou myslienkou konstrukcie bude rozdelit’ stavy automatu A na viacero stavov tak,
aby boli splnené predpoklady vety 3.10.1.

Polozmes := nsn{|W*(g)|| g € K}, kde W™ (g) je mnoZina prechodov veddcich zo stavu g.
Automat A’ zostrojime tak, aby zo stavov kazdej triedy periodického rozkladu viedlo spolu
s prechodov. Ak naviac zariadime, aby bolo tychto s prechodov rozdelenych rovnomerne
medzi stavy nasledujucej triedy periodického rozkladu, a aby bol pocet slov w € L™ takych,
Ze (p/,w) ™ (4',¢) rovnaky pre vSetky dvojice stavov p’,q' € £(0), budu predpoklady
vety 3.10.1 zrejme splnené.

Formaélne zostrojime automat A" nasledujicim sposobom. Vezmime
K'={[q,k |q €K k€Zw+(g)}
polozme ¥ =%, q; = [0, 0],
F={lgkeK|qeF}
a ¢'-funkciu definujme ako

51([%’1 k],C) = [q(iJrl) mod ms (k ’ ‘W+ (%)| + glf]i (C)) mod (S/|W+ (q(iJrl) modm)D]f

kde (4i,¢,4(i+1) mod m) € D (inak je hodnota ¢’([q;, k], ) nedefinovana), a kde &, : &5 —
{0,...,|Z4;| — 1} je 'ubovol'né bijektivne oislovanie znakov z abecedy

Zqi = {C ex | (Qi/CIQ(iJrl) mod m) € D}'

Je povsimnutiahodné, ze %] = W™ (g;)|.

Uvedend konstrukcia funguje tak, Ze kazdy stav g; rozdelime na s/|W™ (g;)| stavov, pri¢om
z kazdého zo stavov, na ktoré bol stav g; rozdeleny vedieme presne |W* (g;)| prechodov
(na tie isté pismend, ako zo stavu g;). Stavy, na ktoré bol stav g; rozdeleny tvoria kompletnti
triedu £ (i), o znamend, Ze z kazdej triedy, a teda aj do kazdej triedy periodického rozk-
ladu vedie presne s prechodov. Dalej plati, Ze z kazdého stavu v triede (i) (pre 'ubovol'né
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i) vedie rovnako vel'a prechodov (presne [W™ (g;)|). Spdsob definicie ¢'-funkcie, v ktorom
sa prechody rozdel'uja po jednom cyklicky medzi vSetky stavy nasledujtcej triedy perio-
dického rozkladu® zarutuje, e do kazdého stavu nasledujtcej triedy periodického rozk-
ladu vedie rovnaky pocet prechodov, a ked'Ze vsetkych prechodov vedtcich do nasledu-
jucej triedy je presne s, musi platit, Ze do kazdého stavu v triede Z(i) vedie pre kazdé i
presne |W™(g;)| prechodov.

UkéZeme este, Ze pre 'ubovolnu dvojicu stavov p’, 4" € £(0) je pocet slov w € ™ takych,
ze (p',w) ™ (¢',¢), rovnaky. Vsetkych vypoctov dizky m vedtcich z l'ubovolného p’ €
Z(0) je presne
m—1
C=T1 W@l

i=0

kde g; je stav automatu A. Kazdy z tychto C vypoc¢tov mozno jednoznaéne zakdédovat’
pomocou postupnosti

fo s 1 € Zyws o)) X Ziw ()] X -+ X Z{W* (g 1)

pri¢om h; je hodnota &g, (c), kde ¢ je pismeno, na ktoré bol pouZity prechod v danom kroku
vypoctu. Je zrejmé, Ze ak vSetky tieto postupnosti usporiadame v lexikografickom uspo-
riadani, bude platit’ nasledujtice: prva postupnost’ reprezentuje vypocet konciaci v stave
[90,0], druhy konéi v [go,1 mod (s/|W™(q0)|)], treti v [go,2 mod (s/|WT(q0)|)], atd’. Z
toho vyplyva, Ze potet vypoctov vedtcich z p’ do ¢’ je pre T'ubovolna dvojicu stavov
p',q € 2(0) rovny C/s (zjavne s deli C).

Z predchadzajtcich pozorovani vyplyva, Ze st splnené predpoklady vety 3.10.1, ¢o zna-
mend, Ze automat A’ je prechodovo vyvazeny, ¢o bolo treba dokazat'.

2: Uvazujmejazyk L = {aa, bb}". Nie je t azké zostrojit' prechodovo vyvazeny automat, ktory
ho akceptuje. Rovnako l'ahké je vSak nahliadnut’, Ze ho neakceptuje Ziaden automat v

tvare orientovaného multicyklu cez vSetky stavy. Takyto nekoneény jazyk vSak nemoze
byt prisne stavovo vyvazeny.

O

Veta 4.2.4 Triedy .Z5_wpoa a Lk—EgQa st neporovnatel'né.
Doékaz.

Z: Uvazujmejazyk L = {a,bb}". V dokaze vety 4.1.1 bol uvedeny minimélny automat A taky,
Zze L(A) = L. Pre tento automat plati A = (K, %, 6,90, F), kde K = {q0,91}, £ = {a, b},
F = {go} a -funkcia je definovand ako

5(ﬂ0r”) = {o,
5(q0/b) = QL
‘5(‘11/17) = 4o

Tento automat je zjavne slabo prechodovo vyvazZeny, preto L € .Z5_wgoa. Zostadva dokazat’,
Ze L Q 4 K—EQA-

Sporom. Nech existuje stavovo vyvaZeny automat A’ akceptujici L. Potom existuje aj
stavovo vyvazeny automat A” akceptujtci L, ktory ma savisli grafovu reprezentéciu, a
ktory neobsahuje stavy zodpovedajtice triede ekvivalencie Myhillovej-Nerodovej relécie,
ktorej slova sa nedajd doplnit’ na slové z akceptovaného jazyka.*

3Spdsobom spravodlivého delenia dukatov medzi zbojnikmi.

* Automat A” mozno ziskat' z automatu A’ odobranim komponentov stivislosti neobsahujticich go a stavov prislticha-
jacich uvedenej triede ekvivalencie. Nie je tazké nahliadnut,, Ze ak A’ bol stavovo vyvaZeny, bude stavovo vyvéZeny aj
automat A”.



62

4.2 Suvis so stavovou vyvidZenost'ou

Stavy automatu A” mozno rozdelit na dve triedy T; a T, (rovnako ako v dokaze vety 4.1.1).
Zrejme plati, Ze

Y #an[q, L(A") N E"] = #4[q0, L(A) N "] (4.1)
q€Ty

a
Y #ar[p, L(A") NE"] = #4[q1, L(A) N E"]. 4.2)
peTr

Taktiez zrejme plati

#4[q0, L(A)NZ"] =#4q0,a,q0, L(A) NZ"] +#4[q0,b,q1, L(A) NZ"] £ O(1)|L(A) N Z"|

#alq1, L(A) NZ"] = #4[q1,b, g0, L(A) NZ"] £ O(1)[L(A) N E"],

z ¢oho dosadenim do (4.1) a (4.2) dostdvame

Y #anlg, L(A")NE"] = #alq0,a,90, L(A) NE"] +#alq0, b, g1, L(A) NE"] £ O(1)|L(A) N E"|
qeTy

a

Z #an[p, LLA"YNZ"] = #4lq1,b,90, L(A) NZ"] £ O(1)|L(A) N Z"|.
pehs

Z uzavretych tvarov pre #4[qo, a, g0, L(A) NZ"], #4[q0,b,q1, L(A) NZ"] a#4[q1,b, 40, L(A) N
Y], vypotitanych pocas dokazu vety 4.1.1 potom vyplyva

Z #A” q, A// ﬂZ”] 3";0[ (1 +2\/5> +o0 <7’l (1 +2\/5> ) (43)

g€

Z #A” P, A// HZ”] = ; (l +2\/5> +o <1’l (l +2\/5> > . (44)

peTr

Z predpokladu stavovej vyvéZenosti automatu A” vyplyva, Ze pre kazdy stav g € K" plati

#ar[q, L(A")NZ"] =D -n (1 +2\@> +o0 (n (1 +2\@> > ,

kde D je kon$tanta. Dosadenim do (4.3) a (4.4) vSak dostdvame

3++5
10

DTy =

1
D-|I2| =2

Ale |T;| a |T;| maju byt prirodzené &isla, ¢o znamend, Ze predchddzajiice dve rovnosti
nemoZu byt’ sticasne splnené. Dostdvame teda spor.

Ojazyku L = {a'b/ | i,j > 0} je dokdzané, Ze je stavovo vyvazeny, ale nie je slabo pre-
chodovo vyvéazeny.

O
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Hlavnym cielom tejto prace bolo v nadviaznosti na prace [9] a [10] o rovhomernom vyuZivani
stavov v kone¢nych automatoch definovat’ a prestudovat’ triedy automatov a jazykov s rov-
nomernym vyuZivanim prechodov, pricom ako vypoctovy model bol zvoleny deterministicky
kone¢ny automat s moznost'ou nedocitania vstupného slova.

Pocas celej prace sa vyuZivali predovsetkym veli¢iny #4]g, ¢, q’, w| (potet vyuziti prechodu
(g,¢,q") potas vypottu na slove w € L(A)), #4[q,¢,q’, L] (pocet vyuziti prechodu (g,¢,q’") potas
vypottov na slovach koneénéhojazyka L C L(A))a |L(A) NX"| (potet akceptovanych slov dizky
n).

V kapitole 2 bola definovana trieda prisne prechodovo vyvdZenych automatov. Jej definicia for-
malizovala poziadavku priblizne rovhnomerného vyuZzivania prechodov na kazdom slove akcep-
tovaného jazyka a bola analégiou definicie obdobnej triedy prisne stavovo vyvazenych automa-
tov definovanej v [9]. Bola ndjdend tiplnd charakterizdcia triedy prisne prechodovo vyvéazenych
automatov: deterministicky kone¢ny automat so stivislou grafovou reprezentaciou je prisne pre-
chodovo vyvazeny prave vtedy, ked’ akceptuje kone¢ny jazyk alebo ked’ ma tvar orientovaného
cyklu cez vSetky stavy. Na zdklade tejto charakterizdcie bol podany aj tiplny opis triedy jazykov
Zs5_seQa akceptovanej takymito automatmi.

V kapitole 3 bol definovany koncept kvocientu vyvdZenosti, ktory uddva pomer medzi poc-
tom vyuZiti najzriedkavejsie a najcastejsie vyuZzivaného prechodu v danom automate na akcep-
tovanych slovach dizky n. Na zéklade kvocientu vyvaZenosti bola definovand miera vyvdzenosti
deterministického kone¢ného automatu ako limes inferior kvocientov vyvazenosti pre n — oo.
Prechodovo vyvdZenij automat bol definovany ako kone¢ny automat s mierou vyvazenosti 1 a slabo
prechodovo vyvdZeny automat bol definovany ako automat s mierou vyvazenosti va¢sou ako 0. Pre-
chodovo vyvazeny jazyk bol definovany ako jazyk, ku ktorému existuje prechodovo vyvéazeny
automat a obdobne boli definované aj slabo prechodovo vyvazené jazyky. Trieda prechodovo
vyvazenych jazykov bola oznac¢end ako .Zs5_gp4 a trieda slabo prechodovo vyvaZenych jazykov
ako Z5_wega-

V préci bol d’alej uvedeny sposob matematického vypoétu uzavretého tvaru pre veliciny
|IL(A)NZ"| a#4lq,c,q,L(A)NZ"] pomocou riesenia homogénneho systému linedrnych rekurent-
nych vzt'ahov prvého rddu s konstantnymi koeficientmi, pricom bol opisany sposob, ako takéto
systémy rekurencii vo vSeobecnosti riesit’. Vysledky tejto Casti prace poskytli navod, ako ziskat’
mieru vyvaZenosti daného automatu pomocou vypoctu limity a poskytli tiezZ vhodny zaklad pre
studium analytickych vlastnosti hodnot |[L(A) NE"| a#4[q,¢, 9, L(A) N Z"].

Dalej sa praca zaoberala charakterizaciou triedy slabo prechodovo vyvazenych automatov.
Bolo dokézané, Ze deterministicky koneény automat so stivislou grafovou reprezentaciou je slabo
prechodovo vyvédzeny prave vtedy, ked’ akceptuje kone¢ny jazyk alebo ked’ je jeho grafova
reprezentdcia silne stvisla.

Boli uvedené niektoré pojmy z oblasti spektralnej teérie grafov a analogické pojmy boli defi-
nované pre kone¢né automaty. V kontexte Perronovej-Frobeniovej vety sa potom vyuZili na
lepsiu charakterizaciu vieobecného rieSenia systémov rekurentnych vzt'ahov pre |[L(A) N X"| a
#4lg,¢,q', L(A) NX"] pre slabo prechodovo vyvaZené automaty, ktord mala vel'ky vyznam najma
pri studiu analytickych vlastnosti tychto veli¢in.

V d’alom sa praca zaoberala najmé skimanim analytickych vlastnosti veli¢in |[L(A) NX"| a
#al9,¢,q',L(A) NZ"], pri¢om vysledky boli vd¢sinou uvadzané pre slabo prechodovo vyvézené
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automaty. Bolo dokdzané, Ze pre kazdy prechod (g,c¢,¢’) slabo prechodovo vyvézeného au-
tomatu A existuje konstanta a takd, Ze plati

#4lg,¢,4', L(A)NE"] = (an £ O(1))|L(A) N T"]. Z.1)

Toto tvrdenie zohralo déleZitd tlohu pri ddkaze tvrdenia o konvergencii ¢iasto¢nych postupnosti
kvocientov vyvaZenosti, z ktorého vyplyva, Ze postupnost’ kvocientov vyvaZenosti ma najviac
dve ciastocné limity, pricom jedna z nich je vZdy miera vyvézenosti. Druha z nich je, ak existuje,
vzdy rovna 1 a vyskytuje sa len vtedy, ak existuje nekonetna postupnost’ dizok slov, pre ktoré
nie je akceptované ziadne slovo danej dizky. Tvrdenie (Z.1) sa vyuzZilo aj pri dokaze vety o alter-
nativnej definicii prechodovej vyvéazenosti, ktord dala do stivisu prechodovo vyvazené automaty
definované v tejto praci so stavovo vyvaZenymi automatmi definovanymi v [9].

V préci tiez boli uvedené elementdrne nutné a postacujice podmienky prechodovej vyvaze-
nosti automatu.

Pre kazda z definovanych tried boli dokdzané uzdverové vlastnosti, ktoré sumarizuje nasle-
dujtca tabul'ka.

Zs_seQA | L5-WEQA | L5-EQA
Zret'azenie nie nie nie
Zjednotenie nie nie nie
Prienik ano nie nie
Komplement nie nie nie
Iteracia nie nie nie
Kladna iteracia nie nie nie
Reverz nie nie nie
Homomorfizmus nie nie nie
Inverzny homomorfizmus nie nie nie

Tabul'ka Z.1: Tabul'ka uzédverovych vlastnosti tried .Z5_spoa, L5-wrQa a L5_poa dokédzanych v tejto
préci.

Vo stvrtej kapitole boli dokdzané tvrdenia o vzdjomnych vzt'ahoch tried prechodovo a sta-
vovo vyvazenych jazykov. Bolo dokdzané, Ze triedy prechodovo vyvéazenych jazykov sa daja
usporiadat’ do hierarchie vzhl'adom na inkltaziu v nasledujiicom poradi (od najmensej triedy po
najvacsiu): prisne prechodovo vyvéazené jazyky, prechodovo vyvazené jazyky, slabo prechodovo
vyvéZené jazyky. Néasledne boli dokdzané aj tvrdenia o vzt'ahu tried prechodovo vyvaZenych
jazykov k triedam stavovo vyvéaZenych jazykov. Vysledky stvrtej kapitoly mozno zhrnat' nasle-
dujtcim diagramom.

L5 _WEQA

T

L5 seQA —————— Lx—s;QA ——————— L5 poaA ——————— LK_EQA

Obrazok Z.1: Diagram znazorfiujtci vzt'ahy medzi triedami prechodovo a stavovo vyvaZzenych jazykov.
Trieda A je podtriedou triedy B, ak v diagrame vedie orientovand cesta z A do B. V pripade, Ze pre nejaké
triedy A, B nevedie v diagrame orientovana cesta ani z A do B, ani z B do A, st tieto dve triedy neporov-
natel'né.
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