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Abstrakt

V tejto préci sa zaoberam frakénych chromatickym ¢islom grafov. épecialne
sa zaoberam frakénymi farbeniami distanc¢nych grafov. Uvediem niektoré
vety, pomocou ktorych mozno urcit frakéné chromatické ¢islo pre konkrétne

triedy distanc¢nych grafov.

Klacové slova: frakéné farbenia, diStan¢né grafy, mnoZina uza-

vretid na rozdiel
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Kapitola 1
Uvod

Jednou z najzaujimavejsich casti teorie grafov je farbenie grafov, respektive
urc¢ovanie chromatického ¢isla grafov. Prvé zmienky o farbeni grafov siahaju
az do 19. storocia, kedy v roku 1852 Francis Guthrie z Juhoafrickej republiky
sformuloval takzvani vetu o Styroch farbach [11], ktor& hovori o tom, ze kazdy
planarny graf je zafarbitelny Styrmi farbami, a teda méa chromatické ¢islo
maximalne 4. Tato veta bola dokédzana pomocou pocitacov po niekolkych
netspesnych pokusoch az v roku 1976 americkym matematikom Kennethom

Appelom a nemeckym matematikom Wolfgangom Hakenom.

V tejto praci sa budem zaoberat frakénym farbenim grafov. Frakéné far-
benie je zaujimava téma v oblasti tedrie grafov, ktord zatial nie je tuplne
preskiimand. Frakéné farbenie grafu je zafarbenie kazdého vrcholu grafu rov-
nakym poctom farieb takym spodsobom, Ze ziadne dva susedné vrcholy niest
zafarbené rovnakou farbou. Frakéné chromatické ¢islo grafov dostaneme, ak
minimalizujeme podiel pouzitych farieb v celom grafe a poctu farieb, ktorym
je zafarbeny jeden vrchol. Zaroven plati to ¢o pri frakénom farbeni, ¢ize ziadne
dva susedné vrcholy nemaji spolo¢ni farbu, ktorou st zafarbené. Namiesto

farieb sa vSak kvoli jednoduchosti zvyknu pouzivat prirodzené ¢isla. Frakéné



chromatické ¢islo grafov bolo prvykrat spomenuté v ¢lanku z roku 1973 od
Hiltona, Radoa a Scotta. Zaujimavé su vysledky pre zlozitost frakéného farbe-
nia. Vrcholové farbenie je NP-tazké [14], no na druhej strane mézeme hranové

farbenie vyriesit v polynomialnom v ¢ase [13].

Pojem frakéného chromatického ¢isla grafov stuvisi s cirkularnymi farbe-
niami, ktorym sa venoval Xuding Zhu v [12]. Cirkularne (a, b)-farbenie grafu
G(V, E) je také zobrazenie ¢ : V. — {0, 1, ...,a—1}, Ze pre kazda hranu uwv € F
plati: b < |c(u) — ¢(v)| < a — b. Cirkularne chromatické ¢islo grafu x.(G)
je minimalny podiel a/b taky, ze graf G ma (a,b)-farbenie. Pre cirkularne
chromatické ¢islo grafu plati, ze je ohranicené zdola frakénym chromatickym

¢islom xf(G) a zhora zase chromatickym ¢islom x(G).

Pomocou farbeni grafov moézeme riesit niekol'ko roznych problémov. Medzi
jednu z najpouzivanejsich aplikacii parti problém napldnovania procesov.
Potrebujeme docielit, aby sa vSetky potrebné procesy v systéme vykonali,
pricom niektoré procesy sa nemozu vykonat sucasne. V tomto pripade nam
vrcholy grafu symbolizuji procesy a dva vrcholy st spojené hranou prave
vtedy, ak sa nemoézu vykonat sticasne. Majme n procesov. Na vykonanie
kazdého z nich potrebujeme jednu sekundu. Najdenie k-farbenia tohto grafu
zodpovedéd najdeniu optiméalneho napldnovania pre vykonanie vSetkych pro-
cesov. Farba i na vrchole v znamena, 7e sa tento proces vykond v Case i. Ak st
dva vrcholy zafarbené rozlicnou farbou, tak sa tieto procesy nemozu vykonat
sacasne. CiZe potet farieb na zafarbenie tohto grafu ndm udava najkratsi cas,
za ktory sa daja tieto procesy vykonat.

Ak pouzijeme frakcné farbenie, dovolime procesu aby sa mohol vykonat
na viac krat. Kazdy proces sa vykona na tolko krat, kolkymi farbami je za-
farbeny a podla toho rozdelime sekundu na viac men8ich tsekov. Najdenim

frakéného chromatického ¢isla tohoto grafu dosiahneme optimélne naplano-



vanie pre vykonanie vSetkych procesov.

Cielom préce je urobit prehlad vysledkov a pouzitych met6éd pri skimani
frak¢éného chromatického ¢isla distanénych grafov. Distancny graf G(Z, D) je
nekonec¢ny graf, ktorého vrcholmi st prirodzené ¢isla, pricom dva vrcholy st
spojené hranou prave vtedy, ak sa rozdiel tychto vrcholov nachidza v mnozine
D. Ako neskor ukidzeme, skimanie frakéného chromatického ¢isla pre dis-
tancéné grafy ma suvis s teériou mnozin a hustotou mnozin. V tejto praci
budeme uvazovat, ze graf G je jednoduchy neorientovany graf. Na zaciat-
ku uvedieme definicie pojmov pouzivanych v tejto praci. Potom ukizeme
niekol'ko sposobov, ako skumat frakéné chromatické ¢islo distanénych grafov.
Specialne sa zameriame na konkrétne vysledky pre niektoré typy distan¢nych

grafov.



Kapitola 2
Zakladné definicie a pojmy

Frak¢né farbenie grafov je zovSeobecnenim normélneho (vrcholového) far-
benia grafov. Pri vrcholovom farbeni grafu GG je kazdému vrcholu V € G
priradend farba tak, aby Ziadne dva susedné vrcholy spojené hranou nemali
pridelent rovnaka farbu. Vo frakénom farbeni grafov obsahuje kazdy vrchol
mnozinu farieb, pricom prienik mnozin farieb dvoch susednych vrcholov je
prazdna mnozina. Namiesto farieb sa zvyknd pouzivat aj prirodzené ¢isla.
Nasledujuce definicie a vlastnosti boli spisané Edwardom R. Scheinermanom

a Danielom H. Ullmanom v [9].

Nezavisla mnozina M grafu G je takd mnozina vrcholov, Ze pre kazdé dva
vrcholy z M plati, ze niesd spojené hranou. Mohutnost najvicsej nezavislej
mnoziny volame ¢islo nezavislosti grafu a znacime ho a(G). Maximalny kom-
pletny podgraf grafu G nazyvame ¢islo kliky grafu, pouzivame oznacenie
w(@). Pocet vrcholov grafu G je mohutnost vrcholovej mnoziny V. Oznacu-
jeme ho n(G). Chromatické ¢islo grafu x(G) je najmensi pocet farieb, ktory
musiime pouzit na zafarbenie vrcholov, pricom kazd& hrana spaja vrcholy

roznych farieb.



Na obrazku 2.1 mame zafarbenie Petersenovho grafu troma farbami. Chro-
matické Cislo tohto grafu je 3. Dvoma farbami nie je zafarbitelny, pretoze

obsahuje kruznice neparnej dizky.

Obr. 2.1: Zafarbenie Petersenovho grafu troma farbami

Nech b je prirodzené ¢&islo a b > 1. Potom b farbenie grafu je zafarbenie
vSetkych vrcholov grafu b farbami tak, Ze susedné vrcholy si zafarbené dis-
junktnymi mnozinami farieb. Ak a je prirodzené ¢islo a plati, ze a > b, tak
a:b farbenie je definované ako b-farbenie grafu z a moznych farieb a b-ndsobné

chromatické ¢islo grafu x,(G) je najmensie ¢islo také, 7e a:b farbenie existuje.

Frakéné chromatické ¢islo mozeme definovat nasledujicimi dvoma spo-
sobmi. Prvej definicii hovorime farbiaca definicia a druha definuje frakéné
chromatické ¢islo grafu pomocou linearneho programovania. Obe definicie st

ekvivelentné.

Definicia 2.1 Frakcéné chromatické cislo grafu G je definované ako

(@) (G
Xf(G) = lim :Hl}f 5

b—00 b

Tato limita existuje, lebo plati, ze
Xa—i—b(G) < Xa(G) + Xb(G)
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Linedrne programovanie slizi na optimalizaciu funkcii viac premennych
pri splneni zadanej podmienky. Frakéné chromatické ¢islo grafov moézeme

definovat aj tymto spésobom.

Definicia 2.2 Nech [ je nezavisl4 mnozina vrcholov a nech x; > 0 je
premennd pre kazdd nezavisli mnozinu I. Potom frakéné chromatické cislo

grafu G' dostaneme vyrieSenim linedrneho programu

mianI:VUEGZxIZI
1

Iwel

Na nasledujicom obrazku mame Petersenov graf, v ktorom mame oz-
nacené vrcholy grafu od 1 po 10. Pokisime sa skimat frakéné chromatickeé

¢islo tohoto grafu.

Obr. 2.2: Petersenov graf

Najskor hladame v tomto grafe najvicSie mozné nezavislé mnoziny vr-
cholov I;. Za¢neme vrcholom 1. Z obrézku vidno, Ze z vonkajSicho cyklu

mozu byt v jednej nezavislej mnozine maximéalne 2 vrcholy. I = {1, 3,9, 10},



I, = {1,4,7,8}, Iy = {2,4,6,10}, I, = {2,5,8,9}, Is = {3,5,6,7}. Nasli
sme 5 nezavislych mnozin, ktorych mohutnost je 4, tdto mohutnost je max-
imalna a ziadna dalSia nezavisld mnozina s mohutnostou 4 v grafe nieje.
Kazda nezavisla mnozina nam urcuje farbu, ktorou si dané vrcholy zafar-
bené. Kazdy vrchol sa nachadza prave v dvoch nezévislych mnozinach. Nasli
sme 5:2 farbenie tohoto grafu. Ak by sme chceli zafarbit vrchol troma far-
bami, potrebujeme na to aspoit daldie 4 farby, lebo pocet vrcholov je 10
a mohutnost najvicsej nezavislej mnoziny okrem spominanych piatich je 3.
Dostali by sme 9:3 farbenie a kedze 5/2 < 9/3, frakéné chromatické ¢islo
tohoto grafu bude 5/2.

Obr. 2.3: Frak¢né farbenie Petersenovho grafu




Teraz uvediem niektoré vlastnosti frakéného chromatického disla, ktoré

st uvedené v [7]:

ez e @)
GO zu@) (22
@ <x(@)  (23)

Minimélny pocet disjunktnych nezavislych mnozin v grafe je podiel poc¢tu
vrcholov grafu a mohutnosti najvi¢sej nezavislej mnoziny grafu. Frakéné
chromatické ¢islo grafu musi byt aspon také, aky je minimalny pocet dis-
junktnych nezavislych mnozin v grafe, a teda x¢(G) > n(G)/a(G).

Druhu vlasnost vieme odvodit z toho, Ze v klike s mohutnostou n musi
byt pouzitych minimélne n farieb, kedze vSetky vrcholy tohto podgrafu si
navzajom pospajané hranami.

Posledna nerovnost vyplyva z toho, Ze ak zafarbime kazdy vrchol grafu len
jednou farbou dostavame rovnost a z definicie frakéného chromatického ¢isla

vieme, ze nemoze platit x¢(G) > x(G).
Nasledujuca hypotéza hovori o hornej hranici chromatického ¢isla grafov.
Pre chromatické ¢islo grafov je tato hypotéza otvoreny problém, ale ak namiesto

X(G) pouzijeme x¢(G), tato hypotéza plati.

Hypotéza 2.1 Pre kazdy graf G plati: x(G) < [1(a(G) + 1) + iw(G)]

10



Na obrazkoch 2.4 a 2.5 méme znazornené normaélne a frakcéné farbenie
kruznice, ktorda ma 5 vrcholov. Kazd4 mnozina farieb ma «(G) prvkov. Z
hore uvedenych vlastnost{ vieme, ze xs(G) je zdola ohrani¢ené ¢islom EG; V/
toho vyplyva, ze frakéné chromatické ¢islo je 5 KedZe je kruznica nepéarnej

dlzky, chromatické ¢islo takéhoto grafu rovné (GQ)H =3.

Obr. 2.4: Klasické farbenie a frakéné farbenie kruznice dlzky 5

1 q
2

Obr. 2.5: Frakéné farbenie kruznice dizky 5

{1,2}

{4,5} {3,4}

{2,3} {1,5}
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Na dalsom obrazku mame 5:2 farbenie dodekaéderu. Tento graf sa sklada
z kruznic dlzky 5. Na predchadzajicom priklade sme si ukazali, ze kruznica
dizky 5 ma frakéné chromatickeé &islo 5/2. Z toho vyplyva, 7e frakéné farbenie

tohto grafu nemoze byt lepsie ako 5:2 a frakéné chromatické ¢islo bude 5/2.

Obr. 2.6: Frak¢éné farbenie dodekaéderu

12



Kapitola 3
Distancéné grafy

Prva zmienka o diStanénych grafoch je od Eggletona, Erddsa and Skiltona
v [20]. Studovanie distanénych grafov bolo motivované zndmym problémom
ktory znie: Aky je minimalny potrebny pocet farieb na zafarbenie vsetkych
bodov euklidovskej roviny tak, ze body,ktoré maji od seba vzdialenost 1, st
zafarbené roznymi farbami. Tento problém je rovnako tazky ako problému

urcenia chromatického ¢isla grafu G(R?, {1})

Definicia 3.1 Nech D je mnozina kladnych prirodzenych ¢isel. Distan¢ny
graf generovany mnozinou D je nekonecny graf, ktory ma mnozinu vsetkych
celych ¢isel ako mnozinu vrcholov a vrcholy ¢ a j st susedné, ak plati, Ze

i —j| € D.

Chen, Chang a Huang v [16] dokazali, Ze pre Tubovolna mnoZzinu D plati
X(G(Z,D)) < |D| + 1. Z nerovnosti (2.2) a (2.3) dostavame, ze

1Dl < x;(G(Z, D)) < |D|+1 (3.1)

Urcit frak¢éné chromatické cislo grafu pre distancné grafy je ekvivalentny

problém k problému hustoty mnozin v teérii ¢isel . Nech D je mnozina

13



Obr. 3.1: Ukazka distanéného grafu s mnozinou D = {2,3,5}

kladnych celych ¢isel. Podla [1| sa mnozina S nazyva D-mnoZina, ak plati:
Va,b € S :|a—0b| € D. Z tohto vyplyva, Ze S je D-mnoZina prave vtedy, ak
S je klika v G(Z, D).

Oznatme S(n) = [{0,1,....,n — 1} N.S|. Horna asymptotickd hustota a
dolné asymptotickd hustota mnoziny S st definované nasledovne:

6(S) = mwmsfj), 4(8) = hmHOOSgL) (3.2)
Hovorime, Zze S ma hustotu §(5), ak 6 = §(S) = §(5). Potom maximélna
hustota D-mnoziny je definovana ako u(D) = sup{d(S) S je D-mnozina}.
Problém urcenia p(D) bol prvykrat sformulovany v [15]. Chang a Liu v [5]
dokazali, ze pre kazdi koneé¢ntt mnozinu D plati

1
xf(G(Z,D)) = WD)’ (3.3)
Frakéné chromatické ¢islo distancénych grafov mozme urcit aj pomocou

T-farbeni, ktoré bolo prvykrat popisané v [17] N.M. Haralambisom.

14



Nech T je mnozina prirodzenych ¢isel a 0 € T. Potom T-farbenie grafu G
je zobrazenie f : V(G) — Z také, ze absottutna hodnota funkénych hodnot
priradenych dvom susednym vrcholom nepatri do tzv. zakdzanej mnoziny,

ktort oznac¢ujeme T-mnozina.

Vi,jeV:(i,j) € E=f() = fU) ¢T (3-4)

Rozpitie T-farbenia f je rozdiel najvi¢sicho a najmensieho ¢isla vo f(V),
to znamena max{|f(u) — f(v)| : w,v € V} [5]. Miniméalne rozpétie medzi
vSetkymi T-farbeniami v grafe G nazyvame T-rozpitie a oznacujeme ho
spr(G). Nech o, oznacuje spr(K,). Potom pre kazdia mnozinu T asymp-

toticky pomer T-farbenia
. On
R(T) = limy—0o— (3.5)
n

existuje a R(T) je racionalne ¢islo. V [6] bolo dokizané, Zze pre Tubovolnu

mnozinu T"a D =T — {0} dostaneme rovnost
R(T) = (G(Z D). (36

Pre realne ¢islo x ozna¢me ||z|| vzdialenost medzi x a najbliz§im prirodzenym
¢islom, ¢ize ||z|| = min{zx — |x], [z] — x} [1]. Pre realne ¢islo ¢ a mnozinu

realnych ¢isiel X, nech |[tX|| = inf{||tz|| : x € X} a
K(X) = sup{||tX]|| : t € R}. (3.7)

S tymto pojmom suvisi nasledujica hypotéza, nazyvana tiez hypotéza

osamelého bezca (lonely runner conjecture).

Hypotéza 3.1 [28] Nech D je konefn&a mnozina prirodzenych &isel a
|D| = d. Potom k(D) > 1/(d +1).

15



Tato hypotéza sa da interpretovat aj nasledovnym spésobom. Nech d bez-
cov bezi konstantnou rychlostou na okruhu s obvodom 1, pricom kazdy bezec
dosahuje odlisni rychlost. Potom pre kazdého bezca existuje ¢as, v ktorom
je vzdialeny od vSetkych ostatnych beZzcov aspon o vzdialenost 1/d. Doteraz

bola tato hypotéza dokazana pre d < 7.

Cantor a Gordon v [15] dokazali, Ze potom pre Tubovolnt mnozinu D

plati
1
WD) <p(D)=—— 2 (38)
xs(G(Z, D))
Podl'a [1] pre kazda mnozinu D takd, ze |D| < 2 plati, ze k(D) = u(D).
To, ¢ existuje trojprvkovd mnozina D taki, ze k(D) = u(D), je zatial

otvoreny problém.

16



Kapitola 4

Frakéné farbenia pre urcité triedy

distancénych grafov

Frakcéné chromatické ¢islo grafov bolo sktimané pre rozne triedy distancénych
grafov [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Ak je D jednoprvkova mnoZina, potom je zrejmeé
ze graf G(Z, D) nebude obsahovat ziadnu kruznicu a teda x;(G(Z, D)) = 2.
Cantor s Gordonom [15]| dokazali, ze ak D = {a, b} a najvacsi spolo¢ny delitel
nsd(a,b) = 1, potom x;(G(Z,D)) = W Ked je najvicsi spolo¢ny
delitel prvkov mnoziny D vicési ako 1, potom je graf G(Z, D) nesuvisly. Oz-
nac¢me si nsd(D) = n. Potom graf G(Z, D) méa n rovnakych komponentov
nestvislosti a vrcholy kazdého komponentu grafu tvoria ¢isla s rovnakym
zvy$kom po deleni n. Navyse kazdy jeden komponent je izomorfny s grafom
G(Z,D/n), pricom mnozinu D /n dostaneme z mnoziny D ak kazdy jej prvok
predelime ¢islom n. Pre |D| > 3 st presné hodnoty frakéného chromatického

¢isla x¢(G(Z, D)) zname len pre niektoré Specidlne mnoziny D.

Pre TubovoIné dve prirodzené &isla a < b budeme pouzivat oznacenie

la, b] pre mnozinu ¢isiel {a,a+1,...,b}. V [5] bolo dokdzané, ze ak D = [a, b],

17



potom
a+b

a
Majme prirodzené ¢isla a, b, m, pre ktoré plati 1 < a < b < m — 1. Potom

xs(G(Z,D)) =

Dapm = [La—1JUb+1,m — 1]

Ak a = b, potom D, 4, = [1,m — 1] — {a}. Problém urcenia chomatického
¢isla grafu pre graf G(Z, Dy om) bol prvykrat spomenuty v [20] a bol kom-

pletne vyrieSeny v [5]. Nasledujica veta bola sformulovana a dokazana v [1].
Veta 4.1 Nech G = G(Z, Dy ). Oznaéme A =m —b,s = |b/a],

q= |m/A]|. Potom
* Ak A > 2a, potom x¢(G) = (sa+m)/(s+ 1)
* Ak A < a, potom x¢(G) = maz{a,m/(s+1)}

* Ak a < A < 2a, potom

sarn, ak 2ga < m < a+ gA alebo ak m > (2¢+ 1)a
Xr(G) = " ak m < min{gA + a,2qa}
QGolimta ok gA +a < m < (2 + 1)a

q

V nasledujucej kapitole uvedieme typy mnozin D ktoré st zaujimavé pri
pocitani frakéného chromatického ¢isla distancénych grafov. Neskor si tieto

mnoziny rozdelime do troch skupin, pre ktoré si zname vysledky x((G(Z, D)).

4.1 Mnoziny skoro uzavreté na rozdiel

Mnozinu prirodzenych ¢isel D nazyvame, ze je uzavretd na rozdiel, ak pre
kazdé a,b € D plati, ze |a — b| € D (Liu, Zhu [3]). Mnozina D je skoro uza-

vreta na rozdiel, ak existuje takd mnozina D' C D, ze |D'| = |D| — 1 a pre
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Tubovolné dve a,b € D’ plati, ze |a — b| € D. Je zrejmé, 7e ak |D| < 2 alebo
D = {a,b,a + b}, potom mnozina D je skoro uzavretd na rozdiel. Pojem
mnoziny skoro uzavretej na rozdiel bol po prvykrat uvedeny Kemnitzom a

Marangiom [22].

Veta 4.2 Nech G(Z, D) je distan¢ny graf. Mnozina D je skoro uzavreta
na rozdiel prave vtedy, ak w(G(Z, D)) > |D|.

Dokaz 4.2 Nech D je skoro uzavretd na rozdiel a |D| = n. Potom exis-
tuje takd mnozina D' C D, ze |D'| = |D| — 1 a pre TubovoIné dve a,b € D’
plati, ze |a — b| € D. Cize G(Z, D) obsahuje podgraf, v ktorom kazdy z
vrcholov je spojeny s n — 1 dalsimi vrcholmi, a teda G(Z, D) obsahuje K,
a w(G(Z,D)) > |D|. Opac¢ne, nech w(G(Z, D)) > |D|. Potom G(Z, D) ob-
sahuje kompletny podgraf K,, a teda D obsahuje n — 1 prvkovi podmnozinu
D’ taka, 7e Ya,b € D' : |a —b| € D ateda D je uzavreta na rozdiel.

Nasledujtca veta hovori o tom, ako vyzeraju mnoziny uzavreté na rozdiel

a mnoziny skoro uzavreté na rozdiel.

Veta 4.3 [3] Nech D je konefna mnozina prirodzenych &isiel s mohut-
nostou |D| = d a najmensi spolo¢ny delitel prvkov moziny je 1. Potom D je
uzavretd na rozdiel prave vtedy, ak D = {1,2,...,d} a D je skoro uzavreta

na rozdiel prave vtedy, ak plati jedna z nasledujtcich vlastnosti:
A.l) D ={a,2a,3a,..,(d—1)a,b}.
A2) D ={a,b,a+ b} pre b # 2a.

A3) D ={r,y,y — v,z +y} pre y # 2.

Naért dékazu Je zrejmé Ze rozdiel dvoch prvkov mnoziny patri do rov-

nakej mnoziny len vtedy, ak obsahuje vSetky prirodzené ¢isla od 1 po |D|,
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¢ize mnozina D je uzavreta na rozdiel len vtedy, ak D = {1,2,...,d}. Je tiez
I'ahko dokézat, ze kazda z mnozin D v A.1, A.2 a aj A.3 je skoro uzavreta na
rozdiel. Pozadované mnoziny D', pre ktoré plati, ze Va,b € D' : |a — b| € D
st pre A.1 {a,2a,...,(d — 1)a}, pre A.2 {a,a + b} a pre A3 {z,y,x + y}.
Teraz treba dokazat, ze kazdad mnozina skoro uzavretid na rozdiel ma tvar
ako v A.1, A.2 alebo A.3.

Nech D je mnozina skoro uzavreta na rozdiel a |D| = d. Ak d < 2, potom
kazda mnozina D je typu A.l.

Polozme d =3 a D' = {z,y}(x < y) je pozadovana podmnozina mnoziny
D. Potom musi platit, ze y —z € M. Ak y —x = z, potom D' = D = {z, 2z}
a teda D je typu A.1, v opa¢nom pripade D = {z,y — x,y} je typu A.2.

Nech d =4 a D' ={z,y,z}(x <y < z). Nech M — M' = {t}. Kedze
y—x € M ay—uz ¢ {y,z}, mozeme predpokladat, 7ze y — z € {z,t}. Ak
y—x=t,potomz—z € {r,y}. Akz—zx =z, potom z—y=z—x—1t=
x —1t ¢ M, ¢&m dostavame spor. Tym padom z —xz = y a teda z = = + y.
Kedze t = y — x, mnozina M = {x,y,y — x,x + y} a teda M je typu A.3.

Teraz polozme y — z = x. Potom y = 2z a {z —y,z — x} C {z,2x,t}.
Vyraz z — x mozeme rozsirit pomocou y tak, 7e z —zx =2z —y+y —x. A
ked7e y —x = x, potom z —y+y —x = z — y + x. Tym dostdvame, 7e
(z—x)—(z—y)=un,8zebud z—y=waz—z=y=2z alebo z —y =2z
a t = 3x. V oboch pripadoch je mnozina D typu A.l.

Pripady pre d > 5 podrobne dokazal D. D. Liu v [26].

Z predchadzajicej vety mame, ze mnoziny skoro uzavreté na rozdiel st
rozdelené do troch skupin: A.1, A.2 a A.3. V dal8ich ¢astiach prace budeme

skiimat hodnoty frakéného chromatického ¢isla pre tieto typy mnozin.
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4.1.1 DMnoziny skoro uzavreté na rozdiel typu A.1

Urcit frakéné chromatické ¢islo pre mnoziny typu A.1 sa ukazuje byt naj-
Tah&i problém spomedzi spomenutych troch typov. Nasledujuca veta bola
vyslovena aj dokdzana v [3]| pre hustotu mnozin u(D). Kedze podla (3.2)
plati, ze x;(G(Z,D)) =

¢islo distan¢nych grafov.

ﬁ, vyslovime tito vetu pre frakéné chromatické

Nasledujtcu lemu dokézant v [17] pouzijeme pri ur¢ovani x;(G(Z, D)),

kde D je mnozina skoro uzavretd na rozdiel typu A.1.

Lema 4.4 Nech D je mnozina kladnych prirodzenych ¢isel a « je redlne
¢islo z intervalu (0,1]. Ak p(D) > «, potom existuje D-mnozina S taka,
ze pre Tubovoiié n > 0,5(n) > a(n + 1), kde S(n) = SN{0,1,...,n}. Ak
S(0) > a, potom 0 € S.

Podla vztahu (3.3) ndm na vypocet frakéného chromatického grafu G(Z, D)

sta¢i ur¢it hodnotu p(D), ktora budeme v nasledujucich dékazoch pouzivat.

Veta 4.5 Nech D = {a, 2a, 3a, ..., (d—1)a, b}, kde nsd(a,b) = 1. Aka =1,

potom

ak b nie je nasobok d

1
D)=k(D)={ ¥
,U( ) ( ) { k ak b = kd pre nejaké k

kd+1

Ak a > 2, potom u(D) = k(D) = 1/d.

Doékaz 4.5 Predpokladajme, ze a = 1. Ak b nie je nasobok ¢isla d, nech
t = 1/m. Potom |[tD|| = 1/d, a teda x¢(G(Z, D)) < 1/k(D) < d. Pomocou
(3.1) a (3.8) dostavame rovnost, a teda prva cast dokazu plati.

V dalgej ¢asti dokazu polozme D = {1,2,3,...,d—1,dk} pre k > 1. Nech
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t =k/(dk+1). Potom |[tD|| = k/(dk +1), a tak u(D) > w(D) > k/(dk+1),
z ¢oho dostavame, ze pu(D) < k/(dk + 1). Treba dokazat rovnost, ¢ize treba
dokazat, ze u(D) > k/(dk + 1). Na to pouzijeme Lemu 4.4. Polozme o =
k/(dk 4+ 1). Potom dostavame, ze nam sta¢i dokazat, ze pre [ubovolnu D-
mnozina S plati, ze S(dk) < ﬁﬂ(dk + 1), ¢ize S(dk) < k. Kedze plati, ze
0 € S a zaroven dk € D, potom je zrejmé, 7e dk ¢ S. Rozdelme si mnozinu

{0,1,2,...,dk — 1} na mnoZiny
X, ={0,1,.,d—1}+id, i=0,1,.. k-1

Zjavne |SNX;| < 1 pre vietky i a tak S(mk) < k, ¢o sme potrebovali dokazat.
Teda plati rovnost p = k/(kd + 1).

Polozme a > 2. Z (3.1) a (3.8) dostavame, Ze na dokdzanie vztahu p(D) =
k(D) = 1/d nam sta¢i dokazat nerovnost (D) > 1/d. To znamen4, Ze musi
existovat t € R takeé, ze ||Dt|| > 1/d. Polozme b = q(ad) + r, kde ¢,r st
prirodzené ¢isla a 0 < r < ad. Kedze nsd(a,b) = 1, tak musi platit, ze
r > 0. Ak a < r < (d — 1)a, potom polozme ¢t = 1/(ad). Potom plati,
ze ||Dt|| = inf{||td|| : d € D} = 1/d, pretoze kazdy prvok mnoziny D je
VACSi alebo rovny a. Z toho dostdvame ¢o sme potrebovali dokizat, a teda
k(D) > 1/d.

Teraz uvazujme, ze 1 < r < a — 1. Nech [ je najmensie prirodzené ¢islo
také, 7ze vl > a. Potom plati, 7e 2 < [ < a, a < rl < 2a — 1 a existuje
prirodzené cislo k € {0,1,2,...,d — 3} také, ze | + k mod d = +1. Z toho
dostavame, ze a(l+k) mod ad = +a. Z definicie mnoziny D vieme, 7e ||tD|| =
inf{||td]|, [|t(ja)|| : j = 1,2,...,d — 1}. Polozme t = (I + k)/(ad). Potom musi
platit, ze [[bt[| = |[(q(ad) + r)(l + k)/(ad)|| = ||r(l + k)/(ad)|| = 1/d, lebo
a<lr<(I+k)r<(+d=3)r=(I-1r+(d—-2)r <a+(d—2)a = (d—1)a.
Pomocou toho, ze a(l 4+ k) mod ad = +a moézeme Tahko ukazat, ze plati
1(Ga) (L + k)/(ad)[| = [|(ja)/(ad)|| = 1/m a teda (D) = 1/d.

Posledny pripad je pre (d — 1)a+ 1 < r < ad — 1, ktory je symetricky s
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predchédzajicim pripadom. Dokazali sme, Ze pre mnoziny skoro uzavreté na
rozdiel typu A.1 pre a > 2 je (D) = (D) = 1/d, a teda x;(G(Z,D)) = d.

4.1.2 Mnoziny skoro uzavreté na rozdiel typu A.2

Pri mnozinach tohoto typu sa dokazy konsStruuji pomocou asymptotického
pomeru T-farbenia (3.5). Vzhladom na rovnost (3.6) mozme frakéné chro-
matické ¢islo distan¢énych grafov uricit aj tymto spésobom.

Nech D = {a,b,a + b}. Ak nie je ziadne z a, b, a + b nasobok ¢isla 3, po-
tom bolo dokazané v [18], ze x¢(G(Z, D)) = 3, pretoze D-mnozina obsahuje
vSetky nasobky ¢isla 3. V [17] bola ur¢end hodnota u(D) pre a = 1, ¢ize pre
D={1,b,b+1}.

Veta 4.6 [18, 26] Nech D = {a,b,a + b}, nsd(a,b) = 1 a jedno 7z ¢isel
a, b, a + b je ndsobkom ¢isla 3. Potom

|26+ a)/3] [(2a+b)/3]

D) =
pD) = max{ 2o6+a ' 2a+0D

}

Spodn4 hranica pre (D) bola dokdzana v [18] a horna hranice bola dokazana

pomocou nasledtjucej lemy.

Lema 4.7 Nech 0 < a < b st prirodzené ¢isla, pre ktoré plati, ze
nsd(a,b) = 1. Nech c=a+ba D = {a,b,c}.

* Ak b — a = 3k, potom u(D) < 1/3
* Ak b—a=3k+ 1, potom pu(D) < (a+k)/(3a+ 3k +1)
* Ak b—a=3k+2, potom u(D) < (a+2k+1)/(3a + 6k + 4)

Prva ¢ast lemy bola dokdzana v [18] a dalsie dve boli rozobrané v [26].
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4.1.3 Mnoziny skoro uzavreté na rozdiel typu A.3

Urcit frakéné chromatické ¢islo grafov x;(G(Z, D)) resp. u(D) pre mnozinu
skoro uzavretu na rozdiel D = {x,y,y — x,z + y} je spomedzi tychto troch
typov mnoZin najkomplikovanejie. Aj ked pripad, kedy je jedno z ¢isel x,y
parne a druhé nepérne je pomerne jednoduchy, komplikacie nastavaji, ak s
¢isla  a y obe neparne. Kedze uvazujeme, ze nsd(x,y) = 1, pripad, kedy x
aj y st obe parne, nenastane. A. Kemnitz a H. Kolberg v [27] dokazali, ze
ak r a y maju rozdielnu paritu, potom x(G(Z, D)) = 4. Pomocou vety 4.2
dostavame, ze w(G(Z, D)) = 4 a spolu s nerovnostami (2.2) a (2.3) dosté-

vame nasledovny dosledok.

Dosledok 4.8 Ak D = {z,y,y — x,z + y},x < y a z,y sa rozdielnej
parity, potom x;(G(Z, D)) = 4.

Veta 4.9 |26] Ak D = {z,y,y—x, x4y}, kde x = 2k+1,y = 2m+1,k <m

(k+1)m

a nsd(z,y) = 1, potom (D) > 25

Ak st x a y neparne, tak si zatial zname vysledky iba pre spodnt hranicu

p(D), ¢o znamend, ze aj pre horna hranicu x;(G(Z, D)). Rovnost v pred-

chadzajucej vete nastava, ak polozime z = 1.
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Zaver

V tejto praci sme ukazali rozne techniky pri pocitani frakéného chroma-
tického ¢isla distancénych grafov a potom zhrnuli niektoré doteraz zname
vysledky frakéného chromatického ¢isla pre tento typ grafov v dostupnej li-
teratire. Ukazali sme, Ze pri problém rieSenia frakéného chromatického cisla
grafov je ekvivalentny s problémom hustoty mnozin v teorii c¢isel, pretoze
u(D) = 1/x;(G(Z, D)) Dalej sme sa zamerali na distancné grafy G(Z, D)
s takou mnouzinou D, ktora je skoro uzavretd na rozdiel. Urobili sme pre-
hTad pre tri typy takychto mnozin a naznacili sme, akymi pristupmi sa pre

takéto distancné grafy pocita frakéné chromatické ¢islo.

V tejto praci sme ukézali, 7ze ak D je mnozina skoro uzavreta na rozdiel
typu A.1, teda D = {a,2a,3a,...,(d — 1)a,b} a |D| = d, tak frakéné chro-
matické ¢islo grafu G(Z, D) sa rovna bud d alebo (kd + 1)/k pre b = kd a
a=1.

Pre mnoziny skoro uzavreté na rozdiel typu A.2 bolo dokadzané, Ze ak
ziaden prvok mnoziny D nie je nasobok ¢&isla 3, potom x;(G(Z, D)) = 3.
V opac¢nom pripade

2b+a 2a +b
@+ a)/3] [2a+ 5)/3]

xs(G(Z, D)) = min{

Frakéné chromatické ¢islo grafu G(Z, D) pre D = {x,y,y — x,z + y}

skoro uzavretu na rozdiel typu A.3 bolo uréené, len ak maji z a y rozdielnu
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paritu. V takom pripade x¢(G(Z,D)) = 4. V opac¢nom pripade je doteraz
znama iba horna hranica frakéného chromatického déisla. Ak oznacime
r=2k+1,y=2m+ 1,k <m, potom x;(G(Z,D)) < %.

V nasledujtcej hypotéze je vyslovené tvrdenie pre distanéné grafy, ktorych
mnozina D nie je skoro uzavreta na rozdiel.

Nech D je mnozina prirodzenych ¢isel s mohutnostou d. Ak D nie je skoro
uzavretd na rozdiel, potom x(G(Z, D)) < d.

Uvedena hypotéza je pravdiva pre pre d < 3. Zvy$né pripady sa zatial
otvorény problém. Dalsia hypotéza hovori, ze kazdy graf, ktory neobsahuje
kruznicu dizky 3 a ma maximalny stupeii vrcholu 3, ma frakéné chromatické
¢islo nanajvys 14/5. Viacero hypotéz spojenych s frakénym chromatickym

¢islom grafov je dodnes otvorenych.
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