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Praca sa venuje algoritmickym vlastnostiam vnoreni grafov do ploch. V prvej ¢asti
priace sa zameriavame na distribuciu rodov grafov. Za pomoci niekolkych tvrdeni
prindsame distribucie rodov pre kompletné grafy na najviac 7 vrcholoch, kompletné

bipartitné grafy na najviac 10 vrcholoch a snarky na najviac 28 vrcholoch, spolu s
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odhadom c¢asu potrebného pre véicsie grafy.

Druhéa cast prace je zamerana na priemerny rod grafu. Pomocou odhadov poctu

vnoreni, stvisiacich s priemernym rodom grafu, testujeme priemerny rod kompletnych

grafov pravdepodobnostnym algoritmom.
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This paper deals with algorithmic properties of graph embeddings. Its first part is
focused on genus distribution of a graph. With help of a few theorems we introduce
genus distributions for complete graphs of on up to 7 vertices, complete bipartite graphs
on up to 10 vertices and snarks on up to 28 vertices, supplemented by approximate
time complexity of solving this problem for bigger graphs.

The second part is focused on graph average genus. We examine average genus
of complete graphs with a probabilistic algorithm, based on bounds on number of

embeddings close to average genus of a graph.
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Uvod

Hoci mé skiimanie vnoreni grafov do ploch zaciatky uz v polovici osemnasteho storocia
(Euler, neskor Poincaré), mnohé vyznamné vysledky boli publikované az v priebehu
poslednych desatro¢i (pozri aj | ])-

Jednymi z najdolezitejsich parametrov skimanych pri bunecnych vnoreniach grafov
do ploch st minimalny a maximélny rod plochy, v ktorej dany graf pripasta bunecéné
vnorenie. Zatial ¢o maximélny rod Tubovolného grafu vieme uréit v polynomidlnom
Case, najst najmensie g také, ze dany graf je mozné vnorit do plochy rodu g, je NP-
uplny problém. AvSsak mnohé z dalSich vlastnosti vnoreni, ako napriklad priemerny
rod vnorenia, ostavaju nadalej nedostatocne preskimané, pricom pozname iba velmi
vSeobecné odhady.

Z teoretického hladiska nam informécie o vnoreniach davaju novy pohlad na niektoré
Strukturalne vlastnosti grafu, resp. triedy grafov a umoznuju ich lepSie preskimat a
pochopit. Sktimat vnorenia ma ale aj prakticky vyznam — umoziuja implementaciu
algoritmov pre rieSenie napriklad problému izomorfizmu grafov, hTadanie maximalnych
tokov alebo najlacnejsich ciest. Typickym prikladom st planarne grafy — mnohé vo
v8eobecnosti NP-tplné problémy sa pre planarne grafy riesitelné v linearnom ¢ase.
Vseobecnejsie, taktiez trieda grafov s ohrani¢enym rodom priptsta polynomiélne, resp.
efektivne aproximac¢né algoritmy pre inak zlozité problémy.

V naSej praci sa budeme zaoberat najmé distribiciou rodov a priemernym rodom
grafov. gpeciélne nas buda zaujimat kompletné grafy, kompletné bipartitné grafy a
snarky. V prvej kapitole zavedieme zakladné pojmy a potrebné oznacenia a uvedieme
niektoré tvrdenia nevyhnutne potrebné pri stadiu topologickej tedrie grafov.

V druhej kapitole zadefinujeme pojem vnorenia grafu a uvedieme najdolezitejsie

doterajsie teoretické poznatky z tejto oblasti. Zaroven uvedieme viaceré datové struk-
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tary a algoritmy pre vnorenia, s ktorymi budeme neskor pracovat.

Tretia kapitola je venovana distribucii rodov grafov. Cielom tejto ¢asti je ziskat
distribuciu rodov kompletnych grafov, kompletnych bipartitnych grafov a snarkov. Na
to bude nevyhnutné efektivne implementovat struktury z kapitoly 2.

V poslednej kapitole sa venujeme priemernym rodom grafov. Cielom tejto ¢asti bude
vyuzit tvrdenia uvedené v ¢lanku | | a zostrojit algoritmus, ktory skonstruuje

intervalovy odhad priemerného rodu grafu s ¢o najvéicsou presnostou.



Kapitola 1

Zakladné pojmy

1.1  Grafy

V tejto casti zadefinujeme niektoré pojmy z tedrie grafov a zavedieme potrebné oznace-

nia.

Definicia 1.1.1. Pod pojmom graf, ozna¢ujeme G, rozumieme usporiadant dvojicu

(V, E) s nasledujucimi vlastnostami:
(i) VNE =0,
(ii) F C{(u,v) | u,v € V}.

Prvkom mnoziny V' hovorime wrcholy, prvkom mnoziny E hrany grafu G. Hranu
e = (u,v) skratene zapisujeme e = uwv, vrcholy u, v nazyvame koncové vrcholy hrany
uv. Ak u = v, potom hranu nazyvame slucka. Pocet vrcholov grafu budeme oznacovat
p, pocet hran q.

Hovorime, ze vrchol v je incidentny s hranou e, ak je jej koncovym vrcholom. Hovo-
rime, Ze vrcholy u a v st susedné, ak uv € E(G). Pod stupriom vrchola v, oznacujeme
d(v), rozumieme pocet hran incidentnych s v, pricom kazdu slucku zardtame dvakréat.

Plati nasledujuci vztah.

Veta 1.1.2. Nech G = (V, E) je graf s q hranami, potom plati

> d(v) =2q.

veV
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Sled v grafe G je striedava postupnost vrcholov a hran, zacinajica a kon¢iaca vo
vrchole, kde kazdé dva posebe idtce ¢leny st vrchol a s nim incidentné hrana. Sled je
uzavrety, ak zac¢ina a kon¢i v rovnakom vrchole.

Cesta z vrcholu u do vrcholu v je sled za¢inajuci vrcholom u a konéiaci vrcholom v,
v ktorom sa kazdy vrchol a hrana vyskytuje najviac raz. Hovorime, ze graf G je suwvisly

ak medzi kazdymi dvoma vrcholmi G existuje cesta (ekvivalentne sled).

Definicia 1.1.3. Nech Gy a G, su grafy, G; = (Vi, Ey), Go = (Va, Es) a plati Vo C V)
a Iy C Fy. Potom hovorime, ze graf G je podgraf grafu Gi.

Definicia 1.1.4. Graf G je suvisly, ak pre kazdé dva jeho vrcholy u a v existuje sled z
vrcholu v do vrcholu v. Najvicsie podgrafy grafu G, vzhladom na inkliziu, nazyvame

komponenty suvislosti.

Kruznica je uzavrety sled, v ktorom sa kazdé hrana a kazdy vrchol okrem prvého
a posledného vyskytuje najviac raz. Graf je acyklicky prave vtedy, ak neobsahuje
kruznice.

Kostra grafu G je suvisly acyklicky podgraf grafu G, obsahujuci v8etky jeho vrcholy.

Veta 1.1.5. Nech T je kostra suvislého grafu G s p vrcholmi a q hranami, potom
|E(T)|=p—1,

|E(G) - E(T)|=q—p+1.

Definicia 1.1.6. Nech G je graf s p vrcholmi, ¢ hranami a k£ komponentmi stvislosti,

potom Bettiho ¢islo 5(G) definujeme vztahom

BG)=q—p+k
Lahko vidiet, Ze pre I'ubovolnu kostru 7' grafu G je pocet mimokostrovych hran

rovny ¢islu 5(G).

1.2 Topologia

V tejto Casti zavedieme potrebné pojmy a oznacenia z topoldgie ploch. Pod pojmom

plocha budeme rozumiet 2-varietu, ¢iZe spojity dvojrozmerny topologicky priestor,
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ktorého kazdy bod méa okolie homeomorfné otvorenému disku. Prikladom takjto plochy
je rovina, povrch gule alebo torusu.

Budeme hovorit, Ze plocha je orientovatelnd, ak pre bod na Tubovolnej uzavretej
krivke moézeme zvolit orientaciu (v smere alebo proti smeru hodinovych ruciciek),
pri¢om téato sa nezmeni po prejdeni celej krivky spat do toho istého bodu. V opa¢nom
pripade hovorime, Ze plocha je neorientovatelnd. Prikladom neorientovatelnej plochy
je mobiov pas. Ekvivalentne moZeme definovat orientovatelnost tak, Ze plocha je orien-
tovatelna prave vtedy, ked ma dve strany.

V préaci sa zaoberame vylu¢ne orientovatelnymi plochami, preto budeme privlastok
orientovatel na spravidla vynechavat. Zaroven sa obmedzime na uzavreté plochy, akymi

st napriklad gula, torus, dvojtorus, formalnu definiciu uvadza napriklad | |.

Obr. 1.1: Gula s pridanou rackou a torus.

Na obrazku 1.1 je znézornené, ako z gule mozeme vyrobit torus, pridanim ,riacky®.
Majme plochu Sy, ktorta sme dostali pridanim k& takychto racok, ¢islo k nazveme (orien-
tovatelny) rod tejto plochy. Nasledujica veta o klasifikicii hovori, ze kazda uzavreti

orientovatelni plochu charakteristiky & vieme dostat z gule pridanim k racok.

Veta 1.2.1 (Brahana | ). Kazdd orientovatelnd plocha je homeomorfnd ploche

Sk pre nejaké k.

Veta 1.2.2. Dve uzavreté 2-variety si homeomorfné prdve vtedy, ked maji rovnaky

rod a su obe orientovatelné, alebo obe neorientovatelné.

V nasledujicom texte budeme orientovatelny rod plochy S oznacovat v(S). Pod
oznacenim S}, budeme rozumiet ubovolnu orientovateInt plochu homeomorfnua guli s

k pridanymi rackami.



Kapitola 2

Vnorenie grafu do plochy

Definicia 2.0.3. Vnorenie grafu G do plochy S je reprezentéicia grafu G, v ktorej
prinalezi kazdému vrcholu G jeden bod S (réznym vrcholom rozne body) a kazdej
hrane G jednoduché krivka v S (rozumieme obraz intervalu [0, 1]), s nasledujicimi

vlastnostami:
(i) konce krivky kazdej hrany lezia v bodoch prislachajucich jej koncovym vrcholom,
(ii) na krivke kazdej hrany nelezia iné vrcholy ako koncové vrcholy danej hrany,

(iii) krivky hran sa nepretinaji v inych ako koncovych bodoch.

Inymi slovami, pod vnorenim grafu G je mozné predstavit si nakreslenie grafu do
plochy S tak, aby sa hrany navzajom nepretinali inde ako vo svojich spolo¢nych vr-
choloch. Lahko nahliadneme, Ze ak niektort hranu v grafe nie je mozné viest tak,
aby nepretla ina, pridanim rucky k ploche to mozné bude. Aby sme ale riciek nemali

zbytocne vela, budeme d'alej uvazovat vyluéne o buneénych vnoreniach.

Definicia 2.0.4. Nech G je realizacia vnorenia grafu G do plochy S, potom komponenty

S — G nazyvame oblasti vnorenia.

Definicia 2.0.5. Hovorime, Ze oblast vnorenia je 2-bunka prave vtedy, ak je homeo-

morfné otvorenému disku. Vnorenie nazveme bunecné, ak kazda jeho oblast je 2-bunka.

Naledujuca veta hovori, ze z kazdého vnorenia grafu, ktoré nie je bune¢né, vieme

odstranenim rucok vytvorit bune¢né vnorenie mensieho rodu.
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Veta 2.0.6 (Youngs | ). Nech ezistuje vnorenie suvislého grafu G do plochy S
rodu g, pricom niektord jeho oblast nie je 2-bunka. Potom graf G md vnorenie v ploche

rodu g — 1.

Dokaz tejto vety spociva v postupnom odstranovani ruciek z gule, pre kazdu oblast,
ktora nie je 2-bunka.

Pod rodom vnorenia budeme dalej rozumiet rod plochy, v ktorej mame graf bune¢ne
vnoreny. Nasledujuca veta (Eulerova), nam potom pre dany graf dava jednoznac¢ne do

suvislosti rod vnorenia a pocet oblasti vnorenia.

Veta 2.0.7 (Euler, 1752). Oznacéme p pocet vrcholov a q pocet hran grafu G. Majme

vnorenie grafu G do orientovatelnej plochy rodu g, pocet oblasti ozna¢me r. Potom plati

p—q+r=2-—2g.

2.1 Rotac¢na schéma grafu

Majme graf G radu p, ozna¢me jeho vrcholy V/(G) = {0,1,...,p}. Ozna¢me N (i) C V(G)
mnozinu susedov vrcholu i. Cyklicki permuticiu p; : N(i) — N(i) dlzky |N(3)]
nazveme rotdcia na vrchole i. Potom p-ticu rotécii na vrcholoch grafu Il = (p1, pa, . . ., pp)

nazveme rotacny systém grafu G.

Veta 2.1.1 (Edmonds, Heffter). Majme graf G s oznacenymi vrcholmi. Potom existuje
jedno-jednoznacné priradenie medzi réznymi rotacnymi systémami grafu G a roznymi

vnorentami grafu G- do orientovanych ploch.

KedZe plochy, o ktorych hovorime, st orientovatelné, vieme si na nich uréit orien-
taciu, napriklad v smere hodinovych ruciciek. Cyklickd permutacia susedov vrcholu v
je potom postupnost jeho susedov, zac¢inajuca lubovolnym z nich, pricom vzdy nasle-
duje ten, ktorého hrana vychadza z v ako bezprostredne nasledujiica v korespondencii
s nami zvolenou orientaciou.

Na zaklade tohto tvrdenia potom vieme ur¢it pocet vSetkych vnoreni a zaroven ich

(napriklad v lexikografickom poradi) enumerovat.
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Désledok 2.1.2. Vsetkyjch navzdjom réznych vnoreni grafu s oznacenymi vrcholmi je

(d(i) — 1)L.

1

p
i—

V topologickej teorii grafov nas niekedy zaujimajt hlavne vnorenia s urcitymi Speci-
fickymi vlastnostami. Na zéklade predchadzajucich tvrdeni vieme rieSit problémy z
tejto oblasti priamociaro prehladanim priestoru v8etkych vnoreni. Tento pristup je ale
velmi neefektivny, uz pre kompletny graf na ésmich vrcholoch ma priestor vSetkych
vnorenf velkost (6!)® (viac ako 7.222-10??), o znemoziuje praktické vyuzitie takéhoto
postupu.

KedZe sme ale ukazali, Ze vSetkych buneénych vnoreni grafu do ploch je konecne

vela, musi medzi nimi existovat vnorenie minimalneho aj vnorenie maximalneho rodu.

Tymto sa budeme venovat v dalsich ¢astiach.

2.2 Face-trace algoritmus

V tejto casti popiSeme algoritmus, ktory pre dané vnorenie grafu vrati rod tohto vnore-
nia. Podla Eulerovho vztahu nam na to sta¢i ur¢it pocet oblasti daného vnorenia.
Budeme teda hladat hrani¢né sledy v8etkych oblasti. V tychto sa kazd4 hrana nachadza

prave dvakrat, rozne vyskyty jednej hrany budeme rozlisovat jej orientaciou.

Veta 2.2.1. Majme vnorenie jednoduchého suvislého grafu G reprezentované rotacnym
systémom 11, nech ey je hrana grafu G, vy a vy su jej koncové vrcholy. Potom uzavrety

sled

S = Vg, €1,V1,€2,V2,...,En, Up,

kde v, = vy a hrana e;, e; = v;_1v;, nasleduje bezprostredne za hranou e;_1 v rotdcii
na vrchole v;_1, pre kazdé v, 2 <1 < n, je hranicny sled oblasti, obsahujict hranu e, v

orientdcii od vrcholu vy k vrcholu vy.

Na zaklade tvrdenia predchadzajtcej vety vieme pre kazda hranu a jej orientaciu
najst hrani¢ny sled prislusnej oblasti tak, Ze budeme pokracovat vzdy nasledujicou
hranou v rotacii na vrchole, az kym sa nevratime k prvej hrane s rovnakou orienté-

ciou. Pocas konstrukcie sledu oznac¢ime prejdené hrany, aby sme neskor nezacali znova
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konstruovat ten isty sled z inej hrany.

Algoritmus teda pre kazda hranu a jej orientéciu, ak eSte nie je oznacena v niektorom
slede, za¢ne konstrukciu hrani¢ného sledu. Lahko nahliadneme, Ze pri konstrukeii sledov
navstivime kazda hranu najviac dvakrat. Casova zlozitost tohto algoritmu je potom
O(q), kde ¢ je pocet hran grafu.

Déatové struktury, ktorymi budeme reprezentovat vnorenie, s popisané v nasledu-

jucej sekeii.

2.3 Enumeracia vnoreni grafu

Na enumeraciu vnoreni nam stac¢i postupne generovat vsetky rotacie na vrcholoch, teda
cyklické usporiadania hran incidentnych s vrcholom. Enumerovat vSetky permutacie
k prvkov v lexikografickom poradi vieme s ¢asovou zlozitostou O(k!), teda z kazdej
permutécie vieme vyrobit nasledujiicu v amortizovanom konstantnom case.

Niekedy je vhodnejsie generovat nasledujicu permutéciu s ¢o najmensim poctom
zmien v porovnani s aktualnou. Generovanie permutéacii v lexikografickom poradi ale
v najhorsom pripade zmeni poziciu vSetkych prvkov mnoziny, ktorej permutacie vy-
tvarame. Steinhaus—Johnson—Trotterov algoritmus umoziuje generovat permutacie v
transpozi¢nom poradi, teda v takom, v ktorom sa nasledujica permutacia lisi od
predchadzajicej transpoziciou dvoch susednych prvkov. Tento algoritmus je takisto
mozné implementovat s amortizovanou konstantnou ¢asovou zlozitostou, implementé-
ciu ndjdeme napriklad na stranke | |.

Na algoritmicku reprezentaciu vnorenia je mozné pouzit jednu z viacerych struktar.
V nasledujicom texte uvadzame niektoré z nich, spolu s odhadom zloZitosti pozadova-
nych operacii, ako urc¢enie rodu vnorenia a ziskanie distribticie rodov, ktorej sa budeme
venovat v kapitole 3. Pri odhade zlozitosti budeme pocet vrcholov grafu oznacovat p a

pocet hran q.

edge-list Najjednoduchsia struktira, pre kazdy vrchol obsahuje zoznam incidentnych
hran v takom poradi, aky urcuje rotécia na danom vrchole (pre jednoduchy graf
sta¢i zoznam susednych vrcholov). Pre dany vrchol v a jeho hranu umoziuje ur¢it

nasledujuci vrchol a hranu v hrani¢nom slede oblasti v ¢ase O(d(v)).
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Majme vnorenie grafu s maximalnym stupfiom vrchola A, ulozené v takejto Struk-
tire. Casové zloZitost uréenia rodu tohto vnorenia je potom O(gA). Casova zlozi-

tost ziskania distribiicie vnoreni je O(q?A).

DCEL (doubly connected edge-list) V tejto struktire je pre kazda hranu ulozena
jedna hranova struktira, ktord obsahuje nasledujticu hranu v rotacii na oboch jej

koncovych vrcholoch. Uréit rod takto uréeného vnorenia je mozné v case O(q).

Casova zlozitost ziskania distribicie vnoreni je O(g?).

DLFL (doubly linked face-list) Tato struktara bola popisana v ¢lanku | .
Obsahuje zoznam oblasti, zoznam hran, zoznam vrcholov a rod vnorenia. Kazda
oblast ma ulozeny svoj hrani¢ny sled vo forme vyvazovaného stromu (napriklad
2-3-strom). Kazda hrana a kazdy vrchol maju ulozené vsetky svoje vyskyty v
hrani¢nych sledoch.

Vnorenie v DCEL je mozné previest do DLFL v linedrnom ¢ase. Urc¢it rod grafu
v takejto Struktire je mozné v konstantnom case. Odstranenie a vlozenie hrany
do grafu ma ¢asovu zlozitost O(log ). Pouzitim Steinhaus—Johnson—Trotterovho
algoritmu je potom mozné enumerovat vnorenia pomocou tychto dvoch operacii

a ziskat tak distribiciu vnoreni s ¢asovou zlozitostou O(q log q).

2.4 Minimalny rod grafu

Definicia 2.4.1. Najmensie prirodzené ¢islo g také, ze graf G mé bune¢né vnorenie

rodu g, nazyvame minimdlny rod grafu G a zna¢ime ho v(G).

Vnorenie grafu G' do plochy Si, kde k = v(G), budeme nazyvat minimdine vnorenie

grafu G.
Veta 2.4.2 (Youngs). Minimdlne vnorenie lubovolného grafu G je bunecné.

Doékaz. Nech minimalne vnorenie grafu GG obsahuje oblast, ktora nie je 2-bunka. Potom

podla vety 2.0.6 existuje vnorenie grafu G mensieho rodu, ¢o je spor. [

Tvrdenie predchédzajicej vety nam hovori, Ze pre Tubovolné minimalne vnorenie
grafu plati Eulerov vztah. Na jej zéklade vieme zdola ohrani¢it minimalny oriento-

vatelny rod grafu, v zavislosti od po¢tu hran a vrcholov.
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Majme vnorenie jednoduchého suvislého grafu s aspon tromi vrcholmi, kazda oblast
je ohrani¢ena sledom o dlzke aspoii tri (v opa¢nom pripade by bol graf nesuvisly, alebo
K,). Zaroven vieme, Ze kazda hrana sa vyskytne v hrani¢nych sledoch oblasti préave
dvakrat. Z toho dostavame horny odhad na pocet oblasti r < 2¢/3. Ak navyse pridame
podmienku, ze graf nesmie obsahovat trojuholniky a teda ani trojuholnikové oblasti,
rovnakou uvahou dospejeme k ohrani¢eniu r < 2¢/4. Dosadenim do Eulerovho vztahu

dostavame nasladujice dolné ohrani¢enia pre minimalny rod grafu.

Veta 2.4.3. Pre lubovolny suvisly graf G s aspon tromi vrcholmi plati

YG)=Z1—73+

N3
LS

Pre lubovolny sivisliy graf G s aspori tromi vrcholmi, ktory neobsahuje kruznice dizky
3, plati

NG)21—73+

N3
NI

Toto ohranicenie je tesné. Da sa ukazat, Zze ho dosahuju okrem inych napriklad

kompletné grafy K, a kompletné bipartitné grafy K, .

Veta 2.4.4 (Ringel, Youngs | ). Nech n > 3, potom
(n—3)(n—4)
K,) =
7(Ka) [ 15
Veta 2.4.5 (Ringel | ). Nech m,n > 2, potom

Najst vnorenie Iubovolného grafu minimalneho rodu je vo v8eobecnosti pomerne
zlozity problém tak z praktického, ako aj teoretického hladiska, o ¢om sved¢ia nasle-

dujtce tvrdenia.

Veta 2.4.6 (Thomassen | ). Majme rozhodovaci problém

L=A{(G, k) [+(G) <k}

Tento problém je NP-iplny.
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Veta 2.4.7 (Chen, Kanchi, Kanevski | |). Pre kazdi funkciu f(p) € O(p°), kde
€ je konstanta, 0 < e < 1, je problém pre graf G rddu p ndjst vnorenie rodu najviac

Y(G) + f(p) NP-iplny.

2.5 Maximalny rod grafu

Definicia 2.5.1. Najvicsie prirodzené ¢islo g také, ze graf G méa bunec¢né vnorenie do

plochy rodu g, nazyvame mazimdlny rod grafu G a zna¢ime ho vy (G).

Kazdé vnorenie suvislého grafu G méa aspon jednu oblast. Dosadenim do Eulerovho

vztahu dostavame nasledujtice horné ohranic¢enie pre maximéalny rod.

Veta 2.5.2. Nech G je lubovolnyg suvisly graf s p vrcholmi a q hranami, potom plati

T (G) < LMJ = {@J .

2 2

Definicia 2.5.3. Hovorime, Ze graf G je nahor vnoritelny, ak existuje vnorenie grafu

G rodu |5(G)/2].

Ako ukazuje nasledujica veta, toto ohranicenie je tesné a dosahuji ho okrem inych

napriklad kompletné grafy, kompletné n-partitné grafy alebo hyperkocky.

Veta 2.5.4 (Nordhaus, Stewart, White | ). Nech n > 3, potom
n—1)(n—-2
s - =002
Veta 2.5.5 (Ringeisen | ). Nech m,n > 2, potom
m—1)(n—1
i) |20

Veta 2.5.6 (Kronk, Ringeisen, White | ). Vsetky kompletné n-partitné grafy

st nahor vnoritelné.

Na rozdiel od vnoreni minimélneho rodu, vnorenie maximéalneho rodu vieme skon-
Struovat v polynomidlnom ¢ase, rovnako aj vnorenie rodu v,,(G) — 1. V sucasnosti

najefektivnejsi algoritmus ma zloZitost O(p*log®p), presnejsie O(pgA log®p), kde p je
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pocet vrcholov, ¢ pocet hran a A je najvacsi stupen vrchola daného grafu | |.

Konstrukcia vnorenia maximélneho rodu sa opiera o nasledujice tvrdenia.

Definicia 2.5.7. Nech G je graf, T je jeho kostra. Potom deficiencia grafu G vzhladom
na kostru T, znacime (G, T), je rovna po¢tu komponentov G —T' s neparnym poc¢tom

hran.

Definicia 2.5.8. Deficiencia £(G) grafu G je definovana vztahom £(G) = min{{(G,T)}
pre vietky kostry 7" grafu G.

Veta 2.5.9 (Xuong | ). Nech G je suvisly graf, potom pre mazimdlny rod grafu
G plati

Dosledok 2.5.10. Oznacme 1, (G) minimdlny pocet oblasti vnorenia grafu G, potom
plati
E(G) = rmin(G) — 1.

Dékaz. Dosadenim 7,/(G) do Eulerovho vztahu za rod vnorenia dostavame nerovnost

r > B(G) — 2vy(G) + 1. Do tohto vztahu dosadime &(G) = B(G) — vu(G). O

Dosledok 2.5.11.

(i) Vnorenie grafu G rodu |5(G)/2] md prdve jednu alebo dve oblasti, podla parity
B(G).

(i1) KaZdé vnorenie grafu G, ktoré md jednu resp. dve oblasti, je vnorenie mazimdl-

neho rodu | 5(G)/2].



Kapitola 3

Distribtiicia rodov vnoreni grafov

Definicia 3.0.12. Pod distribiciou rodov wvnoreni grafu G rozumieme postupnost
(90,915 -+, Gi,---), kde pre kazdé j ¢len g¢; tejto postupnosti udéva pocet vsetkych

vnoreni grafu G rodu j.

Definicia 3.0.13. Nech (g0, g1, - -, g, - - -) je distribucia rodov vnoreni grafu G. Potom

rodovy polynom g(zx) grafu G definujeme vztahom

9G)(x) = 3_ g’

Pocet roznych vnoreni l'ubovolného grafu je konecny, potom pocet nenulovych ¢lenov
distribucie rodov je tiez konecny. Z toho vyplyva, Ze rodovy polyném pre Tubovolny
graf je konecny.

Zrejme pre kazdé i < v(G) je g; = 0, rovnako pre kazdé i > vy, (G) je g; = 0.

Lema 3.0.14. Nech G je graf, II(G) je rotacny systém grafu G. Transpozicia dvoch

hrdn v rotdcii na lubovolnom vrchole grafu G zmeni rod vnorenia II(G) najviac o 1.

Doékaz. Pridanim hrany sa rod vnorenia alebo nezmeni, alebo stiupne o 1, kedZe pre
jednu hranu staci pridat najviac jednu racku. Odstranenim hrany sa rod vnorenia alebo
nezmeni, alebo klesne o 1. Ak by totiz klesol o viac ako 1, vratenim hrany na pévodné
miesto by musel stipnut o viac ako 1.

Transpoziciu dvoch hran v rotacii potom vieme simulovat odstranenim a opatovnym

vlozenim jednej z nich, ¢im zmenime rod vnorenia najviac o 1. O

14
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Veta 3.0.15 (Dukeov princip interpolacie | ). Nech G je lubovolny suvisly graf,
(9o, G1s- -+ Giy--.) je distribicia rodov grafu G. Potom pre kazZdé j také, zZe v(G) < j <

u(G) plati g; > 0

Dékaz. Majme vnorenia II;(G) grafu G rodu v(G) a vnorenie II,(G) rodu vy (G).
Vnorenie II,,(G) vieme vytvorit z vnorenia II;(G) iba pomocou transpozicii hran v
rotacii na vrcholoch. Takto dostdvame postupnost vnoreni II;(G), IIx(G), ... IL,(G),
pricom II;,1(G) vieme dostat z II;(G) transpoziciou dvoch susednych hrén v rotacii
na niektorom vrchole. KedZe tato operacia zmeni rod vnorenia najviac o 1, potom pre

kazdé j, v(G) < 7 < yu(G), existuje i také, ze rod vnorenia II;(G) je prave j. O

V ¢lanku | | je popisany algoritmus, ktory pre dvojicu vnoreni rodov g; a g,
g1 < go adislo g, g1 < g < g, zostroji vnorenie rodu g, s ¢asovou zloztostou O(q log p),
kde p a q oznacuju pocet vrcholov resp. pocet hran.

KedZe v8etky vnorenia I'ubovolného grafu vieme enumerovat, vieme takto ziskat aj
distribtuciu rodov daného grafu. Problém ale nastava uz pri malych hustych grafoch,

ktoré maju vnoreni prili§ vela.

3.1 Distribticia oblasti vnoreni grafu

Definicia 3.1.1. Majme polyném vo viacrozmernej premennej =, kde koeficient pri

v jl jg _] 2 v . - } . v . v 1z
clene xj x;; -+ x;" udava pocet vnoreni grafu G s jp oblastami dlzky ix pre kazdé k,

1<k<m.

Postupnost koeficientov tohto polynému nazyvame distribicia oblasti grafu.

ilG(z) = Z Ti1,02,0simTi1 Tig = * " Ly s

m>0

Lahko vidiet, Ze distribucia oblasti je v istom zmysle zjemnenim distribucie rodov
grafu. Nech r je pocet oblasti vnorenia grafu rodu i, potom g; sa rovna stctu vsetkych
¢lenov distribucie oblasti s prave r oblastami.

V nasledujucich c¢astiach sa pozrieme na distribiciu vnoreni kompletnych, kom-
pletnych bipartitnych a tripartitnych grafov a snarkov. Ukazeme, ako vyuzit vlast-

nosti tychto grafov na to, aby na ziskanie kompletnej distribticie rodov vnoreni nebolo
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potrebné enumerovat vSetky vnorenia daného grafu. Dokazy uvedieme pre distribiciu

rodov, ale Tahko vidiet, Ze rovnaké tvrdenia platia aj pre distribiiciu oblasti.

3.2 Distribtiicia rodov kompletnych grafov

Definicia 3.2.1. Graf radu n, ktorého kazdé dva vrcholy st spojené hranou, nazyvame

kompletny graf, oznac¢ujeme ho K.

Vsetkych vnoreni kopletného grafu K, na n vrcholoch je (n — 2)!". Tvrdenie nasle-
dujicej vety ndm umozni ziskat distribticiu enumerovanim (n — 2)!"~! z nich tak, Ze
budeme fixovat rotaciu na l'ubovolnom z n jeho vrcholov. Kazdy ¢len ziskanej distribu-
cie rodov nasledne vynasobime ¢islom (n—2)!, ¢im dostame distribiciu rodov vSetkych
vnoreni kompletného grafu K.

Doteraz boli zname distribtcie rodov kompletnych grafov K, pre n < 6. Na konci

kapitoly uvadzame distribuciu rodov kompletnych grafov vratane K.

Veta 3.2.2. Majme kompletny graf K,, nech v je lubovolny jeho vrchol, nech p je
rotdcia na vrchole v. Nech (gy, g1, - - ., 4., . ..) je distribicia rodov vietkiyjch vnorent grafu
Ky, v ktorgjch je na vrchole v rotdcia p. Potom (go, g1, - - -, i, - - -), kde g; = g5(n — 2)!,

je distribicia rodov vsetkych vnoreni K,.

Dékaz. Ozna¢me vrcholy kompletného grafu V- = {vy,vs, ..., v, }. Bez ujmy na v8eobec-
nosti, nech v = v; a rotacia na vrchole vy je p = (vg, vz, ..., Uy).

Vsetkych vnoreni kompletného grafu K, je (n — 2)!". Vnoreni s fixovanou rotaciou
na jednom vrchole je (n —2)!"~1. Nech M je mnoZina vietkych vnorenf s rotaciou p na
vrchole vy.

Pre kazda rotaciu p; = (vj,,vj,,...,vj, ,) spomedzi (n — 2)! roznych rotacii na
vrchole v; zostrojime mnozinu M; a izomorfizmus ¢;. Nech M; je mnozina vSetkych
vnoreni grafu s rotdciou p; na vrchole vy. Zrejme |M;| = |M| = (n — 2)!""1.

Izomorfizmus ¢; zostrojime nasledovne, ¢; : V.=V, ¢;(v1) = v1, ¢;(vi) = v, pre
k > 2. Tento zobrazi v8etky vnorenia z M na rézne vnorenia z M;. KedZe izomorfizmus

zachovava rod vnorenia, distribicia rodov vnoreni z M; je rovnaké, ako distribicia

rodov vnoreni z mnoziny M.
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g Kz Ky Ky K Ky
0 1 2 0 0 0
1 0 14 462 1800 240
2 0 0 4974 654576 3396960
3 0 0 2340 24613800 3746107320
4 0 0 0 124250208 594836922960
5 0 0 0 41582592  20761712301960
6 0 0 0 0 158500382165280
7 0 0 0 0 178457399105280
8 0 0 0 0 0

Tabul'’ka 3.1: Distribicie vnoreni kompletnych grafov.

Vnorenia z M sa po zobrazeni izomorfizmami ¢; a ¢;, pre rozne ¢ a j, li§ia rotaciou
na vrchole v;. Z toho vyplyva, Ze pre kazdé i a j, i # j, s mnoziny M; a M, disjunktné.
Potom zjednotenim mnozin M; pre kazdé i = 1,2,...,(n — 2)! dostavame (n — 2)!(n —
2)I""1 = (n — 2)!" r6znych vnoreni K,,.

Zjednotenim mnozin teda M; pre kazdé ¢ teda dostaneme mnozinu vSetkych vnoreni
grafu K,. Distribucia rodov v kazdej z mnozin M; je rovnaka, ako v mnozine M, z ¢oho

priamo vyplyva tvrdenie vety. O]

Désledok 3.2.3. Nech (go, g1, - - - i - - -) je distribiicia vnorent K,,. Potom ¢islo (n — 2)!
deli g; pre kaZdé j.

V tabulke 3.1 st zobrazené distribucie rodov kompletnych grafov az po K. Tieto
déata boli ziskané na po¢itaci s procesorom Intel® Core' " i7-2670QM s 8GB pamiite,
v 6smich sucasne beziacich vlaknach.

Beh nasej implementéacie pre K5 trval menej ako 7 milisekund. Pre K¢ trval 8,5
sekundy, resp. 250 milisektnd s vyuzitim tvrdenia vety 3.2.2. Ziskanie distribicie K7 s
vyuzitim vety 3.2.2 trvalo priblizne 112 hodin.

Ziskanie distribticie Kg by s pouZitim rovnakého hardvéru trvalo viac ako 5 - 10°

hodin, ¢o je viac ako 570000 rokov.

3.3 Distribtiicia rodov kompletnych bipartitnych grafov

Definicia 3.3.1. Graf radu m + n, ktorého vrcholy je mozné rozdelit na dve particie

velkosti m resp. n, pricom medzi dvojicou vrcholov je hrana prave vtedy, ked sa v
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roznej particii, nazyvame kompletny bipartitny graf, oznac¢ujeme ho K, .

Definicia 3.3.2. Stirlingove ¢isla prvého druhu oznac¢ujeme s(a, b) a definujeme podla

rekurentného vztahu

s(a,b) = 0 ak b =0 alebo b > a,
s(a+1,b) = s(a,b—1)—as(a,b).

Veta 3.3.3 (Rieper). Distribicia rodov kompletného bipartitného grafu K, je dand

vztahom

2(n —1)!

)

|s(n+ 1,n — 2k)|.

Vsetkych vnoreni kompletného bipartitného grafu K, ,, s particiami o velkosti m an
vrcholov je (n—1)!"(m—1)!". Tvrdenie nasledujticej vety nam umozni ziskat distribuciu
enumerovanim (n — 1)!™~1(m — 1)!""! z nich. Podobne ako pri kompletnych grafoch
budeme fixovat rotaciu na l'ubovolnych dvoch vrcholoch z réznych particii grafu. Kazdy
¢len ziskanej distribtucie rodov nésledne vynasobime ¢islom (m—1)!(n—1)!, ¢m dostame

distribticiu rodov v8etkych vnoreni kompletného bipartitného grafu K,, .

Veta 3.3.4. Magme kompletny bipartitnyg graf Ky, ,, nech w a v si lubovolné dva jeho
vrcholy z roznych particit, nech p, je rotdcia na vrchole u, p, je rotdcia na vrchole v.
Nech (g4, 91, - -1 iy - - .) je distribicia rodov vSetkych vnorent grafu K, ,, v ktorjch si
na vrcholoch u a v rotdcie p, a p,. Potom (go, g1,- -, gis- - -), kde g; = g5(m—1)!(n—1)!,

je distribiicia rodov vsetkiych vnorent I, .

Doékaz. Podobne ako v predchadzajicom dokaze, ozna¢me vrcholy kompletného bi-
partitného grafu V' = {uy,ug, ..., up} U {v1,ve,...,v,}, vrcholy u; a v; st v rdznych
particiach, pre kazdé ¢ a j. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech © = u; a v = v; a rotécie
na vrcholoch u; a vy st p, = (v1,vs, ..., Up), T€SP. Py = (U, U, ..vy Uy ).

Vsetkych vnoreni kompletného bipartitného grafu K, ,, je (m—1)!"(n—1)!". Vnoreni
s fixovanymi rotéciami na dvoch vrcholoch z réznych particif je (m — 1)!"~*(n —1)I™~1.
Nech M je mnozina vSetkych vnoreni s rotéciou p, na vrchole u; a rotaciou p, na

vrchole v.
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Pre kazdt dvojicu rotacii p,; = (Vg , Uk, - - - Uk, ) Davrchole ug a p, j = (wiy, iy, - - -, W)
na vrchole vy, zostrojime mnozinu M, ; a izomorfizmus ¢; ;.

Nech M; ; je mnozina vSetkych vnoreni grafu s rotéciou p,,; na vrchole u; a rotéciou
pvj ha vrchole vy. KedZe mnoziny susedov u; a vy st disjunktné, |M, ;| = |[M| =
(m —1)I""Y(n — 1)Im1L,

[zomorfizmus ¢; ; zostrojime nasledovne, ¢;; : V — V', ¢;;(u1) = wy, ¢; j(v1) = vy,
¢ij(us) = vg, a ¢; j(vs) = w, pre k > 2. Tento zobrazi vSetky vnorenia z M na rozne
vnorenia z M; ;. Kedze izomorfizmus zachovava rod vnorenia, distribtcia rodov vnorenf
z M; ; je rovnaka, ako distribiicia rodov vnoreni z mnoZziny M.

Vnorenia z M sa po zobrazeni izomorfizmami ¢;, ;, a ¢;, j,, pre rozne dvojice (i1, j1)
a (ig, j2), lisia rotaciou na aspon jednom z vrcholov w; alebo wvy. Z toho vyplyva, Ze
mnoziny M;, ;, a M, ;, st navzijom disjunktné. Potom zjednotenim mnozin M, ; pre
kazdé i =1,2,...,(n— 1), 5 =1,2,...,(m — 1)! dostavame (m — 1)!(m — 1)I""1(n —
Di(n— 1" = (m — 1)!"(n — 1)!"™ roznych vnoreni K, ,.

Zjednotenim mnozin M, ; teda dostaneme mnozinu vSetkych vnoreni grafu K, .

Distribucia rodov v kazdej z mnoZin M, ; je rovnaka, ako v mnozine M, z ¢oho priamo

vyplyva tvrdenie vety. =

Désledok 3.3.5. Nech (9o, 91,---,Gi,--.) je distribicia vnoreni K,,,. Potom ¢islo
(m —1)l(n — 1)! deli g; pre kazdé j.

V tabulke 3.2 st zobrazené distribucie rodov kompletnych bipartitnych grafov. Tieto
data boli ziskané na po¢itaci s procesorom Intel® Core' i7-2670QM s 8GB pamate,
v Osmich stucasne beziacich vlaknach.

Pre kazdy graf sme vyuzili tvrdenie vety 3.3.4. Beh naSej implementacie pre K, a
K5 5 trval priblizne 50 mintt resp. 4 hodiny.

Ziskanie distribtcie K47, by s pouzitim rovnakého hardvéru trvalo viac ako 1080
hodin, pre Kjg6 by to bolo viac ako 60000 hodin a pre Kgg by to bolo viac ako 2 - 10
hodin, resp. viac ako 2566735 rokov.
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g ]{33 ](SA }{Sﬁ Z{Sﬁ Z{éj }(3§
0 0 0 0 0 0 0
1 40 156 240 240 0 0
2 24 2244 37584 281520 1209600 3386880
3 0 1056 290880 13476960 267298560 3048071040
4 0 0 113664 72410880 7399687680 311275157760
5) 0 0 0 24422400 30877539840 6036425781120
6 0 0 0 0 9230008320 20802379368960
7 0 0 0 0 0 5621028618240
8 0 0 0 0 0 0

g Kyq Kys Ky Ks 5

0 0 0 0 0

1 108 0 0 0

2 24984 33120 12960 0

3 565020 10697760 36835200 9360000

4 1089504 358987392 10043750880 6547190400

) 0 1676344320 464835268800 617555537280

6 0 533827584 4136636266560 11704164782976

7 0 0 5063036025600 40189878581760

8 0 0 0 10885225512960

9 0 0 0 0

Tabul'ka 3.2: Distribucie vnoreni kompletnych bipartitnych grafov.

3.4 Distribiicia rodov kompletnych tripartitnych grafov

Definicia 3.4.1. Graf rddu [+ m +n, ktorého vrcholy je mozné rozdelit na tri particie
velkosti [, m resp. n, pricom medzi dvojicou vrcholov je hrana prave vtedy, ked su v

roznej particii, nazyvame kompletny tripartitny graf, oznacujeme ho K, ,,.

Vsetkych vnoreni kopletného tripartitného grafu Kj,,, s particiami o velkosti I, m
a n vrcholov je (I +m — D)!"(I +n — 1)!"(m + n — 1)!". Na rozdiel od kompletnych a
kompletnych bipartitnych grafov nemézeme vo vSeobecnosti zafixovat celu rotaciu na
vrchole.

Moézeme vsak na jednom vrchole fixovat usporiadanie vzhladom na vrcholy kazdej z

ostatnych particii. Takychto usporiadani je n!/({!m!), pre vrchol z particie s n vrcholmi.

Veta 3.4.2. Majme vnorenie kompletného tripartitného grafu K, », nech v je lubovolny

jeho wvrchol a p je rotdcia na vrchole v. Nech P je mnoZina rotdcii na vrchole v takych,
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Ze definugi usporiadanie na vrcholoch kazZdej particie rovnaké, ako rotdcia p. Nech
(90,91, - -+, 9., ..) je distribicia rodov vSetkych vnoreni grafu K, ., v ktorjch je na
vrchole v niektord z rotdcii z mnoZiny P. Potom (go, g1,-- -, i, ---), kde g; = gj|P|, je

distribicia rodov vsetkiych vnorent K, .
Doékaz. Podobne ako dokaz viet 3.2.2 a 3.3.4. O

Pozndmka 3.4.3. Podobné tvrdenie plati pre vSetky n-partitné kompletné grafy.

3.5 Distribtucia rodov snarkov

Definicia 3.5.1. Suvisly bezmostovy kubicky graf s chromatickym indexom 4 nazy-

vame snark.

Pri studiu snarkov sa zvykni uvazovat snarky s obvodom aspon 5 a cyklickou sivis-
lostou aspon 4, kedZe existuju redukcie, ktoré umoziuji zo snarku s obvodom mengim
ako 5, resp. s cyklickou suvislostou mensou ako 4, ziskat snark s obvodom aspon 5 a
cyklickou suvislostou aspon 4. Na stranke | | ndjdeme zoznam vsetkych snarkov

na najviac 28 vrcholoch.

Obr. 3.1: Petersenov graf (PG) a dva BlanuSove snarky B a Bs.

Veta 3.5.2 (Vodopivec | |). Pre kazdé p existuje snark rddu aspoti p s minimdl-

nym rodom 1.

Veta 3.5.3 (Belcastro | ). Pre kazdé parne p > 18 existuje snark rddu p s min-

imdlnym rodom 2.

Vsetky snarky na p vrcholoch maju zrejme 2P vnoreni. Veta 3.5.5 ndm umozni ziskat

distribuciu rodov prehladanim polovice z nich.
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g oblasti  pocet g PG B, B,
1 5,5,56,9 40 0 0 0 0
5,5,20 144 1 40 0 8
5,6,19 120 2 664 864 1176
2 512,13 240 3 320 34592 37216
6,8,16 120 4 0 171392 171520
6,9,15 40 5 0 55296 52224
3 30 320 6 0 0 0

(b) Distribucia rodov Petersenov-

(a) Distribicia oblasti Pe- ho grafu a BlanuSovych snarkov.

tersenovho grafu.

Tabul'ka 3.3: Distribucia rodov a oblasti najmensich snarkov.

Lema 3.5.4. Nech G je graf, nech II1(G) je jeho vnorenie. Potom vnorenie Ily(G),
ktoré dostaneme z I11(G) obrdtenim rotdcie na kaZdom z vrcholov grafu, md rovnaky

rod, ako vnorenie I1;(G).

Veta 3.5.5. Majme graf G, nech v je lubovolnyj jeho vrchol stuptia 3, nech p je rotdcia
na vrchole v. Nech (g4, g1, - -, s, .- .) je distribicia rodov vSetkych vnoreni grafu G, v
ktorych je na vrchole v rotdcia p. Potom (go, g1, - -, i, -..), kde g; = 2g;, je distribicia

rodov vsetkyjch vnoreni G.

Dékaz. Rotacie na vrchole v st dve, ozna¢me si ich p; a ps. Bez ujmy na vSeobecnosti,
nech p; = p.

Nech M; je mnozina tych vnoreni grafu G, v ktorych je na vrchole v rotacia py,
podobne M, je mnozina tych vnoreni grafu G, v ktorych je na vrchole v rotacia ps.
Potom (g4, 91, -- -, 9}, . ..) je distribtcia rodov vnoreni z mnoziny M.

Pre kazdé vnorenie z M; dostanem obratenim rotacii na vSetkych vrcholoch vnorenie
z My a naopak. Takto vieme skonStruovat bijektivne zobrazenie z mnoziny M; na
mnozinu M. KedZe toto zobrazenie zachovava rod vnorenia, distribicia rodov vnoreni
z M, je rovnaka, ako distribicia rodov vnoreni z M, z ¢oho priamo vyplyva tvrdenie

vety. 0

V tabulke 3.3 st uvedené distribiicie rodov a oblasti Petersenovho grafu a distribucia
rodov dvoch Blanusovych snarkov.
Ziskanie distribicie rodov pre vSetkych 2900 snarkov radu 28, trvalo na nasom hard-

véri s vyuzitim tvrdenia 3.5.5 priblizne 25 hodin. VSetky vysledky st uvedené v prilohe.
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Snarkov na 30 vrcholoch je 28399, ziskat distribticiu rodov pre kazdy z nich by na
nasom hardvéri trvalo viac ako 260 hodin.
Snarkov na 32 vrcholoch je 293059, ziskat distribtciu rodov pre kazdy z nich by na

nasom hardvéri trvalo priblizne 2900 hodin.



Kapitola 4

Priemerny rod grafu

Definicia 4.0.6. Nech G je graf, nech (go, g1,--.,9i,.-.) je distribucia rodov vnoreni
grafu G. Potom priemerny rod grafu G, oznatujeme 7q,,(G), definujeme ako priemer

rodov vnorenia cez vSetky vnorenia grafu G

Zi‘gi
i=0

Yang(G) = ——
;)91;

Jeden z dovodov, preco Studovat priemerny rod grafu, dava nasledujica veta.

Veta 4.0.7 (Chen | |). Existuje linedrny algoritmus rozhodujici problém izomor-

fizmu dvoch grafov, ktorych priemerny rod je ohraniceny konstantou.

Pod pojmom nahodné rotacia na vrchole v stupia d budeme rozumiet jedno z (d—1)!
usporiadani hran susednych s vrcholom v, vybrané nahodne, pricom pravdepodobnost
vyberu lubovolného z nich je rovnaka, teda 1/(d — 1)!. Nahodné vnorenie grafu G
bude jedno z ' vnoreni grafu G, vybrané ndhodne, pricom pravdepodobnost vyberu
kazdého vnorenia je rovnaka, teda 1/I.

Majme nahodnt premennta X, ktora nadobtida hodnotu rodu nahodného vnorenia
grafu G. Lahko nahliadneme, Ze stredna hodnota nahodnej premennej X je rovna
priemernému rodu grafu G.

Néhodné vnorenie grafu G vieme skonstruovat tak, Zze na kazdom jeho vrchole
zvolime nezévisle ndhodne rotaciu. Priblizni hodnotu priemerného rodu potom vieme

urcit spriemerovanim rodov takto ziskanych néhodnych vzoriek.

24
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G Y@ ym(G) Fag(G) N =10000 N =100000 N = 1000000
Ks 1 3 224151  2.2469 2.24171 2.24178
K 1 5 408192  4.0853 4.08224 4.08129
K. 1 7 643675  6.4270 6.43756 6.43604
Ks 2 10 ? 9.3247 9.31684 9.31890
Kss 1 2 1.37500  1.3735 1.37340 1.37524
Kss 1 3 226042  2.2581 2.25802 2.26082
K5 1 4 317090  3.1719 3.16644 3.17060
Ksg 1 5 4.09387  4.0934 4.09177 4.09385
Ks7; 2 6 502704  5.0325 5.02810 5.02755
Kss 2 7 596805  5.9753 5.97106 5.96864
Ksg 2 8 ? 6.9156 6.91354 6.91445
Kia 1 4 363366  3.6329 3.63477 3.63372
Kis 2 6 505944  5.0581 5.05926 5.05870
Kig 2 7 647320  6.4657 6.47295 6.47287
Kiz 3 9 ? 7.9179 7.91387 7.91458
Kss 3 8 696729  6.9665 6.96687 6.96669
Ksg 3 10 ? 6.9670 6.97087 6.96704

Tabul'ka 4.1: Porovnanie priemerného rodu grafov a priemerov N vzoriek.

4.1 Ohranic¢enie priemerného rodu

V tejto casti uvadzame dolné ohranic¢enia pre priemerny rod, v zavislosti od maximél-
neho rodu grafu. Vyuzijeme ich v dalSej ¢asti pre odhad poc¢tu vnoreni priemerného

rodu daného grafu.

Veta 4.1.1 (Chen, Kanchi, Gross | ). Nech G je lubovolny graf, potom plati
Y (G
’Yavg(G) > Mi )
Veta 4.1.2 (Chen | ). Nech G je 2-suvisly graf minimdlneho stupria 3, potom
plati
Y (G
Vavg(G) > M3( )
Veta 4.1.3 (Huang | ). Nech G je lubovolny S-requldrny graf, potom plati
Yu (G
%wg(G) > M( )

2
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4.2 Odhad poctu vnoreni priemerného rodu

V ¢lanku | | stt uvedené a dokazané nasledujice ohranicenia po¢tu vnoreni, izko
stvisiace s priemernym rodom grafu. Pomocou nich je mozné ukazat, ze najst vnorenie
Tubovolného grafu G rodu k pre [ubovolné k také, ze va(G) > k > 74,4(G), je problém

rieSitelny v pravdepodobnostnom polynomialnom c¢ase.

Veta 4.2.1. Nech G je graf, I'¢ je pocet vsetkyjch jeho vnoreni. Potom pre kazZdé redlne

cislo € > 0, existuge aspori (¢/(1 + ¢€))L'¢ vnorend grafu G rodu najviac (1 4 €)Yaug(G).

Veta 4.2.2. Nech G je graf, T' je pocet vsetkych jeho vnorent, a plati yar(G) < k - Yawg(G),
pre nejaké redlne c¢islo k. Potom pre kazdé redlne c¢islo € > 0, existuje aspon (¢/k)lq

vnorent grafu G rodu aspoti (1 — €)Yang(G).

Lema 4.2.3. Nech G je graf s p vrcholmi a q hranami, nech € = 1/q, potom plati
1
(1 = €)Yavg(G) = Yang(G) — 2

(1+ €)Yavg(G) < Yarg(G) + %

Dékaz. Plati v,,4(G) < ym(G) < B(G)/2 < q/2, po roznasobeni zatvorky a dosadeni

78 Yaug(G) dostaneme dokazovani nerovnost. O

Veta 4.2.4. Nech G je graf s ¢ hranami. Nech 1 > § >0 a N = —[(¢ + 1)1In(0)].
Nech (X1, Xa, ..., Xn) je ndhodny vgber z rozdelenia daného distribiciou rodov vnorent

grafu G. Potom pravdepodobnost udalosti min{X;} > round(ya.,(G)) je mensia ako 0.

Dokaz. Podlavety 4.2.1 alemy 4.2.3, pravdepodobnost udalosti, ze X; < round(7uy(G)),
je aspon
e  1l/g 1
1+e 1+1/¢q 1+¢

Pravdepodobnost udalosti, ze X; > round(y,,,(G)), je potom najviac

1
l1— ——.
14¢
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Pravdepodobnost udalosti, ze min{X;} > round(v,,4(G)), je potom najviac

(=) =[]0

—In(d)

]

Veta 4.2.5. Nech G je graf s q hranami a plati v (G) < k - 7Ya0y(G) pre nejaké k.
Nech'1 > 6§ >0 a N = —[k-q-In(d)]. Nech (X1, Xa,...,Xy) je ndhodny vyber z
rozdelenia daného distribiciou rodov vnorent grafu G. Potom pravdepodobnost udalosti

max{X;} < round(v,,(G)) je mensia ako 6.

Dokaz. Podlavety 4.2.2 alemy 4.2.3, pravdepodobnost udalosti, ze X; > round (Y, (G)),

je aspon
s_Va_ 1
k k k -

.
Pravdepodobnost udalosti, ze X; < round(yu,,(G)), je potom najviac

1-——.
k-q

Pravdepodobnost udalosti, ze max{X;} < round(v,,,(G)), je potom najviac

N (N IO

—1In(é)

4.3 Intervaly spolahlivosti pre priemerny rod

Na zéklade tvrdeni v predchadzajtcej casti je mozné zostrojit algoritmus, ktory pre
graf G a pravdepodobnost a skonstruuje (1 —«)-100% jednostranny, resp. obojstranny
interval spolahlivosti.

Algoritmus pre obojstranny interval spolahlivosti dostane na vstupe graf G a pravde-
podobnost a. Nech § = /2, podla viet 4.2.4 a 4.2.5 ur¢i pocet vzoriek N pre urcenie
dolného a horného odhadu parametra round(v,,,(G)). Interval je potom urceny min-

imélnym nameranym rodom vzorky pre dolny odhad a maximalnym nameranym rodom
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G YG) YMm(G) Yawg(G)  a=0.1 a=0.01 a = 0.001
K1 7 643675  [5,7] 5,7] 4,7]

Ke 2 10 ? 8, 10] 8, 10] 8, 10]
Ky 3 14 ? 11,14] 11,14] (10, 14]
Ko 4 18 ? 15, 18] (15, 18] 14, 18]
Kis 11 45 ? (41, 45] [41, 45] [41, 45]
Ko 23 85 ? 81, 85] 81, 85] 80, 85]
Ky 181 588 ? 581,588]  [580,588]  [579,588]
Ko 776 2425 7 [2416,2425) [2416,2425] [2416,2425]

Tabulka 4.2: Namerané (1 — a) - 100% intervaly spolahlivosti pre round(yawy(G)).

vzorky pre horny odhad.

Z tvrdeni viet 4.2.4 a 4.2.5 potom vyplyva, ze hladany parameter round(v,,,(G))
sa nachadza v nameranom intervale s pravdepodobnostou aspon 1 — a.

V tabulke 4.2 st zaznafené namerané intervaly pre niektoré grafy a rozne pravde-

podobnosti «.



Zaver

V préaci sme sa venovali algoritmickym vlastnostiam vnoreni grafov. V prvej ¢asti sme
zhrnuli zakladné teoretické poznatky v tejto oblasti a popisali viaceré existujice datove
struktury, ktoré ndm umoznili efektivne implementovat pouzité algoritmy.

V prvej casti prace sme sa venovali distribiciam rodov grafov. Ziskali distribtciu
vnoreni pre kompletné grafy az po graf na siedmich vrcholoch K7 a vsetky kompletné
bipartitné grafy na najviac desiatich vrcholoch a Kjg. Takisto sme skonstruovali dis-
tribticie rodov vnoreni vsetkych snarkov na najviac 28 vrcholoch. Na to bolo nevyh-
nutné vyuzit niekol’ko tvrdeni, ktoré ¢iastocne zjednodusili problém ziskania distribucie
rodov grafov pre tieto triedy grafov.

V poslednej ¢asti prace sme sa venovali priemernému rodu grafu. Zostrojili sme algo-
ritmus, ktory vylucne na zédklade kombinatorickych vlastnosti vnoreni grafu skonstruuje
intervalovy odhad priemerného rodu. Algoritmus sme testovali na kompletnych grafu
radu najviac 100. Vysledky ukézali, Ze vnorenia kompletnych grafov sit pomerne husto
distribuované blizko maximéalneho rodu. Pri konstrukcii algoritmu sme vyuzili tvrdenia

dokéazané v ¢lanku | ]

29
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