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Abstrakt

V préci skiimame vztahy medzi velkostou stavovo-minimalneho determinis-
tického a nedeterministického koneé¢ného automatu zodpovedajiceho tomu
istému jazyku. Uvadzame experimentilne vysledky pre nedeterministické
konec¢né automaty s malym poc¢tom stavov. Okrem toho, nachadzame pri-
klady n-stavovych nedeterministickych koneénych automatov, ktorych ekvi-
valentné deterministické konecné automaty majua 2" stavov. Tiez popisujeme
rozliéné algoritmy na minimalizéciu koneénych automatov.
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Uvod

Modely koneénych automatov, ¢i uz deterministické alebo nedeterministické,
st skimané intenzivne uz desatrocia. Napriek dlhotrvajicemu vyskumu v
tejto oblasti existuju otvorené problémy o kone¢nych automatoch, hlavne o
prinose nedeterminizmu v koneénych automatoch.

Pri koneénych automatoch sa neskiima vypoctova zlozitost, pretoze kazdy
vypocet na automate trva linedrny ¢as. Z tohto dovodu, zlozitost koneéného
automatu je urc¢end popisnou zlozitostou automatu. Existuje viacero mier
popisnej zlozitosti ako pocet stavov alebo pocet prechodov. V tejto praci
budem pouzivat mieru s poc¢tom stavov.

Vie sa, ze nedeterministické kone¢né automaty sa daji simulovat deter-
ministickymi koneénymi automatmi. Avsak, ked povodny nedeterministicky
kone¢ny automat ma n stavov, simulujtci deterministicky koneény automat
moze mat az exponencialne vela stavov (2"). Teda deterministické kone¢né
automaty vedia za exponencidlneho zvysenia popisnej zlozitosti automatu
odsimulovat nedeterministické kone¢né automaty.

V minulosti sa tiez skimala otézka, ze kolko stavov mé& minimélny de-
terministicky kone¢ny automat ekvivalentny k n-stavovému minimalnemu
nedeterministickému koneénému automatu. Neskor sa v [Jir01] dokazalo, Ze
pre kazdé dve kladné celé ¢isla n a a také, ze 1 < n < a < 27", existuje mini-
malny n-stavovy nedeterministicky koneény automat, ktorého ekvivalentny
minimalny deterministicky kone¢ny automat mé presne a stavov.

V tejto praci som sa zaoberal podobnou otézkou: Kolko je minimal-
nych a-stavovych deterministickych kone¢nych automatov ekvivalentnych k
nejakému miniméalnemu n-stavovému nedeterministickému koneénému au-
tomatu, kde « je z intervalu [n,2"|? Samozrejme n-stavovych nedetermi-
nistickych koneénych automatov je nekoneéne vela, preto som povazoval
mnozinu stavov automatu a aj mnozinu vstupnej abecedy za pevne dant.

Tymto pocet nedeterministickych koneénych automatov klesol na konecény



pocet. Experimentdlne sa mi podarilo ndjst odpoved na tito otézku pre
nedeterministické koneéné automaty s malym poctom stavov. Taktiez uve-
diem najdené priklady takych minimalnych n-stavovych nedeterministickych
konec¢nych automatov, ktorych ekvivalentny minimalny deterministicky ko-
neény automat je 2"-stavovy.

Tiato pracu som rozdelil nasledovne: V kapitole 1 sii zdkladne definicie
(minimalnych) koneénych automatov. V dalsej kapitole 2 sa je mozné docitat
o probléme minimalizécii kone¢nych automatov ako aj o algoritmoch, ktoré
s problematikou suvisia a ktoré som implementoval. Hlavné vysledky st v
kapitole 3. V kapitole 4 st informacie ako som generoval vysledky a blizsi

popis implementacie programu, ktory som na tento tcel naprogramoval.



Kapitola 1

Zakladné definicie

Na zaciatok uvediem zakladné definicie pojmov z oblasti kone¢nych automa-
tov. Vicsina z nich definuje elementarne pojmy, s ktorymi sa ¢itatel s velkou

pravdepodobnostou uz stretol.

Definicia 1.0.1. Deterministicky koneéng automat (DKA) A je pitica
(K,%,0,90,F), kde K je koneénd mnoZina stavov, ¥ je konecnd mnoZina
vstupnej abecedy, go € K je zaciatocny stav, F' C K je mnozina akceptac-

nych stavov a § : K x ¥ — K je prechodovd funkcia.

Definicia 1.0.2. Konfiguracia deterministického koneéného automatu A
je dvojica (g, w) € K x¥*, kde q je stav automatu A aw je este nespracovand

cast vstupného slova.

Definicia 1.0.3. Krok vypodtu deterministického konecného automatu A

je reldacia b 4 na konfigurdcidach definovand nasledovne: (g,av) b4 (p,v) <=
p=196(g,a).

Poznamka 1.0.1. F* bude oznacovat reflexivno-tranzitivny uzdver reldcie
F. ¥* bude oznacovat mnozinu vsetkych slov nad abecedou X. € oznacuge

prazdne slovo.

Definicia 1.0.4. Jazyk akceptovany deterministickym koneénym automa-
tom A je mnozina L(A) = {w|3gr € F : (go,w) F (9r,€)}.

Definicia 1.0.5. Nedeterministicky konecény automat (NKA) A je pi-
tica (K,%, 6,90, F), kde K je koneénd mnoZina stavov, ¥ je koneénd mno-
Zina vstupnej abecedy, go € K je zaciatocny stav, F' C K je mnoZina akcep-

tacngjch stavov a § : K x ¥ — 2K je prechodovd funkcia.



Poznamka 1.0.2. Moja definicia prechodovej funkcie pre NKA sa mierne
lisi od "beznej” definicie prechodovej funkcie, ktord je: § : K x (X Ue) — 2K,

2K je mnoZina vsetkjch podmnoZin mnoziny K.

Definicia 1.0.6. Krok vypoctu nedeterministického konecného automatu
A je relacia b 4 na konfigurdciach definovand nasledovne: (g, av) Fa (p,v) <=
p € d(g,a).

Poznamka 1.0.3. Definicie konfigurdcie a jazyka nedeterministického ko-
necnéeho automatu su totozZné definicidm ako pri deterministickom konecnom

jazyku.

Definicia 1.0.7. Velkost konecného automatu A je ¢islo |K| (t.j. mohut-

nost mnoziny stavov automatu A). Oznacenie: |A|

Definicia 1.0.8. Stav g € K je dosiahnutelny, ok Jw € X* také, Ze
(90, w) F* (g, €).

Definicia 1.0.9. Konecny automat A je suwvisly, ak kaZdy stav g € K je

dosiahnutelny.

Definicia 1.0.10. Minimalny deterministicky koneény automat A je
deterministicky koneény automat pre ktory plati¥ DKA B : L(A) = L(B) =
Al < |B]

Definicia 1.0.11. Minimadlny nedeterministicky koneéng automat A

je nedeterministicky konecény automat pre ktory plati ¥ NKA B : L(A) =
L(B) = |A] < |B|



Kapitola 2

Algoritmy na DKA, NKA

V nasledujtcej casti popisem znalosti z oblasti minimélnych deterministic-
kych a nedeterministickych konecnjych automatov. Taktiez ukazem zakladné
algoritmy z tejto oblasti, ktoré som aj implementoval.

Treba si uvedomit, Ze ak budem spominat nedeterministicky koneény
automat mam na mysli automat, ktory neobsahuje v prechodovej funkcii
prechody na e. Kedze dalej budem uvazovat len o minimélnych nedeteminis-
tickych koneénych automatoch, nemé zmysel uvazovat o automatoch, ktoré
obsahuju prechody na e. Je zrejmé, ze ak existuje minimalny nedeterminis-
ticky koneény automat s prechodmi na €, vieme k nemu vytvorit automat,

ktory neobsahuje prechody na € a ma rovnaky pocet stavov.

2.1 Realizacia DKA, NKA

Lubovolny deterministicky aj nedeterministicky konecny automat A je ur-
¢eny usporiadanou péticou (K, X, J, go, F'). Teda automat A moze mat roz-
licné mnoziny stavov K, mnoziny vstupnej abecedy X a rozli¢né zaciatocné
stavy go. AvSak nie je praktické rozlisovat medzi automatmi na zéklade roz-
dielnosti mnoziny stavov, mnoziny vstupnej abecedy a zaciato¢nych stavov,
preto budem predpokladat, ze K, ¥ a go st vopred definované: K = Z g
(mnozina stavov je mnozina zvyskovych tried modulo |K| alebo mnozina
nezapornych celych ¢isel mensich ako |K|), ¥ = Z5 (mnozina vstupnej
abecedy je mnozina zvyskovych tried modulo [X]) a g9 = 0 (zadiato¢ny
stav je 0). Potom pre automat A staci zadefinovat prechodovi funkciu § a
mnozinu akceptaénych stavov F'.

Realizacia deterministického konec¢ného automatu je implementovanda v



triede DKA (v sibore DKA.h, DKA.cpp). Konkrétna inStancia tejto triedy
reprezentuje deterministicky koneény automat. V triede st ulozené informa-
cie o velkosti mnoziny stavov, velkosti mnoziny vstupnej abecedy a tabulke,
ktoréa obsahuje definiciu prechodovej funkcie. Tato tabulka je realizovana
dynamickym polom integer-ov. Taktiez pre kazdy stav je uloZend informa-
cia, Ci je akcepta¢ny. Trieda DKA obsahuje aj metédy, z ktorych by som

spomenul aspon dve:

void minimize() : Metdda transformuje instanciu DKA na instanciu DKA,
ktorej reprezenticia je minimalny deterministicky konec¢ny automat
ekvivalentny povodnému automatu. Podrobnejsi popis algoritmu je v

Casti 2.3.2 na strane 11.

bool is_equal(DKA * dka) : Vstupom metédy (dka) je minimalny de-
terministicky kone¢ny automat, vystupom je odpoved na otdzku, ¢i je
deterministicky koneény automat ekvivalentny vstupnému automatu
(dka). Metéda predpokladd, Ze obidva deterministické kone¢né auto-
maty st miniméalne. Metdda hladd izomorfizmus medzi stavmi obi-
dvoch konec¢nych automatoch, ak taky izomorfizmus najde, potom si

automaty ekvivalentné.

Realizacia nedeterministického konecného automatu je implementovana
v triede NKA (v stibore NKA.h; NKA . .cpp). Konkrétna instancia tejto triedy
reprezentuje nedeterministicky kone¢ny automat. V triede, rovnako ako pri
DKA, st uloZené informécie o velkosti mnoziny stavov, velkosti mnoziny
vstupnej abecedy a tabulke, ktord obsahuje definiciu prechodovej funkcie
NKA. Tato tabulka je realizované viac-rozmernym dynamickym polom lo-
gickych hodnot(bool). Taktiez pre kazdy stav je ulozena informécia, ¢i je

akceptacny. Trieda NKA obsahuje aj metddy:

DKA * convert2DKA () : Metéda vytvori novy deterministicky kone¢ny
automat, ktory je ekvivalentny nedeterministickému kone¢nému auto-

matu. Blizsi popis algoritmu moZno najst v ¢asti 2.2 na strane 7.

DKA * convert2minDKA () : Je len modifikicia predoslej metédy, kto-

rej vystupny DKA sa navysSe minimalizuje.

int generateNextNKA () : Modifikuje nedeterministicky koneény auto-

mat na nasledovny NKA, ktory nasleduje v abecednom usporiadani.



void generateNextNKA (double prp, double pra) : Vygeneruje novy
nedeterministicky koneény automat, kde ”prp” je hodnota urcujica
pravdepodobnost existencie prechodu medzi stavmi a ”pra” uréuje

pravdepodobnost, Ze stav je akceptacny.

void generateNextNKA (double prp, double prp0, double pra) : Vy-
generuje novy nedeterministicky koneény automat, kde ”prp” je hod-
nota urcujica pravdepodobnost existencie prechodu medzi stavmi na
pismeno z mnoziny ¥ — {0}, ”prp0” je hodnota urc¢ujica pravdepodob-
nost existencie prechodu na pismeno 0 a ”pra” urcuje pravdepodob-
nost, ze stav je akceptacny. Okrem toho sa vytvori cyklus cez vSetky

stavy na pismeno 0.

void generateNextNKA (int ohr_d, double pra) : Vygeneruje novy ne-
deterministicky koneény automat, kde ”ohr_d” ohranicuje velkost pre-
chodovej funkcie a ”"pra” uréuje pravdepodobnost, Ze stav je akcep-

tacny.

bool have_cycle() : Metoda zistuje, ¢i NKA obsahuje cyklus cez vsetky

stavy.

bool is_minimal(DKA * dka) : Metoda zistuje, ¢i je NKA ozaj mini-
malny. V désledku velkej ¢asovej zlozitosti, tito metédu mozno pouzit
iba pre NKA, ktorych velkost je velmi mald. Popis algoritmu je v Gasti

2.4 na strane 12.

2.2 Transformacia NKA na DKA

Definicia 2.2.1. Konecny automat A je ekvivalentny koneénému auto-
matu B, ak L(A) = L(B).

Veta 2.2.1. K lubovolnému nedeterministickému koneénému automatuy A

existuje deterministicky konecny automat Ag taky, Ze L(A) = L(Ay).

Dokaz vety 2.2.1 je vlastne algoritmus, ako k danému NKA A skon§tru-
ovat ekvivalentny DKA Ag:
Vstup: A = (K, 3,0, g0, F) je NKA.
Vystup: Ay = (K4,%,04,{90}, Fa) je DKA, ktory je ekvivalentny k A.

Algoritmus:



1. K; = 2%, t.j. mnozina stavov DKA je mnozina vietkjch podmnozin

mnoziny stavov NKA.

2. 5(1(@70‘) = {5(1)7 a)’p € Q}a kdea € ¥ a Q € K.
3. Fd:{Q|QﬂF#®}, kde Q € K4

4. Takto zostrojeni DKA A; moze obsahovat nedosiahnutelne stavy, ktoré

sa nasledne odstréania.

Casova zlozitost: O(2/K1) = O(2"), pretoze vetkych podmnozin mnoziny
stavov NKA A je 2/¥1.

Predosly algoritmus som implementoval v triede NKA.cpp v metdde con-
vert2DKA ().

2.3 Minimalizacia DKA

Binarna relacia R na mnozZine S je mnozina dvojic prvkov zo S. Pre zjed-
nodusenie ak (z,y) € R zapiSem dany fakt ako zRy. Relacia ekvivalen-
cie(relacia s vlastnostami: reflexivnost, symetrickost, tranzitivnost) mé do-
lezitt vlastnost, rozdeluje mnozinu S na triedy ekvivalencie, ktorych pocet
moze byt aj nekoneény. Triedu ekvivalencie do ktorej patri prvok x € S
ozna¢ime [x]. V nasom pripade za mnozinu S zoberieme mnozinu ¥* a na

nej bude definovana relacia R s kone¢nym poctom tried ekvivalencie.

Definicia 2.3.1. Bindrna reldcia R je sprava invariantnd vzhladom na

operdciu zretazenia, ak plati: xRy <= Vz:xzRyz
Veta 2.3.1. (Myhill-Nerode) Nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:
1. jazyk L C X* je akceptovatelny nejakym koneénym automatom.

2. L je zjednotenim nejakych tried ekvivalencie nejakej sprava invariant-

nej reldcie ekvivalencie s koneénym poctom tried.

3. Nech je R reldcia ekvivalencie s koneénym poctom tried definovand
nasledovne: xRy <= Vz e ¥X*:(xz€ L < yz € L)

Dokaz mozno najst v knihe [HU69]. V povodnom vydani mozno najst v
[Myh57] a [Ner58].



Poznamka 2.3.1. Pre jazyk L z vety 2.3.1 a k nemu definovani reldciu
R z casti 8 mozno zostrojit minimdlny deterministicky konecny automat A’
nasledovne: A" = (K', 3,8, 94, F'), kde K' = {[z]|lx € ¥*} (t.j. mnoZina
stavov DKA A’ je mnoZina tried relicie R), §'([z],z) = [zz], g5 = || a
F' = {[z]|x € L}.

Veta 2.3.1 vlastne hovori, Ze ak mame dany koneény automat A, ktory
definuje jazyk L(A) = L, potom existuje relacia ekvivalencie R z vety 2.3.1 z
¢asti 3. Uloha najst minimélny deterministicky koneény automat A’ k DKA
ako pocet tried relacie ekvivalencie R. Ak ndjdeme DKA A’ s velkostou

rovnou poctu tried relacie R, tak sme nasli minimalny DKA.

Veta 2.3.2. Minimdlny deterministicky konecny automat A akceptujici ja-
z2yk L je jednoznacny vzhladom na izomorfizmus a je definovany v pozndmke
2.8.1 ako DKA A'.

Dokaz je dosledkom vety 2.3.1 a jej dokazom.
Kedze k danému DKA A hladdme minimalny DKA A’ je nepraktické
hladat rel4ciu ekvivalencie R nad slovami zo X*, zavedieme nasledujici po-

jem.

Definicia 2.3.2. Dwva stavy p,q v deterministickom konecnom automate A
st ekvivalentné (zapiseme pRq) <= Vz € ¥*: ak A zacne dva vypocty
v stavoch p a q so vstupom z, potom sucasne oba vypocty akceptuju alebo

zamietnu.

Pre dany automat A, existuje relacia ekvivalencie R na stavoch automatu
A, definovana: pRq <= p je ekvivalentné ¢. Problém nédjdenia minimal-
neho deterministického kone¢ného automatu A’ je vlastne ndjdenie takého
automatu, ktorého pocet tried relacie ekvivalencie R na stavoch automatu
je rovné velkosti automatu.

Princip minimalizaénych algoritmov je vyuzitie faktu, ze ekvivalentné
stavy prechadzaja do ekvivalentnych stavov pre kazdy vstup. Uvediem dva
algoritmy minimalizacie deterministického kone¢ného automatu, jeden so

zlozitostou O(n?) a Hopcroftov algoritmus so zlozitostou O(n logn).

2.3.1 Minimalizaény algoritmus so zlozitostou O(n?)

.....

pokladdme, ze DKA A, ktory chceme minimalizovat, je stvisly a kom-



pletny(t.j. neobsahuje stavy v ktorych by sa mohol zaseknit). Ak mno-
Zina akceptacnych stavov F4 deterministického koneného automatu A je
totoznad s () (mnozinou stavov K4 automatu A), potom minimilny DKA
A" = ({90}, 2,9, go, Far) je jedno-stavovy automat s mnozinou akceptaénych
stavov Far = 0 (Far = {g0}) a Ya € X : 6(go,a) = go. Takyto automat
akceptuje jazyk, bud L(A) = () alebo L(A) = X*.

Algoritmus konstruuje relaciu R na stavoch automatu A = (K, %, 6, go, F')
s minimalnym moznym poctom tried taku, aby ekvivalentné stavy prechéa-
dzali do ekvivalentnych stavov pre kazdy vstup. Na zaciatku vytvorime
dve triedy relacie ekvivalencie R na stavoch pé6vodného DKA A nasledovne
(oznacenie: R; je i-ta trieda relacie R ): Ry je mnozina zamietacich stavov
a R; je mnozina akceptacnych stavov. Nasledne pre kazdu triedu relacie R;
hladédme dvojicu stavov p, q z triedy R; a pismeno a z abecedy X také, Ze zo
stavu p na pismeno a automat A prejde do stavu p’ z triedy R, zo stavu
¢ na pismeno a automat A prejde do stavu ¢’ z triedy R,y a R, # Ry(teda
prejda do stavov, ktoré nie st ekvivalentné vzhladom na R). Ak dané stavy
p, ¢ ndjdeme, rozdelime stavy triedy R; na stavy viacero tried podla toho
do akej triedy dany stav na pismeno a prejde. Postup rozdelovania viackrét
zopakujeme (pokial je to mozné) az dostaneme reléciu ekvivalencie R, ktorej
triedy definujii minimalny DKA A’. Triedy reldcie R budu stavmi automatu
A
Vstup: A = (K, X, 4, g0, F) je DKA.
Vystup: A, = (K, 2, 0m, m, Fn) je minimélny DKA, ktory je ekviva-
lenty k A.

Algoritmus:
1. R():K—FaRle

2. Vytvorime maticu My« k| takl, Ze prvok matice m;; je mnozina Ry,
pricom stav, do ktorého automat A prejde zo stavu j na pismeno
i, patri do mnoziny Rj. Formélne, ak §(j,i) = ¢ a ¢ € Ry, potom
m;j = Ry.

3. Zistujeme, ¢i existuje mnozina R; taka, ze niektoré stipce matice M
prislachajice stavom z mnoziny R; st rézne. Ak takd mnozina R; exis-
tuje, vytvorime novt ststavu mnozin Ry . . . R; nasledovne: Kazda nova
mnoZina bude reprezentovat inj stipec matice M. Kazdy stav z mno-

ziny R; priradime len do jednej z novovytvorenych mnozin podla toho,
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aky stipec v matici M mu prislicha. Teda ak dva stavy z mnoziny R;
maji rovnaké stipce v matici M ,potom budt v rovnakej novovytvore-
nej mnozine. Spolu novovytvorenych mnozin bude presne tolko, kolko
je réznych stipcov (prisliichajicich stavom z mnoziny R;) v matici M.

Mnozinu R; vymazeme.

4. Ak sme v kroku 3 na$li nejakti mnozinu R; s prislusnou vlastnostou,

potom pokracujeme krokom 2.

5. Mnoziny R; tvoria stavy minimalneho DKA (K, = {R;|R; vznikla v
priebehu behu algoritmu a nevymazali sme ju }). Prechodova funkcia
je definovana: 6,,(R;,a) = R; , kde p € R; a §(p,a) = q a ¢ € R;.
Podiatoény stav je g, = R;, pricom gg € R;. Mnozina akceptacnych
stavov je F,, = {R;|3q:q € Ry Nq € F}.

Casova zlozitost: O(n?), zrejme krok 2 potrebuje na vykonanie O(n) ¢asu,
a cyklus 2-4 sa zopakuje najviac n krat. Najvicsiu ¢asovu zlozitost méa al-
goritmus v pripade ak na vstupe automat A uz je minimalny.

Spominand casova zlozitost je sice kvadraticka, ale nie minimélna. V

nasledujtcej Casti uvediem algoritmus, ktorého ¢asova zloZitost je mensia.

2.3.2 Hopcroftov algoritmus so zloZitostou O(nlogn)

Algoritmus pracuje so sistavou mnozin R a mnozinou N. V mnozine N st
dvojice (C,a), kde C' je mnozina z R a a je pismeno z abecedy ¥. Mnozina R
obsahuje mnoziny stavov, pricom R reprezentuje ocakavané rozdelenie sta-
vov do tried relacie ekvivalencie na stavoch.

Vstup: A = (K, %, 0, g0, F) je DKA.

Vystup: A, = (K, X, 0m, gm, Frn) je minimélny DKA, ktory je ekviva-
lentny k A.

Algoritmus:

1. Skonstruujeme inverznt prechodovi funkciu: 6~ 1(q,a) = {p|é(p,a) =
q}, kde a € X.

2. Skonstruujeme dve mnoziny Ry = K — F a Ry = F. Mnozinu R
definujeme R = {Ry, R1}. Do mnoziny N priddme pre kazdé pismeno
a € Y dvojicu (R;,a), kde R; je menSia mnozina z dvoch mnozin
Ry, R;.
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3. Vyberieme dvojicu (R;, a) z mnoziny N, ktort z mnoziny N aj odstra-

nime.

4. Pre kazdd mnozinu R; z mnoziny R zistime, ¢i existuje stav p € R;
taky, Zze 0(p,a) € R; (tuto vlastnost mozno efektivne zistit z inverz-
nej prechodovej funkcie). Ak taky stav existuje vykoname nasledujice

podkroky:

(a) Rozdelime mnozinu R; na dve mnoziny R = {p|dé(p,a) € R;Ap €
Rj} a R} = R; — R). Teda na stavy z R;, ktoré na pismeno a
prejdi do stavu z mnoziny R; (R}) alebo mimo mnoziny R; (R7).

(b) Ak niektora z mnozin R} alebo R} je prazdna, preskocime nasle-
dujtice podkroky.

(c) Mnozinu R; nahradime v mnozine R mnozinami R} a R}.

pravime mnozinu N pre kazdé pismeno b € ¥ nasledovne:

d) U i zinu N kazdé pi beX led Ak

.,b) € N, potom dvojicu nahradime dvoma dvojicami (R,
R;,b N t dvoji hradime d dvoji 'R;b
a (R},b). Ak (R;,b) ¢ N, potom do mnoziny N priddme dvojicu

(C,b), kde C je mensia mnozina z dvojice R} a R}
5. Pokial je N neprézdna, pokrac¢ujeme krokom 3.

6. Mnoziny R; tvoria stavy minimalneho DKA (K, = {R;|R; € R). Pre-
chodové funkcia je definovana: 6,,(R;,a) = R; ,kdep € R; ,0(p,a) =¢q
a g € R;. Pociato¢ny stav je g, = R;, pricom gy € R;. MnoZina ak-
ceptacnych stavov je F,, = {R;|3¢:q € R; ANq € F}.

Casova zlozitost: O(nlogn), ddkaz mozno najst v [Hop71].
Hopcroftov algoritmus som implementoval v triede DKA.cpp v metdde

minimize().

2.4 Minimalizacia NKA

Minimalizacia nedeterministického kone¢ného automatu je na rozdiel od mi-
nimalizécie DKA fazky problém. Pri DKA plati, Ze minimélny DKA je jed-
nozna¢ny vzhladom na izomorfizmus. Takato vlastnost pri NKA neplati,
teda moze existovat viacero rozlicnych sice ekvivalentnych NKA, ale nie
izomorfnych. Pri minimalizicii DKA je v stcastnosti zndmy algoritmus s

najmensou ¢asovou zlozitostou O(nlogn), avSak pri minimalizdcii NKA v
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sucastnosti nepozname efektivny algoritmus riesiaci tento problém. Sice ne-
pozname algoritmus, ale si1 zname vysledky o zlozitosti nasledujiceho prob-
lému, ktory priamo suvisi s hladanim minimalneho NKA:

Problém: Pre zadant dvojicu DKA A a cele éislo k, existuje NKA B s

poc¢tom stavov najviac k akceptujuci jazyk L(A)?
Veta 2.4.1. Predchddzajici problém je PSPACE-iplny.

Dékaz mozno najst v élanku [JR93]. Dosledkom tejto vety je, ze problém,
¢i NKA je minimélny, patri do triedy PSPACE. Dokonca ak by pre tento
problém existoval efektivny algoritmus, potom by sme taktiez vedeli efek-
tivne riesit vSetky problémy z triedy PSPACE (vyplyva z toho, Ze problém
je PSPACE-uplny).

KedZe problém minimalizacie NKA je v triede PSPACE, existuje algorit-
mus riesiaci tento problém v polynomialnom priestore O(n*). Avsak ¢asova
zlozitost tohto algoritmus je aZ exponencidlna O(Z”k).

Vstup: A = (K, 3,0, g0, F') je NKA.
Vystup: Odpoved, ¢ je NKA A minimélny.

Algoritmus:
1. K NKA A zostrojim miniméalny DKA Ay, ktory je k nemu ekvivalentny.

2. Vygenerujem novy NKA B, ktorého velkost je mensia ako velkost NKA
A.

3. K NKA B zostrojim minimalny DKA By, ktory je k nemu ekviva-

lentny.

4. Zistim, ¢i DKA A; a By su ekvivalentné. Kedze obidva automaty su
miniméalne, staéi najst izomorfizmus na stavoch automatov Ay a By.
Ak taky izomorfizmus existuje potom automaty st ekvivalentné, inac¢
nie su.

5. Ak automaty Ay a By st ekvivalentné, potom NKA A nie je miniméalny

a algoritmus skondi.

6. Ak automaty A, a By nie s ekvivalentné, potom pokracujem krokom
2, pokial nevygenerujem vsetky mozné NKA B, s velkostou mensou
ako NKA A. Ak som uz vygeneroval vSetky mozné NKA B, potom
NKA A je minimélny.
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Casova zlozZitost: O(2”k), zrejme vSetkych moznych NKA mensich ako
NKA A je az exponencidlne vela z ¢oho vyplynie dané zlozitost.
Overovanie, ¢i NKA je miniméalny, som implementoval v triede NKA.cpp
v metdde is_minimal(DKA * dka). Vstupom metédy (dka) je minimalny
DKA, ktory je ekvivalentny NKA a o ktorom zistujem, ¢i je minimdlny.
Avsak tato metdda je pouzitelna len pre velmi malé NKA, z dévodu velkej

(az exponencidlnej) ¢asovej zlozitosti.
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Kapitola 3

Experimentalne skimanie

vztahov

V nasledujicej kapitole uvediem experimentalne vysledky, ktoré sa mi poda-
rili nadobudntf. Zakladnou otazkou, ktorou mozno zacéat znie: Kolko stavov
mé minimalny DKA Ay, ktory je ekvivalentny minimalnemu n-stavovému
NKA? Vie sa, ze DKA A; ma « stavov, kde « je z intervalu [n, 2"]. Z tohto
vyplynie dalsia otdzka: Existuje ¢islo [ z intervalu [n,2"] také, Ze ziaden
minimalny DKA A; nemé 3 stavov a DKA A, je ekvivalentny minimal-
nemu n-stavovému NKA? Tato otdzka bola v minulosti taktiez skimana a

dokonca bolo v nasledujicej vete dokdzané, ze také ¢islo 3 neexistuje:

Veta 3.0.2. Pre kaZdé dve kladné celé cislan a o take, Ze 1 <n < a <27,
existuje minimdlny n-stavovy nedeterministicky konecny automat, ktorého
ekvivalentny minimdlny deterministicky konecny automat md presne « sta-

vov.

Dékaz mozno najst v [Jir01].

7 predoslého tvrdenia prirodzene vyplynie nasledujtica otézka, ktorou
sa budem aj hlbsie zaoberat: Kolko je minimélnych (€ [n,2"])-stavovych
DKA, ktoré su ekvivalentné minimalnym n-stavovym NKA? Tento prob-
1ém nazvem hladanie rozdelenia n-stavovych NKA. Ciasto¢né vysledky
tohto problému, mozno najst v nasledujtcej casti 3.1.

Pre jednoduchsie pomenovanie vlastnosti nedeterministickych konecnych
automatov este uvediem nasledovné oznacenia. n-stavovy NKA oznaéim, Ze
je zloZity, ak k nemu ekvivalentny miniméalny DKA mé& presne 2" stavov.

Opacne n-stavovy NKA je jednoduchy, ak k nemu ekvivalentny minimalny
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DKA mé presne n stavov. V tomto kontexte zadefinujem eSte dva pojmy,
ktoré porovnavaju medzi sebou n-stavové NKA. n-stavovy NKA A je zlozi-
tejsi ako n-stavovy NKA B, ak k nim ekvivalentné miniméalne DKA st Ay,
B (L(A) = L(Ay) a L(B) = L(By)) a navyse velkost DKA A, je viicsia ako
velkost DKA Bg. Podobne n-stavovy NKA A je jednoduchsi ako n-stavovy
NKA B, ak k nim ekvivalentné minimélne DKA st Ay, By (L(A) = L(Ayg)
a L(B) = L(By)) a navyse velkost DKA A, je mensia ako velkost DKA By.

Pri hladani rozdelenia n-stavovych NKA som hladal aj zlozité NKA, kto-
rych minimalny DKA méa 2" stavov. Priklady takychto zlozitych automatov

moZno najst v casti 3.2.

3.1 Hladanie rozdelenia automatov

Hladanie rozdelenia n-stavovych NKA realizujem nasledovnym vypocétom:
Postupne generujeme vsetky alebo iba niektoré n-stavové NKA, nasledne ku
kazdému z nich ndjdeme ekvivalentny minimélny DKA A, a ozna¢ime vel-
kost A,. Nakoniec pre vsetky a € [n,2"] spoéitame kolko a-stavovych DKA
Ag sme pocas vypocétu vygenerovali. Tymto postupom dostaneme (priblizné)
rozdelenie n-stavovych NKA.

Pri experimentalnom rieseni tohto problému nardzame na to, ze pocet
n-stavovych NKA rastie superexponencidlne v zavislosti od n, konkrétne:
EPIEIHIK 5 kedze |K| = n, n-stavovych NKA je 2"°I=+7_ Zrejme pre vidsie
n uz nemodzeme vygenerovat vSetky n-stavové NKA, preto v tychto pripa-
doch zadany pocet krat generujeme nahodné n-stavové NKA.
efektivne zistit, ¢ n-stavovy NKA je minimalny. Casovii zlozitost problému
minimélnosti NKA som bliz§ie popisal v ¢asti 2.4 na strane 12. Pri hladani
rozdelenia n-stavovych NKA av8ak chceme, aby NKA boli miniméalne. O

Ciasto¢nom rieSeni tohto problému hovori nasledujica lema:

Lema 3.1.1. Nech NKA A je n-stavovy, k nemu ekvivalentny minimdlny
DKA Ay je d-stavovy a nech d € (27127, potom NKA A je minimdlny.

Dokaz: sporom, nech existuje NKA A’ ktory je ekvivalentny s DKA Ay
a mensi od A. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech A’ je (n — 1)-stavovy. AvSak
k nemu ekvivalentny DKA méze mat maximalne 2"~ ! stavov a DKA A, je

minimélny s viac ako 2"~! stavmi, ¢o je spor.
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spomenutym vypoctom korektné rozdelenie n-stavovych NKA len na inter-
vale (2771 2", rozdelenie na intervale (n,2" '] nemusi byt presné, pretoze

povodné NKA nemusia byt minimélne.

3.1.1 2-stavové NKA

Kedze 2-stavovych NKA je spolu az 222"E|+27 je mozné efektivne vygenerovat
vietky 2-stavové NKA. Konkrétne ak |X| = 2, potom v8etkych 2-stavovych
NKA je 9227242 — 210 316ho ak |X| = 5, potom vSetkych 2-stavovych NKA
je 227542 = 222 Predoglé pocty 2-stavovych NKA s dostato¢ne malé na to,
ze sa daju vygenerovat vSetky.

Dokonca, o 2-stavovom NKA vieme eSte v realizovatelnom ¢ase zistit, ¢i
je minimélny. Preto pri generovani vSetkych 2-stavovych NKA vieme vyradit

tie NKA, ktoré nie st minimalne.

le+07 T T T T T T T
(@) -v-n2-a2-kall -minNKA -minDKA s
(b) -v-n 2 -a 3 -k all -minNKA -minDKA
(c) -v-n 2 -a 4 -k all -minNKA -minDKA 1910670
(d) -v-n 2 -a5 -k all -minNKA -minDKA
857043
le+06 - B
100000 55808 E
10000 b
4395 3204
1000 - 848 / _
217
94
100 | 70
10 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Obr. 3.1: Rozdelenie 2-stavovych automatov pre rézne mnoziny vstupnej
abecedy: (a) ak |X| =2; (b) ak |X| = 3; (c) ak |X| =4; (d) ak || = 5;

Na obrazku 3.1 st zobrazené grafy rozdelenia 2-stavovych NKA pre rézne

mohutnosti vstupnej abecedy (2 < |X| < 5). Legenda na tomto obrazku
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oznacuje s akymi parametrami bol spusteny program Vypocet (blizsie v
kapitole 4).

Funkéna hodnota (f(x)) na grafe rozdelenia znamend, kolko minimal-
nych z-stavovych DKA sa pocas vypocCtu vygenerovalo. Teda sa jedna o
grafické vyobrazenie rozdelenia 2-stavovych automatov. Na grafe je na Y-
ovl os pouzité logaritmickd mierka, z dovodu velkej rozdielnosti vysledkov.

7 obrazku 3.1 vidno, Ze v rozdeleni nad binarnou abecedou je najviac
3-stavovych DKA. Tiez je zaujimavé, Ze 2-stavovych DKA je viac ako 4-
stavovych. AvSak so zvicSujlicou sa mnozinou vstupnej abecedy sa zviicSuje
aj zlozitost automatov DKA, preto v rozdeleni s || = 5 je uz najviac 4-
stavovych DKA.

3.1.2 3-stavové NKA

Podobne ako v predoslej ¢asti, 3-stavovych NKA je 23715142 o ak 2] = 2,
potom vSetkych 3-stavovych NKA nad bindrnou abecedou je 237242 — 920,
Tento pocet je dostatoéne mali, aby sa dali vygenerovat vsetky. Rovnako
ako pri 2-stavovom NKA, aj pre 3-stavovy NKA vieme v realizovatelnom
case zistit, ¢i je minimélny.

Okrem predoslého presného vypoctu, som spravil aj nepresny pravdepo-
dobnostny vypocet. Tento vypocet namiesto generovania vsetkych 3-stavovych
NKA, vygeneruje zadany pocet krat ndhodny NKA. Konstrukcia ndhodného
NKA zavisi od dvoch hodnét, pravdepodobnost akceptacie (pa) a pravde-
podobnost prechodu (pp). Pravdepodobnost akceptéacie je hodnota, ktora
oznacuje pravdepodobnost, Ze stav automatu je akceptaény. Pravdepodob-
nost prechodu je hodnota, ktord oznacuje pravdepodobnost, Ze existuje pre-
chod z nejakého stavu do nejakého stavu na nejaké pismeno.

Vysledky vyssie spominanych vypoctov st na obrazku 3.2, kde mozno
vidiet vysledky rozdelenia 3-stavovych NKA. Ako vidno, nepresny pravde-
podobnostny vypocet celkom dobre odhadol presné rozdelenie 3-stavovych
NKA na intervale (22,23]. Podobne ako pri 2-stavovom NKA je velmi malo
2"-stavovych DKA, konkrétne 8-stavovych DKA. Z rozdelenia 3-stavovych
NKA je najviac 4-stavovych DKA, teda ak vyberieme ndhodny minimalny
3-stavovy NKA s najvicSou pravdepodobnostou k nemu ekvivalentny mini-
malny DKA bude mat 4 stavy.
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le+06 T T T T T T X T
(@) -v-n 3-a 2 -k all -minNKA -miNnDKA s
b) -v -n 3 -a 2 -k 1000000 -pp .30 -pa .35 -MINDKA  m—
446552
196084
69511
127814
100000 |
10000 -
72
r37
1000 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 3.2: Rozdelenie 3-stavovych automatov nad bindrnou abecedou s roz-
nymi metédami generovania NKA: (a) vSetky 3-stavové minimalne NKA;
(b) nahodnych 106 NKA s pravdepodobnostou akceptacie = 0.35 a pravde-
podobnostou prechodu = 0.3;

3.1.3 5-stavové NKA

Pri 5-stavovych NKA je uz situdcia horsia. 5-stavovych NKA nad binar-
nou abecedou je spolu az 257242 — 252 preto nie prakticky realizovatelné
generovanie vSetkych NKA. Z tohto dévodu vyuZijem pravdepodobnostné
generovanie NKA, od ktorého oCakdvam, Ze poskytne priblizné rozdelenie
5-stavovych NKA. Taktiez, pre 5-stavovy NKA neviem efektivne zistit, ¢i je
minimélny. Teda v tomto pribliznom rozdeleni NKA sa mézu vyskytovat aj
NKA, ktoré nie si minimalne.

Vysledky vypoctov pri réznych pravdepodobnostiach prechodu je mozné
vidietf na obrazku 3.3. Hodnota pravdepodobnosti akceptéacie je zvolena tak,
aby priblizne jeden stav automatu NKA bol akcepta¢ny. Ako mozno vidiet,

najst zlozitejsie NKA, ktorych velkost ekvivalentného minimalneho DKA

je z intervalu (2%,2°]. Z toho mozno usudit, Ze ak ma byt NKA zlozity,
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le+06 T T T T T —T
\ (a) -v-n 5-a 2 -k 1000000 -pp .15 -pa .20 -minDKA ——
\ (b) -v -n 5 -a 2 -k 1000000 -pp .25 -pa .20 -minDKA
(c) -v-n 5 -a 2 -k 1000000 -pp .40 -pa .20 -minDKA
A (d) -v-n5-a 2 -k 1000000 -pp .50 -pa .20 -minDKA ———
100000 | N (e) -v-n5-a2 -k 1000000 -pp .60 -pa .20 -minDKA i
=\ (f) -v-n5-a 2 -k 1000000 -pp .75 -pa .20 -minDKA
10000 b
1000 [ i
100 | b
10 | 1

35

Obr. 3.3: Rozdelenie 5-stavovych automatov nad binarnou abecedou pri
priblizne jednom akceptatnom stave s rozli¢nymi pravdepodobnostami pre-
chodu: (a) pp=0.15; (b) pp=0.25; (c) pp=0.40; (d) pp=0.50; (e) pp=0.60;
(f) pp=0.75;

nesmie byt prili§ husty (z hladiska poé¢tu prechodov). Tiez mozno usudit, ze
v rozdeleni 5-stavovych NKA, existuje len velmi malo DKA s velkostou 2°
v porovnani s menej stavovymi DKA z rozdelenia. Ako som uZ spominal,
na intervale (0,2%] st rozdelenia na obrazku ¢iastoéne nekorektné, pretoze
v rozdeleni si zapocitané aj NKA, ktoré nie st minimaélne.

Prirodzene sa objavi otazka, ¢i som v predchadzajicom rozdeleni vygene-
roval dostato¢ne vela NKA, aby vysledné rozdelenie bolo smerodajné. Preto
som spravil vypocty pre rozli¢né pocty vygenerovanych NKA a vysledné roz-
delenia je mozné vidief na obrazku 3.4. Zjavne rozdielny pocet NKA nemeni
krivost krivky rozdelenia 5-stavovych NKA (v logaritmickej mierke). Teda
mozno usudit, Ze 10 vygenerovanjch NKA je dostato¢ne vela.

Okrem predoslého pravdepodobnostného generovania NKA som vyska-
Sal aj iné pravdepodobnostné generovanie NKA. Nova konsStrukcia ndhod-
ného NKA zavisi taktiez od dvoch hodnét, pravdepodobnost akceptacie (pa)

a obmedzenia prechodovej funkcie (pmax). Pravdepodobnost akceptécie je
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le+07 T T

(a) v -n 5 -a 2 -k 1000000 -pp .25 -pa .35 -MINDKA ——
(b) -v -n 5 -a 2 -k 2000000 -pp .25 -pa .35 -minDKA
(c) -v-n 5 -a 2 -k 4000000 -pp .25 -pa .35 -minDKA
(d) -v-n 5 -a 2 -k 8000000 -pp .25 -pa .35 -minDKA ———
1e+06 - (e)-v-n5-a2-k1 -minDKA E
- 5-a2-k3 -minDKA
100000 [ B
10000 b
1000 | B
100 | B
10 B
l 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

Obr. 3.4: Rozdelenie 5-stavovych automatov nad binarnou abecedou pri
pravdepodobnosti akceptacie=0.35 a pravdepodobnostou prechodu=0.25 s
rozliénym poétom vygenerovanych NKA: (a) 105; (b) 2-10; (c) 4 - 105; (d)
8-105; (e) 16 - 10%; (f) 32 - 105;

hodnota, ktorej vyznam je rovnaky ako v predoslom generovani. Obmedzenie
prechodovej funkcie (pmax) je hodnota, ktoré ohrani¢uje pocet prechodov z
nejakého stavu na nejaké pismeno, formalnejsie Vp € K,Va € ¥ : [0(p, a)| <
pmax.

Vysledky takéhoto pravdepodobnostného generovania pre 5-stavové NKA
je mozné vidiet na obrazku 3.5. Zjavne, pri obmedzeni prechodovej funkcie
pmax=2, sa vygenerovalo velmi vela nestuvislych alebo velmi malo zlozitych
NKA. Opacne pri obmedzeni prechodovej funkcie pmax=6, taktiez klesa
pocet zlozitejsich automatov. Z vysledkov mozno usudit, Ze zloZitejsich 5-

stavovych NKA je ovela menej ako jednoduchsich NKA.

3.1.4 8-stavové NKA

8-stavovych NKA nad binarnou abecedou je spolu az 287242 — 9130, Preto
je prakticky nerealizovatelné prejst vSetky 8-stavové NKA a taktiez zistif ¢i

dany NKA je miniméalny. Dokonca ani pravdepodobnostné pristupy, ktoré
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Obr. 3.5: Rozdelenie 5-stavovych automatov nad binarnou abecedou pri
pravdepodobnosti akcepticie=0.4 s rozlicnym obmedzenim na prechodovii

funkciu: (a) pmax=2; (b) pmax=3; (c) pmax=4; (d) pmax=>5; (e) pmax=6;

som doteraz vyuzil pri 5-stavovych NKA nefunguji, ako vidno na krivke
(a) z obrazku 3.6. Kedze tento vypocet nendjde ziaden zloZitejsi NKA na
intervale (27,2%] (¢o nas najviac zaujima), moézme sa domnievat, Ze pocet
zlozitejsich 8-stavovych automatov je velmi maly.

Pri hladani podstaty alebo podmienky, kedy je NKA zlozity som si v§i-
mol, Ze zlozity NKA obsahuje v prechodovej funkcii cyklus na jedno pismeno
cez vSetky stavy. Preto som naimplementoval a vyskusal dalsie pravdepo-
dobnostné generovanie NKA. V tomto pripade konstrukcia NKA zacina vy-
tvorenim cykla cez vetky stavy na pismeno ”0”. Dalej konstrukcia zavisi od
troch hodnét, pravdepodobnost akceptacie (pa), pravdepodobnost prechodu
(pp) a pravdepodobnost prechodu pre cyklus (pc). Pravdepodobnost akcep-
técie je hodnota, uréujica pravdepodobnost, Ze stav je akceptacny. Prav-
depodobnost prechodu je pravdepodobnost, Ze existuje prechod z nejakého
stavu do nejakého stavu na nejaké pismeno z mnoziny ¥ — {0}. Pravdepo-
dobnost prechodu pre cyklus je znovu pravdepodobnost, Ze existuje prechod

z nejakého stavu do nejakého stavu na pismeno ”0”, okrem prechodov cyklu
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z prechodovej funkcie, ktoré su vytvorené na zaciatku konstrukcie.

1e+06 T T T T T
(a) -v-n 8 -a 2 -k 1000000 -pp .25 -pa .20 -minDKA ——
(b) -v -n 8 -a 2 -k 1000000 -pp .25 -pa .20 -pc 0 -minDKA ———
(c) -v-n 8 -a 2 -k 1000000 -pp .25 -pa .20 -pc .05 -minDKA
(d) -v -n 8 -a 2 -k 1000000 -pp .25 -pa .20 -pc 0.1 -minDKA ——
100000 B
10000 - B
Sl
|\
[ |
1000 | \ ” ' ' Ihikd! i
lj
100 | ' | 8
10 | b
1 h i . . I
0 50 100 150 200 250 300

Obr. 3.6: Rozdelenie 8-stavovych automatov nad binarnou abecedou pri
pravdepodobnosti akceptacie=0.2 a s pravdepodobnostou prechodu=0.25 :
(a) bezné generovanie (pc=0.25); (b) pc=0; (c) pc=0.05; (d) pc=0.1;

Rozdelenie takychto 8-stavovych NKA s cyklom mozno vidiet na ob-
razku 3.6. Ako vidiet, so zviicSujicou sa pravdepodobnostou prechodu na
pismeno 70" sa zmensuje pocet zlozitejSich NKA. TaktieZ je zaujimavé, Ze
toto rozdelenie NKA s cyklom osciluje a lisi sa od predchadzajucich vy-
sledkov. Podobne ako pri menej stavovych NKA, aj v rozdeleni 8-stavovych

NKA s cyklom je menej zlozitych NKA oproti tym jednoduchsim.

3.1.5 10-stavové NKA

10-stavovych NKA nad bindrnou abecedou je spolu az 2107242 — 9202y
takomto velkom pocte NKA je velmi tazké najst nejaky NKA, o ktorom
by sme si boli isti, Ze je minimélny. Z tohto dévodu sa zameriame na NKA
obsahujuce cyklus cez vsetky stavy. U takychto NKA mozno s vic¢Sou prav-
depodobnostou ocakavat, Ze bud(i miniméalne a zlozitejSie.

Na obrazku 3.7 mozno vidiet rozli¢né rozdelenia 10-stavovych automatov

s cyklom. V kazdom rozdelenti je zlozitejsich NKA menej ako tych jednoduch-
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Obr. 3.7: Rozdelenie 10-stavovych automatov s cyklom nad bindrnou abece-
dou pri pravdepodobnosti akceptacie=0.1 a s pravdepodobnostou prechodu

na pismeno ”0”=0.01 pre rézne pravdepodobnosti prechodu: (a) pp=0.1; (b)
pp=0.2; (c) pp=0.3;

sich. Tiez je zjavné, Ze v rozdeleni redsich NKA (NKA s pp=0.1) je ovela viac
zlozitejsich NKA. Naopak pre rozdelenie hustejsich NKA (NKA s pp=0.3)
plati, Ze zlozitejsich NKA ubtida. Pravdepodobnost akceptacie som zvolil
tak, aby priblizne jeden stav bol akceptacny. Z vysledkov rozdelenia mozno
zhodnotit, Ze generovanie NKA s cyklom je dobry spésob ako dosiahnut, aby
NKA bol dostatocne zlozity.

Pre viac-stavové NKA je mozné dosiahnut podobné vysledky. Hladal
som aj rozdelenie 11-stavovych NKA s cyklom, avsak dany vypocet priniesol

podobné vysledky ako pre 10-stavové NKA (na obrazku 3.7).

3.2 Hladanie zloZitych automatov

V predchédzajucej ¢asti pri hladani rozdelenia n-stavovych NKA som dospel
k hypotéze, ze zlozitejsich NKA je zna¢ne menej ako jednoduchsich NKA. Z

toho je mozné si polozit otdzku, od ¢oho zavisi zlozitost NKA. V nasledujtcej
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¢asti sa budem pokusat hladat odpoved na tuto otdzku a uvediem aj priklady
zlozitych automatov.

Na zaciatok som vygeneroval najzlozitejsie 5-stavové NKA z rozdele-
nia na obrazku 3.3 zo strany 20. Mozno usudit, ze ak ma NKA prilis velku
mnozinu akceptaénych stavov, potom s velkou pravdepodobnostou bude jed-
noduchy. Podobne, ak prechodové funkcia NKA je prili§ velkd, potom z vy-
sledkov rozdeleni z predchadzajicej ¢asti mozno povedat, ze NKA s velkou

pravdepodobnostou nie je minimalny alebo je jednoduchy.

Obr. 3.8: Priklad zlozitého 5-stavového NKA, ktorého ekvivalentny mini-
mélny DKA m4 (2° — 1=) 31 stavov.

Z vygenerovanych 5-stavovych NKA uvediem dva priklady automatov,
ktorych ekvivalentné minimalne DKA maju 31 a 32 stavov. Tieto priklady
som vybral tak, aby mali ¢o najmensie mnoziny akceptacnych stavov a co
najmens$iu prechodovii funkciu. Na obrézku 3.8 mozno vidiet prvy z nich,
ktorého minimalny DKA mé 31 stavov. Tento automat mé iba jeden akcep-
taény stav a 9 prechodov medzi stavmi. Druhy automat je na obrazku 3.9,
k nemu minimélny DKA ma 32 stavov. Automat mé dokonca az dva akcep-
tacné stavy a 10 prechodov medzi stavmi. Na oboch automatoch si je mozné
v8imnat cyklus na pismeno ”0” cez vSetky stavy: na prvom automate 0-2-
1-3-4 a na druhom automate 0-3-2-4-1. Dokonca druhy automat na obrizku
3.9 mé okrem prechodov na pismeno ”0”, ktoré patria do cykla, aj prechod,
ktory je iba cyklus na stave. Je tazké, len zo Struktiary oboch automatov
uréit, preo k nim ekvivalentné minimalne DKA sa liSia velkostou o jeden
stav. Kedze oba automaty obsahuju cyklus cez vsetky stavy a povazujeme

ich za zlozité, zd4 sa, ze NKA s cyklom s velkou pravdepodobnostou buda
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Obr. 3.9: Priklad zlozitého 5-stavového NKA, ktorého ekvivalentny mini-
mélny DKA m4 (2°=) 32 stavov.

zlozité.

Z pozorovania, ze zlozité NKA maju cyklus, sa mi podarilo vygenerovat
priblizne 180 zlozitych 8-stavovych NKA. Z nich som vybral jeden, ktory
mal najmensiu prechodovil funkciu a iba jeden akceptacny stav (dokonca je
to podiatoény). Tento automat je na obrazku 3.10, obsahuje 17 prechodov
medzi stavmi a méa iba jeden akceptacny stav. Taktiez obsahuje cyklus cez
stavy 0-1-2-3-4-5-6-7. Okrem prechodov na pismeno 70", ktoré si stucastou
cyklu, neobsahuje ziadne iné prechody na pismeno ”0”.

Podobne som nasiel aj 10-stavovy NKA, ktorého ekvivalentny minimalny
DKA ma 1024 stavov. Automat je zobrazeny na obrazku 3.11. NKA obsahuje
dokonca az 3 akceptacné stavy a 20 prechodov medzi stavmi. Tiez obsahuje
cyklus cez vsetky stavy.

Z predoslych vysledkov vidno, Ze podmienka na NKA, aby automat ob-
sahoval cyklus cez vSetky stavy, je dobrd podmienka pre generovanie zlo-
zitejSich automatov. V rozdeleni 10-stavovych NKA s cyklom na obrazku

3.7 (na strane 24) je aj vela jednoduchsich NKA, preto nemozno vyslovit
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Obr. 3.10: Priklad zlozitého 8-stavového NKA, ktorého ekvivalentny mini-
mélny DKA m4 (28=) 256 stavov.

Obr. 3.11: Priklad zlozitého 10-stavového NKA, ktorého ekvivalentny mini-
mélny DKA mé (21%=) 1024 stavov.

.....

Dalsia zaujimavéa otdzka moze byt, ¢i existuje zlozity NKA, ktory ne-
obsahuje cyklus cez vSetky stavy. Teda, ¢i tym, Ze obmedzime vyber NKA
na automaty s cyklom cez vSetky stavy, nevyradime nejaké zaujimavé zlo-
Zité automaty. Preto som vypocital rozdelenie 3-stavovych NKA s cyklom

cez vSetky stavy, ktoré je na obrazku 3.12. Ako vidno, existuja 3-stavové
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NKA, ktoré su zlozité a neobsahuju cyklus cez vSetky stavy. Taktiez mozno
usudit, Ze medzi jednoduchsimi 3-stavovymi NKA je viac tych NKA, ktoré

neobsahuju cyklus cez vSetky stavy.

le+06 T T T T T T —T
(@) -v-n 3-a2-kall -minNKA -minDKA ———
(b) -v -n 3 -a 2 -k all -minNKA -cNKA -minDKA
196084
127814

100000 |
10000

1000 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 3.12: Rozdelenie 3-stavovych automatov nad binidrnou abecedou: (a)
v8etky 3-stavové minimélne NKA; (b) vSetky 3-stavové minimalne NKA,

ktoré obsahuju cyklus cez vsetky stavy;

Z predchadzajucich vysledkov je zrejmé, ze ak na NKA ddame podmienku,
aby obsahoval cyklus cez vSetky stavy, zvysi sa pravdepodobnost, ze NKA
bude zlozity. Avsak, ako som ukézal pri 3-stavovych NKA, podmienka exis-
tencie cyklu v NKA nie je univerzalna podmienka pre generovanie zlozitych
NKA.
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Kapitola 4

Implementacné detaily

V poslednej kapitole popisem program, ktory som pouzil na generovanie vy-
sledkov, odprezentovanych v predchadzajucich castiach. Taktiez spomeniem

implementéciu pouzitych algoritmov a aj ich ¢asovu zlozitost.

4.1 Popis programu Vypocet

Naprogramoval som program Vypocet, ktorého spravanie a pouzivanie v
nasledujicej Casti popisem.

Program Vypocet je konzolova aplikdcia (console application), ktorej
spravanie sa modifikuje pomocou vstupnych argumentov. Obycajne, beh

programu je nasledovny:
1. Vygeneruje sa NKA A, podla vstupnych parametrov.

2. NKA A sa transformuje na ekvivalentné DKA A, podla vstupnych

parametrov.
3. O DKA A, sa zaznad¢i informécia, aké je jeho velkost.
4. Pokracuje sa krokom 1 podla vstupnych parametrov.

5. V poslednom kroku sa vypisu dvojice ¢isel ¢ a n;, kde ¢islo n; oznacuje
pocet, pocas behu programu zostrojenych deterministickych kone¢nych

automatov, ktorych velkost je 4.
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4.1.1 Argumenty programu Vypocet

Beh programu Vypocet tzko suvisi od zadanych vstupnych argumentov

programu, ktory dany beh modifikuji. Parametre programu Vypocet sit:
-h : namiesto bezného behu, vypise navod (help) k programu.

-n int : int je celé kladné cislo. Pri tomto vstupnom argumente sa budua
v kroku 1 behu programu generovat len NKA s velkostou int. Teda

urcuje velkost mnoziny stavov NKA.

-a int :int je opiit celé kladné ¢islo. Pri tomto vstupnom argumente sa buda
v kroku 1 behu programu generovat len NKA nad mnozinou vstupnej
abecedy, ktorej velkost je int. Teda urcuje velkost mnoziny vstupnej

abecedy.

-minNKA : Pri tomto vstupnom argumente sa budt v kroku 1 behu prog-
ramu generovat NKA, ktoré st minimélne. Tento argument je pou-
zitelny iba pre malé velkosti NKA z dovodu velkej ¢asove]j zlozitosti

problému overenia, ¢i NKA je minimélny.

-cNKA : Pri tomto vstupnom argumente sa budt v kroku 1 behu prog-
ramu generovat NKA, ktoré obsahuju cyklus cez vsetky stavy. Tento
argument je pouzitelny iba pre malé velkosti NKA z dovodu velkej

¢asovej zlozitosti problému overenia, ¢i NKA obsahuje cyklus.

-minDKA : Pri tomto vstupnom argumente sa bude v kroku 2 behu prog-

ramu transformovat NKA A na minimalny DKA Ay.

-pp float : float je redlne ¢islo z intervalu (0,1). Argument -pp vylucuje
argument -pmax a vynucuje argument -pa. Tento vstupny argument
modifikuje generovanie NKA A = (K, X, 4, go, F') v kroku 1 behu prog-
ramu, konkrétne vytvorenie prechodovej funkcie. Prechodovt funkciu
6 pre NKA A vytvori nasledovne: pre kazdé stavy p,q € K a symbol
a € X, pravdepodobnost udalosti g € §(p, a) je rovna float. Inymi slo-
vami, pravdepodobnost, Ze zo stavu p do stavu ¢ na pismeno a existuje

prechod je rovna float.

-pc float : float je redlne éislo z intervalu (0,1). Argument -pc vylucuje
argument -pmax a vynucuje argumenty -pa a -pp. Tento vstupny ar-
gument modifikuje generovanie NKA A = (K, 3,0, go, F) v kroku 1
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behu programu, konkrétne vytvorenie prechodovej funkcie. Precho-
dovi funkciu § pre NKA A vytvori rovnako ako pri argumente -pp
pre vSetky symboly a € ¥ — {0}. Prechody na pismeno 0 sa vytvoria
tak, aby vznikol cyklus cez vSetky stavy K (prechody z i-teho stavu
do (i + 1) mod | K| stavu). Ostatné prechody na pismeno 0 existuju s

pravdepodobnostou float.

-pmax int : int je celé kladné ¢islo. Argument vynucuje argument -pa. Po-

dobne ako predosly argument, modifikuje generovanie NKA A v kroku
1, konkrétne prechodovej funkcie. Prechodovi funkciu pre NKA A vy-
generujem nahodne tak, Ze pre kazdy stav p € K a symbol a € X
velkost mnoziny 0(p, a) je mensia ako int (|0(p,a)| < int). Teda z kaz-

dého stavu a pre kazdé pismeno existuje najviac int prechodov.

-pa float : float je reélne ¢islo z intervalu (0,1). Tento vstupny argument

modifikuje generovanie NKA A = (K, X, 4, go, F') v kroku 1 behu prog-
ramu, konkrétne mnozinu akceptacnych stavov F'. Mnozinu akceptac-
nych stavov F' pre NKA A vytvori nasledovne: pre kazdy stav p € K,
pravdepodobnost udalosti p € F' je rovna float. Inymi slovami, prav-

depodobnost, Ze stav p bude akceptacny je rovna float.

-k all/int : all je refazec, int je cele kladne ¢islo. Pri tomto vstupnom argu-

mente sa modifikuje beh programu v kroku 4. Ak je vstupny argument
-k all, potom sa generuju vSetky mozné NKA A s ohladom na ostatné
argumenty. Ak je vstupny argument -k int, potom krok 4 sa vykona

int krat. Argument -k int vynucuje argumenty -pa a -pp alebo -pmax.

-r : Pri argumentoch -pa, -pp -pmax sa vyuziva nahodny generator, argu-

-1 int

ment -r zndhodni ndhodny generator (randomize).

: int je celé kladné cislo. Pri tomto vstupnom argumente sa krok 5
nevykond. Namiesto toho, ak v kroku 2 velkost DKA A, je rovnd int,

potom sa vypiSe NKA A vo forméate pre program Graphviz.

-v : Navyse sa vypisu parametre s ktorymi bol program spusteny.

4.2

.....

2 na

Pouzité datové struktury a algoritmy

strane 5. Preto spomeniem hlavne datové Struktiry, ktoré som pri
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implementécii pouzil.

Obidva automaty DKA aj NKA som implementoval ako triedy. Pre-
chodovt funkciu konkrétnej realizacie DKA alebo NKA som ulozil vo viac-
rozmernom dynamickom poli. Okrem toho je taktiez v dynamickom poli pre
kazdy stav ulozena informacia, ¢i je stav akceptacny.

V triede pre nedeterministické konecné automaty som implementoval
metédu pre najdenie ekvivalentného DKA, blizsi popis algoritmu mozno
najst v Casti 2.2 na strane 7. Pri realizdcii tohoto algoritmu som pouzil
jednoduché dynamické polia a rad (FIFO), ktory som vyuzil pri zistovany,
ktory stav je dosiahnutelny. Dalsia metéda, ktort som uz spominal v ¢asti
2.4 na strane 12, je overenie minimélnosti NKA. Tiez som implementoval
metédu pre overenie pritomnosti cykla cez vSetky stavy. Pri implementacii
tejto metddy som pouzil zasobnik, ktory som pouzil na ukladanie stavov pri
prehladdvani automatu. Algoritmus pre tito metddu je velmi jednoduchy -
pre kazdé pismeno zo vstupnej abecedy prehladd pomocou zdsobnika auto-
mat a ak zédsobnik obsahuje vSetky stavy, tak nasiel cyklus cez vsetky stavy.
Este som implementoval viacero metdéd pre modifikovanie nedeterministic-
kého kone¢ného automatu, avSak ich implementéacia je velmi priamodciara a
vyuzil som len jednoduché dynamické polia. Tieto metédy som vyuzil pri
rozlicnom generovani nedeterministického kone¢ného automatu.

V triede pre deterministické konecné automaty som implementoval me-
tédu pre zistenie, ¢i st dva deterministické koneéné automaty ekvivalentné.
Algoritmus tejto metédy hlada izomorfizmus na stavoch tychto dvoch deter-
ministickych automatov. Ak taky izomorfizmus existuje, je ho Tahké néjst
postupnym prehladédvanim obidvoch kone¢nych automatov zo zaciatoéného
stavu. Tiez som pri prehladavani automatu vyuzil rad (FIFO), do ktorého
som vkladal stavy automatu, ktoré sa maja este spracovat. Metéda kondi,
ked sa overi, Ze zostrojeny izomorfizmus je ozaj izomorfizmus na stavoch
automatov. Tuto metédu som vyuzil pri zistovani, ¢i je nejaky nedetermi-
nisticky kone¢ny automat minimalny. Okrem tejto metédy som implemen-
toval aj algoritmus minimalizacie deterministického koneéného automatu.
Tento algoritmus som uz blizSie popisal v ¢asti 2.3.2 na strane 11, preto ho
uz nebudem opakovat. Akurat spomeniem, Ze pri implementécii som pouzil
jednoduché dynamické polia a rad (FIFO) na zapaméitanie si mnoziny N,

ktord obsahovala usporiadané dvojice (trieda, pismeno).
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4.2.1 Casova zlozitost algoritmov

Na koniec este zhrniem casovil zloZitost algoritmov, ktoré som v predché-
dzajucej Casti spominal.

Algoritmus, ktory k zadanému NKA néajde ekvivalentny DKA, pracuje
v ¢ase O(2"). Dalsi algoritmus, ktory overuje minimalnost NKA, ma ¢asovii
dozitost az O(2"") (t.j. exponencialnu). Rovnaki ¢asovil zlozitost ma aj
metdda, ktord overuje pritomnost cykla cez vsetky stavy. Rozlicné metddy,
ktoré som vyuzil pri generovani NKA, pracuji zvicsa v éase O(n?), pretoze
pocet prechodov medzi stavmi méze byt az n?.

Pre deterministické kone¢né automaty implementovany algoritmus, ktory
zistuje ekvivalentnost dvoch minimalnych DKA, méa ¢asovu zlozitost O(n).
Tato linedrna ¢asova zlozitost je zrejma z toho, ze ndjdenie izomorfizmu (na
stavoch DKA) a jeho overenie je mo7né v linearnom ¢ase. Posledny spome-
nuty algoritmus na minimalizaciu deterministického kone¢ného automatu

ma zlozitost O(nlogn).
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Z.aver

V praci sme rozobrali rozli¢né algoritmy z oblasti kone¢nych automatov,
spolu s ich implementaciou. Spomenuli sme algoritmus ako k zadanému ne-
deterministickému koneénému automatu zostrojit ekvivalentny determinis-
ticky koneény automat. Taktiez sme popisali doteraz najefektivnejsi znamy
algoritmus (Hopcroft-ov) na minimalizaciu deterministického koneéného au-
tomatu. Tiez sme prediskutovali problém najdenia minimélneho nedetermi-
nistického kone¢ného automatu.

V kapitole 3 sme sktimali vzadjomné vztahy medzi minimalnymi deter-
ministickymi a nedeterministickymi koneénymi automatmi z hladiska poc¢tu
stavov. Oboznamili sme sa s experimentalnymi vysledkami pre nedetermi-
nistické kone¢né automaty s malym poctom stavov. Taktiez sme sa zaoberali
hladanim n-stavovych minimalnych nedeterministickych koneénych automa-
tov, ktorych ekvivalentny miniméalny deterministicky kone¢ny automat ma
2" stavov.

Vysledky, ktoré boli v tejto praci spominané, nastolili rad dalsich otvo-
renych problémov a otdzok. Zaujimavé by bolo hlbsie preskiimat Struktiru
n-stavovych miniméalnych nedeterministickych kone¢nych automatov, kto-
rych minimdalny deterministicky konecny automat mé 2" stavov. Taktiez
najst struktiaru takychto n-stavovych minimalnych nedeterministickych ko-

neénych automatov, ktoré neobsahuju cyklus cez vsetky stavy.
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