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Abstrakt

Nazov prace: Fourierova transformacia a jej pouzitie

Autor: Peter Peresini

Vedtci prace: RNDr. Michal Forisek

Abstrakt: Praca sa zaobera Fourierovou transforméciou a jej aplikdciami v informatike. V prvej
Casti sa snaZi podat’uceleny prehlad problematiky Fourierovych radov a nésledné zovseobecnenie
dosiahnutych vysledkov na diskrétnu a spojitt transforméciu. V druhej asti sa snazi prezentovat’
najdoleZitejSie pouZitia tejto transformadcie v informatike, rozoberat’ich stivislosti a taktiez vysvet-
Tovat'dovody pouzitia jednotlivych varintov Fourierovej resp. diskrétnej kosinovej transformacie.
Klucové slova: Fourierova transformacia, vlastnosti, aplikacie, DCT, DFT
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Kapitola 1

Uvod

Fourierova transformadcia je v sticasnej dobe vyznamny néstroj vo viacerych vedeckych oblastiach.
Jej vyhody, problémy a zdkutia boli uZ mnohonédsobne preskiimané desiatkami matematikov,
fyzikov a inzinierov. Tato praca sa snazi zhrnit' vyznamné poznatky o tejto transformaécii a tiez
akumulovat’ ¢o najviac roznorodych pouZiti v sti¢asnej vede s dérazom na ukézanie stvislosti
medzi nimi.

1.1 Motivacia

Hlavnou motivéciou k vzniknutiu tohoto diela bola absencia uceleného prehl'adu o aplikaciach
Fourierovej transformacie. Hoci je samotna transformacia diskutovana v stovkach knih, rozsah
aplikacii je natolko roznorody a obsiahly, Ze va&Sina publikécii uvadza iba ich malu &ast’ Dalsie
publikécie st priamo zamerané na urcité pouZitie, pre ktory bola dana publikacia pisana. Toto je
velka 8koda, lebo Citatel tak nedostdva kompletny prehlad suvislosti medzi tymito aplikdciami
a teda aj suvislosti medzi roznymi vedeckymi disciplinami. Autorovym cielom bola snaha ¢o
najviac skompletizovat’poznatky a ukazat, kde a na ¢o sa dané transformécia pouziva s dérazom
na stvislosti medzi jednotlivymi aplikaciami.

1.2 Clenenie prace

Na tivod, v 2. kapitole si postupne ukaZeme Fourierove rady, ktoré st historickym predchodcom
Fourierovej transformacie (dalej len FT) ako takej. Néasledne venujeme podstatnu ¢ast’ kapitoly
formalizacii problému, rdznym vlastnostiam Fourierovych radov a ich konvergencii. Po vybudo-
vani dostatoéného aparatu spravime rychly prechod na spojitt Fourierovu transforméciu, ktort
rychlo prebehneme bez vicSieho dorazu na matematické dokazy. Kapitolu ukon¢ime diskrétnou
FT a transforméciami zaloZenymi na FT. Tretia kapitola sa venuje samotnym aplikaciam FT alebo
pribuznym transformaciam. UkaZeme pouzitie transforméacie v si¢asnom informatickom svete,
kde sa ukazuje ako sl'ubny néstroj na manipulaciu a kompresiu digitédlneho signalu. Rozvedieme
postupne rdzne techniky a modifikacie FT. Najskor ako zivna podu pre manipuléciu a filtrovanie
signélu, neskor aplikécie v oblasti kompresie obrazu, videa a zvuku. Kapitolu zavi$ime pouZitim
FT v te6rii algoritmov, ako néastroj na rychle nasobenie velkych ¢isel a polynémov.
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Kapitola 2

Fourierova transformacia

Cielom nasledujtcej kapitoly bude oboznamit’ ¢itatela so zékladmi Fourierovej analyzy. Na uvod
odvodime Fourierove rady, ich r6zne formy zapisu. Neskor sa budeme venovat’ matematickym
podmienkam, za ktorych sa daja Fourierove rady pouzit, ich konvergencii a trochu sa budeme
venovat'Gibbsovmu fenoménu vznikajticemu pri transformaécii nespojitych funkcii. Dalej vymenu-
jeme ich vlastnosti s dokazmi. Od Fourierovych radov rychlo prejdeme na samotnt transforméciu,
kde silen zhrnieme zédkladné poznatky a anal6gie s radmi. Kapitolu ukon¢ime strohym prehladom
transformécii stvisiacich s FT a porovname ich vlastnosti.

2.1 Historia

Za uplny zaciatok Fourierovej transformadcie sa da povaZovat'rok 1768, kedy sa narodil franctizsky
matematik a fyzik Jean Baptiste Joseph Fourier v meste Auxerre. Jeho prinos, ktory sa stretol s
najvac¢sou odozvou mozno najst’v memoadri z r. 1807. Neskor bol publikovany v knihe La Théorie
Analitique de la Chauleur (Analyticka tedria tepla), ktord uzrela svetlo sveta v roku 1822. Zjedno-
dusene, Fourierov prinos matematike bol v pozorovani, Ze kazd4 periodicka funkcia s istymi nie
velmi obmedzujacimi predpokladmi moze byt vyjadrend ako kombindcia sinusov a kosinusov
s roznymi frekvenciami a amplitidami (v dnesnej dobe sa tato suma vola Fourierov rad). Nie je
doélezité, ako komplikovanéa dana funkcia je, ak splia matematické zaklady, moZe byt vyjadrend
ako spominany rad. MoZno sa to nezdé ako velmi podivné, avak v dobe ked’ Fourier prisiel
s touto myslienkou to bolo prelomové a neintuitivne a tak sa Fourierovo dielo zo zac¢iatku stretlo
so skepticizmom.

Navyse aj funkcie ktoré nie st periodické, ale spliiaju isté matematické podmienky, sa daju
zapisat’ako integral sinusov a kosinusov. Formulécia v tejto podobe sa nazyva Fourierova trans-
formécia a jej vyuZitie je eSte vyznamnejsie ako vyuZitie Fourierovho radu. Obe reprezentacie ale
zdielaju spolo¢né znamky, a to sice, Ze pdvodné funkcie vieme zrekonstruovat’inverznou trans-
formaciou a to v presne tej istej podobe ako sa vyskytli. Toto ndm umoziiuje riesit’ tllohu v inej
doméne ako bola pdévodne formulovana, mnohokrat jednoduchsej, a rieSenie preniest’do pévod-
nej domény. Konieckoncov - Fourierova transformécia vznikla z praktickej potreby matematiky
pocitat’isté tlohy a toto ju ucinilo dobre skiimanou oblastou a vybornym néstrojom.

Zacalo to povodnou tlohou o diftzii tepla, ktort Fourier formuloval a vyrie$il v spominanej
publikécii. Za svoje roky vSak pouZitie transformécie preslo roznymi podobami a v dnesnej dobe
je snad najvacsim pouzitim diskrétna Fourierova transformacia, ktora sa pouziva v pocitatovom
spracovani signalu, obrdzkov a zvuku.
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2.2 Fourierove rady

2.2.1 Harmonické funkcie

Teéria okolo Fourierovych radov sa zaobera zakladnou otazkou ,, Ako aproximovat'funkciu pomo-
cou zéakladnych funkcii?”. Za zékladné funkcie si moézeme zvolit'lubovolnua sadu funkcii a potom
Studovat, ¢ije dand aproximécia mozna. Jednym zo zaujimavych odrazovych mostikov, ktorym sa
venoval Fourier a teda aj celd tato publikacia st harmonické funkcie ako sin(nx), cos(nz),n € N.
Na obréazkoch 2.1 je zndzorneny ich priebeh a skladanie.

1 T - T 1 -
0.8 | B 08/
0.6 | / N 0.6 [/
0.4 | / O\ 0.4
0.2 \ 0.2 ff
ok / Y oL
-0.2 / 1 -0.2 |
04 / . 0.4 f
-0.6 / g 0.6 |
-0.8 [ - 1 -08
11 L 1 1 1 1
-1 0.5 0 0.5 1 -1
sinTx ——— sinTk ——— sinTk ———
sin (T + 14) ------- sin 2mx ------- -0.7sin 2mx -------
sin (T + T02) e Sin 31X o Sin TX - 0.7Sin 27X s

Obr. 2.1: Fazovy posun, rdzne frekvencie a skladanie harmonickych funkcif

Ako sa presved¢ime v dalsom texte, pomocou harmonickych funkcii a ich skladania budeme
vediet'vyjadrit'velku triedu inych funkcii a celd tato praca sa venuje ich vyuZitiu.

Definicia 2.2.1 Nech f(z) je lubovolnd funkcia definovand na intervale (—m, w). NapiSme

1 o0
f(z) ~ 540 + Z ap, cos nx + by, sinna (2.1)

n=1

a danyj rad nazvime Fourierovym radom.

Pozornému oku neunikne konstanta 5 pred ag, ktord zatial nemd Ziadny zjavny
vyznam. MozZeme vsak ubezpecit’ Citatela, Ze je to vhodne zvolend konstanta, aby
boli zvysné vysledky a zdpisy krajsie. TaktieZ je to zauZivand konvencia a nebudeme
ju menit.

Rad v tejto podobe, kde konstanty a,,, b,, eSte treba blizsie Specifikovat’sa nazyva trigonomet-
ricky nekone¢ny rad. MoZe a nemusi konvergovat, a pre tie hodnoty « kde konverguje, moze
anemusi konvergovat'k f(z). Celou tlohou tejto kapitoly bude $pecifikovat'aké sa hodnoty ay,, by,
a kedy rad konverguje.

Zatneme zéakladnymi zavislostami. Integrovanim moZeme overit), Ze pre lubovolné m,n € Z
plati

L 0, m#£n
mmx nmwx
/ cos i3 COST der =< L, m=n>0
—L 2L, m=n=0
L
/ gig T L PAT L 0, m#mn (2.2)
L L L, m=mn>0

L

mmx nmx

/ cos sin — dx =0, prevsetky m,n
_L L L



2.2. FOURIEROVE RADY 5

Taktiez plati pren € N,n > 0

L
/ cos nry dr=0
_L L
(2.3)

L
/ sin@dx:()
L L

Pokratujme teda v naSom probléme ur¢it’ koeficienty a,, b, ak pozndme funkciu f(z). Pred-
pokladajme, Ze funkcia f(z) sa déa zapisat’ podla (2.1). Navy$e predpokladajme, Ze dany rad
moZe byt integrovatelny ¢len po ¢lene, teda Ze integral zo sumy je suma integralov (a teda tieZ
predpokladajme, Ze f(x) je integrovatelnd). Potom integrovanim od —7 po m dostaneme

f(x) dx:% dx+Z(ak/ coskxd1:+bk/ sinkxdx)

Vyuzitim (2.3) zmizn vSetky integraly v sume a vysledok je

1 ™
ap = — f(z) dz
™ —T
Ako dalsi krok zoberme (2.1), vynésobme obe strany cos(nz) a budeme integrovat’ podobne ako
minule.

™

s
Q
x) cosnx dx :£ cosnzx dr
f(@)
- 2 Jox

o0 s
_|_Z <ak/ cos kx cosnx dm+bk/
k=1 o

—T

™
sin kx cosnx dx)

Aplikovanim (2.3) na prvy integrél a (2.2) na integraly v sume, vSetky integraly az na jeden budu
nulové a ostane len integrél za koeficientom a,.

s s
f(x)cosnx dez = an/ cos® nz dz = a,m
—T —T

Podobne modzeme odvodit’

f(z)sinnx dz = bn/ sin? nz dz = b,

— -7

Zhrnutim dosiahnutych vysledkov dokopy, mozeme tvrdit’

1 ™
an = — f(z)cosnx dz n € Ny

7r

s (2.4)
b, = — f(z)sinnxdz neN

T

—Tr

Ak f(z) je integrovatelnd a da sa rozvinut'na trigonometricky rad, a ak trigonometricky rad
ziskany ndsobenim cosnx a sinnx pre n € Ny sa da integrovat’¢len po ¢lene, potom koeficienty
an, by, st dané podla vzorca (2.4).

Definicia 2.2.2 Koeficienty vypocitané podla vzorca (2.4) nazveme Fourierove koeficienty funkcie f(x).
Priklad 2.2.1 Majme funkciu f : R — R definovant nasledovne

[0 ze€(-m0)
f(”“”>—{1 z € (0,7)
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Vsimnime si, Ze nasa funkcia nie je definovand v bode 0. Avsak pretoZe Fourierove
koeficienty sii pocitané integrovanim, zmena funkcie na konecnom pocte bodov
nement hodnotu vysledku a teda ju moZno dodefinovat’ na akiikol'vek hodnotu.

Pre n € Ny plati
s 1 ™
ap = — f(z)cosnx de = — / cosnz dx (2.5)
—7 ™ Jo

™

Integrovanim dostdvame

QAp =

Podobne, pre n € N mame

i
1 —cosnm

1 [7 1 -1
b, = / sinnx de = — — cosnx
0 0 nm

s ™ n

Co po vypocte dava vysledok

bho— 0 njeparne
" | = njeneparne

Vysledny Fourierov rad pre f(x) je

1 2 2 2
f(ac)w§+;sinx+3—ﬂsin3m+5?sin5x+--~

1 2 X sin((2m —1)z)
N2+w2; 2m — 1

Ozna¢me Ciastocny sucet S, tohoto radu ako

sin ((2m — 1)x)

>0
om — 1 "

)<

Graf funkcie f(x) a prvych par ¢iastoénych sactov S, sa da najst'na obrazku 2.2

1.2 T T T T T T

v ~

féxg S -
S, (X) ------- N, AR
1ESp) o N N = L

08 | // //'
0.6
0.4

02 i

0

-0.2

Obr. 2.2: Ciasto¢né stéty Fourierovho radu obdiznikovej funkcie
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Priklad 2.2.2 UvaZujme funkciu f : R — R
f(l') =z, TEc (_77777)
PretoZe funkcia x cos nx je neparna, moZeme tvrdit’
1 ™
ap = — rxcosnrdzr =0
™ —T
Koeficienty b,, dopocitame jednoduchou integraciou

1 vy
b, = / zsinnx dz

T
T 1 /™ -1

- — — cosnz dx
T . n

T

—T

1 —zcosnx

T n 77r

—2cosnx n sinnx

n n2

—T
2 cosnx
n

A teda Fourierov rad f(z) je
. . 2 . 2,
f(z) ~2sinz —sin 2z + §51n3w — Zsmélx + -
o0
(_1)n+1 )
~ 2 E ~ 7
2y, sin nx

Graf funkcie f(z) a prvych par ¢iastoénych stctov S, sa da najst'na obrazku 2.3

Obr. 2.3: Ciasto¢né stéty Fourierovho radu funkcie f(z) = z na intervale (—, 7)

Priklad 2.2.3 Ako treti priklad si uvedieme funkciu
f(z) =|z|, ze€(—m,m)
Vieme, Ze |z| sin nx je neparna funkcia a preto

1 s
bn:/ |z|sinnz dz =0
™

—T
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Pre vypocet ¢lenov a,, si rozdelime integral na dva intervaly:

1 ™
ag = / |z| de =7
L —

1 (7 1 (7 1[0
an = / |z| cos nz dz = / x cosnx dx—i—/ —xcosnx dx
™ Jo s

™ J_rx -7

2 [T 2 zsinnz|” T sinnx
= rcosnr dr = — — dx
0 0 0 n

s ™ n

2 —cosnz|”

~ 2(1—cosnm)
o

2 2
™ n 0 n

A vysledny Fourierov rad je

4 4
f(x)w———cosz—g—cosSx—-~

3

Ni_izcos 2m—1) )

2 (2m — 1)2
Graf funkcie f(z) a prvych par ¢iastoénych stctov S, sa da najst'na obrazku 2.4

35

3 W

25
2

15
1

0.5

0

Obr. 2.4: Ciasto¢né sticty Fourierovho radu funkcie f(x) = || na intervale (—, )

V tomto priklade vidime, Ze ¢iasto¢né sucty sa pribliZuju k funkcii rychlejsie ako v predcha-
dzajucich pripadoch a rovnomerne. Formaélnejsie si tento jav popiSeme neskor, ked' budeme mat’
vybudovany dostato¢ny aparét.

Na zéver si uvedieme uZzito¢né identity pre harmonické funkcie
Lema 2.2.1 (Rozklad sinusu)
sin(z £ y) =sinzcosy +sinycosx
Lema 2.2.2 (Rozklad kosinusu)
cos(x £ y) = cosxcosy Fsinzsiny
Lema 2.2.3 (O linearnej kombindcii)
asinz + bcosz = MCos(x — )

kde ¢ = arg(b + ia) (Funkcia arg z reprezentuje uhol medzi redlnou osou a vektorom reprezentujiicim

komplexné ¢islo z).
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Lema 2.2.4 (Linearna kombinacia harmonickych funkcii) Nech f;(z) = a; cos(x + ¢;). Potom mo-
Zeme zapisat' F(x) = > p_ fr(z) ako F(z) = acos(z + ¢).
2.2.2 Periodické rozsirenia

Definicia 2.2.3 Funkciu f(x) definovanii na R nazveme periodickou s periddou P > 0 ak

flx)=f(x+P), VzxeR

Ak je funkcia periodickd s periédou P, potom je periodickd aj s periddou nP pre
Vn € N. Taktiez, kaZdd konstantnd funkcia je periodickd s I'ubovolnou periddou
P >0.

Lema 2.2.5 Nech fi(x), ..., fn(x) si periodické funkcie so spolocnou periédou P. Potom ich suma F(z) =
Y re1 fu(x) je taktiez periodickd s periédou P.

Specialnym dosledkom lemy 2.2.5 je fakt, Ze n-ty &iastoény stcet Fourierovho radu ako sme ho
definovali v definicii 2.2.1 je periodicky s periédou 27. Zjavne, tato peridda je definovana prvym
nekonstantnym ¢lenom daného suctu.

Definicia 2.2.4 (Periodické rozsirenie) Nech f(x) je definovand na intervale [—L, L). Tiito funkciu
moZeme rozsirit' na cely interval nasledujiicim spdsobom:

z— L
2L

f@) = f(z—2L| 1)

Nasledujtca lema ndm vyjasni otazky okolo spojitosti takéhoto rozsirenia.

Lema2.2.6 f(z) je spojitd na (—oo,00) vtedy a len vtedy ak f(x) je spojitd na [—L,L) a siicasne
lim, .y, f(z) = f(~L)

Nateraz sa vratime k prikladom spominanym v predchéadzajuicej sekcii. VSimnime si, Ze v pri-
klade 2.2.2 vysledny Fourierov rad pozostéva iba zo sinusov, zatial ¢o Fourierov rad v priklade
2.2.3 pozostéava iba z kosinusov. Toto spravanie je dosledkom vSeobecnejsieho tvrdenia, ktoré tu
budeme prezentovat’.

Definicia 2.2.5 (Parne a nepdrne funkcie) Funkciu f(x) nazveme pirnou ak Yx : f(z) = f(—x).
Podobne, funkciu nazveme nepdrnou ak Vz : f(z) = —f(—=).

Lahko nahliadneme, Ze sin z je neparna funkcia a cos z je parna funkcia. MdZeme si tiez vSimnut,
Ze jedinou péarnou a stcasne neparnou funkciou je funkcia f(z) = 0. Velk4 vdcésina funkcii nie
je ani parna ani neparna, vieme ich ale zapisat’ako stucet parnej a nepérnej funkcie ako vyplyva
z nasledujtcej lemy.

Lema 2.2.7 KaZdii funkciu f vieme zapisat’ ako siicet pdrnej funkcie f, a nepdrnej funkcie f, kde

fo(@) = S (f(2) + f(-2))

D: Lahko sa overi, Ze f = f,, + f,. TaktieZ, elementarnymi tpravami sa da ukazat' f,(z) = f,(—x)

a fu(x) =—fu(—2x) O
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Veta 2.2.1 Nech f je pdrna funkcia a g je nepdrna funkcia. Potom integrdl ich sti¢inu

/L f(x)g(z)dz =0, LeR{Uoco
L

D:
L 0 L
| s@uw = [ @ ar+ [ @)
= zavedenim substitticie y = —x v prvom integrali
L L
— [ Cwgtw ay+ [ s o
0 0
L L
— [ 1@g(@) ~ f(-a)g(-a) de = [ 0z =0
0 0

O

Specialne pre Fourierov rad médme

1 [e.e]
fplz) = 540 + Z ap, COSNT

n=1

o0
fu(z) = g by, sin nx
k=1
Lahko teda modzeme pozorovat, Ze pre parnu funkciu f su koeficienty b, nulové a naopak, pre
neparnu funkciu st koeficienty a,, nulové. MéZeme vsak tvrdit’este viac

Lema 2.2.8 Pre kazdii pdrnu funkciu f plati

an:2/7rf(x)cosm:dm, n € Ny

b, =0, ’ neN
Podobne pre kaZdii nepdrnu funkciu f plati

an =0, n € Ny

bn—Q/ f(z)sinnz dz, n €N
0

D: Tvrdenia jednoducho dostaneme vyuzitim symetrie a rozdelenim integrélu na dve casti ako
v dokaze vety 2.2.1 O

Predchadzajtica lema nam dava nasledujtice pozorovanie: Uvazujme funkciu f definovant len na
polovi¢nom intervale [0, 7). Potom mo6Zeme polozit'b, = 0 a dopocitat’ Fourierove koeficienty a,
podla lemy 2.2.8. Na druht stranu tieZ mozeme poloZit' a,, = 0 a dopocitat’ b,,. Dané rozvoje na-
zveme Fourierov sinusovy /kosinovy rad na pol-intervale a st ekvivalentné parnemu/neparnemu
roz$ireniu funkcie f. Vidime teda, Ze osovéa a stredova symetria spdsobuji absenciu niektorych
¢lenov Fourierovho rozvoja. R6zne iné typy symetrie urc¢uju zaujimavé zavislosti medzi ¢lenmi
Fourierovho rozvoja, ale v tejto publikacii ich nechdme nepreskimané.
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2.2.3 Exponencidlna forma Fourierovho radu

Zaéneme zakladnou identitou, ktord sa bude niest’ celou sekciou a ktord ndm umozZni spravit’
kompaktnejsi zapis Fourierovho radu pomocou komplexnej exponecialnej funkcie.

Veta 2.2.2 (Eulerova identita) A
cos ¢ + isin ¢ = €'

Z danej vety sa daja odvodit'nasledujtice zakonitosti

Lema 2.2.9
. el — e~
S =
in ¢ 5
i —i¢
2%

Nasou snahou bude ukazat), ze Fourierov rad tak ako bol napisany v definicii 2.2.1 sa d4 napisat’
aj v nasledujtcej forme.

Definicia 2.2.6 (Exponencidlna forma Fourierovho radu) Nech f(x) je definovand na (—m, ). Potom

rad
o0

f($)N Z Cneinz

n=—oo

nazvime exponencidlnou formou Fourierovho radu
Vs8imnime si Ze
cne™ + c_pne ™" = (cn + c—p) cos(nz) + (¢, — c—y)isin(nz)

Preto musi platit’

ag
co = E
chtcec_pn=a, mnEeN (2.6)

Cp—C_p=12b,, NnEN

Dané rovnice mozno lahko prepisat’do podoby

I
07 2

1
Cn = §(an+ibn), neN (2.7)

1
Cp = §(an —1ib,), mEN

Poslednym krokom k zavf$eniu naseho poznania bude vyjadrenie ¢, pomocou vzorca (2.4).

a1 [T _ 1/ —0ix
w=P =y [ t@rde= g [ et
1 . 1 T 7 .
Cp = 5(an +1b,) = - ( f(x)cosnx dz +1 f(z)sinnx dx> =
™ \J_r -
= L[ f@)(eosna 4 isinna) dr = - [ f@)eea
o/ z)(cosnz +isinnz) do = o ) x)e x
1 . 1 T T .
c_nzﬁ(an—zbn):? f(z)cosnx dx + 1 f(z)sinnx dz | =
s — -
= o [ f@)eosnr +isinna)de =5 [ @)
=5 z)(cos —nx + isin—nz) dz = - x)e x

—T —T
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( ) " d ’ Z ( * )
Cn 2 ? xT)e xr n € 2 8

Co sa tyka &astoénych stétov, pre obe reprezentécie je n-ty ¢iastoény stet rovnaky, ak zadefinu-
jeme n-ty Ciastoény stcet exponencidlnej formy ako Sy, (z) = >_p_  cxe'*®. Tento fakt je dolezity,
nakolko ndm umoZituje volné zamiefianie oboch reprezentacii, o budeme v tejto publikécii aj
néasledne robit’

Este predtym ako ukonéime toto rozprévanie v3ak treba poznamenat), Ze tato cesta odvodenia
nebola jedind moZzna a rovnako dobre sa daji odvodit koeficienty podobnou cestou ako sme na
zadiatku odvodili koeficienty a,, b,,. Vyuzitim nasledujtcej lemy a opakovanim postupu taktiez
vieme dopocitat’koeficienty c,,.

Lema 2.2.10 (Ortogonalita exponencialnych funkcii)

g ™
/ e pimz qp — / eI o= IMT {00 — { ) 7_é

o o 27, m

2.2.4 Dirichletov kernel

Definicia 2.2.7 Triedou po ¢astiach spojityjch funkcii na intervale [a, b] nazveme triedu funkcii f(x) defi-
novanyjch na intervale [a, b] okrem konec¢ného poctu bodov ak pre kaZdii takii funkciu f(x) existuje n € N,
bodya =129 <y < --- <z, =bafunkcie f1,--- , f, kaZdd spliiajiica nasledooné podmienky

* f; je definovand na (x;—1, ;)
e prei € {1,2,...,n} jefunkcia f; spojitd
* lim,

+ fialim__ — f; existujii a sii konecné
Ti_1 T—=T;

— —

* f(z) = fi(z)prex spl’ﬁajz’tce Tio1 < x < x4

Trito triedu budeme oznacovat PCla, b]. Navyse, funkciu nazveme po castiach spojitii na intervale (—oo, 00)
ak Va,b € R plati f € PCla, b] a budeme to znacit' f € PC(—o0, 00).

Lema 2.2.11 Ak f € PCla,b], potom f je ohranic¢end na intervale [a, b].
Lema 2.2.12 PCla, b] je vektorovy priestor
K nasim pojmom este pripojime pojem po ¢astiach hladkej funkcie.

Definicia 2.2.8 Hovorime, Ze funkcia f je po Castiach hladkd, ak f € PCla,b], f' existuje aZ na konecny
pocet bodov a f' € PCla,b]. Fakt Ze funkcia f je po ¢astiach hladkd na intervale [a,b] budeme oznacovat’
f € PS[a,b].

Definicia 2.2.9 Dirichletovym kernelom radu n s periédou 2L nazvime periodickii funkciu s periédou 2L
definovanii na (—L, L) vzorcom

sin((2n+1) 5% )

. T 0
Dn(gp) = sm(i) x 7&
2n+1 z=0

Priebeh Dirichletovho kernelu s periédou 27 je zobrazeny na obrazku 2.5
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n=10 n=20
T 80 T T

80 T T

T T
D1o(x) Dyo(X)
60 - B 60 - B

220 1 1 1 1 1 220 1 1 1 1 1

n=30 n=40

Obr. 2.5: Dirichletov kernel

Lema 2.2.13 Dirichletov kernel je stictom exponencidlnych funkcif

Dn(ﬂf): Z e27rimm/2L (29)

m=—n

D: Ak z =0, dostdvame D,,(0) = Z ® = 2n + 1. Za predpokladu = # 0 plati

m=—n

n 2n
Dn(l‘) _ § : 627rzmx/2L _ 6727rmx/2L § :627mk:p/2L
m=—n k=0

27i(2n+1)x /2L
— e—?win:v/2Le ( Je/2L 1

e2miz/2L _ q
2jemiw/2L e2mi(2n+1)z/2L _ 1
T 9%emi(2n+1)z/2L e2miz/2L _ |

93em@/2L e2mi(2n+1)z/2L _

e2miz/2L _ 1 ’ 25emi(2n+1)z/2L

2 emi(2n+1)z/2L _ ,—mi(2n+1)z/2L
T emiz/2L _ g—mix/2L 2%
3 T
_ sin ((2n+1)3%)
: T
S1n 5L

d

Veta 2.2.3 N-ty ciastocny sticet Fourierovho radu funkcie f € PCla, b] je rovny konvoliicii s Dirichletovym
kernelom

L
5,00 =57 [ £@)Dua =)y
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n

1 L —2min TinT
Sulfir) = 3 (2L | stgpezmme dy) grina2L

1 L S 2min(z—y)/2L
=51/ W <m§€ dy

Vysledok dostaneme aplikovanim (2.9) na danti sumu. O

Jednoduchym dosledkom predchadzajucej vety je d'alsia lema.

Lema 2.2.14 (Integral Dirichletovho kernelu)

L
L

D: Podla predchadzajicej vety plati S, (f,z) = 5 f_LL f(y)Dy(x — y) dy. Specidlne pre funkciu
f(z) =1plati Sp(x) = 1ateda

1

L 1 L
1=5,0 =57 [ 1D dy=5; [ Dulw)ay

Veta 2.2.3 ndm hovori, Ze n-ty ¢iastoény stcet vieme vypocitat’ ako jednoduchy konvolu¢ny
integral. Z obrazka 2.5 moZno vidiet), Ze Dirichletov kernel sa so zva¢Sujticim n koncentruje okolo
stredu. Nasim dalsim cielom bude ukézat, Ze v limitnom pripade n — oo Dirichletov kernel
,vyberie” iba hodnotu f(z). Ako dalej uvidime, Dirichletov kernel hlboko suvisi s delta funkciou.

2.2.5 Bodova konvergencia
Lema 2.2.15 (Riemann-Lebesgueova lema) Nech f : [a,b] — R, f € PCla, b]. Potom
b b
)\lim / f(z)sin \x doz = )\lim f(z)cos Az dx =0

D: Lema vyzera intuitivne, nakol'ko ak zva¢sujeme A, peridda oscilacii sa zmensuje a prispevky z
kladnych a zapornych ¢asti integrandu sa anuluja.
Nech (c, d) je podinterval [a, b] na ktorom je f spojitd. Definujme

d
I(\) = / f(z)sin Az dx (2.10)
Substittciou = y + 7/ dostdvame
d—m/\
I(\) = / f(y+m/X)sin\y dy (2.11)
c—m/A

S¢itanim (2.10) a (2.11) dostavame

C

2I(\) = — /_ i f(z+7/A)sin Az dz

d
+/d f(x)sin Az dz

—7/A

d—m /A
+/ (f(x) = f(x + /X)) sin Az dx



2.2. FOURIEROVE RADY 15

Podla lemy 2.2.11 existuje maximum z |f| na intervale [c,d], oznaéme ho K. Predpokladajme
navyse Ze ) je dostatocne velka, aby 7/\ < d — c. Potom vyuzijuc |sin Az| < 1 mame

1 d—m/A
IO < K/t y [ 15@) — fa+x/3) 212)

Pretoze f je spojitd na (c, d) a oboje krajné limity st kone¢né, je na (c, d) aj rovhomerne spojita.
Potom Ved\g : VA > \g plati

3

|f(z) = flz +7/A) <m

Zvolme )\ také, aby Km/\g < €/2. Potom podla (2.12) plati YA > Ao : [I(N)| < §+ § = c a teda
I(\) - 0ak A — .

Pouzitim rovnakého argumentu pre kosinus a aplikovanim vysledku na vSetky podintervaly
[a, b] na ktorych je f spojitd mdZeme zakoncit’dokaz. O

Veta 2.2.4 (Fourierova veta) Ak f € PSla,b| je funkcia s periédou 2L, potom pravi strana rovnice (2.2.6)
v definicii 2.2.6 s ¢,, podla (2.8) konverguje bodovo k

1

- ( lim f(y)+ lim f(y)) prex € (—L,L)
2 \y—z- y—at

1 . .

3 (y—1>1£11L+ fly) + yl_l)rili f(y)> pre x = —L alebo L

Navyse ak v bode x je f(x) spojitd, pravd strana (2.2.6) konverguje bodovo k f(z).

D: Necht € (—L,L). Potom lim, ,,— f(z) = f_(t) a lim,_,;+ f(z) = f+(t). Podobne, pretoze
[’ € PCla, b], plati

o) - ft=h)
ilzi% h _f_(t)’ h—0

Ak zvolime h dostato¢ne malé na to aby f bola spojita na (¢ — h, t), podla vety o strednej hodnote
existuje ¢ € (t — h,t) spliiajace f_ — f(t — h) = f'(c)h. Nakol'ko podla lemy 2.2.11 aplikovanej na
[’ je f’ ohranitend, existuje M také Ze
1
|[f- = ft = h)| = 5Mh
PouZitim rovnakého argumentu pre ¢ + h moéZeme dospiet’k tvrdeniu
[f- = FE =R+ [f(E+h) = fr] < Mh (2.13)

pre vsetky h > 0 také, Ze f je spojitana (t — h,t) a (t,t + h).
Ak vo vete 2.2.3 zavedieme substiticiu y = t + 3’ a vyuZijeme fakt D, (t) = —D,,(t)

1 L
Sullt) = 57 | ft+y)Daly) dyf
L
Podobne dostaneme .
1
Sullt) =52 | ft—4)Duly) dyf
L
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Co moZeme pomocou lemy 2.2.4 upravit'na tvar

L /
S5 = 0+ £ =5 [ ateysin (@0 3L ) ay (2.14)
kde . .
o(ty) = fG+y) —fe +fUE—y) = /-

2sin(my’/2L)

Ak uvazujeme funkciu g(t, y') ako funkciu premennej v/, g(t, y') je po Castiach spojita a ohranicena,
s moznou vynimkou v bode y’ = 0. Av8ak, pre dostato¢ne malé y’ (2.13) ukazuje

Mly'|

| Ssin(ry 2D)] 219

l9(t,y")

Coje ohrani¢ené prey’ — 0. Funkcia g preto spliia podmienky Riemann-Lebesguovej vety a z (2.14)
moZeme usudzovat'lim,, .o, S, = %( J— + f+). Vyuzitim periodickosti f, f/, ten isty dokaz mozeme
pouzit'pret = —Lat=L. O

2.2.6 Derivacie, integraly a rovhnomernd konvergencia

Cielom tejto sekcie bude ukézat' podmienky rovnomernej konvergencie Fourierovho radu. Cestou
viak preskimame nemenej dolezité vlastnosti a to spravanie sa Fourierovho radu vzhladom na
integrovanie a derivovanie. TaktieZ, v tejto sekcii sa budeme odkazovat'na niektoré vety a lemy,
ktoré budd uvedené az neskor. Citatela by to mohlo zmiast’a mdZe si mysliet, Ze sa snazime
o nejaky spdsob cyklického dokazu. MéZeme ho vsak ubezpecit, Ze dané vety sa dokazu tplne
bez tejto kapitoly.

Zacneme fundamentalnou vetou matematickej analyzy:

Veta 2.2.5 Nech f je spojitd funkcia na intervale [a,b] a f € PS|a, b]. Potom

b
1)~ f@ = [ f(a) ds
Tuto vetu vyuZijeme v nasledujacom texte hned niekol'kokrat. Ale vrhnime sa rovno do problému:

V nasledujiicich vetdch budeme pouZivat’ formuldciu ,,Nech f je 2m-periodickd
spojitd a po Castiach hladkd funkcia”. Tymto nechceme povedat, Ze dand veta
neplati pre funkcie definované iba na intervale [—m, x|, ale chceme zjednodusit’
formuldciu ,Nech f : [a,b] — R je spojitd funkcia f € PS[a,b] pre ktorii navyse
plati f(—n) = f(n)" a tieZ sa zbavit’ zvytocného dokazovania v okrajovijch bodoch.

Veta 2.2.6 Nech f je 2m-periodickd spojitd a po castiach hladkd funkcia. Nech ay,, by, ¢, sii Fourierove
koeficienty ako bolo definované v rovniciach (2.4) a (2.8). Nech al,,b.,, c,, sti Fourierove koeficienty f’.

n
Potom

!/
n

=nb,, U

a = —na,, Cc,=incy, (2.16)

D: Vyuzijeme integraciu per partes.

a = % /_7; f(z)e ™ do = % <f(x)€_mx :T - /_7; —inf(z)e ™M dx)

Kde
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pretoze f(—7) = f(r) a e — e"™ = 2jsin(nm) = 0, Vn € Z. Dokaz pre al,, b, je podobny
a prenechame ho ¢itatelovi. O

Skombinovanim prechadzajticej vety s vetou 2.2.4 dostaneme tvrdenie

Veta 2.2.7 Nech f je 2 periodickd, spojitd a po Castiach hladkd a nech f' je tiez po castiach hladkd. Dalej
nech

oo a oo
R 0 )
f(z) = E cne™t = 5 + E (an, cosnz + by, sin nx)
n=-—00 n=1
je Fourierov rad f. Potom rad
oo o
E inc, e = E (nby, cos nxr — nay, sin nx)

n=-—00 n=1

konverguje bodovo k f'(z) pre vetky body x kde f' je spojitd a k 1(f'(xz-) + f'(2+)) v bodoch nespojitosti.

D: Pretoze f' € PS(—o0, ), podla 2.2.4 jej Fourierov rad konverguje bodovo k vyssie popisanym
hodnotdm. Zaroveni viak vieme podla vety 2.2.6 jednotlivé koeficienty a preto dana suma musi
bodovo konvergovat'k popisanym hodnotam. O

Integracia ma oproti derivacii jeden problém naviac. Predstavme si, Ze f je spojita a periodicka.
Potom jej primitivna funkcia F(z) = [ f(z) dz nemusi byt periodicka funkcia. Typicky priklad je
funkcia f(z) = 1, potom F(z) = x. Na druhej strane, vietky nekonstantné ¢leny Fourierovho radu
su po integrécii periodické funkcie a tak mozeme dospiet’k zaveru, zZe funkcia méa periodicka pri-
mitivnu funkciu prave vtedy ak jej konstantny ¢len Fourierovho radu je 0. PresnejSou formulaciou
je nasledujtica veta.

Veta 2.2.8 Nech f je 27 periodickd a po Castiach spojitd s Fourierovymi koeficientami ay,, by, c,. Oznacme
F(x) = [} f(z) dz. Ak co = ag = 0, tak pre Va € R plati

F(z)=Cp+ E e = + E < _sinnz — - cosnw) (2.17)
n#0 n=1
kde konstantny clen je vypocitany ako
Ay 1 ["
= — = — F
Co > "o ) (x) dz

Pokial ¢y # 0, suma na pravej strane (2.17) konverguje k F'(z) — cox.

D: F je spojita a po castiach hladké, pretoZe je integrdlom po castiach spojitej funkcie. Navyse, ak
co =0, F je 2m-periodicka

427 g
Fla +27) — F(z) = / f@)de= [ f(@)de = 2me0 = 0

Potom podla vety 2.2.4 je Fourierov rad F(z) bodovo konvergentny. PouZitim vety 2.2.7 na funkciu
F, Fourierove koeficienty A,,, By, Cy, st viazané ku Fourierovym koeficientom a,,, b, ¢, funkcie f

vztahom
bn an Cn

An:_iv Bn: 9 Cn:Aiv 71750
m

n n
Pokial ¢y # 0, mozeme pouZit’ predchadzajice argumenty na funkciu f(z) — ¢p a tym zavisime
tvrdenie vety. O
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Vety, ktoré sme spominali hovorili o bodovej konvergencii. Ako v8ak vieme, bodova konver-
gencia moze byt zradna a omnoho radsej by sme pouzivali rovnomernta konvergenciu. Na jej
dokaz pouZijeme Weierstrassov M-test. ESte predtym sa ale ubezpecime, Ze konvergencia radu
v trigonometrickom a exponencidlnom tvare je jedno a to isté

Lema 2.2.16
lcxn| < lan| + b+ n

lan| < len] + |e—nl
|bn| < len| + [c—nl

D: Dokaz je jednoduchym aplikovanim trojuholnikovej nerovnosti komplexnych ¢isel na rovnice
(26)a(27) O

Lema 2.2.17 (Suma obratenych Stvorcov je konvergentna)

[e.9]

1 2
Y %

n=1

D: Dokaz je klasickym vysledkom modernej matematiky a nebudeme ho uvadzat’ O

Postacujace (ale nie nutné) podmienky rovnomernej konvergencie Fourierovho radu si sfor-
mulujeme v nasledujtcej vete

Veta 2.2.9 (Rovnomernd konvergencia) Ak f je 2mw-periodickd spojitd a po Castiach hladkd funkcia,
potom Fourierov rad kovnerguje k f rovnomerne na R.

D: Podla vety 2.2.4 vieme, Ze Fourierov rad konverguje bodovo k f. Preto stai ukézat’ pomocou
Weierstrassovho M-testu aj rovnomernud konvergenciu a dokaz je hotovy. Navyse, podla lemy

2.2.16 stadi ukazat' Y 0 |c,| < oo pretoZe Va : |c,e™| = |¢,|. PouZitim Besselovej nerovnosti
(veta 2.3.2) na f’ dostdvame
oo
1 ™
> <y [ IF@ld @.19)
z or s
n=-—o00

Podla (2.16) je ¢, = 0 p £ 0. Potom

n’

[ee]
S lenl =leol + 321 < ool + | [ 305 | [ S len (219)

n=—00 n#0 n#0 n#£0

kde sme vyuzili vetu 2.3.1 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Vyuzitim lemy 2.2.17 a Besselovej
nerovnosti aplikovanej na f dostdvame

o0

2 T
E:wwsmwvﬁm2[|ﬂm%M<m (2.20)

n=-—00
Podla Weierstrassovho M-testu teda dany exponenciélny ( a teda aj trigonometricky) Fourierov

rad rovnomerne konverguje k f. O

Koniec tejto sekcie venujeme veci ktora priamo stvisi s konvergenciou. Ako sme mohli pozoro-
vat’hned na zaciatku na prikladoch, rad konvergencie Fourierovho radu sa moZe medzi funkciami
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lisit’ Pre nespojité funkcie z prikladov 2.2.1 a 2.2.2 Fourierov rad konverguje pomaly. Naproti tomu
Fourierov rad spojitej funkcie z prikladu 2.2.3 konvergoval rychlejsie. Je preto nacase zahladiet’sa
trochu viac do tejto problematiky.

Vratime sa preto k vete 2.2.7. Pokial je f dostato¢ne hladk4 a ma vela derivacii, opakovanim
Vety niekol’kokrét postupne na Vypoéitanie FourierOV}’ICh koeficientov f Y L Zakaidjzm
série postupne konvergu]u pomalsie a pomalsie. Alebo obratene ak derlvovana séria konverguje,
povodna séria musela konvergovat'rychlo. Tu je precizna formulécia

Veta 2.2.10 Nech f je 2r-periodickd. Pokial f € C*~1 q f:=1) € PS(—00, 00), teda f¥) € PC(—o0, c0),
potom pre Fourierove koeficienty f plati

o0 o0 o
Z In*an)? < oo, Z In*b,|? < oo, Z [nfe,|? < oo (2.21)
n=—oo n=—oo n=—oo
Svpecicilne,
lim n*a, =0, lim n*b, =0, lim nfec, =0 (2.22)
n—oo n—oo n—oo

Na opacnii stranu, nech Fourierove koeficienty c;, —(k+e) ' £ 0 alebo ekvivalentne
|lan| < Dn=t+2) g |b,| < Dn~=*+%) pre nejaké konstanty D > 0, > 1. Potom f € C'%),

D: Najskor aplikujeme vetu 2.2.7 k krat a dospejeme k vysledku P = (in)kc,, (a podobne pre
an, by). Aplikovanim vety 2.3.2(Besselova nerovnost) dostdvame pozadovant nerovnost'nakolko
f®) € PC(—o00,00) ateda [ _|f®)(2)]? dz < oo.

Doékaz druhej ¢asti za¢neme pozorovanim pre j < k

D Infen] <D ) < 2DZ|n|J koo < 2D2|n| o (2.23)
n#0 n#0

kde posledna nerovnost’ vyplyva z faktu a > 1. Potom, podla Weierstrassovho M-testu je rad
S0 (in)ic,e™™ rovnomerne konvergentny. Podla vety 2.2.4 ale vieme, Ze postupne dany rad

n=—0oo

(bodovo) konverguje k fU). Tym padom je ale fU) spojitd pre j € 1,2,...,k. O

Dané dve casti vety nie st presnym opakom. V skuto¢nosti tu neexistuje jednoduché ,vtedy
a len vtedy”. Ale pointa je zjavnd - ¢im viac derivacii funkcia ma, tym rychlejSie konverguje jej
Fourierov rad.

2.3 Vektorovy priestor L(a, b)

Definicia 2.3.1 MnozZinu vsetkych absoliitne Lébesgueovsky integrovatelnijch funkcii z R(a,b) resp.

C(a,b) pre ktoré plati
b
[ 1s@Pds <

budeme oznacovat' L?(a, b).

Lema 2.3.1 L%(a, b) je vektorovy priestor.

Definicia 2.3.2 Skaldrny siicinvL?(a, b) definujeme ako (f, g) f f(z ) dxresp. (f, g) f f(z
v pripade komplexnijch cisel.

Definicia 2.3.3 Normou funkcie f v L*(a, b) nazveme &islo || f|| = (f, HY2. Vsimnime si, ze || f|| > 0 pre
vsetky f € L*(a, b).



20 KAPITOLA 2. FOURIEROVA TRANSFORMACIA

Definicia 2.3.4 Due funkcie f, gz L*(a, b) nazveme rovnaké, ak || f — g|| = 0. Ako sme uz videli, toto nutne
neznamend, Ze sti identické bodovo. Funkcie v L*(a, b) si preto moZeme predstavit’ ako triedy ekvivalencie
bodovijch funkcii. Pri pocitani s funkciami v L?(a, b) budeme stdle pocitat’s funkciami ako bodovijmi, aviak
budeme rozumiet,, Ze zmenenim hodnot funkcie na mnoZine miery 0 neovplyvnime vysledok.

Definicia 2.3.5 Funkcie f, g € L?(a, b) nazveme ortogondlne, ak {f, g) = 0 a budeme to znacit'ako f 1 g.

Definicia 2.3.6 (Ortonormalna mnozina) Nech f; € L*(a,b) je mnoZina funkcii pre ktorii plati Vi #
J: fi L giazdroveii Vi : ||f;|| = 1. Potom danii mnoZinu nazveme ortonormdlnu mnoZinu funkcii na
L%(a, D).

Lema 2.3.2 (Pythagorova veta) Nech f, g sii elementy vektorového priestoru a f L g. Potom || f ||2 +
gl = 11.f + glI*.

D:
Hf + 9”2 = <f +g,f+ 9> = (z linearity vektorového stiinu) <f’ f> + <f7 g) + <97 f> + <g7g>

= [I£1*+ lgl* + (£, 9) + (g, ) = | FII* + llg]I”

Kde posledné rovnost’vyplyva z ortogonality f,g. O

Veta 2.3.1 (Cauchy-Schwarzova nerovnost) Nech f,g sii proky vektorového priestoru so skaldrnym
siicinom (f,g). Potom | (f,9) | < (. f) (9,9).

D: Ak g = 0, tak tvrdenie trividlne plati. Preto predpokladajme g # 0. Nech « je komplexné &islo.
Potom

0<|f=Agll = (f = Ag, [ = Ag)

Ak za A zvolime (f, g) (g, )" (vyuZijeme predpoklad g # 0 a fakt 27 = |z|?), dostaneme nerovnost’

0< <f7f>_‘<f7g> ’2<gag>_1

ktora plati vtedy a len vtedy ak
[{f.9) P < (£, ) (9.9)

|

Lema 2.3.3 (Trojuholnikova nerovnost) Trojuholnikovi nerovnost: Nech f,g sii pruky vektorového
priestoru. Potom | f|| + |lg|| > || f + gl

D: Z dokazu pytagorovej vety mame

If +gl* = (£, £+ (F.9) + g, ) + (g.9) = IF1* + 2R {f, 9) + llgl”
< Hf H2 + 2‘ <f g > | + Hg H2 Spocll'a Cauchy-Schwarzovej nerovnosti
< 1A +2070 - gl + Ngl* = (I + llgl?

Dokazovant nerovnost’dostaneme odmocnenim 0O

Lema 2.3.4

(x - Z (,x;) xz> 1 <Z (, x;) xz> (2.24)

=1
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D:
n n n n n
<x_z<$7xz>xlaz<x xz Z> — <.’L’, .T xl 7,> <Z <x7x2>$lvz<x7xl>xz>
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n
= (z,(z,z;)x;) ZZ (@, ) x4, (T, 25) ;)
=1 =1 j=1
n
=3 G ) = 23 (o) (o) ()
=1 =1 j=1
n n
= (@) (w,m) = Y (w, @) (@, @) (@i, @)
i=1 i=1
n n
= Z (@, 2) (@, 25) — Z(w,azﬁ (x,2;) =0
i=1 i=1
O
Veta 2.3.2 (Besselova nerovnost) Nech x1, ...z, je ortonormdlna mnoZina a x lubovolny prvok vek-

torového priestoru. Potom

n
Do lw ) [P < Jal?
i=1

D: Plati

( Z x,Ti) l) (Z <x,xl>xl>

Podla lemy 2.3.4 je prava strana sti¢et dvoch kolmych vektorov. Aplikovanim trojuholnikovej vety
na tieto 2 vektory dostavame

2 2

n

Z (@, x4) @

=1

lz]* = +

n
x — Z (@, x;) x;
1=1

resp.
n n
|z)? > <Z T, x; xl,z x xz>xz>
i=1 =1

Na druhu stranu




22 KAPITOLA 2. FOURIEROVA TRANSFORMACIA

2.4 Gibbsov fenomén

V prikladoch 2.2.1,2.2.2 sme si ukazali Fourierove rady pre niektoré nespojité funkcie. Tato kapitola
bude venované ich spolo¢nej vlastnosti - fenoménu ,zvonenia” a prestrelenia hodnoty funkcie
v blizkosti bodu nespojitosti. Zopakujme si grafy tychto dvoch prikladov.

Priklad 2.4.1 ObdiZnikovéa funkcia

Ukézka grafu ¢iasto¢nych stictov pre n = 10, 100 je na obrazku 2.6.

1.2 T T T T T

12

T T
f(x S0} —

1l st A A 1p o 4
08 | % 08 | .
06 | . 06 | g
0.4 i 04k 4
0.2 g 02 | g

0 1y Y 1 0 [ | 1
_02 1 1 1 1 1 1 1 _02 1 1 1 1 1 1 1

3 2 4 0 1 2 3 3 2 4 0 1 2 3
(@) n=10 (b) n = 100

Obr. 2.6: Ukazka Gibbsovho fenoménu na obdiznikovom signéle

MozZeme si viimnat’ zaujimavi vlastnost) a sice Ze ¢iastocné sticty nemajt charakter konvergovat’
rovnomerne k pdvodnej funkcii. Na druhu stranu podla 2.2.4 plati S,, — f bodovo. V praktickom
slova zmysle ndm to hovori, Ze ¢iasto¢né sticty sice konverguji k danej funkcii, ale ich graf vykazuje
isté nezrovnalosti. Jeho neprijemnou vlastnostou je tendencia prestrelit’ hodnotu funkcie, a to
nezanedbatelnou hodnotou, ako sa méZeme presvedit'na prikladoch 2.4.1 a 2.4.2.

Priklad 2.4.2 Uvazujme nasledujicu funkciu:

1
f(z) = 5(7r —z), x¢€(0,2m)
Jej Ciastocny Fourierov stcet je
" sin kz
k=1

ktory sa d4 odvodit’podobne ako riesenie prikladu 2.2.2. SItibeny graf pre hodnoty n = 10, 100, 1000
sa nachadza na obrazku 2.7.

Zvysok tejto kapitoly venujeme prave tejto funkcii, jej Ciastoénym stc¢tom a odhadu o kolko
iastoéné sucty S, prestrelia hodnotu f(x). Prijemnym vysledkom tohoto ndsho snazenia bude
zaver pre vsetky funkcie € PCla, b].
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0.5 — 05 | —

2 T T T T T T 1-85
S1000(X) 18
1.75
1.7
1.65
1.6
1.55
1.5
1.45
1.4

(c) n = 1000 (d) n = 1000, vyrez

Obr. 2.7: Gibbsov fenomén pre f(z) = 3(m — z)

Lema 2.4.1 Funkcia Sy, (x) mdnaintervale (0, 7) extremdlne body 2ﬂ—’“7r kil rprek € {0,1,2,..., %52}

’ n41
D:
S;L(x):zn:coskx— 1(1 ) " QSin(%x) cos(kz) =
P sin(52) £
1 n
2s1n(%m Z::sm :B+k:x + sin(< :c—kx)
1 . 1 1
S kz + =z) — sin(kz — —z) =
Zoin(l2) ;sn( x + 2:6) sin(kz 256)

- 281111(%33) <sin ((n 4 ;)x) - sin(;x)) _
 sin(3nz) cos(} ()n—i—l) 2)

sin(3z

Na danom intervale je funkcia sin(1z) kladnd a preto extremdlne body S, (z) si nulové body
Sy () a to st nulové body funkcii sm(% z) a cos(3(n + 1)z) &ize body 2& 2k e {1,. NI

(2]:;11)”, ke€{0,1,...,..| %]} Zaroveti viak vieme, Ze pre body kde s1n(% ) =0je cos( (n+1) ) #

0 a naopak. Preto S/,(x) v tychto bodoch strieda znamienko a teda to nie st inflexné body Sp. O

Lema 2.4.2 Funkcia Sy (x) md na intervale (0,7) maximd Mw pre k € {0,1,2,...,[3(n — 1)]}
a minimd —77 prek € {1,2,...,|s(n—1)]}

D: Plati 2k 2k +1 2(k +1 1
—7 < + T < (k+ )77, ke{l,2,...,[n_
n n+1 n 2

1}

tiez 2k +1 2k +2 2k +3 1
+ + + n—

m m m, k 1,2,... -1

n+1 < n <n+1 ’ €2l 2 | J
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Teda, dané dve postupnosti bodov sa striedaju. Vyuzitim vysledku predchddzajiicej lemy a uva-
Zenim, Ze extremélne body sa striedajii, madme vysledok na dosah. Sta¢i dokazat), ze bod n%rlw je

maximom S, (). To je ale zrejmé, lebo S, (z) je kladna na intervale (0, n%rlw) O
Definicia 2.4.1 (Sinc funkcia) Nenormalizovanou funkciou sinc t nazveme funkciu

sint t 7& 0
. _ L
sinc(t) { 1. £ 0

Okrem nenormalizovanej funkcie sinct existuje aj takzvand normalizovand funkcia sinc’y = sincny.
V tejto publikdcii budeme aZ na zdoraznené vynimky pouzivat’ nenormalizovanii definiciu.

Veta 2.4.1 Pre kazdé s € N, postupnost’ {Sn (2;:11 7r> }OO ) md limitu 0(28_1)” sinct dt. Podobne, po-
n—=

stupnost' { S, (27)}°7 md limitu [?*7 sinct dt.

D:

C25—1 =~ n+l . [(k(2s-1)
— n+171'z;k(281)ﬂ_81n<n+1 7r> (2.25)

Na druht stranu, zoberme si Riemannov horny a dolny integralny stcet funkcie sinct na in-
tervale (0, L). Uvazujme rovnomerné rozdelenie intervalu na n rovnakych ¢asti. Potom H, >
L Zz;é sinc(£%) > D,, ako sa modzeme lahko presvedit. Porovnanim s (2.25) a uvaZenim faktu
sinc 0 = 1 dostavame

> Dn+1

2s — 1 2s —1
Hn+12‘s’n< )

T ™
n—+1 n—+1
Nasledne

Analogicky ukaZeme aj druhti nerovnost’ O

Ozna¢me G(z) = 2 [ sinct dt. Ked'ze prelubovolné s € N, lim,,_,o & (7 — 2

— T A
=2 1) = 5,mdZeme
hovorit, Ze n-ty ¢iastoény stcet prestreli hodnotu funkcie v svojom k-tom maxime G(2k — 1) krat
ak n posleme do nekonec¢na. Funkciu G (k) moZete vidiet'na obrazku 2.8.

Tabelované hodnoty pre prvych niekol'’ko minim a maxim moZzeme néjst’v tabulke 2.1.

k |1 | 2 | 3 | 4 | 5 |
Minima | 0.90282 | 0.94994 | 0.96641 | 0.97475 | 0.97978
Maxima | 1.17898 | 1.06619 | 1.04021 | 1.02883 | 1.02246
Tabulka 2.1: Tabelované hodnoty minim a maxim funkcie G(z) = 2 [ sinct dt

Z hodnot je zrejmé, Ze Ciastotné sucty prestrelia funkciu takmer o 18%, ¢o je prekvapivo vela.
Ak by sme pocitali tato hodnotu nie vzhladom na aktualnu hodnotu f () ale vzhladom na velkost’
skoku, tdto hodnota bude polovi¢na.

Kapitolu zavfsime zovSeobecnenim
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2 T T T T T
1.8

T T
[§sinctdt ——

Obr. 2.8: Integral funkcie sinc

Veta 2.4.2 Nech f, f' € PC(0,2n). Nech Sy, je n-ty Ciastocny sticet. Potom graf S,, konverguje k ndacrtu na
obrizku 2.4. Na obrizku je a vseobecnyj bod nespojitosti funkcie f. Vertikalny rozdiel je 2|lim, .+ f(z) —
lim, ., f(z)| [y sinct dt a je centrovand okolo & (lim, .+ f(z) + lim, ., f(z))

D: Nebudeme uvéadzat. Zvedavy Citatel ho moZe najst'v [HH79], kde sa taktieZ moze docitat viac
o Gibbsovom fenoméne, jeho historii a najde uzitoéné odkazy na dalsiu literataru. O

Length=
Zsim)1f(a+0)-t1a-0)1 | T(a(fla-0)+f(a+0))

Obr. 2.9: Naért Gibbsovho fenoménu vo vSeobecnosti

2.5 Vlastnosti Fourierovych radov

Cielom tejto sekcie je v stru¢nosti pozbierat’a dokazat'najdodleZitejsie vlastnosti Fourierovych ra-
dov. V dalsom texte budeme uvazovat'exponencialnu reprezentéciu z (2.8) a budeme ju oznacovat’

ako Ff(z) ={cn}0>_ -

Veta 2.5.1 (Linearita) Nech f(z),g(x) € L*(a,b) a Ff(x) = {cn}, Fg(x) = {d,}. Potom Va,3 € C
plati

* Faf(z) ={acn}
o Ff(z)+g(x) = {cn +dn}
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* Faf(z) + B9(x) = {aca + fdn}
D: Tvrdenie jednoducho vyplyva z linearity skalarneho stéinu (integralu) na L2(a, b). O

Veta 2.5.2 (Postivanie v ¢ase) Nech f(z) € L?(a,b), Ff(z) = {ca}. Nech f'(z) je 2m-periodické rozsi-
renie f. Potom Ff'(x — xg) = {e~"%0¢,}.

D:
/ 1 " / —ixn 1 e / —tzn —ixon
{Ffi(x—x0)}n = o fi(z—xo)e dr = 5 f(x)e e T dg
™ J)—n T J—r—x0
— %e—il’()n & f(x)e—ixn dl’ — e—ixoncn
-7
O

Veta 2.5.3 (Casovy reverz) Nech f(z) € L?(a,b), Ff(x) = {c,}. Potom Ff(—x) = {c_,}.

D:
(Freoh =5 [ fenemae= o [ f@)dmdy= e,

27 27 J_,

|

Veta 2.5.4 (Skalovanie &asu) Nech f(x) € L?(a,b), Ff(z) = {c,}. Potom f(azx) = Z cnehem,

n=—oo

D: Priama substittcia do vzorca (2.2.6) O
Veta 2.5.5 (Konjugacia) Nech f(x) € L?(a,b), Ff(z) = {ca}. Potom Ff(x) = {c_,}.

D:

{H@hzll}@emmzé/}@fmw

2 J_
1 (7 .
= 27r/ f(x)ern de =2,
-7

Integraciu a derivovanie sme uZz rozoberali, preto iba zhrnieme dosiahnuté vysledky.

Veta 2.5.6 (O derivovani) Nech f(x) je po Castiach hladkd funkcia, F f(x) = {c,}. Potom Ff'(z) =
{iney }.

D: Pozrivetu2.2.7 O

Veta 2.5.7 (O integrovani) Nech f(x) je po castiach spojitd funkcia, F f(z) = {cy}. Potom FF(z) — cox =
{ :n # 0}. Specidlne, Co = § [T F(z) du.

D: Pozrivetu?2.2.8 O

Veta 2.5.8 (O moduldcii) Nech f(z),g(x) € L*(a,b), Ff(x) = {cn}, Fg(x) = {d,}. Potom F f (z)g(x) =
{222 o cidn—i}
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D:

1 i —izn 1 i —izn S tkx

(Ff@)g@)tn =5 [ [fla)g(@)e™™" do=— [ g(x)e > e da
—T —T ke —o0
= i Cklfﬂ CO i Crln—k
27 J_,

k=—o00 k=—00

O

Veta 2.5.9 (O konvoltcii) Nech f(x),g(x) € L*(a,b), Ff(x) = {c,}, Fg(x) = {d,}. Nech f', ¢ st
2m-periodické rozsirenia f, g. Potom F f(y) * g(y) = F(["_f'(y)g'(x —y) dy) = {27cndy}

D:
F [ rwgw-o =5 [ e [ P dyas
" 1 " —ixn
[ 1y [ de-pemdedy
~(podla vety 2.5.2) / fl(y)dneiiny dy
= 2mendy,
O

Veta 2.5.10 (Persevalova veta) Nech f(z) € L?(a,b), Ff(x) = {c,}. Potom

L @) dr= Y feal?

P2 -

Persevalova veta je teda akysi zdkon zachovania - celkovd hodnota energie v priestorovej doméne je rovnakd
ako celkovd hodnota energie v casovej doméne.

D:
L M@=t [ i@f@ d=L [ 5@ S e
27[_ . T Tr = 27‘( . €T Tr = 27‘( . T e Cne X
n=-—00 2 - n=-—00
= Z ’Cn‘Q
O

2.6 Fourierova transformadcia

Po pomerne zdlhavej rozprave o Fourierovych radoch teraz koneéne prejdeme na hlavnd tému
tejto prace a to Fourierovu transformaciu. Nebudeme do detailov rozoberat’jej vlastnosti a robit’
podrobné dokazy, pretoZe vacsina veci sa d4 odvodit’analogicky, ako sme ich odvodzovali u radov,
avsak treba vyuzivat’ matematicky aparat s va¢Sou obozretnostou. Najskor si popiSeme spojitt
Fourierovu transforméciu a v druhej casti prejdeme na diskrétnu verziu, ktord bude hlavnym
predmetom skiimania v kapitole o aplikaciach.
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2.6.1 Spojita Fourierova transformdcia

Prvou prekazkou, ktord bude posobit’pri generalizovani Fourierovych radov na interval (—oo, 00)
je absencia ortogonalnej sady vektorov. TotiZto, pre kazdu periodickd funkciu f(z) # 0 na mnozine
nenulovej miery plati [*_ f(z)? dz = oco. Preto nie je moZné preniest’ dokazy konvergencie
z vektorového priestoru L?(a, b). Napriek tomu ale vieme Fourierove rady zovseobecnit'na cely
interval (—o0, 00).

Definicia 2.6.1 Fourierovou transformdciou integrovatelnej funkcie f(x) nazveme funkciu fdeﬁnovam’t
ako

fo)= [ st ao

Ak fje integrovatelna (tj [*_|f(z)| < oc), potom jej Fourierova transformacia f(w) je ohrani¢ena,
ale nie nutne integrovatelna. Ako priklad méZe sluzit’obdlznikovéa funkcia

fz) =

1

{0 x < —malebozx >
5 —nm<r<TmT

ktorej Fourierova transformécia je sincmw. Tato funkcia nie je integrovatelna hoci jej integral
f fooo sinc(z) dz = 1. Je to analégia striedavého harmonického radu, ktory konverguje, ale rad jeho
absolatnych hodnoét diverguje. Preto nie je mozné vo vSeobecnosti napisat’inverzni transformaciu.
Avsak, ak f(z) aj f(w) st obe integrovatelné, potom plati

flz) = % / Flw)e™® dw (2.26)

skoro vsade!. Ak f(x) je spojitd, potom rovnica (2.26) plati na celom R.
Okrem definicie 2.6.1 sa v praxi pouZivaju aj minimélne 2 d'al$ie varianty. Uvedieme tu variantu
v standardnej frekvencii (Definicia 2.6.1 je v takzvanej anguldrnej frekvencii).

fo) = [ s aa
fla) = [ Fpemie o

Podobne ako pri radoch, aj pri Fourierovej transformacii mame na vyber z velkého poctu
vlastnosti. Ich zhrnutie sa da najst’v tabulke 2.2. Zhrnutie zakladnych transformacnych parov je
uvedené v tabulke 2.3. Obe tabulky st prevzaté z [Wik09c¢].

V tabulkdch 2.2 a 2.3 pod symbolom sinc oznacujeme normalizovanii sinc funkciu
sinc(z) = 27, pod symbolom rect oznacujeme obdlznikovii funkciu rect(z) =
1, |z| < %, inak rect(z) = 0 a pod symbolom tri oznacujeme trojuholnikovii

funkciu tri(z) = max(1 — |z/[,0).

2.6.2 Diskrétna Fourierova transformadcia

Diskrétna Fourierova transformécia na rozdiel od spojitej verzie operuje nad periodickym signa-
lom, ktory je zadany v diskrétnych bodoch.

Existuje takzvand , Diskrétna casovd Fourierova transformdcia”, ktord pracuje
s neperiodickym signdlom zadanom v diskrétnych bodoch, tejto sa ale nebudeme
venovat’

IFunkcie st rovnaké ,,skoro viade”, ak sa ich funkéné hodnoty lisia len na mnoZine miery 0
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A3v,\,3§|®

(m)Bg + (m)fv

W (@[ = ()]

enuaAYaY eurgm3ue ‘1,

spuLIOjsURT} [9A0ISLINO BSOUWISE]A 7T B [Nqel,

() (6

)
(m)b(m)f

o aﬁéw -

(m) fonrg

(=)
()5
(p — 3v>%

A3v r\ﬂ omgug—2

(@)6q + (m)fv

D s 2@ [ = ()

eULANaL euled£qo ‘1.4

Tp @@
(z

i
)6()
(2)(6 % )
(1)

(x),4

(2)f

(a0)f

(2)f eopa?
(0—2)f
(2)6g + (x) v

()4

euN

©JOA BAO[BAISIE]
BRINPON

CION[OAUOY

TIDUDANIJ OA STURAOIUDIJI(]
3seY A STUBAOIUSIDJI(]
epuIojsuer) gjrfoad

5B A SIURAOIRYS

TIDUDANDIJ OA ANSOJ

ase) A ANSOJ

eJLIBUI]

eIDRULIOJSURI],

Asoujse[A



30 KAPITOLA 2. FOURIEROVA TRANSFORMACIA

Funkcia  FT Standardné frekvencia FT anguldrna frekvencia

1 d(w) 270 (w)
d(w) 1 1
rect(az) ﬁ sinc(%) ﬁ sinc(52-)
sinc(az)  pgrrect(¥) erect(ze;)
tri(az) Wl\ sinc?(¥) |71\ sinc?(52)
sinc?(ax) ﬁtri(%) ﬁtri(%
() w?
e—ax? \/EQ_T ge_ﬂ
—alz| 2a 2a
€ a?+4nw? a?4w?
elar dw — 5= 2méw — a
cos(ax) G ;');6(w+%) (0w —a)+d(w+a))
sin(ax) ’ZMWF%);;(M_%) in(d(w+a) —d(w—a))
1 —imsgn(w) —imsgn(w)

Tabulka 2.3: Vybraté funkcie a ich Fourierova transformécia

Jej zékladom je ortogonalita postupnosti {sin 2k} ;' a {cos 2rnk}) . Nakolko spominané
postupnosti vieme vyjadrit’ ako vektory vo vektorovom priestore C%, budd vsetky vlastnosti
odvodené pre Fourierove rady (okrem vlastnosti tykajacich sa kalkulu) analogicky prenesitelné
na diskrétnu FT. Aby sme nenapinali, v nasledujticej definicii si transformaciu aj zadefinujeme.

Definicia 2.6.2 (Diskrétna Fourierova transformacia) Diskrétnou Fourierovou transformdciou velkosti
N nazveme transformiciu CN — CN pre ktorii plati

N-1
—27i
X, = g Tpe N P
n=0

Inverzna transformaécia je definovana ako
N-1
T = % Z Xpenhn
n=0
Narozdiel od Fourierovej transformdcie a Fourierovych radov, diskrétna verzia je vzdy inverto-
vatelné - nekladieme Ziadne $pecidlne néroky na vstupné udaje. V tabulke 2.4 prevzanej z [Jon06]
st zhrnuté najdolezitejsie vlastnosti diskrétnej Foruierovej transformécie.

2.7 Viacrozmerna Fourierova transformadcia

Niekedy je potrebné vediet’aplikovat’Fourierovu transformaciu vo viacerych rozmeroch. Typické
pouZzitia st vo fyzike (3-rozmerny priestor), matematike (diferencidlne rovnice o viacerych nezna-
mych) a informatike (2D signaly ako napriklad obraz). Je preto vyhodné venovat’ problematike
viacerych rozmerov. Prvou otdzkou ktort si treba zodpovedat’ st zdkladné funkcie pouZité na
rozklad. Po vzore jednorozmerného pripadu by sme mohli pouZit’sinusy a kosinusy. Prvym na-
padom mdZze byt’pouzit’ viny, aké vznikajt napriklad pri dopade kvapky do vody. Ich rezom cez
stred je sinusoida resp. kosinusoida. Takéto rieSenie ale nie je vhodné, pretoZe pozaduje kruhovu
symetriu 2. Namiesto toho sa pouZivajt funkcie, ktoré sti ndsobkom dvoch Fourierovych funkcii

?Pre problémy s kruhovou symetriou je vhodné sa oboznamit’s Fourier-Besselovymi radmi
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Operéacia Priestorova/c¢asova doména Frekven¢na doména
transformécia Tn Xk

Rotacia Trn—m mod N Xke_%km

Casovy reverz T_n mod N X(~k) mod N
Konjugécia Tp m

Cyklicka konvoltucia (z *y), = E%;é TmY(n-m) mod N Xk Yk

Modulécia TnUn (X *Y)

Symetria Vn:xz, € R Xk = X(k) mod N
N-1 1 N-1

Parsevalova veta Z()(|xn|2) = =5 2 0(|Xk!2)
n= =

Tabulka 2.4: Vlastnosti diskrétnej Fourierovej transformécie

pre dve rozne premenné. V pripade (exponencidlnych) Fourierovych radov na Stvorcovej oblasti
[—7, 7] X [—m, 7] je to e """, MOZeme si overit’ ortogonalitu

(efinla:efimly)(efingmefimgy) dz y = 471'2 ny =ngamip =my
[, 7] X [—7,7] ’ 0 v opa¢nom pripade

Dana forma sa tiez da kompaktnejsie vektorovo zapisat’ako e~ ("m)-(@v),
Nés bude predovsetkym zaujimat’ viacrozmernd diskrétna Fourierova transformécia, ktorej
vzorec je

N1—1N3—1 Ng—1

271'1 7
—N-nik1 —fnzk — N nakd
Xidarka = D, D0 D€ MR e N M g (227)

n1=0 no=0 ng=0

Prepisané do vektorovej podoby, kde n = (n1,n2,...,nq), k = (k1,k2,...,kq), N —1 = (N1 —
1,Ng—1,...,Ng—1)an/N = (n1/N1,na/Na,...,ns/Np) prejde na tvar

N—-1
— Z e—?ﬂ'zk:.(n/N) x
n=0

Inverznd transformdcia je definovand analogicky ako

1 N-1
eQT(’Zk.(’n/N) X'n,

Tl = —5———
d
Hl:l Nl n=0

Nas vSak bude omnoho viac zaujimat’forma (2.27). Zaoberajme sa chvilu 2-rozmernym pripadom.

N1—1 Ns—1
o : - —2%in1ky —2Tinoky
Xk17k2 - E E e -1 e 7z Lnyng

n1=0 na=0

Ni—1 omi No—1 omi

= Z G_Tlnlkl Z G_TznszInl,n2
n1=0 no=0
Ni—1

_2ni
=Y e MY ]
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kde Y,,,[i] je definované ako

no=0

Cela transformécia sa dé teda zloZit’z dvoch casti. Kazda cast’ je Fourierovou transformaciou
v jednom indexe. PresnejSie povedané, ak = zapiSeme do matice, potom Y ziskame aplikovanim
Fourierovej transformacie na kazdy riadok matice a X ziskame aplikovanim Fourierovej transfor-
mécie na kazdy stlpec matice Y. Vidime teda, Ze viacrozmerna diskrétna Fourierova transformécia
sa da efektivne pocitat’'pomocou jednorozmernej verzie - postupne aplikujeme Fourierovu trans-
forméciu v kazdej dimenzii. Toto robi viacrozmernd DFT atraktivnu pre spracovanie priestorovych
dat, nakolko vieme vyuZivat efektivne algoritmy pre vypocet jednorozmernej DFT.

2.8 Pribuzné transformaécie

Fourierova transformacia suvisi s vela roznymi transformaciami, postupne si uvedieme niektoré
z nich a porovname.

2.8.1 Transformdcie pribuzné spojitej Fourierovej transformacii
Taylorove rady

Zaciatok nasho porovnédvania transformécii venujeme stivislosti medzi Fourierovymi a Tayloro-
vymi radmi. Prvym faktom je, Ze obe st nekone¢né rady. Nie velmi zaujimavy fakt. Hoci tieto dve
transformacie nemaju vela spolo¢ného, existuju isté spolotné ¢rty. Uvazujme Taylorov rad funkcie
f(z) okolo bodu 0 s polomerom konvergencie r

o0
f(z) = Zan:ﬁ”, —r<ax<r
n=0
Prirodzene, Taylorov rad sa da napisat’aj pre komplexné funkcie, v tom pripade
o0
f(se'®) = Z ans"e?m, 0<s<r
n=0

Dana rovnica je velmi podobna rovnici v definicii 2.2.6 exponenciélnej formy Fourierovho radu
Vv premennej ¢. Samozrejme, toto nie je je jedind spolo¢na ¢rta. V [RA96] sa citatel moze docitat’
o ich stvislostiach pri ultrasférickych polynémoch.

Laplaceova transformdcia

Definicia 2.8.1 (Obojstrannou) Laplaceovou transformdciou funkcie f(x) nazveme

o0

L(y) = Lf(z) = / e f(z) da

—00

Jednostrannd Laplaceova transformdcia vyuZiva integrovanie na intervale [0, 0o)
a je v beZnej praxi pouZivand viacej. Na porovndvanie sa ndm vsak viacej hodi
obojstrannyj variant.

Vidime, Ze Laplaceova transformécia je brat Fourierovej transformacie. Jedinym rozdielom medzi
nimi je absencia imaginarnej jednotky a konstanta 2w, ktord je uréena variantom Fourierovej
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transformacie pouZitej v tejto publikécii. Inverzna Laplaceova transformécia je podla [Wik09f]
definovana ako komplexny integral

y+ioco
f(2) = L F(y) = - / Y (y) dy
Y

270 ) _so0

kde 7 je realne ¢islo také, aby konttra integracie bola v regiéne konvergencie F'(y).

Dosledkom naramnej podobnosti oboch transformaécii je velky pocet spolo¢nych vlastnosti.
Obe transformadcie su linearne. Obe sa spravaju velmi podobne pri integracii, derivacii, postvani,
Skalovani a konvolucii.

Tabulka 2.8.1 porovnava zakladné vlastnosti Laplaceovej transformacie a Fourierovej transfor-
macie vedla seba. D sa tak 'ahko presved¢it’o ich velkej podobnosti.

Laplace doména Fourier doména
Operacia priestorova  frekvencna priestorovd  frekvencna
Transformécia l(t) L(w) f(t) F(w)
Linearita al(t) + bg(t) aL(w)+bG(w) af(t)+bg(t) aF(w)+ bG(w)
Derivécia frekvencie —¢i(t) L'(w) —2mitf(t) F'(w)
Derivécia v Case I'(t) wL(w) =1007)  f(t) 2miwF (w)
Skalovanie I(at) (%) f(at) wF)
Postivanie e(t) L(w — a) e2mial £(t) L(w — a)
Konvoltcia 1(t) = g(t) L(w)G(w) f(t) xg(t) F(w)G(w)

Tabulka 2.5: Porovnanie Laplacovej a Fourierovej transformécie

Hartleyova transformacia

Podobne ako Fourierova transformacia pouZiva kernel zlozeny zo sinusov a kosinusov, konkrétne
exponencialny kernel e 27! = cos(2nwt) — isin(27wt), Hartleyouva transforméacia pouZiva takz-
vany kosinovo-sinusovy kernel cas(2rwt) = cos(2wwt) + sin(2nwt). Transformacia je preto na
rozdiel od FT realna.

H(w) = {Hf(t)}(w) = / f(t)cas(2mwt) dt
Hartleyova transformaécia je inverzom samej seba, t.].
J=HHf

Jej hlboky stvis s Fourierovou transforméciou sa da popisat'nasledujtcimi prevodnymi rovnicami
medzi oboma transformaciami

Flo) = Hw)+H(-w) iH(w) — H(—w)

2 2

a opa¢nym prevodom
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Ciastkova Fourierova transformacia

Predstavme si na chvilu Fourierovu transforméciu ako operator v rovine reprezentovanej pries-
torovou/c¢asovou doménou ako osou z a frekvenénou doménou ako osou y. Jednu aplikaciu F
moZzeme chapat’ako otocenie o 90 stuptiov proti smeru hodinovych ruciciek. Dve postupné aplika-
cie ddvaja FF f(z) = f(—z), o nie je ni¢ iné ako otocenie o 180 stupiiov v nasej rovine. Napokon,
FFFFf(x) = f(x) zodpovedajic otoeniu o plnt kruznicu, teda identitu. Fourierova transfor-

maécia radu a kde a je celé &islo spfﬁa nasledujtice podmienky:
e Kkonzistencia F°=Fprea=1

e aditivita Fa b — fatb
e comutativita FeFb = FOF
e linearita Fo(f +g) = Fof + Fog

Preto, ak by existovalo algebraické rozsirenie definicie 7 pre a € R spliajtce tieto podmienky,
mohli by sme ho povaZzovat’ za ¢iastkovii Fourierovu transformaciu. Takéto rozsirenie naozaj
existuje a je definovana pre angularne frekvencie napriklad v [SS05]. Pre a € [0, 1]

i(1/4m—1/ _ 12 4
Fo(8) = Fuli) = 1/4 12¢>/ A exp[ wt — (2 + w?) cos ¢

/27 sin ¢ sin ¢ ] dt (2.28)

kde ¢ = 1ra. Dosadenim za a = 1 mdZeme nahliadnut, Ze rovnica (2.28) prejde na Standardnt

ee v

Fourierovu transforméaciu v angularnej frekvencii, ¢ize

el(1/4m—1/4m) t—f(tQ—i-w )cos T
Fl / — 21 dt
1) = \/2m sm F(8) exp [ i sin T 5

= \/ﬂ/ f(t) exp [—iwt]

Proces pre a = 0 je bolestivy, avsak da sa ukéazat, ze lim, .o F*f(t) = f(¢).

Na ilustraciu ako sa postupne prelieva energia z priestorovej do ¢asovej domény sme spravili
giastkova Fourierovu transforméciu obdlZnikového signalu postupne pre rozne koeficienty a.
[lustrécia je na obrazku 2.8.1.

Ciastkové Fourierova transformacia je teda generalizaciou normélnej transformacie. Ma aj vela
vlastnosti, ktoré sme uz poznali z klasickej FT. Novym a zaujimavym javom je plynuly prechod
medzi priestorovou a frekvenénou doménou. Ciastkové FT nasla preto svoje miesto v optike a pri
rieSeni diferencidlnych rovnic vo vlnovej fyzike.

2.8.2 Transformdcie pribuzné diskrétnej Fourierovej transformadcii

Tak ako spojita FT ma svojich pribuznych, nie je tomu inak ani pre jej diskrétnu verziu. Samozrejme,
poniektoré z predtym uvedenych transformacii majt aj svoje diskrétne verzie, my sa vsak budeme
viacej venovat’dvom Specialnym transformaciam.

Z-transformaécia ako rozsirenie DFT

Zaujimavym prirodzenym rozsirenim DTFT (Diskrétne ¢asovej Fourierovej transformacie) a DFT
je z-transformécia. Obojstranna verzia je napisand v rovnici (2.29), jednostrannd verzia v rovnici
(2.30).

X(z)=Z{z}= ) apz " (2.29)

n=—oo

X(z)=Z{z} = Z Tz " (2.30)
n=0
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Obr. 2.10: Ilustrécia ¢iastkovej FT pre rdozne koeficienty a
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MoZeme si vimnut, Ze ak z = e~ 27/N potom z-transformécia prechddza do Fourierovej transfor-

maécie. Specialne, pre nas je velmi zaujimava je kone¢na verzia

N-1
X(z) = Z Tz "
n=0

pretoZeje pouZita prave v Bluesteinovom algoritme na vypocet FFT. Bluesteinov chirp z-algoritmus
je cely navrhnuty na poéitanie lubovolnej z-transformécie. Je preto este uzito¢nejsi ako FFT. Rozne
aplikacie z-transformécie zahriiuja analyzu signélov s linearnou zmenou frekvencie, ako sa da
néajst'napriklad v [BS90].

Diskrétna kosinova transformaécia

Na zaver kapitoly sme si nechali asi najznamejsieho pribuzného diskrétnej Fourierovej transfor-
maécie. Diskrétna kosinova transformécia (dalej len DCT) je v stcasnej informatike pouzivana snad’
eSte vyraznejSie ako DFT. Je to sposobené jej niektorymi prijemnymi vlastnostami. Asi najvyznam-
nej$im faktom je jej ¢isto redlna povaha - DCT nie je nutné pocitat’s komplexnymi ¢islami. Druhy
dovod je koncentracia energie okolo mensich frekvencii, ako si ukdZeme pri kompresii obrazu
a zvuku (obrazok 3.11). Diskrétna kosinova transformaécia oproti DFT pouZiva za svoje zdkladné
funkcie iba (posunuté) kosinusy. Existujt aspori 4 v praxi pouZzivané varianty definicie DCT My si
uvedieme pravdepodobne tt najpouzivanejsiu (zndmu pod menom DCT II). Jej vzorec je popisany
rovnicou (2.31).

N-1
s 1
Xi= ancos(—(n+)k), k=01,...,N-1 :
k nzox cos (N(n+2) ) (2.31)

Inverzni transforméacia m4 rovnicu

1 2 7r 1
T = NXO + N ; Xn COS <N’I’L(l€ + 2)>

Zaujimavou vlastnostou je, Ze DCT je az na faktor 2 presne rovnd DFT z 4N realnych &isel s parnou
symetriou, kde vstupy na parnych indexoch st nulové. Na vypocet DCT sa teda teoreticky da
priamo aplikovat’ DFT algoritmus, sta¢i mu predpracovat’ vstup na symetricky iba s neparnymi
indexami. Tato spojitost’ viak zachadza d'alej - algoritmy pouZité na vypocet DFT idu spravidla
jednoducho prepisat’a zjednodusit’ priamo na DCT, ¢im sa transformacia ukazuje v lukrativnom
svetle. Napokon - jej vyuZzitia buda spominané v nasledujticej kapitole.



Kapitola 3

Pouzitie v informatike

3.1 Signal processing

Ci chcete alebo nechcete, spracovanie digitalneho signélu je velmi doleZitou stcastou kazdoden-
ného zivota. Okolo nas sa kazdu sekundu prenesu velké mnozstvé adajov rdzneho typu. A prave
tu hra Zivotne doleZitti hereckt rolu konverzia analégového a digitalneho signalu. Vysielanie
televizie, rddia, alebo rozpravanie sa modemov, to vsetko st analdégové signaly, ktoré treba ne-
jakym spdsobom preniest’ do digitdlneho sveta. V rannej dobe boli technolégie ¢isto analégové,
ale v dnesnej dobe sa stretivame s naroénym digitdlnym spracovanim. Ci ide o zdznam zvuku
mikrofénom alebo meranie napétia voltmetrom, vSade sa vynara ta ista otazka.

3.1.1 Je mozZné digitalizovat’analégovy signal?

Odpovedje nie. Nie bez dalsich predpokladov. Signal moéze byt'Tubovolny a nech by sme akokol-
vek rychlo zaznamenévali, stale nemusime zaznamenavat’dostato¢ne rychlo. TaktieZ nemoZeme
zaznamenavat's nekone¢nou presnostou. Toto st limitujace faktory, ktoré prekazaji zaznamu
signalu. Zaoberajme sa preto otdzkou, ¢i za nejakych zjednodusenych predpokladov je mozZzné
rekonstruovat’signal iba z ¢iasto¢nych tidajov. MoZno je to prekvapujtce, ale dé sa to. Zaklad tejto
tedrie vypracovali pani Nyquist a Shannon. Sformulujme a dokdZme si preto jednu zékladnt vetu
zo signal processingu.

Veta 3.1.1 (Nyquist-Shannon sampling theorem) Nech f je [ubovolnd spojitd funkcia z L?(—oc, 00).
Ak 3B také Ze f je zhora ohranidend frekvenciou B, tak f sa di zrekonstruovat’ z bodov f(*) pre k € Z
podla vzorca f(z) = 3°7°_ . f(4)sinc(lr — Buz).
D: Pretoze signal je frekvenéne obmedzeny, plati
oo B
flx) = / F(«)expliza] da = / F(a) expliza] da 3.1
—oo -B
Z podmienky f € L?(a,b) vieme, Ze F existuje a F' € L?(—00, c0). TaktieZ pretoze F(x) = 0 pre
|z| > B, mdzeme tvrdit' F € L?(—B, B). Preto sa da pisat’

Fla)y=Y erxp[“gk}, la| < B (3.2)

k=—o0

Tato suma konverguje k F' v norme L2(a, b). Samozrejme, mimo intervalu (—B, B) konverguje
k periodickému rozsireniu. Koeficienty Fj, vieme jednoznacne urcit’ako analégiu vzorca 2.8.

1 B
T 2B )

— ko

Fy, F(«a)exp|

Jda (3.3)

'V dékaze pouzivame verziu Fourierovho radu na intervale nie (—, 7) ale na intervale (— B, B). Verime, Ze itatel
si je sam schopny odvodit’si varidcie viet, ktoré sme dokazovali v prvej ¢asti publikacie

37
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Teraz porovnanim (3.1) a (3.3) odvodime

1

Fr = ﬁf(*”k/B)
a dosadenim do (3.2) s pouzitim substitticie | = —k dostaneme
F) = 25 3 (D epl- 17 64
“Tap & N BTPTTR ‘

Nakoniec, skombinovanim (3.4) a (3.1) dostavame

B > s ira
0= [ 5 (;@OﬂlB)exp[— . 1) explira] da

l 2l
=— Z f(—W) exp[—zga +iza) da
TP l=—o0

Potrebovali by sme zamenit'poradie integrovania a sumécie. Ozna¢me Sy, (o) = 37 f('5) exp[—1x2]

Vieme, ze lim,,_,o Sp(a) = 2BF(a). épeciélne dosadenim o = 0 dostavame lim,, ,~, S, (0) =
2BF(0). Preto 3C : Vn : |S,(0)] < C. LenZe |Sy()| < |S,(0)] a teda Vn : C > Sp(«a). Zaroven,
f_BB |Clda = 2BC < 0. Preto podla vety o dominantnej konvergencii mdZeme zamenit' poradie

integracie a sumacie.

LN il
f(z) = % Z f(g)/Bexp[—Z;a + iza] da
l=—00 B

- I _sin(lr — Bx)
2B l;mf(B) Im — Bz

= Z f(%-)sinc(lw—Bx)

[=—00

|

3.2 Signal processing - digitalne filtre

Digitalne filtre st doleZitou sticastou spracovania digitdlneho signalu. Podobne ako anal6gové
filtre, ich dlohou je zo vstupného signalu vybrat'pre nds podstatnu ¢ast/, pripadne ju zosilnit’alebo
inak modifikovat’ signal. V tomto dokumente si spomenieme niekolko najzakladnejsich filtrov
pouzivanych v praxi a stivisiacich s Fourierovou transformaciou. Budeme ich demonstrovat'na
spracovani obrazu, hoci mnohé z nich st viac dolezité v spracovani zvuku/elektrického signalu .

Najskor si popiSeme filtre pracujtice vo frekvenénom rozsahu, potom spomenieme filtre pracu-
juce na priestorovej doméne a kapitolu zavisime ukazanim stivisu medzi tymito dvoma pristupmi
a dekonvoltciou, ktoré sa snaZzi invertovat'nasledky neZiadtcich filtrov.

3.2.1 Idedlny lowpass a highpass filter

Najjednoduchsimi filtrami, s ktorymi sa Citatel moZe stretnat’ su takzvany lowpass a highpass
filter. Ako uz ich nazov napovedd, budu prepustat’ len urcité pasmo frekvencii. Lowpass filter
prepusti vSetky nizke frekvencie, vysoké odstrani. Prikladom lowpass filtra moZze byt napriklad
ekvalizér, ked' si nechame iba ,basy”. Highpass filter je pravym opakom lowpass filtra - prepusti
len vysoké tony. Prikladom moéZe byt aplikacia highpass filtra na obrazok - poneché iba hrany, t.j.
miesta, kde sa rychlo meni intenzita obrazu a teda obsahuja vysoké frekvencie.
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Ideélny lowpass a highpass filter o limitujticej frekvencii f moZzeme popisat’obrazkom 3.1, kde
na z-ovej osi je frekvencia vstupného signalu a na y-ovej osi je hodnota vystupného signalu.

Viicsina filtrov vo frekvencnej oblasti sa di popisat’ podobnyym grafom. Citatel ale
musi brat ohlad na istii nepresnost - dany graf nespecifikuje presne filter. Specifikuje
len zmenu amplitidy. BeZné filtre fazu nemenia a preto sa ticho predpokladi ¢(f) =
0.

Dané filtre preptistaju vsetky frekvencie na jednu stranu od hrani¢nej a na druhd stranu
neprepustia ni¢. Ako si ukazeme vizuélne, tieto filtre maja spolo¢ny problém - ,zvonenie”. Naj-
vyraznejsie sa prejavuje prave pri highpass filtri. Preto sa v praxi nepouZivaji. Zvonenie tizko
suvisi s Gibbsovym fenoménom, ktory sme uz skamali v kapitole 2.4. Idedlny lowpass filter je
totiz variant ¢iasto¢ného stc¢tu Fourierovho radu preneseny na diskrétnu Fourierovu transforma-
ciu. Pri filtroch nas teda okrem ich frekven¢nej odozvy bude zaujimat’aj , priestorova” odozva na
jednoduchy impulz, ktorym je v diskrétnom pripade jednotkovy bod. V spojitom pripade je to
Diracova delta funkcia?. Kombinovanim grafu pre frekvenént odozvu a zodpovedajtceho grafu
pre priestorovi odozvu sa moZeme presvedcit’o vlastnostiach filtra. Dobry filter by mal mat’'rychly
tupadok pri prechode cez hrani¢na frekvenciu, zéroven by vSak nemal vykazovat'prvky zvonenia
v priestorovej doméne.

1 HHHH T 1 T 1+
0.8 | E 0.8 - E 0.8 - E
0.6 - e 0.6 | B 0.6 | B
0.4 - e 0.4 | B 0.4 | B
0.2 E 0.2 | E 0.2 | E
0 ITEETRETRETRETNRTRETNY NRTRETRERTRRTRNTRNTRARNRTHATE 0 IERTERETRETNY INSTRETNETN AT AT RT AT RNARNAT O 1 ITETRETRETR AT RNTRNTIn
0 32 64 0 32 64 0 32 64
(a) Frekvené¢nd odozva
0.16 : T : 0.35 : : : 0.7 : : :
0.14 - b R 0.3 + E 0.6 | + E
012 7 0.25 | H E 0.5 E
0.1 o ] 02 - . 0.4 | .
0.08 - ++ ] 015 | H . 03| + .
0.06 - e
SEE L1 o R -
0.02 I # 4+ # N 2L ety o S et T N
0| 7 i 0 st i
0.02 m%{ %;M 01 F i -
0.04 ! ! ! 0.2 ! ! !
0 32 64 96 128 0 32 64 96 128

(b) Priestorova odozva
.

(c) Aplikacia filtra

Obr. 3.1: Idealny lowpass filter pre f = 10, 20, 40

Na obrazku 3.1 modzZeme najst’ frekvenénti odozvu filtra, jeho priestorovi odozvu na bodovy

*Diracova delta funkcia splita Va > 0 : [“ §(z) dz = 1. Delta funkcia nie je funkciou v pravom slova zmysle.
Zjednodusene, 6(z) = 0 ak z # 0 a §(0) = cc.
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impulz a ukazku filtrovania obrazu. Je dolezité si vSimnut'najmé zvonenie v priestorovej odozve
anasledny dopad na kvalitu obrazu. Obrazok ma rozliSenie 256 x 256 a sti na postupne aplikované
filtre o hrani¢nej frekvencii® 10,20,40.
Idealny highpass filter bude mat’ presne opa¢nt odozvu ako idealny lowpass filter. Viac vSe-
obecne, moZeme hovorit) Ze frekvenénd odozva highpass filtra je
fo(w) =1-fr(w) 3.5)
Pretoze sucet oboch filtrov dodéva pdvodny obraz, je ihned zjavné Ze aj idedlny highpass filter
bude mat’podobné zvoniace efekty ako jeho brat. Jeho charakteristika sa da najst'na obrazku 3.2.

1 s 1 e 1 :
0.8 — 0.8 E 0.8 E
0.6 | B 0.6 | — 0.6 | —
0.4 e 0.4 | g 0.4 | g
0.2 B 0.2 - 0.2 -
0 Lus L 0 Lo ! 0 Lo sl
0 32 64 0 32 64 0 32 64
(a) Frekvenc¢na odozva
gg C T T T ] 8% C T N T ] 0.4 T T T
06 L ] esr ]
85 r ] 03 | .
03 . gar ]
31 r ] O'g gl Tt o1} o i
0 .l + 7 L 4
i 01 r ] 0.2
:8% C 1 R 1 ] _8% 1 i 1 03 1 " 1
0 32 64 96 128 0 32 64 96 128 0 32 64 96 128

(b) Priestorova odozva

(c) Aplikacia filtra
Obr. 3.2: Idealny highpass filter pre f = 10, 20,40

Pri highpass filtroch este spomenieme jednu vynimku rovnice (3.5). Ide konkrétne o frekvenciu
0, ¢ize aritmeticky priemer signalu. Ak pocitame vypocty v hodnotach bez znamienka (0-255),
efektivne vynulovanie rovnicou (3.5) by sposobilo posun jasu k ¢iernym farbam. V tomto pripade
je vhodné nastavit'vyslednti hodnotu bud’ konstantne na polovicu jasu, alebo ponechat’ péovodny
priemer, ¢ize mat’jednotkova odozvu.

3.2.2 Hladké filtre

Ako sme v predchadzajucej sekcii ukazali, ideélne filtre majti zvoniaci efekt. Preto sa v praxi pouZi-
vaju filtre, ktoré maja spojity a hladky prechod medzi frekvenciami, ktoré filtrujt a frekvenciami,

3Pri diskrétnej transformacii frekvencia 1 zodpoveda sinusovému signalu o periode dlzky obrazku
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ktoré nefiltruja. UkaZeme si dva rozne filtre - Butterworthov a Gaussov. Za¢neme Gaussovym
(lowpass) filtrom, ktory je definovany rovnicou

gL(f) — e—%(%ﬁ
1( f)2

gua(f)=1—¢ 25

fo
Gaussov filter je priamym opakom idealneho filtra. Jeho pozoruhodnou vlastnostou je rovnaké
hladka podoba vo frekvencnej a priestorovej doméne. Preto ho moéZeme povazovat” akosi za
»ideélne hladky” filter. Gaussov filter sa vyuZiva napriklad na rozmazavanie obrazu.

1 n T O% T 1 -t
o oF ]
08 & R 08 | s 8'3
s 0.7 | E :
06 + E 06 | E 0.7
Y 05 | e 0.6
T ] 03 f ] 0
02 #% : 8'% - - 03
0 0 L 0.2
0 32 64 0 32 64
(a) Frekven¢na odozva
Ooié T ¥ T 00?;‘51 T T T 0.7 T T T
: ++ . 0.6 —
8%2 0.3 05 F 4
0.12 + %22 * 0.4 |- 1
0.1 0 i5 03 | —
0.08 . 02 | 4
0.06 ++ 0.1 . +
0.04 0.05 ++ 01 | 4
0.02 e 0 0 =
0 -0.05 L 1 1 -0.1 1 1 1
0 32 64 96 128 0 32 64 96 128 0 32 64 96 128
(b) Priestorova odozva
— — _— T
-

(c) Aplikacia filtra

Obr. 3.3: Gaussov lowpass filter pre f = 10,20, 40

Gaussov filter ale tieZ nie je idealne rieSenie. Ma sice nadhernti priestorovii odozvu bez zvo-
nenia, jeho frekvencna odozva je vSak pomerne roztahana. Prax by preto potrebovala filter bez
zvonenia, ktory sa ale bliZi idedlnemu a ma ¢o najstrmejsi prechod. Takymto filtrom je napriklad
Butterworthov filter. Butterworthov filter rddu n s hrani¢nou frekvenciou fy moZeme zapisat’ako

br(f) = W
b (f) =1- 1o (L (1]{)2”

Menenim radu n menime hladkost’ filtra a zéroven jeho zvonenie. Filtre do radu n = 2 maju
zvoniaci efekt zanedbatelny, so vzrastajiicim n ale efekt postupne zacina byt’ ¢im viac citelnejsi,
ako vidiet'na obrazkoch 3.6 a 3.8.
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Obr. 3.4: Gaussov highpass filter pre f = 10, 20, 40
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Obr. 3.5: Butterworthov lowpass filter prerad n = 1,2, 4
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(c) Aplikacia filtra f = 40

Obr. 3.6: Butterworthov lowpass filter prerdd n = 1,2, 4
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Obr. 3.7: Butterworthov highpass filter prerad n = 1,2, 4
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(b) Aplikécia filtra f = 20

(c) Aplikacia filtra f = 40

Obr. 3.8: Butterworthov highpass filter pre rdd n = 1,2,4
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3.2.3 Sdvis medzi frekvennymi a priestorovymi filtrami

Klasické obrazové filtre v priestorovej doméne ako napriklad median, ostrenie hrén a ich kompli-
kovanejsie verzie vieme popisat’ako maticu M rozmerov 2k + 1 x 2k + 1 spliiajacu

2k 2k

Ary =) orinytij—iMi

i=0 j=0

Tdto matica vlastne popisuje vyslednii hodnotu A; ; ako linedrnu kombindciu oko-
litych bodov ay . Matica je navyse centrovand aby stred matice zodpovedal bodu,
ktory ostdva na mieste.

Pre jednorozmerné signély samozrejme pouzijeme vektor namiesto matice. Identita sa da
zapisat’ako

S = O
o O O

a filter na detekciu hrén je napriklad

~1/8 —1/8 —1/8
I=|-18 1 -1/8
~1/8 —1/8 —1/8

7

Filtrovanie v ¢asovej doméne je pomerne jednoduché a existuje velké mnoZstvo filtrov. Stivislost
s filtrovanim vo frekven¢nej doméne je preto velmi zaujimavym cielom. Je vyhodné vediet' preva-
dzat'filtre medzi tymito doménami. Uzito¢nym prikladom moze byt'napriklad postupna aplikacia
niekolkych filtrov v ¢asovej doméne za sebou na jeden obrazok. Dany vypocet mdZe byt pomaly,
ak sa za¢nu aplikovat’ velké filtre. Navyse, pri neustalych vypoctoch moze dochadzat’ k strate
presnosti v dosledku zaokrihlovania. Preto je vyhodnejsie previest’ filtre na ich frekvenéné dvoj-
Cata a aplikovat’ich vo frekven¢nej doméne. UZ na prvy pohlad vypocet filtra v ¢asovej doméne
matne pripomina konvoliciu. Ttto konvoliciu si teraz explicitne zapiSeme.

Lema 3.2.1 Nech M’ je matica filtra M ,posunutd” do stredu a preklopend podla oboch osi. Presnejsie,
nech

M. = Mk—i,k‘—ja —k < Za] < k
b 0, v ostatnych pripadoch

Potom aplikdcia filtra M je (necyklicki) konvoliicia obrazu a s filtrom M'.
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Lema 3.2.1 ndm umoznuje prevadzat’jednoduché filtre medzi ¢asovou a frekven¢nou doménou.
Podla konvolu¢nej vety (tabulka 2.4) je totiz konvolucia ekvivalentna jednoduchému nésobeniu
vo frekvencnej doméne. Samozrejme, ak uvazujeme diskrétnu Fourierovu transformaciu, musime
uvazovat’ cyklicka konvoltciu. V praxi to znamend rozsirit’ obrazok a filter na taka velkost,
aby stcet ich rozmerov bol mensi ako rozmery Fourierovej transformécie (Napriklad pre filter
velkosti 5 x 5 a obrazok velkosti 100 x 100 treba pouZit'Fourierovu transformaciu o velkosti aspori
105 x 105). Filtrovanie v ¢asovej a frekvencnej doméne sa teda opét'prevadza pomocou Fourierove;j
transformaécie.

3.2.4 Dekonvolicia

V niektorych pripadoch méa uzivatel na vstupe signél, ktory bol upraveny konvoluciou. Tato zmena
nie je nutne zZiadana. Prikladom moZe byt’stary gramofén, ktory vyraznejsie lepSie prehraval zvuk
na svojej rezonancnej frekvencii. Alebo napriklad jemne rozostrena fotografia, hudba prehrdvana
z pasky atd’. Dal$im prikladom konvoltcie je napatovy priebeh obdiznikového signalu v realnych
elektrickych obvodoch. Vsetky tieto priklady majt spolo¢ny bod - signal z pdvodnej (chcenej)
podoby presiel fyzikdlnym javom na konvolvovany. Princip dekonvoldcie je preto velmi jedno-
duchy - nagim cielom je n4jst’ filter rusiaci povodnu konvoluciu. Ak pévodny signal oznadime z,
konvolvovany y, konvolu¢ny filter f a nahodny Sum v, potom

y(t) = h(t) * x(t) + v (t)
Nasou tlohou je néjst’filter g taky, aby

#(t) = g(t) * y(1)
kde 2 je odhad z minimalizujici strednti kvadratickd chybu .
() =EX(f) - X()P
=EX(f) - G(NHY (NI
=EX(f) = GINHHXF) + VNI
=E|1 - G(NHNIX() -GNV (D

2
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Roznésobenim druhej mocniny dostdvame

e(f) =1 = GHH(IL - GHHNIEIX(f)*
+[1=GNHHHIGHEX(HV(F))
E(V(f)X(f))

Predpoklad, Ze Sum je nezavisly od signalu mozeme reprezentovat’ ako

E(X(NV () =EV())X(f) =0

Ak si zadefinujeme

Tak dostavame

e(f) = =GNHIL = GHHNIS() + GHGIN)

Aby sme nasli minimalnu chybu, zderivujeme celt rovnicu podla G(f) a poloZime rovnt nule®.
Aby sme nemuseli minimalizovat’cez 2 premenné (imaginarnu a realnu ¢ast), pre redlnu funkciu
f premennej z existuje skratka: Ak ozna¢ime z, = 252, z; = 2%, potom
of 0z Of 0z, Of 1/of Of
o 1o =5 (5l + 50l

5= 9z Pas m t oz el = 2 \ 5l T gL

Preto na minimalizéciu cez vSetky potrebné hodnoty nam staci polozit’
of
0= 9% |2
Z

Aplikovanim na ¢ dostdvame

de(f) e i
Gty = “EDSNL-GHHE+ AN =0
a(f) = — NS

HfHfSf+ Nf

Dany dekonvolu¢ny filter sa nazyva Wienerov filter. Rovnica Wienerovho filtra moéZe byt’ dalej
prepisana do viac vysvetlujticej podoby

1 [H ()

= HFTHDE + gy

kde SNRf = S(f)/N(f) je ,signal-to-noise ratio”, ¢ize pomer sily signalu vo¢i sSumu. Ak je sum
nulovy, ¢len v zatvorke je nulovy a dekonvolu¢ny filter je iba inverznym filtrom. Akonahle sa ale
Sum zvacsi, ¢len v zatvorke sa zmensi. Wienerov filter preto utlmuje frekvencie na zéklade ich
SNR.

Pre funkénost’Wienerovho filtra potrebujeme vediet'frekvencné charakteristiky jednak signalu
a jednak Ssumu. Tieto charakteristiky sa sice nedajt bez pdévodného signalu zistit’ presne, v praxi
vSak casto postacuje priblizny odhad.

4Po spravnosti by sa patrilo este overit, Ze sme dostali naozaj minimum a nie maximum, toto ale prenechdme na
Citatela
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3.3 Image processing

Této kapitola bude venovana spracovaniu obrazovej informécie a ako sa pri tom déa vyuZit’ Fou-
rierova transformaécia. UkaZeme si dolezitost' magnitudy a fazy, rychle hladanie patternu rovnakej
velkosti a orientacie. O digitalnych filtroch a ich aplikécii na filtrovanie obrdzkov sme uz pisali
v predchadzajtcej kapitole a preto tu uvedieme len veci netykajtce sa tiplne priamo filtrov.

3.3.1 Fourierova transformadcia - fiza a magnitida

Zatial nikde v tomto texte sme nespominali previazanost'fazy a magnittdy u Fourierovej transfor-
macie. Je preto normalne sa pytat, & maji rovnaku vahu na vzniku vysledného obrazu. Odpoved’
je prekvapiva - nie. Faza sa omnoho vyraznejsie podiela na vyslednych ¢&rtach, ako magnituda.
Tato skutoénost’ prezentujeme na ilustrécii 3.9. M6Zeme pozorovat, zZe obrazok sice kompletnou
zmenou magnitidy strati textaru, bude v fiom Sum, ale zakladné ¢rty si predsa len zachova. Ob-
jekt je rozpoznatelny aj po takych vyraznych zmenach magnitudy, ako st zmena na konstantu,
¢i vymena s inym obrdzkom. Naopak, posledné dva obrazky ukazuja skuto¢nost), Ze poloZenim
konstantnej fazy tplne zrusime vizudlnu informéciu. Zaujimavym efektom, ktory mozno pozo-
rovat’je prispevok strechy prvého obrazku k druhému. Strecha totiz obsahuje pomerne vyraznu
hranu-diskontinuitu nato¢ent o 45 stupniov a prispieva tak vyrazne k rovnako orientovanému
Sumu.

(c) Faza 1, konst. Magnitada

(f) Faza 2, konst. Magnitada

b

(g) Konst. faza, Magnitiada 1 (h) Konst. faza, Magnittida 2

Obr. 3.9: Porovnanie dolezitosti fadzy a magnitady
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Dolezitost'fazy ale nekondi len pri obrazkoch. V elektronickej verzii tohoto diela sa ¢itatel moze
presvedcit’o tom istom zavere na audio stboroch.
3.3.2 Hladanie patternov

Jednou z necakanych aplikacii konvoldcie je aj takzvany korela¢ny filter. Korel4cia sa pouziva na
identifikaciu linedrnej zavislosti. Za¢neme Standardnou definiciou korelécie zo Statistiky

Definicia 3.3.1 (Korelacia) Koreldciou dvoch nenulovijch postupnosti x,y nazveme ¢islo

n—1 n—1

n—1
i=0

r — _ =0 1=0
€T,
Y D(I)D(y) n—1 n—1 2 n—1 n—1 2
oSt () (T ()
1=0 1=0 1=0 1=0

Korel4cia popisuje mieru linearnej zavislosti oboch postupnosti. Pouzitim Cauchy-Schwarzovej
nerovnosti (veta 2.3.1) pomerne jednoducho dostdvame nerovnost’ |1, ,| < 1 s rovnostou nasta-
vajlicou prave v pripade linedrnej zavislosti. ZjednoduSene povedané, ¢im je vécSia korelacia
(v absolttnej hodnote), tym viac sa na seba dané postupnosti podobajti, zobertc do tvahy ich
relativne $kalovanie. Korelacia je preto velmi vhodny nastroj v spracovavani signalu na hladanie
znamej vzorky v danom signali. Musime ale néjst’efektivnu cestu ako ju rychlo po¢itat”

Definicia 3.3.2 (Nenormalizovana korelacia) Nenormalizovanou koreldciou nazveme hodnotu
n—1
/ — . .
T;p,y - x’by’l
i=0

Cakajti nés dve podtlohy - rychle pocitanie nenormalizovanej korelacie a nasledne efektivny
prepocet na normalizovant koreldciu. Aby sme spresnili tlohu - na vstupe madme znamy pat-
tern yo, . . . , yn—1 dlZzky n a signél (pravdepodobne) vacsej dizky o, . ..,z 1. Chceme vypolitat
postupne ruq..z, 1,y Tey.any> Teaeznirys - - - - Lret0Ze zameranim celej tento préce je Fourierova
transformécia, dostavame drobny hint. Konkrétne, pozndme podobnt rovnicu - konvoldciu. Sku-
to¢ne, konvoltcia a korel4cia st jedna a ta ist4 operécia, ak ,,oto¢ime” postupnost’y. Formalne

Lema 3.3.1 Nech @/ je postupnost’ x rozsirend nulami na dizku n 4 m. Nech y' je postupnost’ dizky n +m
definovand nasledovne y' = [yo, m krdt 0, yn—1,Yn—2, ..., Y2, y1]. Potom ry, , = conv(x,y); kde conv
oznacuje (necyklickii) konvoliiciu.

D: Dokaz je podobny dokazu lemy 3.2.1 O

Nenormalizovant korel4ciu vieme preto rychlo vypocitat’ pomocou Fourierovej transformécie.
Ostéava urcit, ako ju efektivne prepocitat'na normalizovand. Prvym krokom bude ,normalizécia”
yvzorcomy’ = y— E(y),inak povedané, od¢itanie priemeru. Tato transformacia nezmeni hodnotu
korelacie, ako sa mozeme presvedcit’

E(z(y — E(y))) = E(zy — 2E(y)) = E(zy) — E(xE(y)) = E(ay) — E(x)E(y)

V ¢itateli ostala nenormalizovana korelacia x,y’, v menovateli konstantna hodnota D(y) l'ahko
vypocitatelné na zaciatkua D(z) = D([z;, Tit1, . - -, Titn—1]), ktord sa meni. Nastastie, tato hodnota
sa da efektivne pocitat’ V jednom rozmere napriklad nasledovne - pamatame si sumu poslednych
n hodnét a ich druhych mocnin a ked’ sa postivame o hodnotu vpravo, pripocitame novy ¢len
a odpocitame hodnotu toho, ktory ,vypadol” z postupnosti. V dvoch (a viacerych) rozmeroch
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sa dajt predpocitat’ prefixové sumy v linedrnom ¢ase s naslednou otazkou na sumu obdlznika
v konstantnom case.

Po vyrieSeni algoritmickej strany problému sa zamyslime na ¢o je korelacia vhodna. Jedno
teoretické pouZitie je znazornené na obrazku 3.10. Ide o stroj overujici pravost’bankovky a hlada-
juci zndme znaky. Na obrazku je zndzorneny zndmy pattern, ktory chceme identifikovat’v rdmci
obrazku, symbol eura. Vedla neho je znédzornena korelacia danych dvoch vzorov, ukazujica ma-
ximum presne na polohe hladaného symbolu. Stroj takto moze identifikovat’ viacero symbolov,
porovnat’ich pozicie a kvalitu korelacie a identifikovat’bankovku.

I m  BCE ECB EZ8 EXT ER
E
.

Sedl |5

(a) Pattern (b) Bankovka (c) Korelacia

Obr. 3.10: Ukézka korelacie

Na prvy pohlad sa teda zd4, Ze korelacia je spasa a dokonaly néstroj na hladanie paternov.
Dany pristup mé vsak svoje nedostatky. V jednom rozmere je to neschopnost’ detekcie signalu,
ktory je ,roztiahnuty”. V dvoch rozmeroch k skalovaniu pribtida aj otocenie. Zjavne, korelacia
hlada len pattern presnej velkosti a presného nato¢enia, ¢o moze byt’ vyraznym problémom pri
hl'adani patternu vo vieobecnej polohe. Aj napriek tymto nedostatkom je vSak pouZitelna na velka
Skalu problémov, ako sme si ukazali na priklade.

Ak sa citatel’ zaujima o digitdlne filtre a spracovanie obrazu, odporiicame mu
precitat’si publikdciu [Smi97].

3.4 Image compression

3.4.1 Zakladny naért kompresie tidajov

Stratova (ale aj bezstratova) kompresia tidajov je zaloZena na jednoduchych principoch. Jej hlavné
¢rty si mdzeme popisat’v troch krokoch

¢ Transformécia
e Kvantizacia
¢ Kompresia

Pod'me sablizsie zaoberat’jednotlivymi ¢astami. Transformacia je bezstratova manipulécia s idajmi.
Transforméciou moze byt identita, rozdelenie obrazu na farebné zlozky, zmena RGB na CMYK
a pod. Hlavnou tlohou transformacie je akosi predpripravit’ data na dalsie spracovanie, dostat’
ich do vhodnej podoby pre dalsie kroky, ale pritom vediet’stale vypoditat reverznt transforméciu.
Krok transformadcie je zaroveti krokom, kedy sa teoreticky ° nestraca Ziadna informacia.
Nasleduje, druhy krok, samotny krok zodpovedny za stratu informadcie pri stratovej kompresii.
Pri bezstratovej kompresii je samozrejme vynechany. Vystupom z transformacie st data. Tieto data
mozeme povazovat'za redlne resp. celé &isla. Ich problémom je velka pamét potrebna na udrZiava-
nie tychto informdcii. Kvantizécia rie$i tento problém jednoducho inZiniersky - nejaké informacie
vynechdme. Spravidla sa to robi tak, Ze ¢isla sa vydelia kvantiza¢nym faktorom a zaokrthlia nadol.
Opacny proces ku kvantizacii moze len hadat'povodné ¢isla, preto je kvantizacia stratova. Je vSak

>V praxi moze dochadzat'k chybam zo zaokrihlovania
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na umeni prislusného spoésobu kvantizacie, aké to bude mat’vizuélne nasledky. Ako vieme, vacsina
informéacie skryta v digitalnych obrazkoch & zvukoch je takpovediac nepotrebna. Clovek nema
natolko vyvinuté zmysly, aby ju vSetku videl /pocul. Preto zéleZi len na Sikovnosti, ktoré informa-
cie budu kvantizované viac a ktoré menej. Samozrejme, snahou je najviac kvantizovat’informacie
pre cloveka skryté a naopak, doleZité tdaje nekvantizovat’vobec. Tu si kvantizacia podava ruku
s predchddzajicou transformdciou - ¢im lep$ie transformdcia oddeli dolezité od nedodlezitého, tym
lepsie vieme kvantizovat.

Poslednou ¢astou je kompresia. Toto je Ciste bezstratova kompresia, ktora sa snaZi este z kvan-
tizovanych udajov vyZmykat posledné volné bity a tak zavfsit’ finalnu podobu.

Prikladom formatu, ktory nema transforméciu, nema kompresiu ale mé kvantizaciu je napri-
klad BMP - kvantizuje kaZzdu farebnii zloZku do 8 bitov. Forméatom bez transformécie s kvantizaciou
a kompresiou moze byt'napriklad TGA - prebieha v iom Run-length kompresia, ktoré vie dobre
komprimovat’dlhé tseky rovnakej farby. V skutocnosti, najviac ti¢inné formaty st tie, ktoré pouzi-
vaju sofistikovant transformdciu. Prikladom je JPEG2000 vyuZivajtci waveletovi transformdciu
¢i klasicky formét JPEG. Prave pri fiom sa teraz zastavime a bliZsie si popiSeme jeho kroky.

3.4.2 Jpeg - farebna predpriprava

Datovy format jpeg je sofistikovany format vyuzivajuci viaceré poznatky z vizualneho vnimania
obrazu.

V pocitadi je beznd reprezentacia farieb v takzvanom RGB méde, kde farba pozostéva z koor-
dinatov v 3D priestore (Cervend, Zelena, Modra). Hoci je tento spdsob velmi intuitivny pre CRT
monitory, nie je perfektny pre kompresiu. Trojica farieb ¢ervend, zelena a modré totiZ nepopisuje
spdsob vnimania I'udskou bytostou rovnomerne. Format JPEG riesi tento problém zavedenim no-
vého farebného priestoru (Y, Cb, Cr), ktory sa d4 vypocitat'nasledovne ® (predpokladame 8-bitové
RGB hodnoty)

Y =0.299R + 0.587G + 0.114B
Cb = —0.1687R — 0.3313G + 0.58 + 128
Cr =0.5R —0.4187G — 0.0813B + 128
Pri¢om spdtna transformacia je
R =Y +1.402(Cr —128)
G =Y —0.34414(Cb — 128) — 0.71414(Cr — 128)
B =Y 4+ 1.772(Cb — 128)
Nasleduje prva kvantizcia nazyvana Chroma subsampling, kde sa zlozky Cr, C'b redukuji na
niz$ie rozlizenie. Ludské oko je totiz omnoho menej citlivé na zmenu farby ako na zmenu jasu. Pri

kompresii si preto mozeme dovolit’ zmensit’ rozliSenie s akym je uchovana farba. Neprijemnym
vedlajsim dosledkom moze byt’, pretekanie” farebného odtietia na silno kontrastnych hranéach.

Viac o subsamplingu sa Citatel moZe dozvediet' v [DAKO5].

3.4.3 Jpeg - kosinova transformdcia

Po tejto Gprave sa v3etky tri vrstvy spractivaju samostatne a tym istym spésobom. Snahou je
zredukovat’ d'al$iu nepotrebnti informéaciu. Prave tu sa ujima vedenia Fourierova transformacie,
presnejsie povedané jej kamaratka diskrétna kosinové transformacia. Jej Specidlna verzia pre JPEG
sa od vzorca 2.31 li8i normalizaciou a $pecializaciou na vstup velkosti 8 x 8.

77
F(u,v) = %C(U)C(U) Z Z f(z,y) cos m@ +81/2)u cos ™y +81/2)U (3.6)
=0 y=0

®Prevzaté z [Ham92]
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Kde C je definované ako

u=20
u#0
Inverzna transformécia je definované ako

1 T 7

flz,y) = 1 Z Z C(u)C(v)F(u,v)cos

u=0 v=0

m(x+1/2)u cos m(y+1/2)v
8 8

(3.7)

Bolo by dobré upozornit’ Citatela na dva zdsadné rozdiely medzi kosinovou trans-
formdciou a jej inverznou transformdciou. Proym je vyriatie C(u)C(v) pred sumu
v rovnici (3.6) narozdiel od rovnice (3.7), kde to nemdZeme spravit. Druhym
rozdielom je zhoda parametrov oboch kosinusov, navzdory intuicii, Ze inverznd
transformdcia by mala mat’ vymenené indexy u,v s x,y

Dovod preco je diskrétna kosinova transforméacia vyhodnejsia si spomenieme neskor, nateraz
si vysvetlime princip na ktorom si obe zakladaja. Ukazuje sa, Ze Iudské oko je vhimavejsie v oblasti
niz$ich frekvencii. Presnejsie povedané, omnoho viac vnimame svetlost’a odtiene povedzme na
velkej modrej ploche ako je obloha v porovnani s rychlo sa meniacimi farbami morskej hladiny
s vlnami, kde sa pripadné zmeny sposobené kompresiou stratia. Diskrétna kosinova transforma-
cia oddeli jednotlivé frekvencie od seba, a tak moZeme aplikovat’ roznu kvantizaciu pre rézne
frekvencie. Druhou vyhodu tejto transformaécie je jej schopnost’ststredovat’va¢sinu energie v niz-
kofrekvencnej oblasti. Uz bez samotnej kvantizacie vieme potom uSetrit'na findlnej kompresii,
ktora bude omnoho lepsie pracovat’na udajoch, ktorych velka ¢ast'ma nizku entropiu oproti vy-
sokej entropii celého povodného signélu. Obraz sa preto rozdeli na bloky velkosti 8 x 8 pixelov,
kazdy blok sa spractiva samostatne.

Na dany blok sa najskor aplikuje DCT podla vzorca 3.6. Vysledok je opat’blok 8 x 8, tentoraz
vo frekven¢nom spektre. MoZeme si vS§imnut, Ze maximélna hodnota v danom bloku méZe byt’

.....

Data kvantizujeme a dekvantizujeme pomocou vopred urcenej kvantiza¢nej matice Q(u, v).

Fo(u,v) = Round(F(u,v)/Q(u,v))
F'(u,v) = Fg(u,v) * Q(u,v)

Ukézka prevodu povodného obrazku na kvantizované koeficienty a spdtna transformaécia je
v tabulke 3.1

3.4.4 Preco DCT a nie DFT?

V kratkosti si vysvetlime zdkladny rozdiel medzi Fourierovou a kosinovou transforméciou pri
kompresii. Na prvy pohlad je totiz Fourierova transformacia vyhodnejsia - ako sme uz ukazali,
vystup diskrétnej Fourierovej transformécie redlnych &isel je zbytocne velky. V skuto¢nosti nam
staci si pamitat’ ; vystupu, pretoZe pozname jeho symetriu v oboch rozmeroch. V spolupréci
s predpokladom dvojnasobného poctu bitov na zapamatanie si komplexnych ¢isel mdzeme dojst’
k zaveru, ze vystup DFT je o polovicu mensi ako vystup DCT. Tento zaver je zjavne v nie¢om
chybny, nakolko by sme vedeli komprimovatTubovolné stibory na polovicu. Problém je v presnosti
- na vystup DFT potrebujeme vacsiu presnost aby sme vedeli spravit'spatnti transformaciu’. Toto
ale nie je najhlavnej$i dévod preco sa pouziva kosinova transformacia.

Doévod pre¢o DCT a nie DFT si doslova ukaZeme. Ide o schopnost’koncentracie energie v men-
Sich frekvenciach. Z obrazka 3.11 moZeme vidiet'jemny rozdiel medzi tymito dvoma transforma-
ciami Fourierova transforméacia ma najviac koeficientov s va¢sou energiou ako diskrétna kosinova

7Obrazok 3.9 ukazuje vel'ku zavislost' vystupu od fazy. Preto je potrebné uchovavat fazu s vysokou presnostou
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(a) Povodné hodnoty

139 144 149 153 155 155 155 155
144 151 153 156 159 156 156 156
150 155 160 163 158 156 156 156
159 161 162 160 160 159 159 159
159 160 161 162 162 155 155 155
161 161 161 161 160 157 157 157
162 162 161 163 162 157 157 157
162 162 161 161 163 158 158 158

(b) DCT

235.6 -1.0 -12.1 -5.2 2.1 -1.7 -2.7 13
-22.6 -17.5 -6.2 -3.2 -2.9 -0.1 0.4 -1.2
-10.9 -9.3 -1.6 15 0.2 -0.9 -0.6 -0.1

-7.1 -1.9 0.2 15 0.9 -0.1 -0.0 0.3

06 08 15 16 -01 07 06 13

18 02 16 03 -08 15 10 -10

13 04 03 -5 05 17 11 -08

26 16 38 -18 19 12 06 -04

(c) Kvantizaéné koeficienty (d) Po kvantizacii

6 11 10 16 24 40 51 6l 5 0 -1 0 0 0 0 0
2 12 14 19 26 58 60 5 2 1 0 0 0 0 0 0
4 13 16 24 40 57 6 5 4 1 0 0 0 0 0 0
15 17 22 29 51 8§ 80 62 0 0 0 0 0 0 0 0
18 2 37 5 68 109 103 77 00 0 0 0 0 0 0
24 35 55 64 81 104 113 92 0 0 0 0 0 0 0 0
49 64 78 87 103 121 120 101 00 0 0 0 0 0 0
72 92 95 98 112 100 103 9 00 0 0 0 0 0 0

(e) Dekvantizacia

240 0 -10 0 0 0 0 0
-24 -12 0 0 0 0 0 0
-14 -13 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

(f) Findlny vystup
144 146 149 152 154 156 156 156
148 150 152 154 156 15 156 156
155 156 157 158 158 158 156 155
160 161 161 162 161 159 157 155
163 163 164 163 162 160 157 156
163 163 164 164 162 160 158 157
160 161 162 162 162 161 159 158
158 159 161 161 162 161 159 158

Tabulka 3.1: Postupna ukazka kvantizacie JPEG obrazku

transformécia. Pri findlnej bezstratovej kompresii je to rozhodujtci fakt - kosinova transformacia
ma menej entropie a preto sa bude dat’lepsie komprimovat’

3.4.5 Jpeg kompresia

Nasleduje posledna faza a tou je kompresia. Kompresia bude fungovat’ rézne pre DC ¢len (0,0)
a zvysnych 63 koeficientov. DC ¢len spravidla nesie v sebe va¢Sinu energie a navyse je zndme, Ze
sa velmi nemeni medzi susednymi blokmi 8 x 8, preto sa pocita ako rozdiel od predchadzajticeho
DC clena. AC koeficienty sa najskor zoradia do cik-cak postupnosti na obrazku 3.12.

Zoradenie koeficientov do tejto postupnosti je pomerne doleZité, pretoze empiricky zorad'uje
najskor najvicsie koeficienty a potom tie mensie az nulové. Findlna kompresia je tzv. ,entropy
coding”. JPEG Specifikuje dva moZné pristupy - aritmetické kédovanie a Huffmanovo kédova-
nie. Aritmetické kdédovanie produkuje o 5-10% lepsie vysledky, avSak je narocnejsie a pre rychle
implementacie JPEGu sa pouziva spravidla Huffmanov kéd. Samotné Huffmanovo kédovanie
nebudeme rozoberat’v tejto publikacii, po poznatkoch ttZiaci ¢itatel velmi l'ahko najde literatiru
na tato tému.

3.4.6 Dalsie aspekty JPEGu

Existuje mnoZstvo dalsich aspektov, ktoré sme v tomto kratkom tvode nespomenuli, a stoja
za zmienku. Existuje bezstratova verzia JPEGu, ktord funguje na tplne inom principe. Navyse
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(a) Pévodny obrazok

(b) Obrazok magnitady koeficientov (pouzita funkcia log1 + |z|). Vlavo
DFT, vpravo DCT.

(c) Histogram pre magnitadu. Vlavo DFT, v strede DCT
a napravo porovnanie

Obr. 3.11: Porovnanie koncentrécie energie pre DFT a DCT

DC ACo,1 ACo,"

AC7,0 AC7,"

Obr. 3.12: JPEG format - postupnost’v akej st kédované AC koeficienty
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ukladanie dét je mozné roznymi spdsobmi - sekvenéné a progresivne ukladanie majt kazdé svoje
vyhody. JPEG subor ako taky moze tieZ obsahovat' ndhlad obrazku, moze obsahovat’ viacero
vrstiev. Jednou z otazok, ktoré mohli Citatelovi skrsnut’v hlave je ,Prefo prave 8 x 82” Prefo sa
neoplati spravit’ vi¢sie bloky? Vyhodou malych blokov je ich lokélnost’- velké bloky maju vacsiu
velkosti a kvalita kompresie ostala porovnatelna. UvaZzenim vypoctovej narocnosti kompresie
a dekompresie, bloky velkosti 8 x 8 sa ukazuju ako velmi dobré volba.

Viacej informécii o tomto formate sa Citatel moze doéitat’v [Wik09e], [Wik09d] a vynikajicom
popise JPEG kompresie v [Wal91].

3.5 Kompresia videa/objemovych obrazkov

Ako sme v predchadzajticej kapitole ukazali, Fourierova transformaécia, presnejsie jej odroda dis-
krétna kosinova transformadcia, sa da v praxi pouZit'na stratovi kompresiu obrazkov s kompres-
nym pomerom aZ do 1:10. MoéZe sa preto vyskytnat'myslienka rozsirit’dvojrozment transforma-
ciu na trojrozmernd. V praxi sa ukazuji dva typy trojrozmernych dat. Prvym typom je redlne
trojrozmerny obrazok. Tieto obrazky st va¢sinou medicinskeho zamerania a vznikaji pomocou
pristrojov ako CT (Computed tomography), NMRI (Nuclear Magnetic Resonance Imaging). Nasni-
mané obrazky st vo vysokom rozliSeni, a tak je nutné pouzivat’kompresiu. Problémom ostava ale
bezstratovost’ Lekarske zameranie vyZaduje vysoku presnost’a nemoze si preto dovolit' viditelné
straty na kvalite obrazu.

Napriek tomu sa da pouZzit'DCT aj tu. Minimalne je vyhodnejsie ako pouzivana JPEG kompre-
sia v rdmci jednotlivych obrdzkov, o ¢om sa Citatel moZe presvedcit'v[VNPRO7]. Autor prirodzene
rozsiril 2D verziu na 3D verziu, ktora transformuje bloky 8 x 8 x 8 a nasledne kvantizuje a kom-
primuje podobne ako pri JPEGu. V zavere je ukazané, Ze 3D DCT mé lepsi kompresny pomer v
porovnani so standardnym JPEG kédovanim jednotlivych snimkov.

Ako sa ukazuje dalej, vyhodnym sposobom na kompresiu medicinskych dat moze byt Wa-
veletové transforméacia. Tato transformdcia ma ale prakticki nevyhodu - je velmi naro¢né na
spracovanie, hlavne na dekédovanie, pretoZe na dekédovanie konkrétneho obrazka potrebuje
spracovat’ omnoho viacej informécie. Metdda, ako ¢iastocne odstranit’ tato vadu sa da ndjst’v
[Vijoe].

Medzi pracu s objemovymi datami sa da povaZovat’aj takzvany 3D volumetric rendering -
technika renderovania projekcie 3D tidajov napriklad z CT alebo NMRI na obrazovku podobne
ako klasické 3D renderovanie. Vieme tak napriklad zobrazit’ redlnu Iudsku lebku ako sa otaca
v priestore. Podla [YL95] existuje raytracing algoritmus fungujtci s 3D DCT skomprimovanymi
déatami, bez ich kompletnej dekompresie. Toto je vyrazny pokrok v danej oblasti, nakolko spra-
cuvané data st mnohokrat velké a schopnost’priamo renderovat’zo skomprimovanych udajov je
lakava.

Druhym velkym zdrojom trojrozmernych dat su vided. Pravdupovediac, nejde o 3D data
v pravom slova zmysle. St to 2D data meniace sa v ¢ase. MoZno sa vSak na ne pozerat’ako na
trojrozmerné data s z-ovou osou asovou a nie priestorovou. Takyto pohlad vobec nie je prekvapivy
- nakoniec, tak ako existuje priestorové stivislost’ medzi jednotlivymi pixelmi, existuje aj ¢asova
savislost”

3.5.1 XYZ Video kompresia

XYZ video kompresia je ndpadne podobna tomu, ako prebiehala JPEG kompresia. Video sa najskor
rozdelina 8 x 8 x 8 ,,video kocky”, zachytavajtce jeden blok 8 x 8 pixelov po dobu 6smich snimkov.
Originélne hodnoty z rozsahu 0..255 sa posunti na -128..127. Kazd4 kocka sa potom prevedie do
frekvenénej domény pomocou 3D DCT, podla nasledujticeho vzorca napadne pripominajticeho
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rovnicu (3.6).

7 7
Fluv,) = SC@CWCM) 3D flay, 2y eos "D o T o TE /2
Dalej nasleduje klasicka kvantizacia a entropy coding, ako sme videli pri JPEGu.

V ¢om sa XYZ video kompresia 1i8i od klasickej video kompresie je prave transformacia aj vo
frekven¢nej doméne. Klasické video kodeky pracuji na principe zmien oproti predchadzajiicemu
snimku, kombinovanymi s predikciou pohybu, pretoZe pri pohybe celého snimku je predchédza-
juca metdda netucinna.

Absencia predikcie pohybu tak moze XYZ kompresii robit’ problémy pri pohybe kamery. Na
druhej strane DCT nepovedala posledné slovo pri kompresii videa. Podla Raymonda Westwatera
a Borka Furtha ([WF]), situacia nie je takd ¢iernobiela. Vyuzitim adaptivnych kvantizatorov sa
im podarilo dosiahnut’ vynikajtci kompresny pomer. Algoritmus ma spominané nedostatky pri
zoomovani a pohybe kamery. Tieto nedostatky st ale vyvazené jeho zloZitostou, ktora je omnoho
mensia ako u klasickych kodekov. Autori preto vyzdvihujua jeho vyuZitie pri real-time kompresii
ako je videokonferencia, kde ma kompresny pomer dokonca vyssi ako klasické algoritmy, ma
nizku naro¢nost’na kompresiu a teda na hardware. Néroky na dekompresiu st sice vicsie ako
v pripade standardnej kompresie, ale to nie je kritick4 zdvada. Kompresia videa pomocou kosinovej
transformécie ma preto svoje vyznamné miesto v informatike.

3.6 Audio kompresia

Audio kompresia je naproti kompresii obrazkov jednozna¢ne naroc¢nejsia tloha. V tejto sekcii
si vysvetlime jej zaklady. Najskor si uvedieme modifikovanti DCT transforméciu. Citatela obo-
znamime s ich rozdielom a praktickym prinosom pri kompresii. Nésledne zabehneme kiisok do
problematiky I'udského vnimania zvuku a zaverov, ktoré sa mozu vyuzit'pre zvysenie kompres-
ného pomeru. No a na zaver si popiSeme proces kompresie a dekompresie, ktory je trochu zloZitejsi
ako u obrazkov.

3.6.1 Modifikovana diskrétna kosinova transformécia

Pri kompresii obrazkov sme si uviedli diskrétnu kosinovi transformaciu a jej vyhodu pred Fourie-
rovou transformaciou. Pri zvuku ale musime ist’este d’alej. Rozdielov medzi zvukom a obrazom
je niekolko. Medzi dva najdoleZitejsie patria

o dizka
¢ velkost'blokov

Audio obsahuje podstatne viac samplov ako obrézok. Uz jedna sekunda moze obsahovat’44000
jednotlivych samplov, omnoho viac ako je rozmer obrazka. Okrem iného, audio stopa moze trvat’
aj niekol'’ko mintt. Preto je vitdlne, aby kompresia a dekompresia prebiehala na blokoch a nie na
celom zézname, podobne ako to bolo u obrazkov. Akurat, pri obrazkoch sme pouZivali velkost’
bloku 8 (resp. presnejsie povedané 8 x 8). Tato di7ka je ale nedostatujica, vzhladom na vlastnosti
I'udského poc¢utia. Omnoho lepsie sa komprimuj bloky dizky 512,1024 & 2048, pretoZe vieme
lepsie aplikovat’ psychoakusticky model spominany v nasledujticej sekcii. Této velkost'bloku ma
ale jeden drobny problém. Podobne ako vidno pri silnej kompresii JPEG-u 8 x 8 bloky, za¢ne
byt’ pocut’ prechod medzi blokmi ako prasknutie. Hoci v rdmci bloku nedochadza k velkému
skresleniu, na hranici sa moze vyskytnuat’skok, ktory pocut’ako praskanie.

Tento problém sa d4 riesit’ pomocou ,prekladanej” ® transformécie. Spoloénym principom
tychto transformacii je, Ze pracuju na blokoch preloZzenych cez seba. Modifikovana diskrétna

87 anglického originalu ,lapped”
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transformécia je transformacia R : 2N — N, ¢iZze z dvoch blokov vyrobi jeden. Inverzné trans-
formacia je R : N — 2N. Samozrejme, inverzné transformdcia nie je surjektivna. To vSak nevadji,
pretoZe pri spracovani sa dany blok spracuje v dvoch preloZeniach a ich vysledok sa s¢ita. Vzorec

| | | |

W AWAW

Inverzna transformama v

+

+

!

Skladanie |

|
|

Obr. 3.13: Schéma prekladanej transformacie

Modifikovanej diskrétnej kosinovej transformaécie je
2N -1

1 1 1
Xy = Z xicos(%(i+§+§]\7)(l€+§)), ke0,1,...N -1

A inverzna transformdcia je

1 1
xk—ZXkcos k+ + N)( 5)), ke0,1,...2N -1

Samotnd MDCT esSte nerieSi problém, ktory sme nacrtli na zaciatku. Sice v ramci jedného
dvojbloku je vysledok spojity, na rozhrani blokov mézu ale stale vznikat’ velké skoky. Preto je
naSou snahou eliminovat’tieto skoky. Jednoduchym spdsobom ako zarucit’ich eliminéciu je pred-
pokladat] Ze signdl na krajoch dvojbloku konverguje k nule. Otazkou ostéva, ako to zarucit. Tu
sa ukazuje vyhodna technika takzvaného windowing-u. Umelym zniZenim vahy krajov dvojblo-
kov pri s¢itani dosiahneme plynuly prechod medzi pouZitymi dvojblokmi. Citatel si moZe dant
operéciu predstavit’ako plynuly prechod medzi scénami vo filmovom priemysle, kedy konciacu
scéna sa postupne stava priehladnejsia az zanikne. Illustraciu najjednoduchsieho postwindowingu

mozno vidiet'na obrazku 3.6.1.

Bez windowingu Post windowing

Pouzité trojuholnikové okno

Obr. 3.14: Ukazka funkcie windowingu
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Pri windowed transformdcii sa beZne vijsledok ndsobi konstantou 2. Toto je nepi-
sand dohoda, aby rovnica okna vyzerala krajsie. Specidlne, aby okno dosahovalo
maximdlnu hodnotu 1.

Samozrejme, ukdzkové trojuholnikové okno nie je optimélne. V redlnych aplikaciach sa pouzi-
vaju sofistikovanejsie okna. Navyse, signél sa windowuje nielen po transformaécii ale aj pred riou.
Toto modZe pdsobit’ divne, ale spomerime si, Ze najvacsi skok daného (dvoj)bloku pred transfor-
maéciou je prave medzi za¢iatkom a koncom. Tento skok za pomoci Gibbsovho fenoménu prinasa
zbytocné zvonenie a tak zamedzuje dobrej kompresii.

V praxi najbeZnejSim pre- aj post- oknom je takzvané sinusové okno (rovnica (3.8)),

™ 1
i—sin—(i4+-)), i€0,1,...N—1 .
W, smN(Z—l-2)) 1€0 (3.8)

ktorého priebeh pre N = 128 je znazorneny na obrdzku 3.15. Sinusové okno sa pouZiva
napriklad v MP3 a AAC formatoch.
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Obr. 3.15: Sinusové okno pre n = 128

Aby sme demonstrovali vyznam modifikovanej transformacie, pripravili sme porovnanie re-
akcie DCT a MDCT na zmenu koeficientov (¢i uz filtrovanim alebo kvantizovanim). Na obrazku
3.16 je zobrazené porovnanie diskrétnej kosinovej transformacie a jej modifikovanej verzie pouZi-
vajucej sinusové okno. Povodny signél sme transformovali, aplikovali ndhodny $um (simulovanie
kvantizacie) a transformovali inverzne. Obrazok je vyrez celého signalu ukazujtci hranicu medzi
dvoma po sebe idtcimi blokmi.
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Obr. 3.16: UkédZzka nasledkov sumu a kvantizacie pre DCT a MDCT (sinusové okno)
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3.6.2 Psychoakusticky model

Ludia nevnimaju zvuk rovnako na vSetkych frekvenciach. Toto je dané stavbou I'udského ucha
a spracovanim signalov v mozgu. Psychoakustika sa zaoberd tymto vnimanim a vypracovalo
sa velké mnozstvo §tudii venujucich sa tejto problematike. My do tejto tematiky nacrieme iba
jemne a vyberieme najdolezitejsie zavery, ktoré sa priamo tykaji kompresie zvuku. Casti signélu,
ktoré ¢lovek nemdze pocut, totiz vobec nemusime uchovévat’ - je to zbyto¢né. Pri kompresii je
teda snahou ¢o najviac oddelit potrebny signal od nepotrebného a potrebny kvantizovat'mensimi
koeficientami.

Zakladnym kameriom psychoakustického modelu st takzvané ,equi-loudness” krivky, zo-
brazujuce ako silno vnima ludské ucho zvuk. Vo veobecnosti, dva zvuky o roznej frekvencii
a rovnakej intenzite ¢lovek nevnima rovnako hlasno. Zavadza sa preto jednotka ,sén”, ktora re-
prezentuje pocutelnu intenzitu. 1 soén je definovany ako vnimand hlasitost’ tonu s frekvenciou
1 kHz o intenzite 40 dB. Na obrazku 3.17 je znadzornena preruSovanou iarou hladina pocutelnosti.
Akykolvek zvuk tichsi ako dan4 hladina je pre ¢loveka nepocutelny a preto ho netreba uchovavat'’
Je jasne viditelné, Ze ¢lovek vnima najlepsie zvuk o frekvencii 4 kHz a nizke ¢ velmi vysoké
frekvencie uz vobec nevnima.

N I}
100 P 1
Level S0 \\ g "
L ""'"--..___- § hae 40N
Tol P ’.'
f' \"‘\ h"
it B o \-...__ ) sone ‘\ ]."
" o~

| S

402 105 4 bz 03 t 2 5 10 H
Freqaacy (kWz)

Obr. 3.17: Vnimanie zvuku ludskym uchom

Okrem zakladnej hladiny pocutelnosti sa pocutelnost' menti aj takzvanym maskovanim. Masko-
vanie nastéva, ked jeden zvuk ostane nepocutelny kvoli druhému. V psychoakustike rozliSujeme
dva rdézne typy maskovania - ¢asové a simultdnne.

Simultdnne maskovanie nastava ako stizvuk dvoch réznych zvukov/ténov v tom istom case.
Prikladom mdZe byt rozhovor vedeny pri rusnej ceste. Zakazdym ked prechadza auto, rozhovor
menej poc¢ut. Maskovanie sa pritom prejavuje tym vyraznejsie, ¢im st dané dva tény bliZsie k sebe,
jednak vo frekvencii a jednak v ¢ase. Ukazku simultdinneho maskovania mozeme vidiet'na obrazku
3.18. Podla obrézka, ton o frekvencii 1 kHz moZe maskovat’'dokonca aZ oktavu nadol a dve oktavy
nahor. TaktieZ vidno, Ze maskovanie je spravidla va¢sie smerom k vy$$im frekvencidm.

Temporalne alebo ¢asové maskovanie naopak maskuje tony ktoré sa rychlo striedajui za sebou.
Za (ale aj pred) hlasnym ténom chvilu nepocut’ tichsi ton, hoci moze zniet’ presne od okamihu
skoncenia hlasného téonu. Spdtné maskovanie (maskovanie, kedy maskér nasleduje aZ po masko-
vanom téne) je pomerne krétke, efektivne trva do 2-3 milisektind. Naopak, dopredné maskovanie
podla obrazka 3.19 moze trvat'aj cez 15ms.

Miesto potrebné na uloZenie udajov sa dé redukovat’este dalej. Typicky stereofénny zvuk ma
podobny lavy a pravy kanél. Toto pozorovanie sa d4 l'ahko vyuzit'- ak namiesto L, R pouZijeme

LR L=R  dqostaneme prva zvukovi stopu, ktora je akoby monofénna verzia zvuku a navyse

2 02
dostaneme informéaciu ako mono premenit'na stereo. Tato druhé stopa je typicky menej ndro¢na
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Obr. 3.18: Simultanne maskovanie tonom frekvencie 1kHz
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Obr. 3.19: Ukazka casového maskovania
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na datovy tok. Spracovanie zvuku tymto spdsobom sa nazyva Joint Stereo. Stale sa ale d4 po-
kratovat’ v tomto smere. Jednou z vlastnosti Iudského vnimania zvuku je neschopnost’ rozlisit’
smer z ktorého prichddzaja velmi vysoké tony. Preto tény o vysokych frekvenciach (a podobnej
intenzite na lavom a pravom zvukovom kanali) m6zu byt uloZzené monofénne, nakolko je to pre
ucho nerozpoznatelné.

3.6.3 Kompresia

Na obrazku 3.20 je znazorneny postupny priebeh kompresie oblibeného zvukového formatu mp3,
na ktorom si demonstrujeme kompresiu zvuku. Na vstupe je zvuk v digitdlnej podobe nasnimany
po snimkoch. Dany zvuk sa najskor rozdeli na 32 frekvenénych pasiem, ktoré sa ¢iasto¢ne prekry-
vaji. Rozdelenie do pasiem umoZnuje lepsiu aplikdciu MDCT. Vstupny zvuk sa zarovern spracuje
pomocou standardnej Fourierovej transformdcie, ktord poslazi psychoakustickému modelu ako
podklad na urcenie kvantizécie. Vystup z psychoakustického modelu sa priamo aplikuje na MDCT
ako velkost pouzitého okna. Pre dynamické zvuky sa pouZiva kratsie okno ako napriklad pre dlhé
tiché pasaze. Po windowingu je vystup MDCT nasmerovany do hlavnej casti kodeku. Tou je
kvantizacia, kde sa kodek snazi néjst’optimalnu sadu kvantiza¢nych koeficientov, aby jednak vy-

evwe

kvantizovani potom putuje na klasické kédovanie entropie, pomocou Huffmanovho kédovania.

Coded

Digital Audio . ioSi
Siggnal (PCM) Subband Line Distortion Audio Signal
(768 kDI/S) (™ | 210 Control Loop | — 192 Kbil/s
Filterbank o I
P 32 subband MDCT Nonuntorm) [ e J=1 £ |32 koits
0 0 Quantization i}
Rate s 2
‘ Control Loop L O —
Window =)
Switching g 6
Coding o f
Side- o
informatio

e Psycho- h
1024 Points acoustic
Model )

Obr. 3.20: Blokovy diagram priebehu kompresie vo formate mp3

3.7 Rychle ndsobenie polynémov

V tejto sekcii si porozpravame nie¢o o pouZiti Fourierovej transformdcie na rychle nésobenie
polynémov. Naga put’ zatne hladanim analégie Fourierovej transformécie v kone¢nych poliach.

Tato kapitola sa bude zaoberat’ problémom rychleho nasobenia polynémov. Rychle nasobenie
polynémov samozrejme suvisi aj s rychlym nasobenim velkych &isel a taktiez delenim. Preto
myslienky tejto kapitoly maju nesmierny prakticky vyznam pri velkych vypoctoch.

Najjednoduchsi pristup k ndsobeniu polynémov déva ¢asovt zloZitost' O(n?). O trochu lepsie
je na tom Karatsubov algoritmus, ktory vie nasobit’v ¢ase O(n'°%23) = O(n!%?). Ani tato ¢asova
zlozitost’ ale nie je postacujuca. Preto sa treba pozriet'na nasobenie polynémov z iného pohladu.
Jeden takyto pristup je ,vSak je to konvoltcia” a prehlésit] Ze ju vieme vypocitat’za pomoci Fou-
rierovej transformacie. My sa vSak vydame inou cestou, aby sme ukazali realny savis Fourierovej
transformacie v poli F' s okruhom polynémov nad tymto polom.

Formalna definicia problému: Nechp(z) = > "I, piz’, q(z) = 372 ;27 . Potomr(x) = p(x)q(z)

ma4n+1 k . min(k,n)
heo rpxtkdery =) . DidQk—i-

Patranie po algoritme za¢neme nasledujicim velmi uZitoénym tvrdenim
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Lema 3.7.1 Nech p(x) je polyndm stupiia n a nech md aspori n + 1 nulovyich bodov. Potom p(x) = 0.

Lema 3.7.2 (O interpolacii) Majme danijjch n + 1 bodov (xo,yo), (z1,y1),- -, (n, yn), takych Ze pre
i # j,x; # xj. Potom existuje polyném p stupria najviac n taky, Ze Vi € 0,1,...n : p(x;) = y;.

D: Definujme

l; je polyném stupiia n a plati

be)={ 5 i

Potom
px) = L(z) = Y _y;l;(x) 3.9)
j=0
O
Lema 3.7.3 Nech p(x) je polyném stuptian, xo, x1, . . ., Tp, je n+1roznych ¢isel, v ktorjjch chceme polynom
vypocitat. Potom v okruhu polyndémov stupria najviac n existuje bijekcia medzip(z) a (p(xo), p(x1), . . ., p(xy)).

D: Nech p, ¢ st dva rézne polynémy také, ze Vi € 0,1,...n : p(x;) = q(z;). Potom r = p — ¢ ma
n + 1 nulovych bodov, je stuptia najviac n a teda podla lemy 3.7.1 dostavame p = q. Zobrazenie je
teda injektivne. Lema 3.7.2 ale zaroven hovori, Ze dané zobrazenie je surjektivne. O

Predchddzajiica lema ndm vlastne hovori, Ze existuje jediny interpolacny polyném
stuptia nanajoys n. Jeho zdpis vo forme rovnice (3.9) sa nazyva Lagrangeova forma
interpolacného polynému.

Hlavna myslienka predchédzajticich dvoch liem spociva v transformovani problému nasobenia
polynémov z domény koeficientov do domény funkénych hodnét. Ak mame pre dva polynémy
vypocitané hodnoty v roznych bodoch, nasobenie polynémov je tiplne jednoduché - ndsobime po
dvojiciach dané hodnoty a dostaneme hodnoty st¢inu p(x)q(x). Preto, na cely problém nasobenia
polynémov sa moéZeme pozerat’aj nasledovne:

Nech p, g st polynémy stupiiov n, m. Nech g, 1, ..., Zp+m je n + m + 1 rdznych &isel. Potom
nasobenie polynémov mdzeme spravit'nasledovne

* Vypocitajme hodnoty p(z;),q(z;) pre ¢ € 0,1,...n + m. Tato nazveme vyhodnocovanie
polynémov.

* Vypocitame hodnoty r(z;) = p(z;)q(z;). Vypocet vieme spravit' v linedrnom case a fazu
nazveme nasobenie/konvolica.

* Z hodnét r(z;) vypocitame postupne hodnoty r;,j € 0,1,...n + m. Fdzu nazyvame inter-
polacia.

Na prvy pohlad sme si nepomohli, pretoZe prvi a poslednu fazu nevieme robit’velmi rychlo.
Ako sa vSak ukaze neskor, vhodné volba hodnét z; ale méze vyrazne urychlit’ vypocet.
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3.7.1 Rychle vyhodnocovanie polynémov

Majme polyném p(z) = po+p1z+- - - +pp—12" ! stuptia n — 1. Jeho vyhodnotenie v bode z; vieme
Hornerovou metédou vypocitat’ v ¢ase O(n). Vo vSeobecnosti teda vyhodnotenie v n bodoch
nepdjde rychlejsie ako O(n?).

Ak je v8ak n parne, moZeme p zapisat’ako

p(x) = a(x?) + zb(z?) (3.10)

kde

a(x) =ap+ a21’2 —+ a4q:4 4+t an_an/z—l

b(x) = a1 + azz® + aszt + - + ap_ 1221

Vs8imnime si, Ze oba polynémy b, c maja najviac poloviény stupen. To ¢o je na rovnici (3.10)
zaujimavé a &o vyuzijeme je fakt (z)% = (—z)2.

Lema 3.7.4 Nech {xo, ..., zn_1} mnoZina n bodov splitajiica symetrickii podmienku i € 0,...,% —1:
Tin/2 = —xi. Pokial T'(n) je casovd zloZitost' vyhodnocovania polynému stupria n — 1 na tychto n bodoch,
potom T'(n) = 2T (%) + 5.

. 2 .2 .2 2 . - « oy .
D: Plati x5 = x7 /22 TT = Ty y91q,- -+ A preto mame len n/2 réznych stvorcov. Pouzitim rovnice
(3.10) vieme skombinovat’cely vysledok ako n/2 ndsobeni na ziskanie §tvorcov, 2 vyhodnocovania
na sade n/2 bodov a nasledne n /2 s¢itani resp. od¢itani, na skombinovanie vysledkov. O

Definicia 3.7.1 (Supersymetricka mnozina) Nech {zo,...,x,—1} mnoZina n bodov. Ak tito mnoZina
» iy . o 2 n/2
splria symetrickii podmienku a navyse ajmnoziny {x3, 23, . .. ,xi/Q_l}, {xg,2%,... ,xfl/4_1}, e, :1:3/ ,x?/ 1,

danii mnoZinu nazveme supersymetrickil.

Lema 3.7.5 Nech p je polyném stupria n a X je supersymetrickd mnoZina. Potom vyhodnotenie polynému
p na mnozZine X md ¢asovii zloZitost’ O(nlogn).

D: Nakolko je mnoZina supersymetricka, lemu 3.7.4 modZeme aplikovat'rekurzivne. Teda T'(n) =
2T(%) + %, T(%) = 2T(%) + ¢4, . ... Podla Master theorem je potom T'(n) € O(nlogn). O

Jediné, ¢o ostava je néjst'nejaka supersymetrickti mnoZinu. Tato mnoZina v prvom rade musi
mat’ velkost'n = 2¥ pre nejaké k € Z.

Definicia 3.7.2 Nech w je element pola F. w nazveme n-tou odmocninou jednotky pokial w™ = 1 a
VO <i<mn:w #1.

2

Lema 3.7.6 Nech w je 25-ta odmocnina jednotky. Potom mnozina {w°,w*, w2, ... w2 ~1} je supersymet-

rickd mnoZina.

D: (W2 = w2 = P = w¥. Mnozina je preto ,symetricka”. Zaroven w? je 2F71-ta
odmocnina jednotky a preto moéZeme dokézat’supersymetrickost’ rekurzivnym aplikovanim. O

MozZeme si vsimniit, Ze pre pole komplexnych cisel C je n-td odmocnina z jed-

notky napriklad w = e~27/". V tomto pripade vyhodnocovanie p(z) v bodoch

WO Wl ... Wt prejde presne na diskrétnu Fourierovu transformdciu.
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3.7.2 Rychla interpolacia polynémov

Po tispesnom zvlddnuti vyhodnocovania a nasobenia musime este rychlo interpolovat’ PouZijeme
podobny trik - budeme sa snaZit'rozdelit'problém na dva podproblémy, vyuZzijic pritom symetriu
nasSej mnoziny X.

Majme polyném p(z) = po + p1z + - - - + pp—12" ! stuptia n — 1 kde n je parne. Navyse, majme
symetrickt mnoZinu X v ktorej bodoch chceme interpolovat’polyném p. Nech y; je hodnota ktort
chceme dosiahnut’v bode z;. Potom

n—1
- E L
Yi = ;T
7=0

n—1 n—1
Ynj2+i = ijle/Q.H‘ = ij(—ﬂﬁi)]
j=0 j=0

Skombinovanim rovnic dostavame

n—1 n/2—1

. 9 2l —9 20
Yi + Yn/2+i DjT; D2;%;
Jj=0 Jj=0
j je parne

n—1 n/2—1 n/2—1
_ J _ 2j+1 2j
Yi = Yn/2+i = 2 E pjT; =2 E P2j+1L; = 2 Z D2j+1%;
J=0 J=0 J=0

J je nepéarne

Posledna sada rovnic ndm hovori, Ze vypocet interpolacného polynému P vieme rozdelit’ na
dva vypocty interpola¢nych polynémov polovi¢ného stupnia, ktoré nésledne vieme jednoducho
skombinovat’.

Lema 3.7.7 Interpolicia polynému p na supersymetrickej mnoZine X sa di vypocitat’v case O(nlogn).

D: Nech T'(n) je ¢as potrebny na vypocet interpolacie. Potom T'(n) = 27T'(5) + O(n) - najskor si
vypocitame Vi € 0,1...5 — 1 hodnoty

9 =27 (Y + Ynj2ri) (3.11)
hi =271 (Y — Ynjori)T; (3.12)

Nasledne vypocitame interpola¢né polynémy G, H na mnozine X' = {z? : i € 0,1,...% — 1}, &o
su dve interpolacie polovi¢nej velkosti a vysledné koeficienty iba vloZime na parne resp. neparne
pozicie P. Dané rekurencia mé podla Master Theorem Casovu zloZitost’O(nlogn). O

Ukézali sme teda, Ze vieme robit’aj rychlu interpolaciu. Preto vieme nasobit’ polynémy v case
O((n + m)log(n +m)).

3.7.3 Stvislost’'s DFT

Na zéver si este vysvetlime jednotlivé stivislosti s diskrétnou Fourierovou transforméciou. Ako sme
uz pisali vyssie, stvis s vyhodnocovanim polynémov je silno spéty s rovnicou DFT. Konkrétne, ak si
vezmeme mnozinu {w’ : i € 0,1,...,n—1}kdew = e 2", a oznaéime P, = p(wk) = Sy pi(Wh)?
tak vypocitanie vSetkych hodnot P prejde priamo na diskrétnu Fourierovu transformaciu. M6Zeme
teda hovorit) Ze diskrétna Fourierova transformécia je vyhodnocovanim polynémov v $pecialnych
bodoch na jednotkovej kruznici. Opa¢ne, vyhodnocovanie polynémov nam dava nadhlad - sice
sme Fourierovu transforméciu odvodili nad polom realnych ¢isel a k odvodeniu sme sa dostali
cez redlne po Castiach spojité funkcie, vidime, Ze tato myslienka sa da generalizovat. PresnejSie
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povedané, nech F' je pole charakteristiky # 2 a nech w je n-td odmocnina jednotky v danom poli.
Potom mdZeme zaviest' DFT dizky n nad prvkami tohoto pola ako

n—1
Xk = Z x@-w’k
=0

Inverznd transformdcia je definované ako

n—1 n—1n—1
Tz =n"" E Xjw ™ =p1 E g xij(J_k) =n"lnxy
i—0 i—0 j—=0

kde poslednti rovnost’odvadzame na zdklade identity

Ti:lwik_ n k=0 modn
— “ 1 0 inak

n~1 v predchddzajiicej rovnici tizko siivisi s 2=* v rovniciach (3.11) a (3.12). Ak
si spomenieme, tito 271 zahrnieme pri vipocte presne k-krit, zakaZdym ked sa
zavoldme na polku problému. Teda, dostdvame (2~ 1)* = (2F)~! = n=L. Zdrovest
aj vysvetluje, preco pozadujeme pole charakteristiky roznej od 2.

3.8 Hashing

Vynaliezavosti sa medze nekladd a tak si Fourierova transformdcia nasla svoju cestu aj do bez-
pec¢nosti a vytvarania hashovacich funkcii. Idea je tu uz pomerne davno, ako ukazuja ¢lanky
od C.P. Schnorra. Navrhol postupne 2 hashovacie funkcie zaloZené na Fourierovej transformacii.
Zial, ako sa ukézalo, jeho pristup nebol dostatoény. Prvéa funkcia a nejskor i jej nova varianta
ktort mozno néjst’'v [Sch] podlahli kryptoanalyze a ukazalo sa, Ze nie je aZ taky velky problém
najst’kolizie [Vau92]. V roku 2006 sa vsak objavil ¢lanok od panov Vadim Lyubashevsky, Daniele
Micciancio, Chris Peikert, Alon Rosen ukazujtci novy pristup k hashovaniu pomocou Fourierovej
transformécie. Tento postup si teraz popiSeme

* Vstup programu budeme reprezentovat’ ako maticu z; ; rozmerov m x n, kde n = 2* je
tazkvany ,bezpecnostny parameter” a m je mala konstanta (napr. m = 8) a navyse budeme
uvazovat’' podmienku 0 < z;; < 4 alebo 8,z; ; € Z. Posledna podmienka je velmi kritickd
pre dokazy o bezpecnosti a bezkoliznosti hashovacej funkcie

¢ Néjdeme prvodislo tvaru p = 2tn + 1. Odteraz budeme vSetky vypocty robit’'modulo p.

e Zvolime si kon$tantu w, ktorej rdd v Z, je 2n a spravime Fourierovu transforméciu po
riadkoch nasledovne

(3/2‘,17 yijg, ey yi,n) = FFT(WOJ'Z‘J, wl.%'ig, ey wnill'i’n) (313)
Tato operacia je Iahko invertovatelna a pouZzivame ju na sposobenie difuzie

¢ Poslednym krokom je zvolenie ndhodnej matice a a vypocitanie linedrnej kombindcie kaz-
dého stlpca, teda z; = a1 jy1; + - - + @m,j Ym,j-

* Vysledok je vektor (z1,...,2p).

Pozeranim na posledny krok algoritmu, njst’rieSenie pre y; , nie na naro¢né ak pozname z. Skor
naopak, rieSeni je vela a daju sa lahko najst. To, ¢o robi tento algoritmus pomerne bezpednym
(a to, ¢o chybalo Shnorrovym dvom funkciam) je obmedzenie na vstupe. Hodnoty y; ; totiz musia
vzniknat’ z malych hodnét z; ;. Toto obmedzenie je prudko nelinedrne a ako sa ukazuje, je do-
stato¢né na to, aby sa dali dokazatisté kryptografické vlastnosti funkcie. Viac o tomto pristupe
k hashovaniu a taktieZ dokaz o bezpetnosti funkcie moze laskavy citatel njst’v [VLR06] a [VLR].
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Kapitola 4

Zaver

V prvej Casti prace je popisand Fourierova transformécia. Po kratkom historickom tvode na-
sleduje pomerne dlhé uvedenie do problematiky Fourierovych radov. Rozoberdme ich principy,
matematické vlastnosti, konvergenciu a existenciu inverznej transformacie. Dalej sa venujeme
Gibbsovmu fenoménu, ktory ukazuje vlastnosti konvergencie nielen pre rady ale aj pre samotnt
spojita a diskrétnu transformaciu. Po tomto matematickom tivode nasleduje rychly pohlad na
spojita a diskrétnu Fourierovu transformdciu, viacrozmerné verzie a nakoniec pribuzné trans-
formacie. Druha cast’ publikacie je venovana ¢isto pouzitiam Fourierovej a diskrétnej kosinovej
transformécie v informatike. Zaoberame sa tam otazkou digitalizacie, spracovanim a kompresiou
digitalneho signdlu - ¢i uz zvuku alebo obrazu ¢i videa. Zaroven ukazujeme rézny vyhody a ne-
vyhody pouZitych transformadcii a ¢itatelovi vysvetlujeme preco sa pouZila prave dand varicia
Fourierovej transformacie. Kapitolu zakon¢ujeme aplikaciami v teérii algoritmov a bezpecnosti
ako nastroj na rychle nasobenie polynémov a generovanie bezpe¢nych hashovacich funkcii.

Hlavnym prinosom prace je systematické pozbieranie a overenie jednotlivych aplikacii Fourie-
rovej transformécie a jej modifikacii v informatike s ddérazom na ich vzdjomné prepojenie. Autor
sam venoval nezanedbatelné tsilie na vyskusanie tychto aplikécii a problémov, s ktorymi mu-
sia Celit. Préaca ale rozsahovo zdaleka nepokryva vsetky aspekty Fourierovej transformacie aké
povodne cheela spomentt. Z priestorovych dévodov bol autor ntteny vynechat' mnoZstvo dal-
$ich zaujimavych pouziti. Do budtcnosti by sa chcelo na praci pokracovat, spomentit'matematické
a fyzikalne vyuZitia, ktoré st mnohokrét aZ prekvapivé. TaktieZ je autorovym cielom v budtcnosti
rozobrat’jednotlivé algoritmy na vypocet rychlej Fourierovej transformacie, popisat’ich vyhody,
nevyhody a ozrejmit’situdcie, v ktorych sa pouzivajt.
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