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Praca zacina vysvetlenim pojmov fraktal a dimenzia. Fraktalna dimenzia
zahina v sebe viacero definicii. Spomeniem napriklad Hausdorffovu a Minko-
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Uvod

Moje prvé stretnutie s fraktalmi nastalo uz na strednej skole, ked som na
informatike si mal pripravit referat o fraktaloch. Tato téma ma natolko zau-
jala, ze som napisal o nich niekolko ¢lankov do ¢asopisu Triceléstrnast a na
stustredeniach korespondencénych seminarov som mal prednasky pre rozne ve-
kové kategérie publika. Témou mojej bakalarskej prace je Meranie fraktalnej
dimenzie prirodnych javov. Cielom prace je systematicky po jednotlivych
pojmoch vysvetlit tento nazov.

V prvej a druhej kapitole sa pokusim objasnit pojem fraktal. Problema-
tika fraktalov je v tejto dobe velmi nejasna. Existuje o nich vela literattry, na
internete sa daju najst rozne galérie obrazkov. Avsak véicsina tejto literattry
sa vyjadruje velmi neformalne. Clovek ziskava predstavu o fraktaloch prave
z tychto zdrojov. Preto pojem fraktal reprezentuje tieto predstavy. Objasne-
nie pojmu fraktal spravim prehladom réznych typov fraktalov, ktoré bohato
ilustrujem. Tiez skisim zistit, ¢i existuje presné definicia pojmu fraktal a ak
nie, preskimam, ¢o sa s tym da spravit.

V tretej kapitole sa pokisim objasnit pojem dimenzia. Vyvrcholi to nie-
kolkymi definiciami, ktorych zovseobecnenim je pojem fraktalna dimenzia.

V stvrtej kapitole definujem prirodny jav a spravim struc¢ny prehlad, ako
sa da merat jeho fraktalna dimenzia.

Piata kapitola sa venuje vyznamu tohto merania a réznym sposobom, ako
sa daju vyuzif vysledky merania.



Kapitola 1

Fraktal ako pojem

V tejto kapitole spravim prehlad roznych typov fraktalov. Urobim tak podla
sposobov, ako sa daju vygenerovat. Niektoré fraktaly sa daju vygenerovat
aj roznymi spésobmi, takze budu spomenuté viackrat. Prvym sposobom st
L-systémy.

1.1 L-systémy

Lindenmayerove systémy (L-systémy) si podobné frazovym gramatikam.
Rozdiel je v tom, Ze sa nerozliSuju termindly a netermindly, takze odvo-
dzovanie konci vtedy, ked ma slovo vsetky znaky také, ze sa neda pouzit uz
ziadne odvodzovacie pravidlo. Dalsf rozdiel je v samotnom odvodzovani. Fra-
zova gramatika v jednom kroku odvodenia pouzije jedno odvodzovacie pra-
vidlo. L-systém v jednom kroku pouzije pravidla paralelne na vSetky znaky,
na ktoré sa nejaké pravidlo da aplikovat. Na presnu definiciu L-systému je
potrebny nasledovny formalny aparat.

Definicia 1.1.1 Abeceda je konecnd neprizdna mnozina znakov.

Poznamka 1.1.1 Prvky abecedy ¥ nazyvame znaky, pismend, alebo sym-
boly.

Definicia 1.1.2 Slovo nad abecedou ¥ je konecnd postupnost znakov z 3.

Poznamka 1.1.2 Specialny pripad slova je prdzdne slovo, ktoré je prazdnou
postupnostou a oznacujeme ho .
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Mnozinu vsetkych slov nad abecedou ¥ oznacujeme ¥*. Mnozinu vsetkych
neprazdnych slov oznacujeme 2.

Definicia 1.1.3 Zretazenie slov u = ujus...u, a v = V10 ...V, je slovo
UV =UUQ...U,V1IV2 ... Upy.

Poznamka 1.1.3 Prazdne slovo ¢ je neutrdlnym prvkom vzhladom na
zretazenie.

Pod dlzkou slova w rozumieme pocet pismen v slove w a oznacujeme ju
|w].

Definicia 1.1.4 Slovo w je podslovo slova u, ak existuji slovd wy, ws také,
Ze u = wwwy. Ak wy = e(we = €), tak w nazjvame prefixom (suffixom )
slova .

Definicia 1.1.5 Jazyk nad abecedou 3 je lubovolnd podmnozina X*

Pod abecedou jazyka L rozumieme minimalnu mnozinu znakov X taku,
ze L je nad abecedou X. Oznacujeme ju X .
Nasleduje formalna definicia L-systému podla [JELAP] a [LSys]:

Definicia 1.1.6 L-systém je trojica G = (X, R, A), kde:

Y je konecnd abeceda,

R = {(a,b,¢) — dla,c € ¥*b € ¥,d C X*} je mnoZina prepisovacich
pravidiel,

A € Xt je aridma - konecné slovo nad abecedou X.

Ak |d] > 1, L-systém sa nazyva stochasticky. Ak a # ¢ alebo b # ¢,
L-systém sa nazyva kontextovy.

Definicia 1.1.7 Krok odvodenia v L-systéme G je bindrna relicia =g
definovand na ¥ takto: x =¢ y prdve vtedy, ked existuju pravidla ri...r, 2
R také, Ze i = (a;bic;) = di, ©=01...b, ay=dy...d,.

Definicia 1.1.8 Jazyk generovany L-systémom G je mnozina L(G) =
{w € LA =5 w}, kde =, je reflexivno-tranzitivny uzdver reldacie = .

Priklad 1.1.1 G; = ({a,b},{a — aba,b — €},aba), Gy = ({a,b},{a —
a,b — baab}, aba). L-systém G, generuje slova aba, abaaba, abaabaabaaba. . .
takze L(Ly) = {(aba)*"|n > 0}. G5 generuje ten isty jazyk. L(G) = L(G)
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Ked sa znakom abecedy priradi ista sémantika, daji sa L-systémami ge-
nerovat fraktaly. Jedna z moznych interpretacii je korytnacia grafika. Ko-
rytnacia grafika je spdsob kreslenia vektorovych obrazkov. Spoc¢iva v pohybe
korytnacky po rovine, ktora bud zanechava alebo nezanechéva za sebou stopu
v podobe tsecky. Korytnacka ma tri atribtuty:

1. Pozicia korytnacky, je urcéena dvojicou suradnic.
2. Orientéacia korytnacky, je uréena uhlom.

3. Pero, ktoré moze byt zdvihnuté, alebo polozené, pricom pri pohybe
korytnacka zanechava stopu prave vtedy, ked je pero polozené.

Korytnacke sa zadavaja prikazy na kreslenie.

e dopredu ¢&islo - posunie sa dopredu o vzdialenost ¢islo, zmeni sa len
pozicia.

e vlavo Cislo - otodisa dolava o ¢islo stupnov, zmeni sa len orientacia.
e perodole, perohore - polozi alebo zdvihne pero.

Priklad 1.1.2 Postupnost prikazov dopredu 1; vlavo 90;dopredu 1;
vlavo 90;dopredu 1;vlavo 90;dopredu 1; nakresli Stvorec so stranou 1.

1.1.1 Cantorova mnozina

Cantorova mnozina vznikne z tisecky postupnym odstranovanim strednej tre-
tiny.
Definicia 1.1.9 Definujme postupnost { K;}5°, nasledovne:

KO - <0, 1>

K, 2 K,
Ky = (— U+ —
+ ( 3 ) (3 3 )
Cantorova mnozina je definovand ako
K=|J K,
n=0

, co je to isté ako
lim,— - Ky,
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Mozeme si vSimnuf, Ze na ciselnej osi Cantorova mnozina predstavuje
vSetky redlne ¢isla z intervalu (0, 1), ktoré v trojkovej sistave neobsahuji
cifru 1.

Obr. 1.1: Generovanie Cantorovej mnoziny

Cantorova mnozina sa da vygenerovat napriklad tymto L-systémom:

G = ({a,b},{a — aba,b — bbb},a), kde a je interpretované prikazmi
perodole; dopredu x;, kde x je ¢islo, ktoré sa s predlZzujicim slovom zmen-
suje, aby bol vysledny obrazok ohraniceny. V slove w je teda x= ﬁ b pred-
stavuje volné miesto v podobe tsecky s rovnakou dizkou, takZe je interpre-
tované prikazmi perohore; dopredu x;. Takze napriklad v druhom kroku
mame odvodené slovo ababbbaba. Na obrazku sa da interpretacia po dru-
hom kroku vsimnuf v trefom riadku. Limita tejto postupnosti je Cantorova
mnozina. Reprezentacia Cantorovej mnoziny odvodenym slovom neexistuje,
lebo by nebolo konedné. Jednotlivé tsecky uz maju dizku nula, lebo stcet
dlZok vybranych ¢asti je 1, ale je ich zato nespoéitatelne vela. Preto sa frak-
taly zvykni definovat ako limita interpretacie nejakého postupu, v tomto
priklade odvodzovania slova L-systémom.

1.1.2 Kochova vlocka

Svédsky matematik Niels Fabian Helge van Koch (25.1.1870 — 11.3.1924) v
roku 1904 popisal krivku v [HKoch| a dokézal o nej, Ze je spojita, ale nie je
diferencovatelna v ziadnom bode. Krivka je po nom nazvana ako Kochova
krivka. Kochova vlocka vznikne z troch Kochovych kriviek pospajanych do
trojuholnika.

Postup na znazornenie Kochovej krivky zac¢ina podobne ako u Canto-
rovej mnoziny. Zaciname s useckou, odstranime strednu tretinu, ale navyse
doplnime dve také tsecky dizky rovnakej ako dlzka odstranenej asti, aby s
tou odstranenou tvorili rovnostranny trojuholnik (vid obrazok ktory
zobrazuje prvé dva kroky tohto postupu).

L-systém, ktory generuje kochovu krivku:
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(a) Prvy L-systém (b) Druhy L-systém

Obr. 1.2: Generovanie Kochovej krivky

G = ({f7+7_}7{f - f+f_ _f+f7+ -+, - = _}7f)7 kde f je
interpretované prikazmi perodole; dopredu x;, + a — znamenaji otocCenie
o 60° (prikazy vlavo 60 a vpravo 60). x tu ale nebude znamenat tretinu
dlzky slova, v ktorom sa nachadza, ale na zadiatku (v axiéme) bude rovné 1 a
po kazdom kroku sa zmensi na tretinu. Odteraz, ak nebude napisané inak, f
bude znamenat vzdy dopredu x; so Specifikovanou dizkou a otocenie buda
chapané rovnako so specifikovanym uhlom.

Nie je to jediny L-systém, ktory vygeneruje kochovu krivku. To je na
fraktaloch pekné, ze rozne postupy vedu k rovnakému fraktalu.

G = ({t17t2,+, —}, {tl — +iy — —t1+,t2 — —17 + +t2—,+ - +,— —
—},t1), kde t; interpretujeme ako postupnost prikazov dopredu x; vlavo
150; dopredu %x; vlavo 60; dopredu %X; vlavo 150; dopredu x;,to
ako dopredu x; vpravo 150; dopredu %X; vpravo 60; dopredu %X;
vpravo 150; dopredu x;, x sa nezmensi po kazdom kroku na tretinu, ale
na % , + a — znamenaju otocenie o 30° (prikazy vlavo 30 a vpravo 30).

Tento postup je zobrazeny na obrazku [1.2(b)|

1.1.3 Sierpinskeho trojuholnik

Polsky matematik Wac law Sierpinski v roku 1915 popisal utvar, ktory neméa
ziadnu stvisli plochu a ma mnoho zaujimavych vlastnosti. Standardné kon-
strukcia pozostava v iterovanom rozdeleni trojuholnika na Styri casti podla
strednych priecok a odobrani strednej casti.
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Iny sposob zostrojenia Sierpinskeho trojuholnika je chaotickou hrou.
1. Zostrojime vrcholy rovnostranného trojuholnika

2. Zvolime bod X v niektorom z vrcholov

3. Vyberieme nadhodny vrchol, oznac¢ime ho A

4. Presunieme X do stredu usecky AX

5. Pokrac¢ujeme krokom 3

Sierpinskeho trojuholnik obsahuje tri kopie seba samého v polovicnej vel-
kosti. Presun X do polovi¢nej vzdialenosti k vrcholu je zobrazenie bodu tro-
juholnika do jednej z tych kopii.

Sierpinskeho trojuholnik méze byt takisto zostrojeny aj L-systémom: G =
{A,B,+,-},{A—-B—-A-B,B—-A+B+A+ —+,—— —},A) so
zmensenim % a uhlom 60°. Na obrazku je zobrazeny kazdy druhy krok
kvoli ndzornosti.

Obr. 1.3: Generovanie Sierpinskeho trojuholnika L-systémom

Nemal by byt prekvapenim ani tento L-systém: G = ({4, B, +, —},{4 —
A-B+A+B—-A,B— BB,+ — +,— — —}, A) so zmensenim % a uhlom
120°.
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Ak v Pascalovom trojuholniku s vyskou rovnou mocninou dvojky vy-
farbime neparne cisla, vznikne tiez postupnosf aproximujica Sierpinskeho
trojuholnik. Je to spdsobené troma druhmi hran v Sierpinskeho trojuhol-
niku - sikmé hrany vznikaji sic¢tom neparneho a parneho ¢isla v Pascalo-
vom trojuholniku, horizontalna hrana vznika stic¢tom dvoch neparnych cisel.
Skutocnost, ze sucet dvoch parnych cisel je parne ¢islo predstavuje diery v
Sierpinskeho trojuholniku.

(a) Pascalov trojuholnik (b) Stavovy priestor Ha-
so zvyraznenymi nepar- noiskych vezi
nymi cislami

Obr. 1.4: Sierpinskeho trojuholnik

Stavovy priestor Hanoiskych vezi sa da graficky znazornit ako Sierpin-
skeho trojuholnik. Vrcholy predstavuji rozmiestnenia diskov na troch ty-
¢iach(a,b,c). Hrany predstavuji mozné tahy.

Najrychlejsi sposob na vyriesenie problému Hanoiskych vezi je priama
cesta z jedného vrcholu do druhého, ta je dlha 2 krokov, kde k je pocet
diskov. Menej znama tloha je najst najpomalSie riesenie, kde sa neopakuju
dva stavy. RieSenim je prejst cez vetky stavy, ktorych je 3¥ a taka cesta
naozaj existuje - vid obrézok [1.3|

Sierpinskeho koberec

Vznikne podobne ako Sierpinskeho trojuholnik, ale namiesto trojuholnika sa
zvoli Stvorec, rozdeli sa na 9 mensich Stvorcov a toto sa opakuje pre kazdy
mensi Stvorec okrem stredného.
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Sierpinskeho ihlan

Trojrozmerna obdoba Sierpinskeho trojuholnika, z 6smych mensich ihlanov
sa vyberu 4 susediace s vrcholmi, s ktorymi pokracuje delenie.

(a)  Sierpinskeho (b) Sierpinskeho ih- (c) Mengerova
koberec lan Spongia

Obr. 1.5: Fraktaly, ktoré vznikli podobnym sposobom ako Sierpinskeho tro-
juholnik

Mengerova Spongia

Trojrozmerna obdoba Sierpinskeho koberca, z 27 mensich kociek sa vyberie
20,ktoré sa dotykajui hran pévodnej kocky a s nimi pokracuje delenie. Men-
gerova Spongia sa da definovat aj ako mnozina trojic ¢isel v (0, 1) takych, ze
v trojkovej sustave pre kazda poziciu ma najviac jedno ¢islo v tej trojici na
tej pozicii cifru 1.

1.1.4 Minkowskeho klobasa

V origindle Minkowski sausage. Vznikne L-Systémom G = ({f,+, -}, {f —
f+f—f—ff+f+f—f+—+ —— —}t1) so zmendenim 3 a uhlom
90°.

1.1.5 Dracia krivka

Dracia krivka vznikne L-systémom G = ({z,y,+, —},{z — -z + +y—,y —
+y — —x+,+ — +,— — —}, z) so zmensenim % a uhlom 45°.

Téato krivka sa nikde nekrizuje, a Vypiﬁa priestor. Ak mala poévodna
usecka dlzku 1, vysledné krivka méa obsah % Kedze mé obsah, ma zmysel
hovorif o obvode. Ten je vraj nekonecny.
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Obr. 1.6: Mikowskeho klobasa
N SRR 6

Obr. 1.7: Generovanie dracej krivky

Dracia krivka sa da spravit aj nasledovnym spésobom: Pasik papiera pre-
lozime na polovicu, potom znovu na polovicu, vzdy okolo tej istej osi a rovna-
kym smerom. Po rozprestreti (180° zhyby sa zmenia na 90°) vznikne dracia

.....

krivku.

G = ({a,b,+,-},{a — a+b,b — a—b,+ — +,— — —}, a) so zmenSenim
% a interpretaciou a a b ako dopredu x; a uhlom 90°.

Znaky + a — v slovach, ktoré generuje tento L-systém predstavuju po-
stupnosti zhybov na pasiku papiera.

1.2 Dynamické systémy

Definicia 1.2.1 Metricky priestor je dvojica (X,d), kde X je mnoZina, d je
funkcia vzdialenosti X x X — R a Vx,y,z € X platia nasledovné vlastnosti:

1. d(z,y) = d(y,z)
2. d(z,y) >0

3. d(z,y) =0 <= =y
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4. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y)

d sa tieZ nazyjva metrika.

(Podla zdroja [BarnFE|]) Dynamické systémy st definované na metric-
kom priestore, mozu nabrat podobu iterovaného zobrazenia alebo mnoziny
diferencialnych rovnic.

Definicia 1.2.2 Nech (X, d) je metricky priestor, f : X x R — X je
funkcia. Potom (X, f) je dynamicky systém.

Takto definovany dynamicky systém sa tiez nazyva spojity dynamicky
systém. Diskrétny dynamicky systém vznikne, ak funkciu f definujeme takto:
f: X x Ny — X. Dalsie definicie budi pre spojité dynamické systémy, ale
zamenou R za N sa pojmy definuju aj pre diskrétne dynamické systémy.

Mnozinu vSetkych pozicii bodu x € X v budtcnosti {f(z,t)[t € R{}
nazyvame trajektoriou bodu v dynamickom systéme. Funkcia f sa tiez nazyva
casova funkcia.

Dynamické systémy si deterministické vdaka casovej funkcii, ktora vrati
poziziu Tubovolného bodu v budicnosti. Nedeterministické dynamické sys-
témy majt ¢asovii funkciu f : X x Ry — 2%. T4to funkcia vréti celtt mnoZinu
bodov, ktora predstavuje mozné pozicie bodu v danom c¢ase. Nedeterminis-
tické dynamické systémy sa tiez nazyvaju aj stochastické. Tu sa ale budem
venovat len deterministickym.

Doélezity pojem v dynamickych systémoch je atraktor.

Definicia 1.2.3 Atraktor dynamického systému (X,T) v metrickom pries-
tore (M, d) je mnozina A C X takd, Ze:

a €A < Ve>03re X, Ity:Vt>ty:dx(t),a) <e

Definicia 1.2.4 Nech (X, f) je dynamicky systém. x € X je pevny bod f,
akkVt € RY : f(x,t) =

Definicia 1.2.5 Nech (X, f) je dynamicky systém. x € X je stabilng pevny
bod f, akk 3c > 0,C < 1:Vy € X{z} :d(z,y) <e=d(z, f(y)) < Cd(z,y)

Pevny bod, ktory nie je stabilny, sa nazyva nestabilny.
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Definicia 1.2.6 Nech (X, f) je dynamicky systém. v € X je odpudivy pevny
bod f, akk 3e > 0,C > 1:Vy € X{x} :d(z,y) <e = d(z, f(y)) > Cd(z,y)

Definicia 1.2.7 Nech (X, f) je dynamicky systém. Bod x € X sa nazijva
periodicky, akk 3t € RT : f(x,t) = x. min{t|f(z,t) = x} je minimdina
perioda bodu x.

1.2.1 Iterované funkcné systémy

Definicia 1.2.8 Nech (X, d) je metricky priestor. Iterovany funkcny systém
(IF'S) je konecnd mnozina podobnijch zobrazeni {f : X — X} s koeficientom
podobnosti s < 1.

Definicia 1.2.9 Mnozina A je pevny bod IFS W prave vtedy, ked plati:

A= {J f(4)

few

Podla [BarnFE|] pre kazdy IFS existuje prave jeden pevny bod, ktory sa
d4 dosiahniit ako limita postupnosti {f*(X)}52,.
Lahko vidiet, Ze pevny bod IFS je atraktor nedeterministického diskrét-

neho dynamického systému v metrickom priestore (X, d) a s ¢asovou funkciou

[z, t) = Wh(x).

Priklad 1.2.1 Majme IFS definovany na metrickom priestore R N (0, 1) so
standardnou euklidovskou vzdialenostou, ktory obsahuje dve zobrazenia:

fi(x) :g
fa(x) = g + %

Lahko sa da vidiet, ze pevny bod tohto IFS je prave Cantorova mnozina.

Zaujimavejsie fraktaly sa daju ziskat, ked za metricky priestor zvolime
priestor vyssej dimenzie.

Priklad 1.2.2 Majme IFS definovany na metrickom priestore (0,1)% s 6s-
mimi zobrazeniami:

fi(z,y) = g(z,y)
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fo(w,y) = g(w,y) + (;70)
f3(w,y) = g(w,y) + (;0)
e, 9) = gl.9) + (0, 5)
fs(w,y) = g(w,y) + (; ;)
foler,9) = glar.9) + (0, )
fr(w,y) = g(@,y) + (51,), z)

22
fs(@,y) = g(z,y) + (57 g)

, kde g(z,y) = (5, %). Pevny bod tohto IFS je Sierpinskeho koberec.

Sierpinskeho koberec si moze hocikto doma zobrazif na televizore. Staci
mat osem televizorov, dat ich do mriezky 3x3 bez stredného televizora. Po-
tom treba vystup kamery zapojit na kazdy televizor a zacat snimat vsetkych
osem televizorov. Vysledny obraz zacne casom pripominat Sierpinskeho ko-
berec. Tymto sposobom sa daji simulovat rozne IFS. Ked sa do toho zapoja
aj Sosovky a televizory s réznou dobou odozvy alebo inou farebnou skalou,
vysledkom mo6zu byt aj dynamické systémy, ktoré nie su IFS.

1.2.2 Cantorovo zobrazenie

Cantorovo zobrazenie je jednym prikladom chaotického spravania sa bodov,
ktoré napriek tomu aj po iteracii ostavaji v Cantorovej mnozine.

Definicia 1.2.10 Nech z patri Cantorovej mnozine. Nech jeho zdpis v troj-
kovej ststave je 0.wowiws . . ., kde plati Vi < 0 : w; € {0,2}. Potom T(z) =
0.wiwows . .. nazyvame Cantorovo zobrazenie.

Cantorovo zobrazenie by sa dalo inak napisat aj ako T'(x) = 3z — |3x].
Toto zobrazenie je transforméaciou Cantorovej mnoziny.

Body, ktoré maju ukonceny rozvoj v trojkovej stistave, sa po ¢ase dostani
do bodu 0. 0 je v tomto systéme nestabilny pevny bod. Racionélne ¢isla maju
periodicky charakter. Ostatné body sa spravaju chaoticky, ale celd& mnozina
ako dynamicky systém ma atraktor samu seba.
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Obr. 1.8: Feigenbaumov bifurkacny diagram pre logistické zobrazenie

1.2.3 Logistické zobrazenie

V skutoc¢nosti logistické zobrazenie predstavuje celi mnozinu zobrazeni. Po-
vodne bolo urcené na simulaciu rastu populacie v obmedzenom priestore.

Definicia 1.2.11 Nech 0 < k < 4. Potom pre x € (0,1) definujme logistické
zobrazenie ako Ty(x) = kx(x — 1).

Na znazornenie logistického zobrazenia sa pouziva takzvany web diagram.
V stradnicovej stistave sa znazorni dana funkcia a funkcia y = =z, ktora
slizi na prenos vysledku na vstup dalsej iteracie funkcie. Iteracia funkcie
sa znézornuje tseckami. V prvom kroku sa ur¢i pociatoény bod x € (0, 1).
Prvé usecka spaja body (x,0) a (Tx(z),x). Druha tsecka prenesie vysledni
hodnotu na os x, spoji body (Tx(z),x) a (Tx(x), Tx(z)). Tymto postupom sa
dé prehladne znazornit spravanie bodu v dynamickom systéme.

Pre k <1 je 0 stabilny bod, vSetky body k nemu konverguju, takze {0}
je atraktor celého systému. Pre ostatné k je 0 nestabilny odpudivy pevny
bod. Pre 1 < k£ < 4 ma zobrazenie pevny bod %, ktory je pre k < 3
stabilny a tvori aj atraktor celého systému. Pre £ > 3 sa systém sprava
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zaujimavo. Pre k < 3.45 uz {%} nie je atraktor, ale systém okolo toho
bodu osciluje s periédou 2. Atraktor tvoria dva body, ako vidno na obrazku
[1.8 Pre 345 < k < 3.54 tieZ osciluje, ale s periédou 4. Pre vicsie k s
periédou 8,16,... Pricom hranice medzi hodnotami k, ked sa meni peridoda
oscilacie sa znizuje postupnostou, ktorej kvocient podla [DSEP] konverguje
k = 4.669. Tento kvocient sa nazyva Feigenbaumova konstanta a vyskutuje
sa Casto aj v kontexte inych dynamickych systémov. Z toho vyplyva, ze pre
k > 3.569945672 by uz systém osciloval medzi nekonec¢ne vela hodnotami, ¢o
znamend, ze uz je chaoticky. D4 sa to vidiet na obrazku [L.§] ktory pre dané
k znazornuje mnozinu bodov, ktoré tvoria atraktor systému. Je tu vidno isté
znaky samopodobnosti.

1.2.4 Lorenzov atraktor

Pre niektoré spojité dynamické systémy je jednoduchsi zapis diferencialnymi
rovnicami. Prikladom je Lorenzov systém, ktory je zlozeny z troch diferen-
cidlnych rovnic:

—ox + oy
= Rr—y—uxaz
2 = —Bz+uwy

Obr. 1.9: Lorenzov atraktor
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V roku 1963 Edward Lorenz ich pouzil pri simulacii vzdusnych priadov v
atmosfére. Ale az v roku 2001 Warwick Tucker v [ODE] dokézal, ze pre isté
hodnoty parametrov uz systém nema chaoticky charakter, ale ma atraktor.
Napriklad pre hodnoty ¢ = 10, B = %, R = 28 sa atraktor vola Lorenzov
atraktor, lebo ma isté vynimo¢né vlastnosti. Vidiet ho na obrazku[I.9] Podla
[ChAF] je hypotéza, ze pre kazdi nekone¢ni postupnost prirodzenych cisel
{a;}22, existuje préave jeden bod, ktorého trajektéria opise ag cyklov v lavom

disku atraktoru, a; cyklov v pravom, atd.

1.3 Juliova mnoZina

Opacny pristup vedie k novej triede fraktalov. Namiesto samotného atraktora
nas bude zaujimat mnozina bodov, ktora ma atraktor.

Definicia 1.3.1 Majme diskrétny dynamicky systém (C, f). Nech A C C
je mnozina, ktord md v systéme atraktor. Ak f je polynom nad C', tak hra-
nica mnoziny A sa nazyva Juliova mnozina. Mnozina A sa nazgva vnitro
Juliovej mnoziny.

Na obrazku je vidno vnutra juliovych mnozin pre funkcie typu
f(z,1) = 2® + c. Farba bodov zavisi od rychlosti konvergencie k atraktoru.
Podla [ChAE] je Juliova mnozina invariantna na f.

Definicia 1.3.2 Mandelbrotova mnozina je mnozina komplexnych cisel
{c € C} takyjch, Ze pre funkciu f(x,1) = z* + ¢ je atraktor dynamického
systému (C, f) spojity.

Na obrazku je mnozina bodov zafarbené podla vzdialenosti od Man-
delbrotovej mnoziny. Mandelbrotova mnozina ma mnohé zaujimavé vlast-
nosti. Je kompaktna, spojita, ma obsah priblizne 1.50659177, ale ma neko-
necne dlhy obvod. Sklada sa z takzvanych diskov, ktoré maja rézne vyrastky.
Najvécsi disk obsahuje body, pre ktoré ma dynamicky systém z definicie at-
raktor jeden bod. Disk hned nalavo od neho obsahuje body, pre ktoré méa
systém atraktor cyklus dlzky 2. V dalSom disku ma dizku 4 atd. Zaujimavos-
tou je, ze prienik diskov s osou x sa zmensuje geometrickou postupnostou s
kvocientom 4.669, ¢o je prave Feigenbaumova konstanta.
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(a) Juliova mno- (b) Juliova mno- (¢) Juliova mno- (d) Juliova mno-
Zina s parametrom zina s parametrom zina s parametrom zina s parametrom

c=(¢—-2,00  c=(0.4,06) ¢ = (0.45,0.1428) ¢ = (0.285,0)

(e) Juliova mno- (f) Juliova mno- (g) Juliova (h) Juliova

Zina s parametrom zina s parametrom mnozina § pa- mnozina s pa-

c¢=(0.285,0.01) c¢=(—0.8,0.156) rametrom ¢ = rametrom c¢ =
(—0.835,-0.2321) (—0.70176, —0.3842)

Obr. 1.10: Juliova mnozina pre rozne hodnoty parametra c.

Obr. 1.11: Mandelbrotova mnozina



Kapitola 2

Problém definicie fraktalu

Kritickou c¢astou v mnohych zdrojoch bola prave definicia fraktalu. Vacsina
literatury sa tym nezaobera, len uvadza fraktaly bez definicie. V tejto kapitole
zosumarizujem definicie, ktoré som nasiel a pokusim sa podat aj vlastnu
definiciu. Mo6zu sa tu vyskytovat pojmy fraktalna a topologickd dimenzia,
ktoré budu vysvetlené az v dalsich kapitolach.

Niektoré zdroje([amswers.coml, [thefreedictionary.com]) uvadzaji samo-
podobnost ako klicovi vlastnost utvaru, aby sme ho mohli nazvat frakta-
lom. St snahy presne definovat tito vlastnost, aby tato definicia vyhovovala
nasim predstavam o fraktaloch. Priklad definicie podla [MIT]:

Definicia 2.0.3 Podmnozina A C R"™ je samopodobna, ak existuje B C A
takd, Ze existuje netrividlna afinnd transformacia A = W(B) +w, kde W je
requldrna Stvorcovd matica n X n a w je n-rozmerny vektor.

Ale potom napr. priamka alebo rovina by boli podla tejto definicie tiez
fraktal, lebo oplyvaju touto vlastnostou. A naopak, niektoré fraktaly nevyka-
zuju tento znak samopodobnosti, napriklad také, ktoré v kazdom iteracnom
kroku pouziju int transforméciu. Tie by podla tejto definicie neboli fraktal.
[MRem]| rozdeluje samopodobnost na dva druhy:

Definicia 2.0.4 Striktna samopodobnost — hovorime Ze mnozina A je
striktne samopodobnd, ak je zjednotenim konecného poctu neprekryvajicich
sa transformovanych kopii samej seba.

Definicia 2.0.5 Statistickd samopodobnost — hovorime Ze mnoZina A
je Statisticky samopodobnd, ak je zjednotenim konecného poctu neprekrijvaji-
cich sa transformovangch kopii samej seba, pricom kazdd z tychto kopii md

18
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rovnaké Statistické charakteristiky ako mnozina A (to bjva vacsinou priemer
a smerodagnd odchijlka).

Striktna samopodobnost situaciu nezachranuje, lebo mé silnejsiu podmienku
ako samopodobnost podla [MIT]. Ale Statistickd samopodobnost sa d4 uplat-
nit aj na mnohé objekty v prirode, takze by bola fajn az na to, ze ta definicia
nie je presna - chcelo by to spresnif, ¢o znamenaju Statistické charakteristiky
pre Tubovolnii mnozinu. Takze tato definicia nevyhovuje.

Iné zdroje uvadzaju fraktal ako geometricky utvar, ktorého fraktalna di-
menzia nie je celé ¢islo. Samotny pojem fraktal vznikol z latinského fractus,
¢o znamena zlomkovy. Nepresnost v tejto definicii - Niektoré fraktaly maja
fraktalnu dimenziu celé ¢islo. Napriklad hranica Mandelbrotovej mnoziny méa
fraktalnu dimenziu 2. Podla tejto definicie by to nebol fraktal.

Este seridznejsie zdroje ([Stoyan|) tvrdia, ze fraktal je mnozina bodov,
ktorych fraktalna dimenzia je ostro vacsia ako topologicka dimenzia. Navyse
toto musi platif pre vsetky definicie dimenzie. Tato definicia sa neskor ukaze
ako skoro presna. Podla prednasky na [MIT]| musi platit zaroven toto, a este
aj podmienka samopodobnosti.

A podla ostatnych zdrojov definicia fraktalu neexistuje ([CGI1]), je pred-
metom "horticej debaty” ([Psyche]) alebo s definiciou fraktalu je to ako s
definiciou zivota - neexistuje presna definicia, ale vieme vymenovat klucové
vlastnosti ([FGeom)).

Podla [DisE| v ¢asopise La Recherche v interview Mandelbrot povedal,
ze pojem fraktal nemé presni definiciu, ma len evokovat "zlomkovy”. Ale
potom dodal, Ze je to nespravne dokonca dvojnasobne. Fraktal mdze mat aj
dimenziu, ktora je iracionélne ¢islo (Sierpinskeho trojuholnik) a méze to byt
aj celé ¢islo (okraj Mandelbrotovej mnoziny).

Pojem fraktal sa pouziva uz 34 rokov. Existuje velké mnozstvo litera-
tary, galérii, programov, ktoré vykresluju fraktaly. Clovek ziskava predstavu
o fraktalov prave z dostupnej literatury, ktora reprezentuje vSeobecne do-
stupné informécie. Ak by definicia fraktalu existovala, musela by spliiat tito
predstavu. Vsetky definicie, ¢o boli dosial podané, mali nedostatok v tom, ze
tl predstavu nepopisovali presne.

O Peanovej krivke sa hovori, zZe je to fraktal. Ale mnozina bodov pred-
stavijuca Peanovu krivku je rovnad mnozine bodov predstavujicej stvorec.
To znamena, ze Peanova krivka je fraktal prave vtedy ked je fraktél aj stvo-
rec. Znamena to ale, ze presna definicia fraktalu neexistuje? Nie je to celkom
pravda - definicia len nemoze byt zalozena na mnozine bodov.
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Moznost, ako definiciu napravit, je definovat fraktal s istymi obmedze-
niami, aby sa nestalo, ze nejakd mnozina bodov by podla definicie bola frak-
tal, ale podla nasich predstav nie je. Po tejto definicii by sa dali dodefinovat
ostatné, sporné pripady ako napriklad Peanova krivka, ktora ma topologicka
aj fraktalnu dimenziu 2. Peanova krivka je fraktal len kvoli postupu, akym sa
generuje. Takze tieto Specialne pripady sa daju dodefinovat asi len ako mno-
zina bodov spolu s postupom, akym je generovana. Mo6j navrh na definiciu
je nasledovny:

Definicia 2.0.6 Nech {A;}2, je postupnost mnozin bodov v R™., ktord md
limitu F'. Potom F je fraktdl vygenerovany postupnostou { A;}32, prave vtedy,
kedVi,j : dim F' > dim A; = dim A;, kde dim A je fraktdlna dimenzia mno-
Ziny A.

Ani tato definicia nie je idealna, podava ale navod, ktorym smerom by sa
mali v budtcnosti uberaf pokusy o definiciu fraktalu.

Pre lepsie pochopenie dovodov, preco spomenuté definicie nevyhovujt,
ako aj pre objasnenie mojho navrhu na definiciu, v dalsich kapitolach for-
malne zavediem pojmy topologicka a fraktalna dimenzia.



Kapitola 3

Pojem dimenzie

Slovo dimenzia pochédza z latinského dimensio, ¢o znamena merat. V slo-
vendine je to cudzie slovo pre pojem rozmer. Podla [MES] je rozmer zékladna
vlastnost priestoru, zavislost veli¢iny od jednotky. Ale pre beznych ludi ma
slovo rozmer vyznam podobny ako veli¢ina, miera. Takze je potrebné si tieto
pojmy presnejsie objasnit. Cielom tejto kapitoly je stanovit presny vyznam
pojmu dimenzia.

3.1 Topologicka dimenzia

Topologicka dimenzia vyjadruje to, ¢o si bezni Iudia predstavia pod pojmom
rozmer. Ked je nieco dvojrozmerné, méa to dva rozmery, ako napriklad stvorec,
tak dve suradnice urcuju polohu bodu v nom. Podobne tsecka ma jeden
rozmer, teda je jednorozmernd a kocka ma tri rozmery, takze je trojrozmerna.
V tejto sekcii presne zadefinujeme tento pojem topologicka dimenzia. Na to su
potrebné zakladne vedomosti z topoldgie, ktoré som cerpal hlavne z [ETop].

Prva zmienka o topologii je z roku 1736. Leonhard Euler ju nazval geomet-
ria pozicie. Chcel tym naznacit, ze v topologii nie su dolezité vzdialenosti.
Samotny pojem topologia zaviedol az v roku 1847 Johann Benedict Listing.
Moderné topologia ako veda je zalozena na tedrii mnozin.

Definicia 3.1.1 Nech X je mnoZina. Nech € je mnozZina podmnozin X takd,
ze:

1. Zjednotenie lubovolne vela prvkov z S patri €);

2. Prienik konecne vela prokov z Q patri €);

21
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3. 0e,Xen.

Potom Q je topolégia na X a dvojica (X, ) sa nazjva topologicky pries-
tor. Pruoky X sa nazgvaji body a proky € sa nazjvaji otvorené mnoziny.
Mnozina F C X sa nazgva uzavretd, akk X \ F' je otvorend.

Priklad 3.1.1 Nech X je R. Priklady topolégie na priamke mozu byt: 28
(mnozina vSetkych mnozin bodov na priamke), {(), R}, mnozina vSetkych
zjednoteni mnozin otvorenych intervalov.

Posledny priklad sa nazyva kanonickd topolégia na R.

Poznamka 3.1.1 V dalSom texte sa pod zobrazenim topologickych priesto-
rov mysli zobrazenie mnozin ich bodov.

Definicia 3.1.2 Nech X,Y st topologické priestory. Zobrazenie f : X — Y
je spojité, akk pre kaZdi otvoreni podmnoZinu B C 'Y je mnoZina {x €
X|f(x) € B} otvorend.

Definicia 3.1.3 Bijektivne zobrazenie topologického priestoru sa nazyjva izo-
morfizmus, akk je spojité a aj jeho inverzné zobrazenie je spojité.

Definicia 3.1.4 Topologicky priestor X je izomorfny s topologickym pries-
torom Y, akk existuje izomorfizmus X — Y.

Nasledujuce sekcie maju priblizit c¢itatelovi historiu definicie topologicke;j
dimenzie a zasvatit ho do problémov, ktoré s nou suviseli.

3.1.1 Definicia podla poctu parametrov

Prvy pokus o definiciu topologickej dimenzie pre mnozinu bodov spocival v
minimalnom pocte parametrov potrebnych na urcenie polohy bodu v danej
mnozine. Dva rozne body nemozu byt popisané rovnakou postupnostou pa-
rametrov. Pre kazdy bod musi existovat prave jedna postupnost parametrov.
Prva vlastnost sa nazyva jednoznacnost a spolu s druhou vlastnostou tvori
bijekciu. Skisil som tieto vlastnosti preformulovat do forméalnej definicie.

Definicia 3.1.5 Topologickd dimenzia mnoziny A je

min{n : 3f : R" — A, [ je bijekcia}
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Tuato definiciu este stale pouziva vacsina literatiry. Je vSak nespravna,
ako ukazal Cantor uz v roku 1878, ked nasiel bijekciu medzi priamkou a
rovinou. Podla tejto definicie mé teda samotny bod dimenziu 0 a vsetky
ostatné neprazdne mnoziny bodov v spocitalelnorozmernom priestoreE] maji
dimenziu 1.

Na urcenie polohy bodu v mnozine dvoch bodov je potrebny 1 parameter,
lebo 0 parametrov nestaci. Takze aj dva body by mali topologickt dimenziu
1, c¢o tiez nesedi s nasou predstavou o dimenzii.

Ako sa neskdr ukazalo, chyba v tej definicii bola v tom, ze topologicka
dimenzia by nemala byt definovand na Iubovolnej mnozine bodov, ale na
topologickom priestore. K definicii by stacilo pridaf, ze zobrazenie ma byt
spojité a teda méa zachovavat topoldgiu.

Definicia 3.1.6 Topologickd dimenzia topologického priestoru A je
min{n : 3f : R" — A, f je spojitd bijekcia}

Tejto novej definicii Cantorovo zobrazenie uz neprekaza. Ale to nezname-
nalo, ze definicia je zachranena.

V roku 1890 na scénu prisli Peano a Hilbert so svojimi krivkami vy-
plfiajicimi priestor. To znamend, Ze nasli zobrazenie, ktoré bolo aj spojité.
Nanestastie to ale nebola bijekcia, kedZe krivka prechadza viackrat jednym
bodom. Definicia sa teda ubranila dalsiemu utoku.

Dlho (21 rokov) to bol otvoreny problém, ¢i existuje spojita bijekcia z
usecky na Stvorec. Keby niekto také zobrazenie nasiel, mali by matematici
velké problémy. Konecény elegantny dokaz, ze také zobrazenie neexistuje, po-
dal podla [ChAF] az v roku 1911 dansky matematik Brouwer.

3.1.2 Induktivna definicia

Nasledovné definicie induktivnej dimenzie si podla zdroja [AMSpaces].

Definicia 3.1.7 Nech X je topologicky priestor. X md vnitorni induktivnu
dimenziu —1 prdve vtedy, ked je X prazdny priestor. X md vniutorni induk-
tivnu dimenziu < n, ak existuje otvorend mnozina v X obsahujica x, ktorej
vnutornd induktivna dimenzia je n — 1.

1Pod pojmom spocitatelnorozmerny priestor sa mysli bud R¥, alebo nekoneénoroz-
merny priestor ako napriklad RY, ¢o je mnoZina vSetkych nekone¢nych postupnosti real-
nych cisel.
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Vnitornd induktivna dimenzia mdéze byt chapana aj sposobom, ze ¢iara
ma dimenziu 1, lebo sa d& oddelit bodom, ktory ma dimenziu 0. Plocha
ma dimenziu 2, lebo sa da rozdelit jednorozmernou ¢iarou. Tuto ideu podla
[ChAF] vymyslel Poincaré.

Definicia 3.1.8 Nech X je topologicky priestor. X ma vonkajsiu induktivnu
dimenziu —1 prdave vtedy, ked je X prdazdny priestor. X ma vonkajsiu in-
duktivnu dimenziu < n, ak pre kaZdi uzavreti podmnozZinu Y C X existuje
otvorend nadmnozina Z DY, Z C X, ktorej vnutornd induktivna dimenzia
jen —1.

3.1.3 Rad pokrytia topologického priestoru

Definicia 3.1.9 Pokrytie topologického priestoru X je mmnoZina topologic-
kych priestorov, ktorych zjednotenie je nadmmnozZinou X .

Priklad 3.1.2 Priklad pokrytia topologického priestoru X:
o {X}
o {Y C X}
e topoldgia pre X

Definicia 3.1.10 Pokrytie D je zjemnenie pokrytia C', akk ¥Yd € D : dc €
C . d C c. Zjemnenie teda tvori usporiadanie na mnozine pokryti.

Definicia 3.1.11 Rdd bodu x v pokryti C' topologického priestoru X je kar-
dinalita mnoziny {c € C|z € c}.

Definicia 3.1.12 Rdd pokrytia C' topologického priestoru X je supremum
radov x v pokryti C' pre vsetky x € X.

Definicia 3.1.13 Nech X je neprazdny topologicky priestor. X md pokryva-
ciu dimenziu n prave vtedy, ked kazZdé otvorené pokrytie mad zjemnenie radu
n+1.
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Obr. 3.1: Tri sposoby pokrytia Ciary

Ideu pokryvacej dimenzie vymyslel podla [ChAF| Lebesgue. Na obrazku
3.1 st tri rézne sposoby pokrytia ¢iary. Sice ziadne z nich nie je v skutoc¢nosti
pokrytie, len znazornuje, akym sposobom sa vytvori pokrytie. Prvé pokrytie
ma rad 4, lebo maximalne 4 prvky pokrytia maja spolo¢ny prienik. Druhé
pokrytie ma rad 3 a tretie pokrytie ma rad 2. Prvé sa da zjemnit na druhé a
to sa d& zjemnit na tretie. Je zjavné, ze pokrytie ¢iary s radom 1 nie je mozné
spravit, lebo prvky pokrytia st otvorené mnoziny, preto ma ¢iara pokryvaciu
dimenziu 1.

Podla |[AMSpaces| pre separabilné metrizovatelné priestory su tieto de-
finicie ekvivalentné. Formalne vysvetlenie tychto pojmov je uz nad réamec
bakalarskej prace. Pre bezné topologické priestory staci urcit topologicktu
dimenziu podla Tubovolnej z tychto definicii, aby vyhovovala intuitivnemu
chapaniu tohto pojmu.
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3.2 Fraktalna dimenzia

S topologickou dimenziou bolo zopar problémov. Niektoré podmnoziny R™
so standardnou topoldgiou maju induktivnu aj pokryvaciu dimenziu k, ale
napriek tomu sa nenasla bijekcia s R*. To viedlo matematikov k novej defi-
nicii dimenzie, ktora nebude obmedzena celymi ¢islami. Motivaciou boli aj
niektoré objekty z prirody. Napriklad pobrezie. Akou mierou sa da rozumne
merat pobreii Ked sa snazime odmerat dizku, tak t4 sa bude neobme-
dzene zvécsovat so zvysujucou sa presnostou merania. Akou inou mierou sa
da teda merat? Na to je potrebné poznat presny vyznam pojmu miera.

3.2.1 Miera

Podla [GAE] sa da definovat fraktdlna dimenzia na pol strany bez spomenu-
tia pojmu miera, ale takym ucinenim sa straca motivacia za tou definiciou.
Pojem miera tizko stivisi s pojmom dimenzia. Objekty s dimenziou 2 maju dve
miery, najcastejsie dlzku a sirku. Ale skombinovanim tychto dvoch mier sa im
d& merat obsah. Treba si objasnit aj tento pojem teda. Je potrebné, aby bola
miera definovand pre kazdy rozmer, aby jednorozmerna miera bola dizka,
dvojrozmerna miera plocha, trojrozmerna miera objem,.... Taktuto defini-
ciu miery som nenasiel, dokonca ani len presni definiciu dlzky nie. Definicie
ako vzdialenost dvoch bodov, alebo integrovanie krivky s velmi Specifické,
nevztahuju sa na vietky mnoziny bodov, ktorym sa d4 merat dlzka.

Preto sa mnohi rozhodli dodefinovat pojem n-rozmerna miera podmno-
ziny metrického priestoru s dimenziou m pomocou dimenzie tak, aby:

1. bola konecné ¢islo, ktoré vyjadruje dani mieru, ak n =m
2. 0,akn>m
3. 00, akn<m

V tabulke|3.1|je v bunke 1, ak sa dan& miera da merat na danom objekte a
je to koneéné &slo. U priamky vidime, Ze mé nekoneént dizku napriek tomu,
ze mé dimenziu 1. Preto sa s meranim obmedzime na ohrani¢ené mnoziny.

Vratme sa k pobreziu. O dlzke uz vieme, Ze je nekonecna. A o obsahu, ze
je nulovy. Takze dimenzia by mala byt véicsia ako 1 a mensSia ako 2. Na to
uz topologicka dimenzia teda nestaci. Pobrezie je prikladom mnoziny bodov,

2Pobrezie je chdpané ako krivka - hranica medzi pevninou a stsou.
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’ utvar ‘ dlzka ‘ obsah ‘ objem ‘
spocitatelna mnozina bodov 0 0 0
usecka 1 0 0
priamka 00 0 0
stvorec 00 1 0
rovina o0 o0 0
kocka 00 00 1
priestor 00 00 00

Tabulka 3.1: Prehlad mier réznych rozmerov pre zakladné objekty.

pre ktoru induktivna aj pokryvacia dimenzia je 1, ale neexistuje bijekcia s R.
Preto bolo treba vymysliet definiciu dimenzie, ktora by ratala aj s takymi
mnozinami, ktorych dimenzia nie je celé ¢islo - fraktdlna dimenzia

Takych definicii sa vymyslelo viacero a ziadna z nich nie je jednoducha.
Niektoré z nich mozu byt ekvivalentné v Specifickych pripadoch. A vacsina
definuje dimenziu ako limitu postupnosti, tak sa to neda overif ani experi-
mentalne, lebo metédy na meranie dimenzie ju len odhadni z istej podpo-
stupnosti.

3.2.2 Samopodobnostna dimenzia

Tato definicia je vhodna pre presné urcenie dimenzie jednoduchych fraktalov.
Treba avsak poznat sposob, akym bol vygenerovany. Ci uz L-systémom, alebo
IF'S, musi byt samopodobny a treba poznat konkrétne parametre. Nasledovna
definicia je podla [Yang]:

Definicia 3.2.1 Nech X je samopodobnd mnoZina, ktorda obsahuje N kopii
samej seba s koeficientom podobnosti k. Potom samopodobnostnd dimenzia d
je urcend nasledovne:

g log N
log k
Da sa to napisat aj ako
d = log;, N

alebo
ki=N
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Priklad 3.2.1 Stvorec rozdelime na 9 mensich $tvorcov s koeficientom po-
dobnosti 3. IF'S, ktory vyuziva tychto 9 podobnych zobrazeni vygeneruje cely
Stvorec. Preto je samopodobnostné dimenzia Stvorca logs 9 = 2 (3% = 9).

Priklad 3.2.2 Sierpinskeho trojuholnik je vygenerovany IFS s tromi zobra-
zeniami s koeficientom podobnosti 2. Preto je samopodobnostnd dimenzia
Sierpinskeho trojuholnika log, 3 = 1.585.

Zoznam znamych fraktalov spolu s ich dimenziami je v tabulke 77.

Samopodobnostna dimenzia sa da sice velmi rychlo a presne vypocitat,
ale ma mnoho nevyhod. Okrem toho, ze sa neda uplatnif na mnoziny, ktoré
nie su striktne samopodobné ako napriklad Mandelbrotova mnoiinaEL ale aj
obycajné IFS ked zobrazenia maju rozny koeficient podobnosti, ale hlavny
nedostatok je podla [Yang] to, ze nie je topologicky flexibilna. To znamena,
ze napriklad Cantorova mnozina ma sice dimenziu log, 2 = 0.63, ale existuje
IF'S, ktory vygeneruje tiez Cantorovu mnozinu, ktord bude mat inti samo-
podobnostni dimenziu. Tento IFS je znazorneny na obrazku Z tohto
dovodu treba narabat so samopodobnostnou dimenziou opatrne.

Obr. 3.2: IFS, ktory vygeneruje Cantorovu mnozinu so samopodobnostnou
dimenziou 1

30 Mandelbrotovej mnoZine sa sice hovori, %e je samopodobné, ale képie neuréuji
vzhlad Mandelbrotovej dimenzie, kedze obsahuje aj iné oblasti, ktoré maja rézne vplyvy
na vyslednt dimenziu. Pocet képii s dostatocne malym koeficientom podobnosti je pri-
lis maly na to, aby dokézala samopodobnostna dimenzia vyjadrit presnt dimenziu tejto
hyperheterogénnej mnoziny.
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3.2.3 Minkowskeho dimenzia

Podla definicie Minkowskeho definicie fraktalnej dimenzie sa da urcit frak-
talna dimenzia Iubovolnej mnoziny. Tento odhad sa nazyva Minkowskeho
dimenzia. Definicia podla [Yang]:

Definicia 3.2.2 Hyperkocka dimenzie n je takd mnoZina bodov v priestore
R™, pre ktori existuje podobné zobrazenie do (0,1)™.

Definicia 3.2.3 Majme podmnozinu d-rozmerného euklidovského priestoru
S C E?. Nech N(g) je minimdlny pocet hyperkociek dimenzie d potrebnyjch
na pokrytie S. Potom
log N
lim L(g) je Minkowskeho dimenzia S

e—0 log %

Minkowskeho dimenzia je este pomerne jednoducho definovana, ale este
stale st tu nejaké obmedzenia. [Yang] uvadza niekolko tvrdeni.

Veta 3.2.1 Ak S je samopodobnd mnozZina, potom md rovnakd samopodob-
nostni a Minkowskeho dimenziu.

Tato veta je pomerne silné tvrdenie, ktoré hovori, ze metédy, ktoré vedia
zistit Minkowskeho dimenziu pre Tubovolni mnozinu, si dost presné, ked ta
mnozina je klasicky fraktal.

Veta 3.2.2 Minkowskeho dimenzia mnoZiny S a uzdveru mnoZiny S je rov-
nakd.

Priklad 3.2.3 Mnozina raciondlnych ¢isel v intervale (0,1) ma Minkows-
keho dimenziu 1, ¢ize rovnakt, ako jej uzaver, ¢o st vSetky realne ¢isla v tom
intervale.

Priklad 3.2.4 S = {31}, = {1,
S je %

Priklad ukézal, ze Minkowskeho dimenzia nie je tplne presna defini-
cia fraktalnej dimenzie, kedze ocakavame, ze dimenzia spocitatelnej mnoziny
bodov je nula. Problém tu ale nastal len v limitnom pripade. Na zaklade
tejto definicie dimenzie funguje metdéda pocitania boxov, ktorej limitny pri-
pad vobec neprekaza. Ale napriek tomu uvediem este jednu klasicku definiciu
fraktalnej dimenzie, ktora je uz sice presna, ale velmi zlozitéd a nevhodnd na
implementaciu experimentalnej met6dy merania dimenzie.

%, %, ...}. Minkowskeho dimenzia mnoziny
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3.2.4 Hausdorffova dimenzia
Podla [Slider]:

Definicia 3.2.4 Nech (X,d) je metricky priestor. Potom YE C X definu-
jeme Hausdorffovu s-rozmerni vonkajsiu mieru ako

H*(E) = lir% inf { > diam(A4;)°|A; je otvorend mnoZina, diam(4;) < e, E C | AZ}
= i=1

=0

Definicia 3.2.5 Hausdorffova dimenzia mnoziny E je definovand nasledovne:
dimg(F) = inf{s > 0; H*(EF) = 0} = sup{s > 0; H*(F) = oo}

Podla [AMSpaces| pre kazdy separabilny metricky priestor plati dim X <
dimy X . Hausdorffova dimenzia je presnd, lebo uz v definicii sa da vidiet, ze
presne vyjadruje to, ¢o ocakdvame od vztahu medzi dimenziou a mierou.
Hlada sa také cislo s, pre ktoré sa da merat s-rozmerna miera. Haussdorfova
miera je rozsirenim pre miery neceloc¢iselnej dimenzie a presne zodpoveda aj

hodnotém v tabulke B.11



Kapitola 4

Metody merania fraktalnej
dimenzie

Cielom tejto kapitoly nie je popisaf vSetky moznosti, ako sa da meraf frak-
talna dimenzia, neuvediem tu napriklad samopodobnostnti metédu, lebo sa
da vypocitat presne jednym vzorcom, ked pozname sposob generovania frak-
talu. Neda sa uplatnif pre Tubovolni mnozinu. Oblast skiimania budui teda
experimentalne metédy, ktoré sa daju uplatnit na Tubovolny prirodny jav,
ako uvadza nazov tohto diela.

Dimenziu méame definovani len pre mnozinu bodov, takze ked chceme
merat fraktalnu dimenziu niecoho iného, potrebujeme to najprv zobrazif do
mnoziny bodov. Predtym si treba dany prirodny jav presnejsie specifikovat,
aby ho bolo mozné do mnoziny bodov zobrazit. Cely postup je nasledovny:

1. Kategorizacia: Clovek uréi kategériu, typ objektu reprezentujtci dany
prirodny jav.

2. Spracovanie vstupu: Program ma na vstupe dany prirodny jav a kate-
goériu, vystupom je mnozina bodov v R™.

3. Meranie fraktalnej dimenzie: Program pomocou niektorej metédy pre
dantd mnozinu vypocita dimenziu.

V nasledujucej sekcii je popisané spracovanie vstupu pre niektoré kategorie.

4.1 Spracovanie vstupu

Prirodné javy sa daju rozclenit do viacerych skupin:

31
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4.1.1 Staticky objekt

Specifické pre tieto objekty je, Zze maji pevne dand poziciu v n-rozmernom
priestore, do ktorého sa da naniest siradnicova ststava na lubovolné miesto.
Potom ak ur¢ime mnozinu bodov prislichajicu objektu v nanesenej surad-
nicovej ststave, je pre nu definovana fraktalna dimenzia.

4.1.2 Dynamicky objekt

Pohyb objektu v n-rozmernom priestore sa dé znazornit na ¢asovej osi. Ca-
sova os je linearne nezavisla od ostatnych osi, preto rozsiruje priestor povod-
ného statického objektu. Dimenzia dynamického objektu bude teda rovna
dimenzie tohto nového statického objektu v rozsirenom n + 1-rozmernom
priestore.

4.1.3 Objekt sivej skaly

M4 sice pevni poziciu v n-rozmernom priestore, ale namiesto presne sta-
novenej hranice a urcenia prislusnosti bodov objektu mdze obsahovat takz-
vané prechody odtieniu. Pod pojmom objekt sivej skaly sa teda mysli mnozina
bodov v priestore, ktord ma pre kazdy bod dany odtien, ktory je reprezen-
tovany realnym c¢islom. Objekt sivej skaly sa da zobrazit na staticky objekt
podobnym postupom ako pri dynamickom objekte. Nanesieme novi os, ktora
nebude Casova, ale farebna. Zasadnym rozdielom bude, ze nebude pre kazdy
bod na farebnej osi urceny staticky objekt v n-rozmernom priestore, ale pre
kazdy bod v pévodnom n-rozmernom priestore bude urcéeny prave jeden bod
na farebnej osi. Tato podmienka je dost obmedzujica, napriklad sa neda
dvojrozmerny obrézok sivej skaly prirovnat k povrchu oblaku/pohoria, ktory
tvori je tiez plochu v trojrozmernom priestore, lebo objekt sivej skaly v roz-
sirenom priestore nemoze obsahovat takzvané previsy.

4.1.4 Farebny objekt

Farebny objekt sa od objektu sivej skaly lisi len tym, Ze pre kazdy bod nie je
urcené jedno cislo, ktoré urcuje odtien, ale lubovolni farbu. Trojnasobnym
aplikovanim postupu pre objekt sivej skaly pre jednotlivé odtiene zelenej,
¢ervenej a modrej sa zobrazi akykolvek farebny objekt na staticky objekt.



KAPITOLA 4. METODY MERANIA FRAKTALNEJ DIMENZIE 33

4.1.5 Video

Video je kombinaciou dynamického a farebného objektu. Kazdy frame videa
sa zobrazi na staticky objekt a potom sa prida casova os - zobrazi sa to
tak, ako dynamicky objekt. Toto video je avSak nemé. Zvuk patri do inej
kategorie.

4.1.6 Zvuk

Najjednoduchsia specifikacia zvuku je zavislost frekvencie od casu. Zauji-
mavym rozsirenim je v jednom case povolit viacero roznych interferencénych
frekvencii. To by uz presne zodpovedalo statickému objektu v dvojrozmer-
nom priestore. Avsak v jednom casovom momente sa beznym mikrofénom
da odmeraf len jedna frekvencia, takze bezne meratelna je prva specifikécia.
Ak by sme mali k dispozicii zdroj zvuku, napriklad notovi osnovu, tak sa
d4 merat aj dimenzia podla druhej Specifikicie. Dalsia moznost je zobrazit
zavislost amplitidy od ¢asu, alebo dokonca amplitiidy od frekvencid'|

4.2 Kompasova metdéda

Hned prvd metdéda merania dimenzie je vynimkou. Neuplatnuje sa pri nej
standardny postup spracovania vstupu, je potrebna spatna interakcia s da-
nym prirodnym javom. Jedno velké obmedzenie kompasovej metddy je for-
mat vstupu. Musi to byt krivka, ktord sa da aproximovaf tseckami. Defi-
nujme postupnost, kde -ty ¢len je aproximdcia krivky tseckami dizky ;.
Nech lim; . I; = 0, ¢o znamena, ze sa zvySuje presnost aproximacie tsec-
kami. Nech tych tseciek je v i-tom kroku N;, pricom Ny = 1. Potom fraktalna
dimenzia je

. Samozrejme sa v praxi neda presne zmeraf limita postupnosti, vac¢sinou je
k dispozicii len niekolko ¢lenov tejto postupnosti.

Kompasova metdda sa da aplikovat napriklad na meranie ¢lenitosti po-
brezia, ¢lenitost vodného toku, hranice statov (ak to zrovna nie je poludnik
alebo rovnobezka). Ale d& sa rozsirit na aproximéaciu ploch pomocou malych
rovnych plésok, ale také meranie by bolo prilis naro¢né na realizaciu.

HPerrin] nazyva takto zobrazeny diagram Power Spectral Density.
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4.3 Metoéda pocitania boxov

Druhé metéda - metéda poéitania boxov (Box-counting method) je univer-
zalna, funguje pre aktkolvek mnozinu bodov A C R™. Prvy krok je néjdenie
hyperkocky pokryvajicej vstupni mnozinu. Kedze fraktalna dimenzia je de-
finovana len pre ohrani¢ené mnoziny, tato hyperkocka sa da vzdy najst. V
dalsom texte sa bude nazyvaf pokryvacia hyperkocka. Druhy krok je zo-
strojenie postupnosti. Cielom je totiz odhadntt jej limitu. Vysledna limita je
Minkowskeho dimenzia. Na rozdiel od postupu v definicii st hyperkocky
vopred urcené na danych poziciach.

Definicia 4.3.1 k-delenie n-rozmernej hyperkocky A je takda mnoZina k™ hy-
perkociek, ktoré maju stranu k-krdt mensiu a prienik [ubovolnych dvoch ne-
patri do vnutra Ziadnej hyperkocky. Prvky tohto delenia sa nazyvaju podhy-
perkocky.

V druhom kroku metdody teda vytvorime postupnost deleni pokryvacej
hyperkocky. Nech i-ty ¢len postupnosti je K;-delenie hyperkocky. Delenie sa
musi zjemnovat, ¢o znamena, ze

71— 00
. Pre i-ty prvok postupnosti vieme vypocitat pocet podhyperkociek, ktoré
maji so vstupnou mnozinou neprazdny prienik. Oznac¢ime si ho N;. Priro-
dzené cislo K; vyjadruje mieru delenia hyperkocky. Fraktalna dimenzia je
rovnd limite

lim log . IV;

1—00

4.3.1 Popis implementacie

Podobny postup som vyuzil pri implementacii metody. Postupnost deleni hy-
perkocky tvori 2-delenie, 4-delenie, atd. i-ty prvok postupnosti je 2'-delenie
hyperkocky. Pre kazdy prvok som vypocital hodnotu logy. N;. Vznikla po-
stupnost, ktorej limita je hladand dimenzia.

Vzhladom na obmedzené moznosti som metédu implementoval len pre
dvojrozmernt bitmapu. Ale v pripade, Ze by vznikol univerzalny format na
bitmapu vyssich rozmerov, tak v programe stac¢i spravit minimélne zmeny,
aby fungoval aj pre ne.
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Bitmapa ma ale zasadni nevyhodu. Sklada sa z pixelov, ¢o sposobuje
obmedzenie v dlzke postupnosti deleni. Pre vidsinu beznych bitmap ma po-
stupnost deleni dizku 7-12. Posledny jeden az dva ¢leny st uz dost nepresné
vzhladom na fakt, ze pixely su v bitmape reprezentované stvorcami.

Pre klasické fraktaly postupnost konvergovala velmi pomaly. Bolo po-
trebné z kratkej podpostupnosti odhadnuf limitu celej postupnosti. K to-
muto odhadu ma inSpirovala samopodobnostna metéda. Pri nej sa vyuzival
koeficient podobnosti a pocet zmensSenin vzoru pre presné urcenie dimen-
zie. Podobnii myslienku som skusil vniest aj do tejto metody. Pre i-ty ¢len
postupnosti je koeficient podobnosti K;/K; 1 a priemerny pocet zmensenin
N;/N;_1. Preto priemerny, lebo v kazdom boxe mdze byt iny pocet podbo-
xov. Takze som vytvoril novii postupnost hodnot log K;/K;_1N;/N;_1. Tejto
postupnosti netreba hladat limitu, lebo samopodobnost sa vyskytuje v kaz-
dom kroku priblizne rovnako. Kazdy jej ¢len urcuje mieru samopodobnosti
v danom meritku.

Datové struktiry

Pri implementéacii som implementoval dve pomocné triedy - jednu pre bod a
jednu pre hyperkocku. Bod je reprezentovany vektorom suradnic, poskytuje
mnoho pomocnych funkcii. Hyperkocka je ur¢end dvoma protilahlymi rohmi.

Vsetky hyperkocky, ktoré obsahuji aspon jeden bod vstupnej mnoziny si
pamatam v stromovej struktire. Vzhladom na to, ze susedné ¢leny postup-
nosti st k a 2k-delenia pokryvacej hyperkocky, hyperkocka v k-deleni méa
maximalne 4 synov v 2k-deleni.

Mnozina bodov je ulozena v bitmape.

Casova zlozitost

Vstupom je bitmapa, ktora obsahuje N pixelov. Treba urcite zistit pre kazdy
pixel, ¢i je Cierny alebo biely. Takze lepSie ako O(N) to nebude. V mo-
jom programe kazdy pixel davam do stromovej Struktiry, pricom pridanie
trva nanajvys O(log(NV)). Nasledne spocitanie spominanej postupnosti trva
ovela menej, lebo staci raz prejst celou struktirou. Vysledna zlozitost je teda
O(NlgN)
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Screenshot

Na obrazku [4.1] je screenshot programu, ktory som implementoval vo Visual
C—++. Vpravo hore je prehladne a stru¢ne popisany postup. V prvom kroku sa
nacita obrazok. Potom sa nastavia parametre funkcii, ktora rozhoduje, ktoré
body patria mnozine a ktoré nie. Threshold je cislo medzi 0 a 255, ktoré
urcuje hranicu jasu, od ktorej je pixel povazovany za bod patriaci mnozine.
Ak je zapnuty Inverse, v mnozine budu pixely svetlejsie ako threshold, inak
tam budu tmavsie. Nasleduje proces binarizacie, vysledny obrazok je vidno
na obrazku vlavo v strede. Kroky 2 a 3 sa mo6zu opakovat az kym nebude
uzivatel s binarizaciou spokojny. Nasledne sa odmeria dimenzia. Tento proces
v sebe zahifna vytvorenie stromovej struktiry boxov, ktora sa da prehliadat
vlavo dole, a vytvorenie postupnosti popisanej na strane |34} Postupnost je
znazornena vpravo dole, pricom vysledny odhad je medidn Stvrtého stipca.

'ﬂ;‘;‘ Minkowski Dimension Calculator g@@

Step 1: Load File

[

Step 2 Threshald: (160 Inverse:

Step 3: Binarize

Resulk: 1.4594

| Depth | M Dimension | Odhad
1 4 |2 | Ham

[13 1850219858 { 1 700839718 |
s 40 11.773976031... | 1.621488376... |
O 110 1635339928, | 1.453431618... |
t |23 |1.626885264... | 1.353066606. .
720 1581975516 | 1.357426776 |
. 1359 ;1.5822?1888...;1.444048585...
&+ 10,500 - (354.1000] | 5558 1.555043764... | 1.504448436...
(0500 - [177,750) 17317 1.564433489... | 1639551279 .
: {E;?gg%g?i?gg]m 40 :_4i1%0 li1.:5'32lEi?;058:2...l§1l.l2l49;1-0;142988i
- [0.0] - (354.500) :
% [354,0) - (708, 500) (sl

Obr. 4.1: Screenshot programu na odhad Minkowskeho dimenzie.
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Optimalizacie

V prvom kroku je uzitocné zvolit pokryvaciu hyperkocku ¢o najmensiu, aby
sa dali zachytit detaily uz v malej hlbke.

Odchylky merania

Snazil som sa upravit implementaciu, aby boli odchylky miniméalne. Najvacsie
nepresnosti nastavaju:

e na zaciatku postupnosti, lebo hyperkocky st este velmi velké, aby mohli
aproximovat samopodobny vzor

e na konci postupnosti, lebo tu ma vécsiu vahu vlastnost bodov v bit-
mape, ze su reprezentované stvorcami

Ako pomerne presné ¢islo sa ukazal median tejto postupnosti.

Na obrazku je stvorcami znazornena postupnost log,. N;, ktora kon-
verguje k ocCakavanej hodnote fraktalnej dimenzie Kochovej vlocky 1.262,
ktora je znazornena kosostvorcami. Trojuholnikmi je zobrazena postupnost
odhadov log K;/K;_1N;/N;_1, ktorej median je vystupom programu. V pri-
pade Kochovej vlocky je odchylka 1.6%. Vo vSeobecnosti pre zname fraktély
dosahoval program presnost s odchylkou do 4%.

2.1

L
1.4
13 ¥ Z AT
12 7 7
1.4
1
1 2 3 4 5 & 7 & g

Obr. 4.2: Graf znazornujuci postup merania dimenzie Kochovej vlocky.



Kapitola 5
Vyuzitie fraktalnej dimenzie

Meranie fraktalnej dimenzie nam dava moznost priradif danému objektu
¢islo. Objekty sa daju podla neho potom usporiadat. Toto meranie nam teda
poskytuje isté automatické hodnotenie, ktoré sa moéze uplatnit v roznych
vednych odboroch.

Takisto sa skimaju rozne zavislosti inych vlastnosti objektu od jeho frak-
talnej dimenzie. V tomto pripade ndm meranie fraktalnej dimenzie umoznuje
zistit vlastnosti objektu po odmerani jeho fraktalnej dimenzie.

5.1 Pocitacova grafika

Fraktaly v pocitacovej grafike sa vyskytuju pomerne casto - ¢i uz v pocita-
c¢ovych hrach alebo grafickych vizualizaciach. Ide tu o fraktalnu kompresiu.
Trojrozmerna grafika pozostava z modelov. Modely sa skladaju z vrcholov,
ktoré su pospajané hranami. Hrany uzatvaraju suvislé plochy, ktoré sa na-
zyvaju textury. Jednoducha grafika mozno vystaci s textirami zafarbenymi
jednou farbou, ale v zaujme Setrenia poc¢tu bodov, hran a textur je vyhod-
nejsie pouzivat vacsie textury, ktoré nie su zafarbené jednou farbou, ale je na
nich zobrazeny urcity obrazok. A tu nastava ten problém, v akej kvalite ma
byt ten obrazok. Budeme sa nanho pozerat len z dialky, alebo si ho chceme
priblizovat a vidiet aj detaily? Pri druhej moznosti mame niekolko moznosti,
¢o potrebujeme pre zobrazenie textury.

1. Budeme si pamétat obrazok pre textiru v najvyssej kvalite, aby sme si
ho mohli priblizit a vidiet detaily. Nevyhodou tejto metody je vysoka
paméfova narocnost - uz pri zobrazeni z dialky musime nacitat vela
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udajov. A pri tomto zobrazeni z dialky chceme vidiet aj Sirsie okolie,
preto je toto rieSenie v praxi netinosné.

2. Mame k dispozicii niekolko verzii pre jeden obrazok - kazda v inej
kvalite. Ked sa priblizime k textire, tak nacitame prislusnu verziu, aby
sme videli do detailov len to, ¢o chceme a pri pohlade z dialky nemuseli
zbytocéne nacitavat prilisné podrobnosti, ktoré si aj tak nevsimneme.
Téato technika sa volda VRML, a pouziva sa (asi) dost casto.

3. V niektorych pripadoch je mozné druht moznost trochu vylepsit. Pri
texturach z prirody mézeme dany objekt aproximovaf na fraktal. Pri-
kladom moze byt papradie, stromy, hlina, pohoria, oblaky, vodna hla-
dina... drviva véicsina textir z pocitacovych hier. Po aproximacii na
matematicky fraktal vieme presne popisat, ako sa textira generuje.
Takze si stac¢i pamatat tento predpis a podla pozadovanej presnosti ho
len vygenerovat rekurzivne do uréitej hibky.

5.2 Medicina

V medicine sa fraktaly vyskytuja tiez pomerne ¢asto. Mnohé vniitornosti po-
trebuji mat ¢o najvacsi povrch, ale maji obmedzeny priestor - potrebuji sa
zmestif do organizmu. Prikladmi st plica, mozog. Naskyta sa otazka, ¢i je
nejaka suvislost medzi fraktalnou dimenziou povrchu mozgu a inteligenciou
¢loveka. Sportova zdatnost ¢loveka by sa dala odhadnut /merat podla fraktal-
nej dimenzie ciev - ¢im viac je rozvetveny cievny systém, tym lepsie prekrvené
st jednotlivé bunky a lepsie sa okysli¢uji. Podobne cievny systém v mozgu s
vacsou fraktalnou dimenziou lepsie okyslicuje mozgové bunky, ¢o podporuje
mozgovu aktivitu. Lepsi zrak by sa dal dosiahntf zvySenim fraktalnej dimen-
zie cievneho systému v oku. Rozne vyuzitia fraktalov v psycholégii (sny, rec,
spravanie) uvadza [Psyche]. Vrasky starsich Tudi maji zrejme vyssiu frak-
talnu dimenziu. Vek ¢loveka by sa teda mohol dat odhadntt podla fraktalnej
dimenzie vrasok, alebo dokonca celej tvare. Divokost tcesu sa da hodnotit
podla fraktalnej dimenzie vlasov.
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5.3 Meteorolégia a astronémia

[STPS] uvadza, ze existuje zavislost medzi vzdialenostou elektréd iskrista a
fraktalnou dimenziou vybojov. Vo velkom meritku to potom plati aj pre
blesky. Podla fraktalnej dimenzie blesku sa d& teda odhadnuf vzdialenost
zeme a elektrody, ktora sa nachadza v oblaku.

Galaxie sa zhlukuji so samopodobnostou a ich fraktalna dimenzia sa
mozno odraza v zivotnosti galaxie.

5.4 Hudba

Pravidelnost v hudbe a pravidelnost vo fraktaloch maju vela spolo¢ného.
Samopodobnost vo svojej tvorbe podla [Emu] vyuzival aj J.S.Bach.

[Perrin] popisuje vysledky skiimania fraktélnej dimenzie hudby. Sum ma
dimenziu 2, samotny tén ma dimenziu 1. Vacésina hudby ma dimenziu pri-
blizne 1.65. Najvyssiu dimenziu ma jazz, ktory dosahuje hodnoty aj viac ako
1.69.

5.5 Energetika

Uhlie ma v energetike tilohu produkcie tepla. Vyhrevnost zavisi od povrchu
uhlia. Ale kedZze mame obmedzené zasoby uhlia, treba nim Setrif. Chceme
teda, aby malo uhlie ¢o najvécsi povrch v porovnani s objemom. Povrch sa da
zvacsit napriklad rozdrobenim na mensie kusky. Podla vyskumov [ActaMS]
sa viac oplati drvenie uhlia ako mletie, lebo vtedy je vyssia fraktdlna dimenzia

.....

bol nekonec¢ny v obidvoch pripadoch.

5.6 Elektrotechnika

Kapacita kondenzatora zavisi od stycnej plochy. A ked chceme vyrabat co
najmensie kondenzatory s o najvacsou kapacitou, je podla [Masek| vhodné
zvolit fraktalny tvar, aby bol potencidlny povrch nekonecény. Samozrejme s
obmedzenym poctom iteracii, takze koneénym, ale velmi velkym povrchom.



Zaver

Fraktaly st pre Iudi casto len pekné obrazky, ale ich podstata sa vyskytuje
a vyuziva vo viacerych oblastiach. Meranie fraktalnej dimenzie nam coskoro
mozno poradi, ako vytvarat veci, ktoré budu pre Iudi prijemnejsie.

Moznosti, ako vyuzif fraktalnu dimenziu z piatej kapitoly sa daji uplatnit
v spomenutych vednych odboroch a jednotlivé moznosti by mali byt presku-
mané.

Dimenziu som definoval pre mnozinu. Ale zaujimavé st aj multifraktaly,
ktorym sa urcuje bodova dimenzia pre kazdy prvok mmnoziny. Daju sa tak
odhalit jednotlivé oblasti s vysSou dimenziou.

Dalsi smer vyskumu by mohlo byt aj skiSanie réznych interpretacii L-
systémov. V tejto praci som uvazoval len o interpretacii pomocou korytnacej
grafiky.

Definicia samopodobnostnej dimenzie je obmedzujuca, nezahina vsetky
klasické fraktaly. Mozno by sa dala trochu vylepsit, ak by sa dala definovat
pre IFS so zobrazeniami s roznymi koeficientami podobnosti.
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Anketa

Urobil som anketu, kde Iudia hlasovali za najkrajsi obrazok blesku. Na vyber
boli Styri moznosti. Zucastnilo sa 43 ludi, zvacsa vysokoskolaci. Kazdy oznacil
jeden blesk, ktory bol podla nej najkrajsi. Anketu som zverejnil na stranke
facebook.com, ¢o bolo dovodom vysokej ticasti v ankete.

Vysledky st v tabulke [1} Jednoznacne je vidiet zavislost po¢tu hlasov od
fraktalnej dimenzie. Skutocnost, ze za treti blesk hlasovalo menej ludi ako za
druhy blesk, hoci treti ma vyssiu fraktalnu dimenziu, si vysvetlujem tym, ze
treti blesk vyzera prilis umelo. udom sa pacia viac prirodzené blesky, ktoré
st na prvych dvoch obrazkoch. Stvrty blesk pohorel na celej ¢iare, aj ked
je to retazovy blesk. AvsSak je malo rozvetveny, teda ma nizku dimenziu a
ludom sa nepacil.

\ 11‘

11 2
Dimenzia 1.4891 1.4101 1.4428 1.3945

Hlasy 16

Tabulka 1: Vysledky ankety o najkrajsi blesk.
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POROVNANIE DIMENZII

Porovnanie dimenzii

46

Hodnoty fraktalnej dimenzie st priemerom hodndét mnozstva zdrojov, ktoré

nebudem uvadzat.

Tabulka 2: Porovnanie dimenzii prirodnych javov.

Pobrezie Velkej Britanie | 1.25
Delta rieky Selenga 1.38
Pobrezie Noérska 1.52
Bezné hudba 1.65
Jazzova hudba 1.69
Delta rieky Volga 1.72
Papradie 1.826
Karfiol 2.33
Zhuzvany papier 2.5
Brokolica 2.66
Biely chlieb 2.69
Povrch mozgu 2.79
Bezna spongia 2.948
Povrch plic 2.97




POROVNANIE DIMENZII

Feigenbaumov diagram 0.538
Cantorova mnozina 0.621
Redlne ¢isla len s parnymi ciframi | 0.699
Gosperov ostrov 1.069
Kochova vlocka 1.262
Cantorov prach 2D 1.262
Vicsekova vlocka 1.465
Minkovskeho klobasa 1.5
Hranica dracej krivky 1.524
Sierpinskeho trojuholnik 1.585
Sierpinskeho koberec 1.893
Cantorov prach 3D 1.893
Hranica Lévyho C krivky 1.934
Okraj Mandelbrotovej mnoziny 2.0
Peanova krivka 2.0
Hilbertova krivka 2.0
Moorova krivka 2.0
Dracia krivka 2.0
Sierpinskeho ihlan 2.0
Lorenzov atraktor 2.06
Grécky kriz 3D 2.585
Mengerova Spongia 2.727

Tabulka 3: Porovnanie dimenzii zndmych fraktalov.



Register

abeceda,

aproximacia krivky tseckami,
atraktor dynamického systému,
axiéma,

bijekcia,

bod,
Brouwer,

Cantor,
Cantorova mnozina, [4]
Cantorovo zobrazenie,

delenie hyperkocky,
dimenzia
Hausdorffova,
induktivna,
vnuitorna,
vonkajsia,
Minkowskeho,
pokryvacia,
samopodobnostna,
topologicka,
nestaci,
dynamické systémy,
dynamicky systém,
deterministicky,

diskrétny,
nedeterministicky,

Spojity,
Edward Lorenz,

e[

Feigenbaumova konstanta,
fraktal

definicia,
fraktalna dimenzia,

Hanoiské veze,
Hausdorffova dimenzia,
Helge van Koch,
Hilbert,

hyperkocka,

IF'S,
injekcia,
iterované funkcéné systémy,

jazyk,

generovany L-systémom,
Johann Benedict Listing,
Juliova mnozina,

Kochova krivka,
kompasova metdda,
korytnacia grafika,
krivka

vypiﬁajﬁca priestor,
krok odvodenia,

L-systémy,
kontextové,
stochastické,
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REGISTER

Leonhard Euler,
logistické zobrazenie,
Lorenzov atraktor,
Lorenzov systém,

Mandelbrot,
Mandelbrotova mnozina,
Mengerova Spongia, [9]
metoda

kompasova,
metdda pocitania boxov,
metricky priestor,
metrika,
miera, [20]

Hausdorffova,
mnozina,

Cantorova, [4]

Juliova,
Mandelbrotova,

ohranicena,
otvorena,
samopodobn4,
uzavreta,

otvoreny problém,

papradie,

Pascalov trojuholnik,

Peano,

pevny bod,
nestabilny,
stabilny,

podhyperkocka,

podslovo,

Poincaré,

pokrytie
otvorené,
priestoru

topologického,

prepisovacie pravidla,
priestor
spocitatelnorozmerny,

rad
bodu,
pokrytia,

reflexivno-tranzitivny uzaver,

samopodobnost,
Statisticka,
striktna,
Sierpinskeho ihlan, [9]
Sierpinskeho koberec,
Sierpinskeho trojuholnik,
S
slovo,
prazdne,
stavovy priestor,

textura,
topologia,

kanonicka,

na priamke,
topologickd dimenzia,
topologicky priestor,
trajektéria bodu,

VRML,

Wac law Sierpinski, [6]
Warwick Tucker,
web diagram,

zjemnenie,

zobrazenie
Cantorovo,
logistické,
spojité, 22}

zretazenie,
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