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Abstrakt

Pomocou pravdepodobnostnych metdd sa v sticasnosti dosahuje vécsina vy-
sledkov pre ndhodne indukované grafy. Pravdepodobnostné metédy suvisia
s enumeraciou diskrétnych struktdar. Na sktimanie ndhodnych premennych
vyjadrujicich vlastnosti nahodnych grafov sa ¢asto vyuziva Cebysevova a
Markovova nerovnost. Pre niektoré vlastnosti vieme urcit, od akej asympto-
ticky najmensej pravdepodobnosti vzniku hrany méa takmer kazdy nadhodne
indukovany graf dant vlastnost. Takato pravdepodobnost sa nazyva prahova
funkcia pre dant vlastnost. Tato praca sa zaobera sposobmi enumeracie ozna-
¢enych objektov, konkrétne poctom stromov na n vrcholoch a urcovanim
prahovych funkcii podgrafov niektorych tried grafov. V prvej casti uvedieme
pojmy a tvrdenia potrebné pre tuto pracu. V druhej casti sa budeme veno-
vat technikdm enumeracie poctu oznacenych objektov, ktoré demonstrujeme
na dokazoch Cayleyho vety. V tretej casti ur¢ime prahovi funkciu existencie
maximalnej k-rozmernej podkocky n-rozmernej hyperkocky.

Klicové slovd. Enumeracia oznacenych objektov, ndhodné grafy, prahové
funkcie, maximalna k-rozmerna podkocka.
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Uvod

V roku 1736 sa Leonhard Euler zaoberal problémom, ¢i sa d4 v meste Kralo-
vec prechddzat tak, aby ¢lovek presiel po kazdom zo siedmych mostov prave
raz a na konci svojej prechadzky skoncil tam, kde zacal. Euler tento problém
sformuloval ako graf a dokazal, Ze takato trasa existuje iba vtedy, ak je kazdy
vrchol grafu parneho stupna. Toto je jeden z prvych vysledkov v tedrii grafov
ako vednej disipliny. V stcasnosti sa grafy vyuzivaju v pocitacovych sietach,
vo formalnych jazykoch a automatoch ¢i pri overovani spravnosti programov.

Nahodné grafy sa zacali skiimat priblizne pred 50 rokmi. Ako prvy pouzil
pravdepodobnostné metédy v tedrii grafov Paul Erdss v roku 1959. Vdaka
vysledkom z tedrie ndhodnych grafov vieme urcit vlastnosti roznych Struktir,
ktoré sa dajui pomocou grafov popisat. Takymito $truktirami st napriklad
matice ¢i boolovské vyrazy.

Pravdepodobnostné metdody tzko stvisia s enumeraciou diskrétnych struk-
tur, nakolko pravdepodobnost je na kone¢nych objektoch definovana ako po-
diel poctu ,,dobrych“ objektov ku poc¢tu vsetkych objektov. Z tohto dévodu
potrebujeme vediet spocitat objekty s danou vlastnostou. Tejto problematike
sa venujeme v prvej casti prace.

V druhej ¢asti prace budeme skimat nahodné grafy. Zameriame sa hlavne
na nédhodne indukované podgrafy n-rozmernej kocky. Budeme sledovat, pre
aké pravdepodobnosti je maximalna k-rozmerna podkocka podgrafom n-
rozmernej kocky.

Pri dokazovani tvrdeni pouzivame pravdepodobnostné a kombinatorické
metddy. Zavedieme si nezadporné diskrétne nahodné premenné charakterizu-
juce danu vlastnost a skiimame ich stredni hodnotu a disperziu. Pouzitim
Cebysevovej a Markovovej nerovnosti odhadujeme hodnoty nédhodnej pre-
mennej a tak ziskavame predstavu o uvazovanej vlastnosti. Vysledky sa za-
vislé od poctu vrcholov, ktory sa blizi k nekonec¢nu.

V prvej kapitole definujeme potrebné pojmy z tedrie pravdepodobnosti a
z teodrie grafov a taktiez uvadzame zékladné tvrdenia, ktoré budeme neskor
vyuzivat. Vicsina definicii a tvrdeni z tejto kapitoly je prevzdata z [1] a [2].

V druhej kapitole sa zaoberame technikami enumeracie oznacenych objek-



tov. Tieto techniky si predvedieme v niekolkych principidlne réznych doka-
zoch Cayleyho vetu, ktora hovori o pocte oznac¢enych stromov na n vrcholoch.

V tretej kapitole budeme pouzivat pravdepodobnostny priestor, v ktorom
sa hrana v grafe vyskytuje s pravdepodonostou p zévislou od n. Zavedieme
pojem prahovej funkcie a vysvetlime vSeobecni metédu jej zistovania. Uréime
prahovt funkciu existencie maximalnej k-rozmernej podkocky v ndhodne in-
dukovanom pografe hyperkocky:.



Kapitola 1
Zakladné definicie a pojmy

Kvoli presnosti a jednotnosti uvedieme v nasledujiicej kapitole pojmy, ktoré
st pouzité v tejto praci. S to pojmy z tedrie pravdepodobnosti a tedrie
grafov. Vicsina pojmov a vysledkov v tejto kapitole je prebratd z pouzitej
literattry. Taktiez uvedieme oznacenia, ktoré budeme pouzivat v celej praci.

1.1 Pojmy z teorie pravdepodobnosti

Definicia 1.1. Nech 2 je mnoZina elementarnych udalosti, pricom Q # () a
nech S C 22, Neprazdny systém S podmnozin mnoziny elementérnych uda-
losti nazyvame pole nahodnych udalosti (a ozn. o-pole), ak spliia nasledovné
podmienky:

1. Qe S
2. Ak A€ S, potom A® € S, kde A®=Q — A
3. Ak A, e Sprei=1,2,..., potom U, A, €85

Definicia 1.2. Nech (©, S) je o-pole. Prvky mnoziny (2 nazveme elementérne
vysledky a podmnoziny €2 patriace do systému S nazveme udalosti.

Definicia 1.3. Pravdepodobnostna miera na o-poli udalosti (€2, S) je zobra-
zenie P : S — R splilajtce nasledovné podmienky:

1. Pre vsetky A € S plati 0 < P(A) <1
2. P =1, P0)=0
3. Ak (A4;)", je postupnost disjunktnych udalosti, tak P(U?_; A;) = > | P(A;)
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Definicia 1.4. Nech Q = {wy,ws,...,w,} je mnozina n elemetarnych rov-
nako pravdepodobnych vzajomne sa vylucujucich udalosti. Nech m z tychto
udalosti, m < n, ma za nasledok nastatie udalosti A, potom pravdepodobnost
udalosti A definujeme ako podiel

m
pay="

(A)="
Definicia 1.5. Nech (€2, S) je o-pole udalosti a nech P je pravdepodobnostna
miera na (€2, S). Potom trojicu (€2, S, P) nazveme pravdepodnobnostny pries-
tor.

Definicia 1.6. Nech (2,5, P) je pravdepodobnostny priestor. Budeme ho-
vorit, ze funkcia X : © — R je ndhodné premennd, ak pre kazdé r € R
plati

{weQ: X(w) <z} eS.

Definicia 1.7. Nahodnu premennt X na pravdepodobnostnom priestore
(Q, S, P) nazyvame diskrétna, ak jej obor hodndt X () C R je spocitatelna
mnozina.

Definicia 1.8. Nech X je diskrétna nahodnd premennd, ktora nadobuda
hodnoty (z;);cs s nenulovou pravdepodobnostou. Potom stredné hodnota né-
hodnej premennej X je definovana nasledovne

E(X) =) xP[X = ).
i€l
(V pripade, Ze suma ) .., z;P[X = x;] neexistuje, hovorime, Ze X nem4

strednt hodnotu. )

Definicia 1.9. Stredna hodnota funkcie g(X) = (X — E(X))* sa nazgva
centralnym momentom k-teho radu a zapisujeme

k= El(X = E(X) =) (i — E(X))*p:
Ak k = 2, potom py = E(X — E(X))* = D(X) nazyvame aj disperziou
(rozptylom).

Veta 1.10. Nech X a Y st diskrétne ndhodné premenné, ktoré maji konecnta
strednt hodnotu. Nech a, b st redlne ¢isla. Potom aj diskrétna ndhodna pre-
menna aX + bY ma konec¢nu stredni hodnotu a plati

B(aX +bY) = aBE(X) + bE(Y).
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Veta 1.11. Nech X je diskrétna ndhodné premenna s konec¢nou strednou
hodnotou aj disperziou. Potom plati:

o D(X) = E(X?) - (E(X))?,
e D(aX +b) = a®>D(X) pre vietky a,b € R.

Veta 1.12 (Markovova nerovnost). Nech X je nezdporna nadhodné pre-
menna. Potom pre kazdé € > 0 plati

E(X)

P[X >¢] <
g

Veta 1.13 (CebysSevova nerovnost). Nech X je diskrétna nadhodné pre-
mennd s konecnou disperziou (t.j. aj s kone¢nou strednou hodnotou). Potom
pre kazdé o > 0 plati

D(X)

P(LX — B(X)) 2 8) < =5

1.2 Niektoré pojmy z teorie grafov

Definicia 1.14. Graf G je usporiadana dvojica (V, F), kde V je nejaka ne-
prazdna mnozina a £ je mnozina dvojprvkovych podmnozin mnoziny V.
Prvky mnoziny V' nazyvame vrcholy grafu G a prvky mnoziny F hrany grafu

G.

Definicia 1.15. Orientovany graf G je usporiadana dvojica (V, E), kde V
je nejakad neprazdna mnozina a F je mnozina usporiadanych dvojic mnoziny
V', pri¢om pre hranu e = (u,v) je u jej za¢iatok a v koniec.

Definicia 1.16. Suvisly acyklicky graf G sa nazyva strom. Vrcholy stupiia
1 v strome sa nazyvaju listy.

Veta 1.17. Nasledujtice tvrdenia su pre graf T' ekvivalentné:
1. T je strom,;
2. Lubovolné dva vrcholy grafu T st spojené jedinou cestou;

3. T je ,minimdlne stuvisly“, t.j. T' je stvisly a pre Tubovolni hranu e je
T — e nesuvisly;

4. T je ,maximalne acyklicky“, teda T je acyklicky, ale T" 4+ xy obsahuje
cyklus pre Tubovolné dva neincidentné vrcholy = # y.
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Veta 1.18. Suvisly graf na n vrcholoch je strom prave vtedy, ked ma n — 1
hran.

Definicia 1.19. Hyperkocka @), je graf (V| E'), ktory ma nasledujice vlast-
nosti:

1. Mnozina vrcholov V' je mnoZina vietkych binarnych vektorov dizky n.

2. Hrana v grafe je medzi kazdymi dvoma vrcholmi, ktorych vektory sa
lisia prave na jednom mieste.

Z druhej vlastnosti hyperkocky Tahko vidiet, Ze kazdy vrchol je stupria
n. KedZe hyperkocka @), mé 2" vrcholov, mohutnost mnoziny hréan je |E| =
n - 27171

Definicia 1.20. Hyperkocka G réadu k sa nazyva podkockou hyperkocky @,
ak G je indukovanym podgrafom @Q,,.

Definicia 1.21. Nech H je podgraf @),,. Hyperkocka G C H je maximalnou
podkockou radu k, ak GG je podkocka radu k a neexistuje hyperkocka G’ také,
7%e GCG CH.

Lema 1.22. Pocet podkociek radu k& hyperkocky @, je (Z) - onk,

Proof. Podkocka radu k je uréend k ,,volnymi“ bitmi vo vektoroch zodpove-
dajucich jej vrcholom; ostatnych n — k bitov je ,pevnych®. Je (Z) sposobov,
ako vybraf k roznych pozicii a 2"~* réznych binarnych vektorov pre ,pevné*
bity. O]



Kapitola 2

Enumeracia oznacenych
objektov

Techniky enumerécie objektov v tedrii grafov si ukdzeme v niekolkych réznych
dokazoch znamej Cayleyho vety.

2.1 Zakladné metédy urcovania poctu stro-
mov s n vrcholmi

Ako naznacuje aj nézov kapitoly, budeme sa zaoberat spésobmi urcovania
poctu stromov na n vrcholoch.

Veta 2.1 (Cayley). Pocet oznacenych stromov na n vrcholoch je t,, = n" 2

Tato vetu dokdzeme viacerymi spésobmi.

Dokaz matematickou indukciou

Lema 2.2. Nech dy, ds, ..., d, st prirodzené ¢isla so stic¢tom 2n — 2. Onacme
vyrazom t(n, dy, ds, ..., d,) poCet oznacenych stromov, v ktorych vrchol ¢islo
J ma stupen d; pre kazdé j € {1,2,...,n}. Pre n > 2 dokdzeme

n—2
t(n,dl,dg,...7dn> = (d1_1d2_1d _]-)

(n—2)!
(di — D)!(dg — 1)!- -+ (d,, — 1)!

matematickou indukciou vzhladom na n.
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1. Pre n = 2 dostéavame jedind moznost d; = dy = 1 a mame

2-2 0
( 70’0) (1_1a1_1) <0a0>

2. Dokazeme to pre n > 3 vyuzitim vlastnosti tvrdenia pre n — 1. Medzi
dy,...,d, je urcite aspon jedna jednotka, lebo nas graf je strom a teda ma
aspoil jeden list. Nech d; = 1. Vrchol j je spojeny prave s jednym vrcholom,
ktory oznac¢ime k a jeho odtrhnutim od vrchola k£ dostaneme strom s n — 1
vrcholmi, ktorého stupne zodpovedaji povodnému stromu. Takychto stromov
je podla indukéného predpokladu

T — (n — 3)!(dk — 1) _ (n _ 3)!(dk . 1)
[[ iz (di — 1) 1, (d; — 1)!

Nakolko (d; — 1)! = 0! = 1, mdzeme podmienku ¢ # j vynechat. Takto
zapisany vyraz dava spravny vysledok aj pre d = 1. Preto plati

tn,dy, ds, ... dy) = E}r ——if¥ﬁ-§}@—m
) .
T Mooy (@2 mm=

(n—2)!
H?:1(di - 1)!’

¢o sme chceli dokazat.

Dékaz Cayleyho vety.

Je vidiet, Ze zosumovanim ¢(n,ds, ..., d,) cez vSetky mozné rozdelenia d;
dostaneme t,. Zavedme substiticiu m; = d; — 1. Potom je zrejmé bijekcia
medzi n-ticami kladnych d; so sactom (2n — 2) a n-ticami nezapornych m;
so suctom 2n — 2 —n = n — 2. Dostavame teda

= Y (ot 0)= X (o)
S di=2n—2 ( 1 — 4,...,0p — ) S mi—n—2 (m1,m2...7mn)
¢o je vsak pouzitie multinomickej vety na stacet n jednotiek umocnenych na

n — 2, &ize
=(1+1+---+1)"2=n""2



KAPITOLA 2. ENUMERACIA OZNACENYCH OBJEKTOV 10

Doékaz pouzitim POVYKOSov

Nech T je strom. Povykos (POstupne VYkonstruovany Strom)je usporiadand
trojica (T,C,r), kde C je ocislovanie hran ¢islami od 1 pon —1ar €
V(T) je koren. Existuje n!-t, navzajom réznych povykosov zodpovedajicich
oCislovanym stromom na n vrcholoch (pre volbu korefia mame n moznosti a
pre o¢islovanie hréan (n — 1)! moznosti pre dany strom 7).

Podme urcit pocet povykosov inym spésobom. Pozrime sa na povykos ako
na orientovany graf, v ktorom je kazda hrana orienovana smerom ku koreriu.
Budeme postupne zostrojovat povykosy a spocitame, kolko ich dostaneme.
Postupnym pridavanim hran ziskame povykos, ktorého hrany buda ocislo-
vané podla toho, v akom poradi boli pridané a budeme ich pridavat tak, aby
nevznikla kruznica.

Zaciname s n izolovanymi vrcholmi ocislovanymi od 1 po n. Pre pridanie
prvej hrany méame n(n — 1) moznosti a orientdcia hrany zaroven urci koren
tohto komponentu. Pridanie hrany znizi pocet komponentov o 1. Z kazdého
vrchola v strome vychadza len jedna hrana (vchadzat ich méze Iubovolny

pocet).
Predpokladajme, ze sme uz pridali £ hran. Mame teda n — k& kompo-
nentov s velkostami ag, as, ..., a,_g, pricom » .~ Fa; = n. Kazdy z tychto

komponentov je orientovany zakoreneny strom. Ak ma z komponentu vycha-
dzat hrana, tak je jej pociatoény vrchol jednoznacne urceny — je to vrchol,
z ktorého nevychadza ziadna hrana. Je to, akoby sme ,zavesili“ niektory z
komponentov na nejaky vrchol iného komponentu. Pre komponent s velkos-
tou a; je n — a; moznosti, ako ho ,zavesit® na iny komponent. Celkovo tak
dostavame

m—a))+(n—a)+---+n—a,x)=Mn—-k)-n—n=Mn—-—k—1)n

moznosti pre vyber hrany s ¢islom k + 1. Pocet povykosov je teda

n(n —1) I:In— E—1Dn=n! -n""2

z ¢oho dostavame, ze t, = n" 2. O

Do6kaz pomocou Priiferovho kodu

Heinz Priifer nasiel vztah medzi oznadenymi stromami radu n a postupnos-
tami n — 2 prvkov (ay, as,...a,_2), kde a; je kladné celé ¢islo mensie alebo
rovné n, pricom v suboroch priptstame opakovanie.
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V danom oznacenom strome 7" vezmeme vrchol v s najmensou znackou a
vyberieme znacku vrcholu aq, ktory je susedny z vrcholom v. Tymto sposo-
bom najdeme znacku ay pre strom T — v, a tak dalej. Strom T — v dostaneme
zo stromu 7' tak, ze vynechame vrchol v a hranu, ktoré s nim inciduje. Proces
ukonc¢ime, ak ostant len dva vrcholy.

Priklad 2.1. Majme graf G. Priiferov kéd k tomuto grafu je 244.

Obr. 2.1: graf G.

Kazd§ oznaceny strom radu n dava jedint postupnost dlzky n — 2, preto
t, < n" 2. Este potrebujeme ukdzat, Ze plati aj opa¢ni nerovnost, teda
ze t, > n" 2. PowZijeme postup J. Moona, pomocou ktorého jednoznacne
zostrojime pre kazdy subor (aj,as, ..., a,_2) oznaeny strom.

Oznac¢me b; najmensie kladné celé ¢islo, ktoré sa nevyskytuje v stbore
(a1,as,...,a, 2) anech (cy,cs,...,c, o) oznacuje subor dizky n — 3, ktory
ziskame zo siboru (asg,...,a, o) zmensenim jeho stradnic vicsich ako by
o 1. Potom stbor (cg,¢3,...,¢,_2) sa skladd z ¢isel pripadajacich mnozine
1,2,...,n — 1. MdZeme predpokladat, ze existuje zodpovedajici strom radu
n — 1. Zmenime rozdelenie znaciek vrcholov stromu 7' tak, ze pridame 1
ku kazdej znacke mensej alebo rovnej b; — 1. Potom skonstruujeme novy n-
ty vrchol zo znackou b; a spojime ho s vrcholom so znackou a; v strome
T. Tymto spdsobom ziskame jediny oznaceny strom zodpovedajici danému
suboru n — 2 prvkov. O]

Doékaz ratanim dvoma sp6sobmi

Nech A je mnozina stromov na n vrcholoch takych, ze vrchol v ma stupen
k. Nech mnozina B je mnozina stromov na n vrcholoch takych, ze vrchol v
ma stupen k£ — 1. Oznacme £, xy mohutnost mnoziny A a t, ;1) mohutnost
mnoziny B.

Vezmime si strom z mnoziny B. Vynechanim hrany e = xy neincidentne;j
s v sa T rozpadol na dva komponenty. Spojme vrchol v s tym z vrcholov z,
y, ktory nelezi v tom komponente, v ktorom lezi v. Tymto dostaneme strom
z mnoziny A. Hranu e mézeme zvolit (n — 1) — (k — 1) = n — k spoésobmi a
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pre kazdia volbu hrany e je dal$i postup uz jednoznac¢ny. Pre dve rozne volby
e dostaneme dva rézne prvky mnoziny A.

Majme teraz strom z mnoziny A. Nech uq, us, ..., u; st susedia vrchola
v. Odobratim vrchola v sa strom T rozpadne na k komponentov s velkostami
ai,as, ..., a, ktoré vieme oznacit tak, aby vrchol u; lezal v komponente s

a; prvkami. Ked odoberieme hranu vu;, dostaneme dva komponenty. Nasim
cielom je dostat strom z mnoziny B opa¢nym postupom, ako bol popisany v
predchadzajicom odseku. Preto spojime vrchol u; hranou s niektorym vrcho-
lom réznym od v z iného komponentu. Je n — 1 — a; mozZnosi, ako to spravit.
Moznosti pre vSetky volby u; je spolu

m—1—-a)+n—-—1—a)+---+Mn—1—ax)=(k—-1)(n—-1).

Takze ku kazému stromu z A dostaneme (k—1)(n — 1) navzajom réznych
stromov z B.

Mame dve navzdjom inverzné konstrukcie. Vezmime si bipartitny graf,
ktorého prva particia je tvorend stromami z A a druhd stromami z B. Nase
konstrukcie zodpovedaji hrane v tomto bipartitnom grafe. Pocet tychto hran
vieme vyjadrit dvoma sposobmi:

e Ako pocet hran vychadzajuicich z particie tvorenej stromami z A.
e Ako pocet hran vchadzajucich do particie tvorenej stromami z B.
Porovnanim dostaneme
(n—=Fk) timp—1) = (kE—=1)(n—1) - tum.

KedZe t(,n-1) = 1, dostdvame z uvedeného vztahu pre (, x)

n—2
Lng) = (k B 1) (n—1)"FL

Sc¢itanim cez vSetky stupne vrchola v dostavame hladany pocet ocislova-
nych stromov na n vrcholoch.:

|
N

n

n—1 n 9

o - _ 1\n—k—1
Sk = 3 (12])m-0
k=1

3 =
N =

I
™

Il
o

S

-2

I
3
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Dodkaz Polyovou metdédou s pouZitim inverznej Lagran-
geovej formuly

Uvedieme najskor niekolko definicii a pomocnych tvrdeni.

Definicia 2.3. Budeme hovorit, Ze f(z) je exponencidlna generujica funkcia
pre {a,}52,, ak f(x) = > 07 az™/nl.

Lema 2.4 (o spoé&itavani ozna&enych grafov). Koeficient pri 2*/k! v
a(x)b(zx) je rovny poctu usporiadanych dvojich (G, Gs) dvoch disjunktnych
grafov, kde G; ma vlastnost P(a), G, ma vlastnost P(b), k je pocet vrcholov
v G1 UGy a znacky od 1 do k st rozdelené na grafe G; U Gj.

Definicia 2.5. Funkcia f je analyticka v bode a, ak existuje také okolie bodu
a, ze v kazdom jeho bode ma funkcia f spojita derivaciu.

Lema 2.6 (Inverzna Lagrangeova formula). Ak funkcia ¢(y) je analy-
tickd v niektorom okoli bodu y = 0 a ¢(y) # 0, potom rovnica

z=y/e(y) (2.1)

mé jediné rieSenie urc¢ené funkciou
oo
y = E cra” (2.2)
k=1

Dokaz Cayleho vety.
Vieme, ze pocet zakorenenych oznacenych stromov radu n je rovny n - t,
a teda exponencialna generujica funkcia pre tieto stromy je urc¢end vyrazom

Yy = Zntnx"/n! (2.3)
n=1

Polya nasiel funkcionalnu rovnicu pre y a nasledne pre najdenie ¢,, apli-
koval inverznii Lagrangeovu formulu. Tato funkcionalnu rovnicu pre y teraz
odvodime.

Z lemy pre nasobenie exponencidlnych generujucich funkcii pre ozna-
Cené grafy vyplyva, ze y"/n! je exponencidlna generujica funkcia pre n-
mnoziny zakorenenjch oznacenych stromov, ktorych koren mé stupen n a
nie je oznaceny. PresnejSie, vztah dostaneme tak, Ze najprv priddme ku kaz-
dej n-mnozine novy vrchol, no neoznac¢ime ho, potom spojime tento vrchol s
kazdym zo starych korenov.
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7 9 6
7 9 6 3 o, -
s 2 4\/5 1 10 8
Lér 1087 8¥r T

Vynésobenie vyrazu y"/n! funkciou f(x) = x zodpovedad oznaceniu no-
vého vrchola a jeho zacleneniu do poctu spocitavanych vrcholov. Vyraz x -
y" /n! spocitava zakorenené oznacené stromy, ktorych koreni ma stupen n. Ak
spocitame stromy so vSetkymi moznymi stupnami korena, dostavame

y=3 oyl 2.4)
n=0

a teda dostavame funkcionalnu rovnicu
y = xe”. (2.5)

Aby sme dostali rieSenie rovnice (2.5), vynasobime y ako funkciu premen-
nej x, budeme aplikovat Specialny pripad Lagrangeovej formuly. Koeficienty
¢ generujucej fukcie (2.5) st uréené formulou

o=l ) (2.6

y=0

Ak aplikujeme inverzni formulu k rovnici (2.5), kde ¢(y) = e¥, dostavame
y=> K2kl (2.7)
k=1

Ak porovname tento vyraz s (2.3), opiit dostavame formulu n"~2 pre t,,.

Poznamka 2.1. Pri rieSeni niektorych tloh enumeracii oznac¢enych objektov
je vhodné pouzit zovSeobecnenie formuly (2.6), ktoré patri Lagrangeovi. Do-
plnok k pomienkam kladenym na funkciu ¢ spociva v tom, ze predpokladéame,
ze je dana este jedna funkcia f(y), analytickd v niektorom okoli bodu y = 0.
Potom zovSeobecnené Lagrangeova formula hovori, Ze funkcia f(y) moze byt
vyjadrend mocninovym radom premennej z nasledujicim spésobom:

Z :,i— L ()" ()] }y=0 (2.8)

Pre f(y) = y z tejto formuly dostavame (2.2) a (2.6).
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Ddkaz pomocou stavovcov

Od¢islujme si vrcholy kompletného grafu K, ¢islami 1,2, ..., n. Budeme ratat
kostry tohto grafu. Oznacme v kazdej kostre jeden vrchol krizkom a druhy
Stvorcom. Takuto kostru budeme nazyvat stavovcom a cestu od kruzka k
Stvorcu presne v tomto smere chrbticou. Oznacenie krizkom aj Stvorcom
moze dostat ten isty vrchol — niektoré stavovce nemaju chrbtovi kost. Lahko
vidiet, Ze stavovcov je n? - t,. V dalsom kroku najdeme bijekciu medzi mno-
Zinou stavovcov a mnozinou zobrazeni mnoziny V' = {1,2,...,n} do seba.
Toto budeme ilustrovat na priklade.

Vezmime chrbticu a vypisme vrcholy, ktoré na nej lezia, v poradi od
krazka po Stvorec vratane tychto vrcholov. Nad to napiseme tie isté vrcholy,
tentokrat usporiadané podla velkosti. Tymto je urcend permutécia vrcholov
chrbtice. Vieme, 7e kazda permutacia sa d4 napisat ako sucin disjunktnych
cyklov. Tieto cykly vieme Tahko nakreslit — z kazdého vrchola pdjde Sipka
tam, kam je vrchol zobrazeny permutaciou. Obrazom vrcholov mimo chrbtice
bude vrchol na ktory sa napajaju, teda najblizsi sused na ceste veducej k
nejakému vrcholu z chrbtice.

Tato konstrukcia funguje aj spitne. Ku kazdému zobrazeniu vieme najst
vSetky cykly permutéacie urcujicej chrbticu, zobrazenie ostatnych dourci sta-
vovca. Je lahké overit, Ze takto popisané zobrazenie je hfadanou bijekciou.

Zobrazeni mnoziny V do seba je n™, z ¢oho dostavame t, = n""2, ém je
Cayleho veta dokazana. n

Do6kaz pomocou determinantov

Uvedme opit pred samotnym dokazom Cayleyho vety niekolko pomocnych
tvrdeni a definicii, ktoré ndm neskoér poméozu.

Definicia 2.7. Nech G je oznaceny graf radu n s mnozinou vrcholov V' =
{1,2,...,n}. Definujeme maticu B = B(G) typu n x n. Kladieme

—1, ak vrcholy 7 a j st susedné
B;j = ¢ 0, ak i # j a vrcholy 4, j nie st susedné
deg(7), ak i = j

Matica B(G) sa nazyva Kirchhoffovou maticou grafu G. Sacet prvkov v
kazdom riadku a v kazdom stlpci tejto matice je rovny nule.

Lema 2.8. Nech B je lubovolnd ¢iselna n x n matica, ktorej sicet elementov
v kazdom riadku aj v kazdom stlpci je rovny nule. Potom algebraické doplnky
vietkych prvkov matice B st navzajom rovné. (Specidlne tito vlastnost ma
aj Kirchhoffova matica Tubovolného grafu).
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Proof. Je zrejmé, ze hodnost matice B je menSia ako n, lebo vektory, ktoré
tvoria maticu B st linedrne zavislé. Ak je hodnost matice B mensia ako n—1,
potom algebraické doplnky vsetkych prvkov tejto matice st rovné 0.

Nech hodnost matice B je rovnd n—1 a C' je priradend matica pre maticu
B, t.j. prvok Cj; je rovny algebraickému doplnku A;; prvku Bj; v matici B,
i=Lnj=1n

Z linearnej algebry je zname, ze BC = (det B) - E, kde FE je jednotkova
matica. V nagej situacii je det B = 0 a teda BC' = 0. Z toho vyplyva, e pre
stipce matice C' s ¢islom j, 7 = 1, n platia rovnosti

Bi1Cyj + BipCoj + - - - + By, Gy = 0, 0 = I,n

£.j.
BiAj + BipAjos+ -+ BinAjp =0, i =1,n.

Tieto rovnosti moézeme povazovat za systém linedrnych homogénnych rovnic

s maticou B vzhladom na nezname Aj;, Ajs, ..., Ajy,.
KedZe hodnost B je rovna n - 1, tak vSetky rieSenia systému st propor-
cionalne na vektor (1, ..., 1), ktory vyhovuje systému a preto A;; = Ajp =

oo = Aj,, j = 1,n. Ak berieme do tvahy CB = 0, analogicky dostdvame
A=Ay = =Ay, j=1n
Z toho vyplyva
Aij — Akla ’i,j, k,l - 1,_n

]

Definicia 2.9. (Matica incidencie grafu.)

Definujme maticu incidencie grafu. Nech G je (n, m)-graf. V- = {1,2,... n},
E =ej,ey,..., 65} Definujme bindrnu (n x m)-maticu I = I(G) nasledujt-
cim sposobom:

j 1, ak vrchol k£ a hrana e; inciduja
M7 0, v opacnom pripade.

Maticu I naz§vame maticou incidencie grafu G. V kazdom jej stlpci st 777
dve jednotky, rovnakych stipcov niet. Vztah G — I(G) je bijekcia mnoziny
oznacenych (n, m)-grafov s o¢islovanymi hranami na mnozinu n X m-matic
vyhovujucich opisanym podmienkam.

Pre orientované grafy ma definicia incidenc¢nej matice nasledujuci tvar:

1, ak vrchol £ je pociatok orientovanej hrany ¢,
Iy = ¢ —1, ak vrchol k je koncom hrany ¢
0, ak vrchol £ a hrana e; neinciduju.

V pripade matice incidencie i susednosti plati nasledujtce tvrdenie:
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Lema 2.10. Grafy (orientované grafy) st izomorfné prave vtedy, ak ich ma-
tice incidencie (susednosti) dostaneme jednu z druhej vhodnym preskupenim
riadkov a stipcov.

Inymi slovami povedané, izomorfizmus grafov znamené premenovanie vr-
cholov a hran.

Poznamka 2.2. Stvorcovii maticu P = (a;;)};_; nazveme permuta¢nou ma-
ticou, ak prvky matice st 0 a 1 a v kazdom riadku a v kazdom stipci matice
P je prave jeden nenulovy prvok. Ekvivalentna matica P je permutacna, ak
existuje permutécia m na mnozine {1,2,...,n} taka, ze a;; = 1, ked j = 7 (),
a;; = 0 v opa¢nom pripade. Potom G = (V, E) a G' = (V', £') st izomorfné
prave vtedy, ked A = PAgPT, PT je matica transponované k matici P.

Bezprostredne mozeme vyslovit nasledujice tvrdenie.

Lema 2.11. Nech B je Kirchhoffova matica gratu G a I matica incidencie
nejakej jeho orientacie H. Ocislovanie vrcholov v H je to isté ako v grafe G.
Potom B = I - I”, kde T opif znadi operéciu transponovania matice.

Priklad 2.2. Majme graf G a jeho nejakt orientaciu H ako na obrazkoch.

1

2

Obr. 2.2: graf G.

2 -1 -1 0
1 2 -1 0
B(G) = 1 -1 3 -1
0 0 —1 —1
1 es
€1 3 ¢ 4
94 2

Obr. 2.3: orientacia H grafu G.
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1 0 1 0
-1 1 0 0
H)=1 5 1 -1 1
0 0 0 -1
1 -1 0 0
0 1 -1 0
Ty —
FH) =11 o -1 o
0o 0 1 -1
1 0 1 0 1 -1 0 0
r | -1 1 0 o0 0 1 -1 0
L1 = 0 -1 -1 1 1 0 -1 0
0 0 0 —1 0o 0 1 -1
-1 -1 0
-1 2 -1 0
= | 1o g o1 | TBE)
0 0 -1 —1

Veta 2.12 (Kirchhoff). Pocet kostier v suvislom grafe G rddu n > 2 je
rovny algebraickému doplnku Tubovolného prvku matice B(G), kde B(G) je
Kirchhoffova matica grafu G. Poznamenavame, Zze v kazdom suvislom grafe
existuje faktor, ktory je strom a nazyvame ho kostrou grafu. Vo vseobecnom
pripade sa kostra definuje nejednoznacne. Prirodzene vzniké otdzka: Kolko
kostier je v grafe? Pocet kostier v sivislom grafe sa implicitne urcuje vo vyssie
uvedenej vete.

Dokaz vety sa opiera o nasledujiice pomocné tvrdenie.

Lema 2.13. Nech H je (m + 1,m) graf, I matica incidencie [ubovolnej jeho
orientacie. Nech M je Tubovolny subdeterminant (minor) radu m matice 1.
Potom ak H je strom, tak |M| = £1, ak H nie je strom, tak |M| = 0.

PredovSetkym poznamenavame, ze ak Tubovolnym spdsobom zmenime
ocislovanie vrcholov a hran grafu H, uvazovany subdeterminant moze len
nanajvys zmenit znamienko.

Nech z je vrchol zodpovedajuci riadku v matici I, ktory nevystupuje v mi-
nore M. Ak graf H nie je strom, potom je nestuvisly. Nech K = {1,2,...,k}
je oblast suvislosti neobsahujica vrchol z. Pomocou vhodného precislova-
nia hran grafu H maticu I prevedieme na blokovo-diagonalny tvar [ =



KAPITOLA 2. ENUMERACIA OZNACENYCH OBJEKTOV 19

diag[ly, I5], kde I; je matica incidencie komponentu H(K'). Minor M ob-
sahuje prvych k riadkov matice I, ktorych stcet je rovny nenulovému riadku.
7 toho vyplyva, ze | M| = 0. (V kazdom stipci st +1, —1 dva nenulové prvky).

Nech graf H je strom. Opiit precislujeme vrcholy aj hrany grafu H na-
sledujacim spésobom. Jednému z visiacich vrcholov v réznemu od vrchola z
a taktiez hrane incidentnej s vrcholom v pripiSeme ¢&islo 1. Dalej uvazujeme
vych vrcholov u, rézneho od vrchola z, a hrane incidentnej s v priradime ¢islo
2. Uvazujme strom 75 = 177 —u. Ak budeme iterovat tento proces, dostaneme
novu numeraciu vrcholov a hran stromu H takt, Ze vrchol z bude mat ¢islo
m+ 1.

Matica I pritom nadobuda tvar

+£1 0 ... 0
*+ +£1 ... 0
* * ... =1

Symbolom * oznacujeme tie elementy alebo bloky matice, ktorych hod-
noty nemaju vplyv na chod tvah. Minor M zostavajuci po vynechani po-
sledného riadku tejto matice je rovny +1.

Pri dokaze Kirchhoffovej vety pouzijeme aj Binet—Cauchyho formulu.
Nech A resp. B st matice n X m resp. m xn, C' = A- B a m > n. Minor
B’ rddu n matice B je priradeny k minoru A’ rddu n matice A, ak mnoZiny
¢isel riadkov B’ a mnoziny &isel stipcov A’ st totozné.

Veta 2.14 (Binet—Cauchyho formula). Nech A resp. B st matice n x m
resp. m xn a (C = A-B. Potom

detC= D, A(k:l ks .. kn>B<1 2 ... n>
1<k1 < <kn<m

Inak povedané, ak n < m, determinant matice je sii¢tom stcinov vsetkych
moznych minorov rdadu n v A s priradenymi minormi B toho istého radu.

Priklad 2.3.

Potom C =A-B
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~(31)

a det C' = 2. Podla napisanej formuly dostavame

B 1 2 ki ko
detC = Z A(kl k2)3(1 2)
1<k <k2<3
12 1 2 1 2 1 3
=a(ra)e(1a)ealna)s(hs)
12 2 3
a(y3)8(73)

1 0 -1 -1 1 2 -1 -1
_‘—1 —1"3‘—2 0’+‘—1 1"3‘1 1‘
0 2 -2 0
+’ 11 "B‘ 11 ’
= 1:-(-2)+3-0+(-2)-(-2)=2
dokaz vety 2.14. Pretoze ¢;; = ZZLI by j, mO6Zeme napisaft
2221 Q1o ba11 cee Zzn=1 alanbann
C= : : . (2.9)
22121 analball Z$n=1 amnbann

Determinant je aditivna a homogénna funkcia kazdého zo svojich stipcov.
Ak pouzijeme tento fakt pre kazdy zo stipcov v det C, vyjadrime det C v tvare
suctu m"™ determinantov.

m m Q1o ball - Qla, bann
detC' = E e E det : :
ar=1 an=1 Anay ball e Qpa, bann
m m
1 2 ... n
Z Z a1 Qo ... Qp a1iroz GnTt
a1=1 an=1
Tie ¢leny suctu, ktoré maju totozné dva alebo viac indexov aq, s, . . ., oy,

st rovné nule, pretoZze v tychto pripadoch minory buda mat aspon dva rov-
naké stlpce. Preto sta¢i uvazovat len tych #'n)v ¢lenov suctu, u ktorych s
indexy « rozne.

Rozdelime vsetky ostatné ¢leny na (7:) skupin po n! ¢lenov takym spdso-
bom, Ze v kazdej skupine sa ¢leny roslisuju len poradim indexov oy, as, . . ., a,.
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Poznamenajme, Ze mdZeme tiez napisat

A(a1 g ... an>_( )™ A kv ky ... Kk, )’
kde k1 < ky < --- < ky, p je permutacia oy, as, ..., q, ¢isel ky, ko, ... k,. Z
toho vyplyva, ze sucet podla n! ¢lenov, v ktorych ay, as, ..., a,-permutécia
cisel ki, ks, ..., k, je urCena vyrazom
1 2 Ce n t(p)
A < Eoh ok ) > (1) by 1baya - - by
p

Ak preskupime prvky b tak, aby prvé indexy boli v rastiicom poradi, preve-
dieme vyraz na tvar

1 2 ... n
A ( kv ke ... ky ) Z(_l)t(q)bklhbkzjz S bknjna

q

kde q je permutécia ji, jo, . .., j, ¢isel 1,2,... n. Je zrejmé, ze t(p) = t(q). Z
definicie funkcie determinantu vyplyva, Ze tento vyraz je rovny

Preto sa rovnost (2.9) transformuje na rovnostt (2.9).

det(a) = Z(—l)t(p)a1j1a2j2 e anjn,

p

t(p)-pocet transpozicii, s¢itujeme pre vSetkych n! permutacii ji, ja, . . ., Jn-
]

dokaz Kirchhoffovej vety. Nech [ je matica incidencie nejakej orientacie
(n,m)-grafu G. Vzhladom na tvrdenie, ze B(G) = I-I7, je G stvisly graf, tak
m >n—1 (G je aspoti strom). Ak B je podmatica zostédvajica po vynechani
posledného riadku a stipca z B(G) a C podmatica zostavajica po vynechani
posledného riadku z I, potom v doésledku vyssie uvedenej rovnosti B(G) =
C - CT. Algebraicky doplnok A, , elementu, ktory zaujima v matici B(G)
poziciu (n,n), je rovny det B. Z Binet—-Cauchyho formuly vyplyva, ze A, ,
je rovny suctu stvorcov vsetkych minorov radu n — 1 matice C'. Na zéklade
lemy kazdy taky minor M je rovny +1, ak faktorovy podgraf grafu GG, ktorého
hrany zodpovedaju stlpcom vystupujtcim v M, je strom a v opa¢nom pripade
je rovny 0. Z toho vyplyva, ze A, , je rovny poctu faktorovych stromov v
grafe GG. Algebraické doplnky vSetkych elementov matice B(G) su si rovné,
¢im je veta dokézana. O]
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Doésledok 2.15. Pre pocet komponentov n-vrcholového grafu G plati rovnost
K(G) = n — h(B(G)), kde h(B(G)) je hodnost matice B(G). Ked je graf
suvisly, ma aspon jednu kostru a teda algebraicky doplnok n — 1 radu je
rozny od nuly.

Ak je graf G suvisly, tak obsahuje aspon jednu kostru. V stlade s pred-
chadzajicou vetou h(B(G)) > n — 1, lebo inak by tam neexistovala kostra.
Z druhej strany vzdy det B(G) = 0. Z toho vyplyva, ze h(B(G)) =n — 1.

Nech ma teraz graf G prave k komponentov. Potom pri vhodnom oéislo-

vani vrcholov zodpovedd matici B(G) blokovo-diagonélna matica diag|[ B, Ba, . . .

diagonalne bloky B; st Kirchhoffove matice zodpovedajice komponentom.
Ak zoberieme do uvahy dokézané, dostavame B(G) =n — k.

Désledok 2.16. Pre n > 1 pocet kostier v kompletnom grafe K, je rovny
nan
Uvazujme algebraicky doplnok elementu A;; zaujimajiceho poziciu (1, 1)

matice

n—1 -1 ... -1
e R |
—1 -1 ... n—-1

Tento doplnok sa rovna determinantu

n—1 -1 -1
-1 n-1 -1
-1 -1 n—1
radu n — 1. Dalej mame
1 1 1 11 ... 1
-1 n-—-1 ... -1 0On ... 0
An = . S el | =n"""
-1 -1 :on—1 00 : n

Prvy determinant vznikne pripocitanim suctu n — 2 riadkov k prvému
riadku, druhy determinant vznikne pripoc¢itanim prvého riadku ku kazdému.

Je zrejmé, ze pocet kostier v K, je rovny poctu orientovanych stromov
radu n. Preto mézeme predchadzajici dosledok sformulovat v tvare Cayleyho
vety z roku 1897.
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Obr. 2.4: graf G.

Priklad 2.4. Majme graf G ako na obrazku (2.4). Podme uréit pocet jeho
kostier.

2 -1 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
-1 -1 3 -1 0 0
B&=1 "9 o -1 3 -1 -1
0 0 0 -1 2 —1
0 0 0 -1 —1 2
2 -1 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
-1 -1 3 -1 0 0
BEN =19 ¢ -1 3 -1 -1
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 —1 2
3 -1 0 0] |[-1 -1 0 o0
-1 3 -1 —1| |0 3 -1 -1
= 2 +

0 -1 -2 -1 0 -1 -2 -1
0O -1 -1 2 0O -1 -1 2

3 -1 -1 -1 -1 0 3 -1 -1
= 2.3|-1 -2 —1|+2]|-1 -2 —1|—|-1 -2 -1

1 -1 2 1 -1 2| |-1 -1 2
— 18—6-3=09

Graf G mé teda 9 kostier.



Kapitola 3

Urcovanie prahovych funkcii
maximalnych podkociek
hyperkocky

Zoberme si pravdepodobnostny priestor takyto: G, bude oznac¢ovat mnozinu
vsetkych podgrafov n-rozmernej hyperkocky a kazda hrana sa v grafe bude
vyskytovat s pravdepodobnostou p zéavislou od n.

Budeme sledovat, ako sa s rastom pravdepodobnosti p meni pravdepo-
dobnost vyskytu maximalnej k-rozmernej podkocky v grafe GG. Konkrétnej-
Sie, budeme sa snazit urcit, pre aké p sa maximéalna k-rozmerna podkocka v
grafe takmer urcite nevyskytuje, pre aké p tam uz takmer urcite je a hlavne
sa budeme snazit urcit kritick(i pravdepodobnost, kde sa tato vlastnost meni.

Téato kritickd hodnota sa nazyva prahova funkcia, ozna¢me ju t(n). Ak
vezmeme funkciu asymptoticky mensiu ako ¢(n), tak takmer ziadny graf dant
vlastnost nemé a ked vezmeme nejaktt hodnotu nad prahovou funkciou, po-
tom takmer kazdy graf ma uvazovanu vlastnost.

Existencia prahovej funkcie pre dant vlastnost nie je samozrejmad; nie-
ktoré vlastnosti prahovt funkciu nemaji. Takouto vlastnostou je napriklad
existencia Hamiltonovskej kruznice v ndhodne indukovanom podgrafe.

Definicia 3.1. Reélnu funkciu #(n), ktord nadobtda len kladné hodnoty,
nazyvame prahovou funkciou vlastnosti P, ak pre kazda pravdepodobnost
p(n) a kazdy graf G € G,, plati

lim P[G € P| =

n—oo

0, ak p/t — 0 pre n — o
1, ak p/t — oo pre n — oo

Ak vlastnost P mé prahova funkciu ¢(n), potom aj kazdy kladny néso-
bok ¢t funkcie t je tiez prahovou funkcicou pre P. Z toho vidiet, Ze pra-
hovéa funkcia spliiajica vyssie uvedené vlastnosti je uréend jednoznacéne a7
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na multiplikativnu konstantu. Vezmime si uz spominant vlastnost existencie
Hamiltonovskej kruznice a uvazujme pravdepodobnost p = (1 + &) Inn.n"!.
Je zname, 7Ze pre € > 0 obsahuje graf Hamiltonovsky cyklus, no pre € zaporné
to uz zarucit nevieme.

Ako sa dé urcit prahova funkcia? VSeobecna metéda na jej urcenie je v
[1] popisana nasledovne:

Uvazujme nezdporni ndhodnt premenni X definovant na G,, a vlastnost
P, kde

P ={G|X(G)>0}.

Chceme ukézat, Ze P ma prahovia funkciu ¢. Dokaz sa bude skladaf z
dvoch casti:

1. dokaz, ze takmer ziadny graf G € G,, nema vlastnost P, ak pravdepo-
dobnost p je mald v porovnani s t.

2. dokaz, ze takmer kazdy graf G € G,, ma vlastnost P, ak pravdepodob-
nost p je dostato¢ne velka.

Dokaz prvej casti: Ak X je celociselna funkcia, pouzitim Markovovej ne-
rovnosti s € = 1 ndjdeme horné ohranicenie pre P[X > 1] vyjadrené pomocou
strednej hodnoty. Ak lim,, ., E(X) = 0, potom X (G) moze byt kladna a teda
rovna najmenej 1 len pre mali mnozinu grafov G € G, ¢ize vicsina grafov
vlastnost P nemad. Vyhoda tohto postupu je v tom, Ze je ovela jednoduchsie
pocitat strednt hodnotu ako samotné pravdepodobnosti: nemusime sa starat
o nezavislost ¢i nezlacitelnost udalosti. Kedze strednd hodnota je linedrna,
mozeme strednit hodnotu ndhodnej premennej vypocitat ako stucet strednych
hodn6t indikatorovych nahodnych premennych.

Dékaz druhej casti je komplikovanejsi. Aby sme ukazali, ze P[X > 0] je
dostato¢ne velké, nestaci ohrani¢it F(X) zdola, lebo ndhodna premenna X
nie je ohranicend zhora. Moze sa stat, ze E(X) je velké len vdaka tomu, ze X
je velké len pre zopéar grafov G a teda moze byt stale rovna nule pre vicsinu
grafov G € G,, . Aby sme ukézali, ze P[X > 0] — 1, musime ukézat, Ze takato
situacia nenastane a teda ze X sa prilis nelisi od svojej strednej hodnoty. Na
tento tcel mozeme pouzit CebySevovu nerovnost, pricom vsak musime urcit
disperziu ndhodnej premennej. Toto je vSak vo vela pripadoch obtiazne, lebo
pre vypocet disperzie potrebujeme urcif strednti hodnotu druhej mocniny
nédhodnej premennej X. Toto sa ¢asto d& obist tym, Ze ndjdeme horny odhad
disperzie.

Po urceni disperzie pouzijeme Cebysevovu nerovnost nasledovne:

Lema 3.2. Ak E(X) > 0 pre n — o0 a D(X)/E(X)* — 0 pre n — oo,
potom X (G) > 0 pre takmer vietky G € G,.
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Proof. Pre Tubovolny graf G, pre ktory X(G) = 0, plati | X(G) — E(X)| =
E(X). Potom z Cebysevovej nerovnosti, kde polozime § = E(X), vyplyva,
ze

D(X)

PX=0<P|X-EX)>EX)L .

X =0 < PIX = BV 2 BXL <
Pritom D(X)/E(X)? — 0 pre n — oo a preto X(G) > 0 pre skoro vietky
grafy G € G,. O

Dosledok 3.3. Ak E(X) > 0 pre n — 0o a E(X?)/E(z)? =, 1, potom
X(G) > 0 pre takmer vsetky G € G,,. 1.11.

Terez sme pripraveni dokdzat hlavny vysledok tejto kapitoly.

Veta 3.4. Nech P oznacuje vlastnost, Zze ndhodny podgraf hyperkocky ob-
sahuje maximalnu podkocku radu k. Potom

)= (* V)
je prahova funkcia pre P.
Proof. Podkocky radu k danej hyperkocky @), oznac¢ime Ky, Ks,..., K,. Z

lemy 1.22 vieme, Ze r = (Z) conk,
Nech Z; je ndhodné premenné definované takto:

(@) = { 1, ak graf G obsahuje dant podkocku K

Z; ]
0 v opac¢nom pripade.

j
Lahko vypocitame, ze
n—k

B(T) = PIZ; = 1] = p* - (1= ph+22 )

Vyraz p’“k*1 je rovny pravdepodobnosti, Ze v grafe bude podkocka K, zvy-
sok tvori pravdepodobnost, Ze v G nie je ziadna z podkociek radu k + 1
obsahujucich Kj.

Nech X (G) je ndhodnd premennd, ktord je rovnd poctu maximélnych
podkociek radu k v grafe GG. Potom

=2 I
1<5<r
Preto

(ZI>_7~ E(Ty)

1<5<r

FE
o n E.gk—1 ( (k+2)2k—1)”_k
= 11— .
(b)2 p
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Teraz dokazeme, ze pre pravdepodobnosti asymptoticky mensie ako t(n)
nemd takmer ziadny graf vlastnost P.

Nech p(n)/t(n) = v(n). Predpokladdme, Ze p(n) je asymptoticky mensie
ako t(n). ¢ize lim, . y(n) = 0.

Z vety 1.12 vyplyva, ze sta¢i ukdzat rovnost lim E(AX}) = 0.

n—oo

_ _.\n—k
B(%,) = (Z) 21k 2 (1 pkeme )

- (Z)zn—k. (7( ).( SR \/_> )k.gk—l
e
()2 QL)

"ot (20) 52 - b2

lim B(X,) = lim <"> Rl (1 M)"k

n— o0 n—oo \ k 2"7 . ’n,]€ (Qn) k12 nk+2

n—k
k-2k—1 (k+2)2k—1
RN 10 (P ) i
(2n

n— o0 Qk ) = nk+2

n—k

Preto

= 0,

nakolko ratame limitu stcéinu funkcii, z ktorych jedna ma limitu 0 a druh4 je
ohranicena.

Este potrebujeme ukéazat, Ze pre pravdepodobnosti viicésie ako ¢(n) maju
takmer vSetky grafy vlastnost P.
Zavedme si novii nahodni premennt &; ; takto:

X 1, ak K; a K; st maximalne k-rozmerné podkocky,
i 0 inak.

Pre i =1,2,...,r bude A; oznacovat udalost, Ze kocka K; je maximalna
k-rozmerna podkocka.
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Pod okolim podkocky K budeme rozumiet vSetky vrcholy hyperkocky @,
z ktorych vedie hrana do nejakého vrchola podkocky K (kocka K je sucastou
svojho okolia).

Z kazdého vrchola podkocky K vychadza k hran patriacich kocke K an—k
hran trciacich z K. Koncové vrcholy hran tréiacich z jednotlivych vrcholov
kocky K musia byt navzajom rozne: ak by vrchol v ¢ K mal v K aspon dvoch
susedov z a v, tak medzi = a y existuje cesta dlzky 2. Pritom z a y nemézu byt
spojené hranou (bipartitny graf @),, neobsahuje trojuholniky), ¢ize najkratsia
mozné cesta medzi nimi méa dizku 2. LenZe vietky cesty minimalnej dizky
medzi dvomi vrcholmi z K patria do K, preto aj vrchol v musi patrit do K,
¢o je spor s jeho volbou.

Z tvahy v predoslom odseku vyplyva, Ze velkost okolia podkocky radu k
je (n—k+1)2%,

Dobrd dvojica podkociek K;, K; je takd neusporiadana dvojica, Ze prienik
okoli kociek K; a K je prazdny. Dvojicu kociek, ktord nie je dobra, budeme
nazyvat zlou dvojicou. Ozna¢me D mnozinu vSetkych dobrych dvojic podko-
ciek.

Dalsim krokom je horny odhad poé¢tu zljch dvojic. K danej k-rozmernej
podkocke K grafu (), spocitame, s najviac kolkymi kockami L moze tvorif
zlt dvojicu. Okolie kocky L musi mat s okolim kocky K spolo¢ny aspon
jeden vrchol; kocka L je urcena svojou telesovou uhloprieckou, ¢ize druhym
vrcholom tejto uhlopriecky.

Ked méme dant kocku K, tak pocet kociek, s ktorymi tvori zli dvojicu, je
nanajvys (n—k+1)2*- (1), nakolko (n—k-+1)2* je po€et moznosti, ako vybrat
prvy vrchol uhlopriecky kocky L v okoli kocky K a (Z) je pocet moznosti,
ako vybrat druhy vrchol — z n stradnic vyberieme k, ktoré budeme menit.

Na zaklade predchadzajiceho odstavca a faktu, Zze pocet moznosti pre
vyber prvej kocky je r = 2" . (Z) vieme ohrani¢it pocet zlych dvojic kociek
m takto:

m < 2k (Z)(n—k+1)-2k- (Z)

Podme teraz odhadnat E(X; ;). Kedze E(X; ;) = P(A; N A;), nastavaji

dve moznosti:
o ak (K, K;) je dobra dvojica podkociek, tak E(X; ;) = P(4;) - P(4;)
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E(X) = E Xz@j) = > E(Xy)

1<ij<r 1<ij<r
= > E(X)+ Y, EXy)
(Ki,K;)eD (K3, K;)€D
2
n n
< Y P(A)-P4y)+2 -(n—k+1)(k) 1
(Ki,Kj)G'D

Kedze P(A;) = P(A;) = P&, = 1] = pF? . (1 — pt+22" )=k pre
dobri dvojicu kociek a pocet vsetkych dobrych dvojic ziskame tak, ze od
poctu vsetkych dvojic odratame zlé dvojice, Cize

((Z) '22"_k> 9 ogn. (:)2 S(n—k+1),

tak dostavame, ze

E(xZ) < <(<Z) ;nk) L9 _on. (Z)2 S(n—k+ 1))
() g k) <Z)

Dokaz zakonc¢ime pouzitim 3.3, ¢im ukdzeme, ze X(G) > 0 pre skoro
vsetky grafy z G,,.

i 2 oy (@) 222 ()" 0=k +1))
me BN T e (Z)2 - (2nF)2 (P“k_l -(1— p(k+2)2k‘1)"*k)2

) <pk-2k—1 (11— p(k+2)2k—1)nk>2
1

2
2" - (n—k+1)(}
+ lim 5 ( )(k) 5
n—oo (Z) L (2nk)2 (pk~2k—1 S(1— p(k+2)2k—1)n—k)
2k cdot(n — k + 1
< 1+ lim cdot(n +1) 5
n—o0 gn—k (pmk—l (1— p(k:+2)2k—1)n—k)




KAPITOLA 3. PRAHOVE FUNKCIE MAX. PODKOCIEK 30

Nech p(n)/t(n) = ~v(n). Tentokrat predpokladdme, Ze p(n) je asympto-
ticky vicsie ako t(n). ¢ize lim,, o y(n) = co. Potom

lim (n—Fk+1)
T gn-2k (pmk—l (1— p(k+2)2k—1)n—k)2
= llm 1 n b1 2
" g () 1) (L= () o) o)
. on
B Y (R M RS
= lim n ;2
n—oo (nk)2 .+ (yR251)2 . g0 . gnk
— O,

—1
pre p(n) asymptoticky mensie ako g(n) = (n — k) #+»2*~* (pre takéto p bude
vo vyraze vystupovat ,iba“ e?). Cize

lim E(X2)/E(X,)* =1,

n—oo

¢o sme chceli dokazat.
Il

Poznamka 3.1. Existenciu hrani¢nej pravdepodobnosti ¢(n) sme uz vopred
oCakévali na zédklade toho, Ze pre p — 1 zacina byt podghraf hyperkocky
prilis husty a teda k-rozmerné podkocky nie st maximélne, lebo st stcastou

.....



Z.aver

V préaci sme sa zaoberali enumeraciou oznacenych objektov a urcovanim pra-
hovych funkcii podgrafov niektorych tried grafov.

V druhej kapitole sme ukézali niekolko spésobov, ako vypocitat pocet
oznacenych stromov na n vrcholoch. Tymto sme demonstrovali enumeracné
techniky pre spocitavanie oznac¢enych objektov. V dékaze Cayleyho vety sme
pouzili ,,oby¢ajni“ matematicka indukciu, ale aj iné pristupy, napriklad Po-
lyovu metédu, Priiferove kédy ¢i determinanty.

V tretej kapitole sme pracovali s pravdepodobnostnym priestorom, v kto-
rom sa hrany v grafe vyskytovali s pravdepodobnostou 0 < p < 1, pri¢om p
bola zavisla od n. Uviedli sme definiciu prahovej funkcie a popisali vSseobecnt
metdédu na jej zistovanie.

Tato metédu sme pouzili na urcenie prahovej funkcie pre existenciu maxi-
malnej k-rozmernej podkocky v ndhodne indukovanom podgrafe n-rozmernej
hyperkocky. Podla vety 3.4

= (i 3

Na urcenie tejto funkcie sme pouzili dve nahodné premenné:

e X.(G), ktora je rovna poctu maximéalnych podkociek radu k. Uré¢ili sme
jej stredntt hodnotu.

o X ; indikujucej, ¢i K; a K; st zarovell maximdlne k-rozmerné pod-
kocky. Pomocou &X; ; sme odhadli F(X,(G)?), kedze tuto hodnotu sme
potrebovali pre pouzitie vety 3.3

Z vety 3.4 a poznamky 3.1 vidiet, Ze maximalna k-rozmernd podkocka
existuje pre pravdepodobnost vzniku hrany asymptoticky vicésiu ako t(n) a
asymptoticky mensiu ako (n—k) G2t . Existencia maximaéalnej k-rozmernej
podkocky teda patri do triedy funkcii, ktoré sit ohrani¢ené dvomi funkciami,
¢ize su popisané tzv. ,pravdepodobnostnym intervalom“ — zovsSeobecnenim
prahovej funkcie.
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Oblast uréovania prahovych funkcii pre vlastnosti ndhodne indukovanych
grafov nie je eSte velmi prebadanda. Vo svojej diplomovej praci by som cheela
ur¢it prahové funkcie pre dalSie vlastnosti ndhodne indukovanych grafov,
napriklad prahové funkcie kostier niektorych tried grafov.
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