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Abstrakt

V tlohe néjdenia minimélneho k-rezu grafu sa snazime rozdelit graf na k
suvislych komponentov odobranim hran najmensej vahy. Pri neohodnote-
nom grafe sa snazime minimalizovat poc¢et odobranych hran. V tejto praci
sa zameriame na neohodnotené grafy a na konkrétnu podmnozinu grafov -
hyperkocky. Dalsie ztZenie problému bude spocivat vo velkosti komponen-
tov. Snazime sa najst minimalne rozdelenie n-rozmernej hyperkocky na k
komponentov, ktorjch velkost sa li$i o konstantu. Ciastoéne nadviazeme na
vysledky z | ], kde tedriou dokazali dolné ohrani¢enie a pre niektoré k
aj zodpovedajuce horné ohranicenie.

V préaci st pouzité dva rozne algoritmické pristupy k rieseniu tdlohy. Je-
den je heuristické simulované zihanie prisposobené na problém minimalneho
delenia. Druhy problém vyuZiva optimélne podgrafy, ktoré sa snazi ukladat
do hyperkocky. Pre vhodné n tieto vysledky dopliiaju teoretické vysledky z
prace Sergeia Bezrukova | ].

KrUCOVE SLOVA: delenie grafu na k ¢asti, minimalny rez hyperkocky, he-
uristika, distribuované vypocty
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Minimalny k-rez hyperkocky

Problém minimalneho rezu grafu je jeden zo zakladnych optimaliza¢nych
problémov tedrie grafov. Od neho je odvodeny aj problém minimalneho rezu
grafu na k Casti. Pri rieSeni tohto problému sa snazime néjst mnozinu hréan,
ktorej odobratim vytvorime v grafe k stvislych komponentov. Okrem toho
sa snazime, aby tdto mnozina bola minimélna. To znamend, Ze mohutnost
tejto mnoziny musi byf miniméalna, resp. ak je graf ohodnoteny, musi byt
stucet vah hran tejto mnoziny ¢o najmensi.

O tomto probléme bolo dokézané, ze je NP-tazky| ]. Bol ndjdeny de-
terministicky algoritmus riesiaci ttto tlohu s Gasovou zlozitostou O(|V|**).
Z toho dovodu bolo vela tsilia zameraného na najdenie ¢asovo efektivnejsich
aproximaénych algoritmov, riesiacich tento problém | Il Il |. Za-
tial najlepsie rieSenie priniesli Saran a Vazirani v | |, kde uvadzaja (2 —
2/k) aproximacny algoritmus.

Jedna z motivacii hladania miniméalneho k-rezu prichddza z tedrie dis-
tribuovanych systémov a paralelnych vypoctov. Pri rieSeni fyzikalnych tloh
pomocou metédy koneénych prvkov, sa snazime riesit spojity problém apro-
ximaciou cez velké mnoZstvo konecnych prvkov. Tieto prvky a ich spojenia
tvoria graf s velmi velkym poctom vrcholov. Ak chceme takito tlohu rie-

sit pomocou distribuovaného systému, ktory mé vo vicsine pripadov pocet
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procesorov radovo mensi ako pocet vrcholov grafu, musime graf rozdelit na
komponenty. Pri takomto rozdeleni mame dve zakladné poziadavky. Prva
je minimélna komunikacia medzi procesormi, z toho vyplyva minimélnost
rezu. T4 druhé je priblizne rovnaké vytazenie vSetkych procesorov. Druhé
poziadavka nam pridava dal$iu podmienku a tou je priblizne rovnaké velkost
vsetkych k& komponentov.

Zameranie sa na hyperkocky ma viacero dévodov. Hyperkocka, ktora ma
n rozmerov, je regularny graf s 2" vrcholmi, z ¢oho kazdy méa n hran. Okrem
toho je symetricky, ma maly polomer a kazdému vrcholu vieme priradif ¢islo
od 0 po 2" — 1, ktoré presne ur¢i jeho susedov. Z tohto dévodu sa daju
vytvorit presnejsie odhady na minimalny pocet prerezanych hran. Vypocty
na hyperkocke s rovnako Tahsie zvladnutelné, kedze hyperkocka ma presnu
organizéciu vrcholov a hran, o ktort sa d4 oprief.

Néjdenie miniméalneho rezu hyperkocky na k rovnako velkych kompo-
nentov mdze mat aj dalsie vyuzitie. V distribuovanych systémoch boli hy-
perkocky a vypoctové modely usporiadané do tohto tvaru casto vyuzivané
[ Il |. Ak by sme algoritmus navrhnuty pre hyperkocku chceli pre-
niest na iny distribuovany systém s mensim poc¢tom procesorov, tak nas bude
zaujimat hlavne prerozdelenie tloh. Jednotlivé procesory mensieho distribu-
ovaného systému budt musiet nahradit pracu viacerych preocesorov z hy-
perkocky. Opit chceme, aby boli rovnako vytazené a aby sme minimalizovali
mnozstvo komunikécie medzi ré6znymi procesormi.

V tejto praci riesim problém najdenia minimalneho rezu hyperkocky algo-
ritmicky. Navrhnuté algoritmy by sa dali zaradit medzi optimalizac¢né heuris-
tiky. To znamen4, Ze nadjdené rieSenia nie si optimalne, ale sa to iba lokalne
optima. Na rozdiel od aproximaénych algoritmov, nie je mozné ani zarucit
hornt hranicu optimalnosti ndjdeného riesenia. Vyhodou tychto algoritmov
je ich rychlost, pretoze st znacne rychlejsie ako by bolo deterministické rie-

Senie.
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1.2 Clenenie prace

V kapitole 2 sa budeme venovat teoretickym vysledkom. Prezentujem vy-
sledky Sergeia Bezrukova | |. Ten sa zameral na teoretické odvodenie
dolnej a hornej hranice pre miniméalny k-rez hyperkocky. Podarilo sa mu
odvodit vzfah pre doln( hranicu a pre niektoré k naSiel aj horn( hranicu
minimalneho rezu.

Samotné vysledky prace sa nachadzaju v kapitole 3 a 4. V tejto praci
nadvizujem na vysledky z [ |. Snaha je potvrdit teoretické vysledky,
vysledkami experimentalnymi. Tak isto sa pokisim odhadn(f horni hranicu
aj pre také k, pre ktoré sa nepodarilo dokdzat rozumné horné ohranicenie
teoreticky.

V kapitole 3 je popisané priame hladanie rezu hyperkocky na k rovnako
velkych komponentov. Tato metéda je presnejsia a je pouzitelnd pre hyper-
kocky mensich rozmerov. Vyuzivam heuristicki metédu, simulované zihanie.
kvalitné.

Kapitola 4 je zamerand na lepsie vyuzitie vlastnosti hyperkocky. Algorit-
mus opisany v tejto kapitole nehladd miniméalny rez priamo. Je zaloZeny na
principe uloZenia optimalnych casti. Tieto casti si rozdelené do hyperkociek
mensich rozmerov, ktoré algoritmus umiestiiuje do hyperkocky. Postupuje od
najviicsich casti k mensim a snazi sa umiestnit nasledujicu podkocku tak,
aby sa neprekryvala s inou. Okrem toho musi nadviizovat na ostatné casti
z jej komponentu. Takyto pristup ma vyhodu uloZenia vela vrcholov naraz.
Nevyhoda je prehladdvanie vSetkych moznosti.

Rozne pristupy k rieseniu tohto problému st konkrétne porovnané v ka-
pitole 5. Jednotlivé algoritmy st porovnavané medzi sebou a takisto s dolnou

hranicou.



Kapitola 2

Teoretické vysledky

2.1 Zakladné definicie

Najprv si musime zadefinovat pojem n rozmernej hyperkocky a problémy,

ktoré budeme neskor riesit.

Definicia 1 Hyperkocka Q(n) je graf G(V, E), ktory md nasledovné vlast-
nosti. Pocet vrcholov aj hrdn je presne dany: |V| = 2" , |[E| = n x 2"°%
Kazdy vrchol md prave n hrdn. NavySe, ak ocislujeme vrcholy grafu K(n)
cislami od 0 po n — 1, tak medzi vrcholmi v; a v; je hrana len ak tpin @ Jpin

sa lisia v prave jednom bite.

Ocislovanie vrcholov a pohlad na oc¢islovanie v dvojkovej sustave st velmi
dolezité. Je to ta vlastnost, ktora robi graf hyperkockou a zaroven nam zjed-
nodu$uje pracu s nou. Podobne ako si rovinné grafy vieme nakreslif na ro-
vinu, tak aby sa hrany nepretinali, a tym ich sprehladnit, si vieme hyperkocku
predstavit v priestore. Konkrétne v n rozmernom priestore. Kazdy bit ozna-
¢enia vrcholu ndm urcuje poziciu vrchola v jednom rozmere. Ked sa neskor
budeme bavit o rozmere v kocke bude tym mysleny prave bit prislichajtci
tomu rozmeru.

Pre potreby tejto prace si zadefinujeme pojem delenie hyperkocky. Dele-
nie hyperkocky bude v podstate vyjadrovat k-rez n-rozmernej hyperkocky.

Na rozdiel od k-rezu uréime aj velkosti vzniknutych komponentov pri hy-
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perkocke. Vzhladom na to, Ze sa cely ¢as bavime a budeme bavit o deleni

hyperkociek, budeme uvazovat hyperkocky Q(n),n > 1.

Definicia 2 Delenie hyperkocky Q(n) # = {Ky,..., Ky}, je k-rez, pri kto-
rom sa velkost vzniknutych komponentov lisi najviac o 1. Oznacenim V. %

budeme oznacovat mohutnost tohto k-rezu.

Z predchadzajicej definicie potom pre delenie hyperkocky # vyplyva

2] sns?

Nasleduju definicie dvoch problémov. Ako sa neskor ukéaze, problémy st ek-

nasledovny vztah

vivalentné. Prvy z nich je problém minimalneho delenia hyperkocky. Druhy

je problém ulozenia mnozin do hyperkocky.

Problém 1 Zoberme hyperkocku Q(n) a pevne zvolené k. Minimdlne de-
lenie hyperkocky je delenie hyperkocky & mna k casti Ky, ..., Ky, také Ze

mohutnost rezu V. je minimdlna.
Pre pevne zvolené k a n si ozna¢me V(n, k) = min , V.7

Problém 2 Zoberme hyperkocku Q(n) a pevne zvolené k, (n, k)-uloZenie je
uloZenie k mnoZin velkosti L%J do hyperkocky. Ulohou je ndjst minimdlne
uloZenie % wvzhladom ma pocet hrdn, ktoré spdjaji dva vrcholy roznych mno-

zZin.

Opit si pre ulozenie % ozna¢me pocet hran, ktoré spajaja dva vrcholy
roznych mnozin, ako V% . Pre n a k oznacme V'(n,k) = min, V% . Je
zrejmé, ze pre dost velké n sa V(n, k) a V'(n, k) sa lisia minimélne.

Téato druhé definicia ndm déva moznost iného pristupu k rieSeniu toho
istého problému. Namiesto toho aby sme hladali delenie, ktoré by bolo mi-
nimélne, budeme sa snazit spravne ulozit mensie mnoziny vrcholov. Ak sa
T
urobia vyrazny rozdiel v mohutnosti rezu. Takyto pristup riesenia problému

nam podari ulozit mnoziny velkosti L J, tak zostavajuce vrcholy, uz ne-

minimalneho delenia je pouzity aj v algoritmoch popisanych v kapitole 4.
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2.2 Dolné ohranic¢enie

Pred tym ako si blizsie uré¢ime dolnt resp. hornt hranicu minimalneho delenia
hyperkocky, skisme sa najprv pozrief na jednoduchsie konkrétne pripady
resp. jednoduchsie problémy.

Zoberme konkrétne k = 2. Ked delime hyperkocku na dve polovice rovna-
kej velkosti, tak najmensi rez, ktory moézeme spravit, je ak kocku rozdelime
pozdlZ nejakého rozmeru. Tym je myslené to, 7e ak pouZijeme oéislovanie
vrcholov v dvojkovej stuistave, tak rozdelime vrcholy na tie, ktoré maju i-ty
bit rovny nule a tie, ktoré maja -ty bit rovny jednej. V takomto pripade je
VA = %2”. Toto vcelku intuitivne tvrdenie si neskor dokédzeme vdaka vete

z | |. Pristipme teda k zjednoduseniu problému.

Definicia 3 Pre A C Q(n) definujme 0A = {(u,v) € Egulu € Av €
Q(n)\ A}.

Podgraf A C Q(n) je optimalnym ak plati VB C Q(n),|B| = |A| =
|0B| < |0A|.

Inymi slovami pre dané k je podgraf A velkosti k optiméalny ak je rez,
ktory ho oddeluje najmensi mozny. Treba si uvedomif, Ze ak by sa nam
podarilo rozdelit hyperkocku na k optimélnych casti, tak by toto delenie
bolo minimalne. Tato ivaha je zhrnuté v nasledujtcej leme. T4 sa ukaze byt

velmi dolezité, pretoZe ju pouzijeme vo viacerych neskorsich tvrdeniach.
)

Lema 1 Ak pre vsetky komponenty K1, ..., Ky, vytvorené delenim £, plati,

Ze su optimdlne, potom je £ minimdlne delenie.

Dokaz: Lema jasne vyplyva z definicii miniméalneho delenia a optimalneho
podgrafu.

Keby boli komponenty Kj,..., K, optimalne a delenie -# by nebolo
miniméalne, muselo by existovat delenie %', V.#" < V.# . Kedze sa jedna
o delenia hyperkocky podla definicie 2, musime vediet ocislovat komponenty
delenia 7 tak, aby platilo |K;| = |K!|,Vi = 1,n. Aby platil vzfah V.#" <
V¢ musi existovat i také, ze 0K; > 0K ¢o je spor s minimalitou K7, . .., Ks.
]
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Pre hyperkocku Q(n) a jej vrchol u ozna¢me [(u) ako ¢islo vrchola u pri
konkrétnom ocislovani vrcholov hyperkocky v zmysle definicie 1. Nasledne
definujme L7 = {u € Q(n)|0 < I(u) < m}. Teda podgraf L obsahuje
prvych m vrcholov hyperkocky Q(n).

Dva podgrafy A a B hyperkocky Q(n) nazveme kongruentné a oznacime
A = B ak pre nejaky automorfizmus Q(n) je podgraf B obrazom podgrafu
A. V hyperkocke vieme vdaka jej symetrickosti vytvarat automorfizmy velmi
jednoducho. O¢islujme vrcholy v bindrnej ststave. Nasledne vieme vytvarat
automorfizmy zmenou poradia bitov vSetkych vrcholov. Okrem toho sa daju

automorfizmy vytvorit aj negaciou i-teho bitu resp. viacerych bitov.

Veta 1 (] 1) L je optimdlny podgraf hyperkocky Q(n) pre lubovolné
1 <m < 2" Navyse ak A je optimdlny podgraf Q(n) a |A| = m, tak A = L.

Dosledok 1 Doasledok tejto vety a lemy 1 je uzZ spominanée minimdalne delenie
pre k =2
V(n,2) = 12“
2
Dokaz: Ak rozdelime Q(n) na L}, a zvySok, tak podgraf Q(n) \ Lj, .
je zjavne kongruentny s L7, ,. To znamend, Ze oba vzniknuté komponenty
st optimalne. Dalej vieme povedaf, 7ze kazdy vrchol mé prave jednu hranu

sucastou rezu teda pocet prerezanych hran je V& = %2“. U

Prave sme urcili mohutnost minimalneho delenia hyperkocky pre Tubo-
volné n a k = 2. Z tohto dévodu budeme v dalSom texte uvazovat iba k > 3.
Ked uz vieme ako vyzera optimalny podgraf hyperkocky, bolo by vhodné
vediet aj to kolko hran obsahuje rez, ktory tento podgraf oddeli od hyper-
kocky. Pri neskorSom pouziti lemy 1 a teda vzfahu minimalneho delenia a

optimalneho podgrafu, sa nam tato informéacia bude hodit.

Veta 2 (] 1) Oznacme g(n,m) = |0L|. Potom plati nasledujica re-
kurencia.
gln—1,m)+m ,m < 2n—1
g(n,m)=1< gln—1,m-—-2""YH4+2"—-m m>2""!

2n71 ,m = 2n71
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Doékaz: Rekurencia rata hrany postupnym delenim hyperkocky pozdlz jed-
notlivych rozmerov. Hyperkocku rozdelime na dve polovice a zratame pocet
hran, ktoré patria do rezu a ich vrcholy patria do tej istej polovice. K tomu
priratame pocet hran, ktoré patria do rezu a ich vrcholy patria do réznych
polovic. Vdaka tomu, ze L, obsahuje prvych m vrcholov sa nikdy nestane,
ze by obe polovice obsahovali aj vrcholy z L7, aj vrcholy z Q(n) \ L},.

Rozdelme hyperkocku na polovicu podla n-tého rozmeru inak povedané

podla najdélezitejsicho bitu.

e Ak m = 2"7! tak vSetky vrcholy v jednej vzniknutej polovici patria
do L™, pretoZe to je prvych 2"~ 1 vrcholov. TakZe v tejto polovici nie je
rezom, ktory oddeluje L , "prerezana” Ziadna hrana. V druhej polovici
naopak nie je ziadny vrchol, ktory by patril do L7, takze ani tam nie je
ziadna hrana sucastou rezu. Medzi jednotlivymi polovicami prechadza

27~ hran, ktoré si zjavne vietky stcastou rezu.

g(n’ 2n—1) — 277,—1

o Ak m < 2771 tak prvyich m vrcholov patriacich do L” je v jednej z
polovic a v tej druhej nie st ziadne. Preto je v prvej polovici g(n—1,m)
hran patriacich do rezu, a v druhej nie st ziadne. Teraz treba priratat
hrany patriace rezu, ktoré prechadzaji medzi polovicami. Vdaka vlast-
nosti hyperkocky vieme, ze kazdy vrchol z L], ma prave jedného suseda
v druhej polovici a tento sused nepatri do L?, teda hrana je siucastou

rezu. Preto v tomto pripade plati
g(n,m) = g(n — 1,m) +m

e Poslednd moZnost je ak m > 2", V tomto pripade v jednej polovici
budu vsetky vrcholy patrit do L, a v druhej bude do L, patrif presne
m — 2" vrcholov. Z predchadzajicich pripadov vieme, kolko hran
v jednotlivych poloviciach patri do rezu. Okrem toho kazdy vrchol z
kazdej polovice ma prave jedného suseda v opacnej polovici. Zoberme

polovicu, ktora je celd podmnozinou L. V tejto polovici potom musi
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mat presne m — 2”71 vrcholov svojho suseda v opacnej polovici, ktory
tiez patri do L7,. Zvy$né vrcholy takého nemaju a teda ich hrany patria

do rezu. Mohutnost rezu v tomto pripade je

g(nvm) = g(n_l’m_2n71)+2n71_(m_znfl)
= gln—1,m—-2""1)+2"—m

Dosledok 2 V(n,2') = i2n

Dékaz: Kedze k = 2! je v tomto pripade mocninou é&isla 2, tak kazd4 z k casti
bude obsahovat presne 2"~ vrcholov. Navyse vytvorme ¢asti tak, Ze kocku
predelime pozdlZ prvirch [ rozmerov. To znamen4, e prvych [ bitov oznacenia
vrchola bude ovplyviiovat, do ktorej ¢asti vrchol patri. Takto sme vytvorili
2! Gasti velkosti 27!, Teraz vieme spravit pre kazdt ¢ast taky automorfizmus
hyperkocky @(n), aby jej obrazom bol L},_,. To okrem iného znamend, Ze
podla vety 1 je kazda cast optimalna. Potom mohutnost miniméalneho delenia
je

2! x g(n, 2"

2

V(n,2") =
Po upraveni rekurencie dostavame

l n—l
28 x (Ix2 ):£2n

V(n,2") = 5 5

0

Uz sa nam podarilo uréit presntt hodnotu miniméalneho delenia pre ista
podmnozinu k£ = 2'. Rovnako pozndme optimalny podgraf alebo komponent
hyperkocky. Preto teraz nebude problém urc¢if rozumné dolné ohranicenie

minimalneho delenia.

Veta 3 (Dolné ohraniéenie) Pre vsetky n a k plati.

Vi 2 5 i (o || ) o (o [])
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Dokaz: Veta vyplyva zlemy 1 a vety 1. Pri deleni hyperkocky Q(n) na k ¢asti,
vzniknt Casti velkosti | 2| a [2-]. Ak by sa ndm podarilo rozdelit hyperkocku

na optimélne Casti, tak toto delenie bude podla lemy 1 minimélne. O

Pre niektoré m mdze nastaf situicia ked g(n,m) > g(n,m + 1). Kvoli
takymto pripadom je potrebné pouzit zlozitejsi vztah, ktory vyberie mensiu
uplne zanedbatelny. Existuje eSte presnejsie vyjadrenie dolného ohranicenia.
Vyuziva fakt, Ze vieme kolko komponentov ma mohutnost L%J a kolko nie.
Takéto vyjadrenie bolo pouzité pri algoritme, ktory pocita dolné ohranicenie

pre konkrétne n a k.

z = 2"mod k

Vi k) > (k- 2)x %g (n fﬂ) +2x %g (n P}:D (2.1)

Lema 2 (] 1) Pre pevne zvolené k oznacme
kxg(n,|%
- 20 )

Limita lim,, . fr(n) existuge.

Dokaz: Oznacme si m = L%J L7 sa skladd z maximalne n — 1 podkociek,
ktorych rozmery st navzajom rozne. Ak je m parne, tak maju vsetky tieto
podkocky rozmer aspoini 1. Potom vieme vieme hyperkocku rozdelit tak, aby
vznikli dve optimalne LZ;/; Z ¢oho dostavame g(n,m) > 2x g(n—1,m/2) >
2xg(n—1,m/2) —(n—1).

Pre neparne m odoberme jeden vrchol, konkrétne ten, ktory je sucas-
tou najmensej podkocky rozmeru 0. Potom mdzme celt hyperkocku rozdelit
na polovice tak, aby opét z L' ; vznikli dve mensie L?T;il) /2 Hranovy rez
oddelujici L? je dvojndsobkom |8L?ﬁ11) /2], s nejakymi zmenami kvoli vy-
nechanému vrcholu. Ten vSak moZe ovplyvnif nanajvys n — 1 hran, preto
g(n,m) >2xg(n—1,(m—1)/2) — (n—1). TakZe pre parne aj neparne | 2" |

plati g (n, |2]) §2><g(n—1, Lan_1J> —(n—1). k
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Uvazujme teraz dve hyperkocky rozmeru n—1 a v kazdej z nich optiméalne
Casti L’f221_1 I Ak tieto hyperkocky chceme spojif do hyperkocky rozmeru n,
tak musime kazdému vrcholu pridat hranu, ktord ho bude spédjat s vrcholom
z opacnej hyperkocky rozmeru n — 1. Vytvorme tieto hrany tak, aby boli
vrcholy dvoch spominanych optiméalnych casti pospajané navzajom. Potom
spojenie tychto optimalnych ¢asti s moznym pridanim jedného vrcholu, vy-
tvori ¢ast velkosti L%J , ktort oddeluje rez mohutnosti 2 x g (n -1, L%J > +

(n —1). Z toho dostdvame g (n, |2-|) <2x g (n -1, Vnk_lp +(n—1).
Preto

fk(n—l)—%ka(n)ﬁfk(n_l)‘F%
_kx(n-1) kx(n—1)

ontl < fe(n) = fis(n =1) < on+1
Z rozdielu fi,(n) a fr(n — 1) dostévame |fy(n + 1) — fr(n)| < £4 teda

o

kxi k =i

Preto limita lim,, .., fx(n) existuje. O

Existencia danej limity, znamena, Ze pre dané k exituje konstanta, oznacme
ju c(k), ktora splita c¢(k) = lim,, .o fx(n). Teda mohutnost, nazvime to ide-
alneho delenia, je dana parametrom k. Idealneho preto, lebo stéale sa bavime
o dolnom ohrani¢eni. Uz vieme, e pre k = 2! je to zaroveil minimalne dele-
nie, pretoze ho vieme zostrojit. Pre ostatné k je zatial otdzne, ¢i minimélne

delenie tiez spliia taktto vlastnost.

2.3 Horné ohranicenie

Né&jst horné ohranicenie minimélneho delenia je v tomto pripade o nieco zlo-
Zitejsie ako urcenie dolnej hranice. Je mozné uréit triviadlne horné odhady mi-
nimalneho delenia. Hodnoty takychto ohranic¢eni s v8ak vzhladom na dolné

ohranic¢enie pomerne velké. Snaha je najst horné ohranicenie, ktoré by spolu
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s dolnym ohranic¢enim presne urcilo mohutnost minimélneho delenia.

Nasledujuce tvrdenia hovoria o takychto presnejsich hornych odhadoch.
Urc¢uji horné ohranicenia minimalneho delenia hyperkocky pre niektoré k.
Sami o sebe nie su kItucové, pre nas budu sluzit ako voditka v dalsej praci.
Z toho dovodu a aj preto, ze tieto tvrdenia st prevzaté z | |, st vety
uvedené bez dokazu. Dolezité je, ze dokazy tychto tvrdeni st konstrukcné,
riesiacich tuto tlohu.

Vsetky vety st uvedené v nasledovnom zmysle. Pre zvolené k vieme kon-

v

Struovat delenia hyperkocky také, Ze ak oznac¢ime fi(n) = 5~ potom vieme

urc¢it hodnotu ¢(k) pre limitu lim,, ... fix(n) = c(k).
Veta 4 Zoberme lubovolné a > 1 a k =2+ 1, potom

a(k —1)

k) =3%=2)

Veta 5 Vseobecnejsi pripad predchddzajiceho tvrdenia. Pre zvolené a > b >
0ak=2°+2%
B a2¢1 — p2o-1

k
C( ) 2[1_25
Veta 6 Pre zvolenéa >3 ak=2%—1

(k) = a(k +2]1) -2

Veta 7 Opit vSeobecnejsia verzia predchddzajicej vety. Pre zvolené a,b > 0,
pre ktoré platia —b>2 a k =20 —2°

B a2a71 o b2b71 o 2b
- 2a _ b

c(k)



Kapitola 3

Priame hladanie minimalneho

delenia

3.1 Myslienka riesenia

Najjednoduchsi pristup k rieseniu problému minimalneho delenia hyperkocky
je konstrukény. Pozostava z vytvorenia modelu hyperkocky, rozdelenia vset-
kych vrcholov medzi k£ komponentov a spocitania hran, ktoré spajaja vrcholy
z roznych komponentov. Takto vytvorime jedno riesenie delenia hyperkocky
na k Casti. To v8ak s najvic¢sou pravdepodobnostou nebude minimélne. Preto
treba hladat iné riesenie a porovnat ¢i sa ndm podarilo najst lepSie rieSenie.
Problém s hyperkockou je ten, ze pocet vrcholov rastie exponencialne s roz-
merom hyperkocky. A samozrejme, Ze pocet vSetkych rozdeleni vrcholov hy-
perkocky do k£ mnozin zavisi exponencialne od poc¢tu vrcholov. To znamena,
ze v zavislosti od rozmeru hyperkocky n rastie pocet vsetkych rieseni delenia
hyperkocky velmi rychlo. Preto, uz pre malé n je sktsat vSetky rieSenia a
vybrat z nich to miniméalne takmer nemozné.

Dalsia moznost sa naskytuje v pouziti nejakého efektivnejsieho algoritmu.
Dala by sa vyuzit metdda greedy. T4 vSak nezarucuje v tomto pripade mini-
malne rieSenie a ¢asova a pamitova naroc¢nost by bola podobne nezvladnu-
telnd pre vicsie n. Netreba zabudat na to, Ze problém minimélneho k-rezu

pre vSeobecné grafy je NP-tazky| |. Rovnako iné techniky efektivnych

15
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algoritmov sa len velmi fazko prisposobuju problému miniméalneho delenia
hyperkocky.

Z vyssie uvedenych dovodov sa v takychto pripadoch pouzivaji znahod-
nené algoritmy| |. Tento pristup nie vzdy zarucuje kvalitu néjde-
ného riesenia, rovnako ako nezarucuje efektivitu algoritmu. Znahodnené algo-
ritmy moézme rozdelit do dvoch zékladnych skupin, aproximacné algoritmy a
heuristiky. Aproximacné algoritmy maja vyhodu, Ze ndm zarucuju istu kva-
litu najdeného riesenia. Ich nevyhoda spociva v tom, ze st este stale ¢asovo
pomerne naroc¢né. Heuristiky na druhej strane, nam nepontukaja ziadnu ga-
ranciu kvality rieSenia. Zato vSak su heuristiky jednoducho prisposobitelné
na rozne problémy a radovo efektivnejsie ako aproximacné algoritmy. V mno-
hych pripadoch sa ukazuje, ze pri tejto vicsej efektivite, ich riesenia dosahuju
kvalitu rieSeni aproximaé¢nych algoritmov]| |. Pri vybere algoritmu pre
problém minimélneho delenia hyperkocky bolo zohladnené najmé kritérium
efektivity a vhodnosti algoritmu. Z tychto dévodov bolo zvolené simulované

zihanie, spadajice do mnoziny heuristickych algoritmov.

3.2 Simulované Zihanie

Ako uZ bolo spomenuté, simulované Zihanie, dalej len SA' je heuristicky al-
goritmus. Pri pouziti SA nemame zarucenu kvalitu riesenia, resp. jeho mini-
malitu, ale aj napriek tomu je ¢asto pouzivané. Tento algoritmus je odvodeny

od pristupu zvaného lokalne hladanie a bol inspirovany fyzikalnym procesom.

3.2.1 Fyzikalne Zihanie

Ilustraény popis fyzikalneho Zihania je nasledovny. Zihanie je proces, pri kto-
rom sa postupnym zahrievanim a chladenim snazime docielit napr. lepsiu
krystalickost latky. Snazime sa priblizit optimu. Latku zahrejeme, vtedy maja
molekuly lepsie moznosti pohybu. Potom latku postupne chladime. Molekuly

sa ustaluju a tym sa tvoria krystéaly. Ked je chladenie dostato¢ne pomalé, je

17 anglického simulated annealing
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vznik krystalov pravdepodobnejsi. Preto sa pri spravnom zihani vytvori viac

krystalov.

3.2.2 Lokalne hladanie

Lokélne hladanie je celkom intuitivny pristup k rieSeniu optimaliza¢nych
problémov. Spoc¢iva v najdeni nejakého riesenia a jeho zlepsovanim. Ddlezité
je, Zze musime pre mnozinu vSetkych platnych rieSeni zadefinovat susednost
rieSeni. Najlepsie je definovat susednost ako ¢o najmen$iu zmenu platného
rieSenia, ktord vytvori iné platné rieSenie. Lokalne hladanie na zaciatku vy-
berie jedno platné rieSenie. Potom prehlada susedné rieSenia tohto rieSenia,
vyberie z nich to najlepsie a presunie sa na toto rieSenie. Samozrejme, ze ak
je najdené riesenie horsie ako aktudlne riesenie, tak algoritmus skonci. Ta-
kymto sposobom je lokélne hladanie schopné najst lokalne optimé. Problém

je, ze lokalne hladanie len tazko najde globalne optimum.

3.2.3 Simulované Zihanie

Simulované zihanie je teda vylepSenim lokalneho hladania a to prave v tom,
7ze mu dava moznost presunut sa z lokalneho optima do iného lokélneho
optima. Tym sa zvysi pravdepodobnost ndjdenia globalneho optima resp.
kvalitnejSieho optima. Toto vylepsenie je zabezpecené zavedenim teploty.
Teplota bude parameter SA, ktory sa postupne pocas behu programu zmen-
Suje. Zéaroven bude teplota umoznovat lepsi pohyb. V nasom pripade je to
pohyb medzi jednotlivymi rieSeniami a nie pohyb castic. Pri SA budeme
na rozdiel od lokdlneho hladania umoziovat aj prechod na nevyhodnejsie
platné rieSenie. Prave teplota spolu s mierou nevhodnosti riesenia budu ur-
¢ovat pravdepodobnost prechodu na nevyhodné riesenie. Simulované zihanie
je dobre znamy a casto uvadzany priklad heuristiky, blizsi popis sa da néajst
napriklad v | Il |. Teraz sa zameriame na konkrétne prispdso-

benie SA na problém minimélneho delenia hyperkocky.
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3.3 Popis pouzitého algoritmu

3.3.1 Susednost platnych rieSeni

Ako prvé si treba pri SA rovnako ako pri lokdlnom hladani zadefinovat platné
rieSenie a susednost rieSeni. V tejto praci som pouzil dve alternativy. Platné
rieSenie je mnozina 2" vrcholov, z ktorych ma kazdy priradeny jeden z k kom-
ponentov, do ktorého patri. Zaroven je 2" mod k komponentov, do ktorych
patri [2-] vrcholov a k — (2" mod k komponentov s | 2| vrcholmi.

Prva pouzitd verzia susednosti je taka, ze dve riesenia st susedné ak z
jedného rieSenia vieme dostat druhé zdmenou dvoch vrcholov z roznych kom-
ponentov. V tomto pripade je mnozina susedov jedného rieSenia prili§ velka.
Z toho dovodu nie je mozné hladat najvyhodnejsieho suseda z okolia platného
rieSenia. Tym, Ze upravime pravdepodobnost prejdenia na nevyhodnejsie rie-

Druhé definicia susednosti bola motivovana zmensenim okolia susedov
platného rieSenia. Nevyhodou je, Ze povoluje aj neplatné rieSenia. Konkrétne
dve rieSenia st susedné ak z jedného rieSenia vieme dostat druhé rieSenie
presunutim jedného vrcholu do iného komponentu. Aby sme mohli presu-
nit vrchol do iného komponentu, zvolime konstantu, o ktord sa budi méct
lisit poCty vrcholov prislichajicich ku komponentu. Takto budeme prehla-
dévat rieSenia, ktoré sa mozu minimalne 1i8if od platnych rieseni problému.
Pre potreby porovnania kvality najdeného riesenia s predchadzajicim pristu-
pom bolo nutné po nejakom ¢ase aktualne rieSenie upravit tak, aby spliialo
podmienky platnosti. Zvoleny greedy pristup vyberie najvyhodnejsie vrcholy
na presun z komponentu resp. do komponentu, ktory mé nespravny pocet
vrcholov. Napriek tomu sa kvalita riesenia vzdy o nieco zhorsila.

V tomto pripade susednosti som pouzil aj vyberanie spomedzi viacerych
vrcholov. Podla predom nastaveného parametru programu sa vyberie nejaky

pocet vrcholov. Kazdému vrcholu sa vyberie jemu najvhodnejsi novy kom-

ponent. Potom sa z vrcholov vyberie ten najvyhodnejsi.
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3.3.2 Pociatocéné rieSenie

Prvé platné rieSenie moze ovplyvnit vysledok SA. Na druhej strane, ak je
podiatocnd teplota dost velka, tak umoziuje velky pohyb medzi rieSeniami,
ktory po case vytvori ndhodné riesenie. Odskusané boli tri mozné pristupy k
vytvoreniu pociato¢ného riesenia.

Najjednoduchsie je postupne priradif prvych {%w vrcholov prvému kom-
ponentu, druhych (%w druhému, . ... Takto vznikne rieSenie, ktoré je kvalit-
nejsie ako nahodne generované riesenie. Pre k = 2! dokonca takto vytvorené
rieSenie je aj optimalnym rieSenim. Vo vécSine pripadov sa vSak ukazalo, ze
takéto riesenie je blizko lokalneho optima, z ktorého sa algoritmus uz nemusi
vediet dostat.

Dalsi mozny pristup je vytvorit ndhodné platné riesenie. Posledny variant

volby pociato¢ného rieSenia je popisana v casti 4.2.3.

3.3.3 Teplota a zmena teploty

Volba pocdiatocnej teploty zéavisela od rozmeru hyperkocky. Pri viésom n je

.....

ktory urcuje pravdepodobnost prechodu na nevyhodnejsie rieSenie je Stan-
dardny P = exp(—%). ZmensSenie teploty bolo rovnako Standardné T; =
Ty x dec', kde parameter dec bol voleny rozne medzi 0.99999 a 0.99999999.
SA spociva v zohriati, naslednom chladeni a opdtovnom zohriati. Program
mal dopredu urc¢ent sadu teplot. Zacal na teplote T, ked sa ochladila a rie-
Senia sa prestali zlepSovat presiel na teplotu 7. Takto sa rieSenie niekolko

krat zohrialo a néasledne postupne chladilo.

3.3.4 Efektivnost rieSenia

Pre mensie rozmery hyperkocky dava simulované Zihanie dobré vysledky?.
Zvicsovanim rozmerov nastavaju dva zakladné problémy.
Prvy problém je trividlny a to vypoctova zlozitost ako taka. Pri rozmeroch

n > 25 je aj zratanie mohutnosti konkrétneho rezu ¢asovo naroc¢né a priame

2viac v kapitole 5
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rieSenie mé aj vysoké naroky na pamit.

Druhy problém je spdsobeny vzdialenostou dvoch susednych rieseni. Su-
sedné rieSenia st velmi blizko ¢o sa tyka kvality riesenia. Vymenou dvoch vr-
cholov resp. premiestnenim jedného vrchola spésobime velmi mald zmenu v
kvalite rieSenia. Pociato¢né riesenie ¢i uz je volené ndhodne alebo postupnym
priradenim je velmi vzdialené od minimélneho rieSenia. Jednym prechodom
na susedné hoci aj lepSie rieSenie sa kvalita meni minimalne. Z tohto dévodu
je vhodny maly parameter zmeny teploty dec. To vSak ni¢ nemeni na tom,

ze rieSenie konverguje v neskorsej faze chladenia len velmi pomaly.



Kapitola 4

Maximalne ulozZenie

4.1 Myslienka riesenia

Ako uz nadpis kapitoly napoveda, v tomto pripade sa budeme snazit najst
minimalne delenie pomocou maximalneho ulozenia. Pomd&zeme si zadanim
, ’ . ’ v ’ v/ . n
problému 2. Ten hovori o minimalnom uloZeni k& mnoZin velkosti \_%J do

hyperkocky Q(n). Z vety 1 a lemy 1 vieme, Ze ak by sa ndm podarilo ulozit

n
m?

k mnozin typu L', m = L%J do hyperkocky, tak dosiahneme miniméalne
uloZenie. Vhodnym pridanim a preusporiadanim maximélne £ — 1 vrcholov
by sme dosiahli rieSenie, ktoré by bolo velmi blizke minimélnemu ak nie mi-
nimélne. Z tejto idei sa bude odvijaf rieSenie problému miniméalneho delenia
hyperkocky, ktoré je popisané v tejto kapitole.

Opit sa naskytuje viacero moznych pristupov ukladania L7, do hyper-
kocky. Jedna moznost je ukladat celé takéto bloky. Tu vSak nastane problém
ako ich tam ukladat tak, aby sa ich zmestilo ¢o najviac. KedZe nie je zaru-
¢ené pre hoci aké k, ze miniméalne delenie existuje, nie je isté ¢i sme schopni
ulozit vietkych k L" podgrafov. Co potom spravif s poslednym? Alebo s
predposlednym?

Pristup zvoleny v tejto praci uklada tieto podgrafy po castiach. Podgraf
L je zlozeny z viacerych mensich hyperkociek — podkociek. Tie st medzi

sebou spojené tak, aby ¢o najmenej hran islo mimo tohto podgrafu. Okrem

toho rozmery tychto podkociek tvoria klesajicu postupnost, teda st vsetky

21



KAPITOLA 4. MAXIMALNE ULOZENIE 22

rozne. Algoritmus sa najprv pokusi ulozit najvicsie podkocky vSetkych kom-
ponentov. Potom druhé najvacsie podkocky vsetkych komponentov.

Ukladanie podkociek do hyperkocky tiez nie je jednoduché. Prvé ¢o treba
zarudit je, aby sa Ziadne neprekryvali. Druhé rovnako délezita a zlozita pod-
rovnakého komponentu. Chceme aby nakoniec tvorili tvar, ktory je auto-
morfizmom hyperkocky transformovatelny na L.

Kvoli tymto komplikdcidm sa moznost nejakého efektivnejsieho algoritmu,
ktory by rozumne ukladal jednotlivé ¢asti, stava mélo pravdepodobnou. Vy-
hoda je v8ak v tom, Ze ked sa nam podari ulozit prvych x najvicsich pod-

.....

Treba uz len preusporiadat mala cast vrcholov.

4.2 Popis pouzitého algoritmu

4.2.1 Ukladanie podkociek

Aj napriek tomu, Ze ukladdme podkocky do hyperkocky, mozme rozliSovat
orientdciu a nasledne polohu uloZenia. Podkocku velkosti r, teda r rozmerni
hyperkocku, vieme vramci celej hyperkocky zadefinovat ako mmnozinu vset-
kych vrcholov, ktoré maju istych n —r bitov svojho oznacenia pevne danych.
Zvysnych r bitov je Tubovolnych. Potom, to ktoré bity st pevné ndm udava
orientaciu podkocky. Konkrétne hodnoty tychto pevnych bitov nam udavaja
polohu.

Na ukladanie podkociek sa tazko hlad4 nejaky efektivny sposob. Pokial
nechceme s kazdou podkockou kontrolovat aj polohy vSetkych ostatnych a
zohladnovat vSetky nasledujice podkocky, mozme len tazko vediet kam je
dobré podkocku umiestnif. Preto algoritmus uklada podkocky nahodne a
nasledne skontroluje vhodnost polohy. V ¢om sa este da urobit rozdiel je,
¢ chceme najvicsich & podkociek ulozit vSetky rovnako orientované a len
zmenit polohu alebo hladat pre ne aj orientdciu. Ked ich ulozime rovnako
orientované, tak mozme prist o niektoré rieSenia, o ktorych nevieme ¢i s

naozaj nevyhodnejsie. Naopak mame isté, ze aspon podkocky najvicsieho
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rozmeru sa niekam ulozili. V tomto algoritme pouzivame nahodné priradenie

orientacie aj polohy.

4.2.2 Kontrola pozicie podkocky

Vyssie boli uvedené dve zakladné podmienky spravneho ulozenia podkocky,
ktoré budeme dodrziavat. Podkocka nemoze prekryvat int podkocku a pod-
kocka musi spravne nadvizovat na svoj komponent tak, aby bolo mozné
vytvorit optimélnu cast. Preto si musime pamiitat poziciu kazdej uloZenej
podkocky. Poziciu podkocky si zapamétam vo forme pevnych bitov, ktoré
urcuju jej orientaciu a polohu.

Kazda podkocka je reprezentovana dvomi 32 bitovymi ¢islami, na ktorych
robim bitové operacie. Okrem iného to znamena, ze program pracuje len s
hyperkockami, ktoré maji maximalne n = 32. Tieto dve ¢isla si oznac¢me ako
maska a bity. Maska mi hovori, ktoré bity ¢isla bity su platné. To znamena,
ze bity ktoré st v maske jednotkové urcuju orientaciu podkocky, a teda ich
je presne n — r ked r je rozmer podkocky. Bity v bity, ktoré si na rovnakych
miestach ako st jednotkové bity masky mi urcuja polohu podkocky.

Pre dve podkocky z roznych komponentov musi platit nasledovné!

ki # ky
0 # maskay, p, N maskag, p, (4.1)
0 # ((maskay, p, N maskag, p,) A bity, p,) ®
((maskag, p, N maskag, p,) A bitye, p,) (4.2)

Vyraz (4.1) znamend, ze dve podkocky musia mat aspon jeden bit masky
rovnaky. Inak by mali kocky urcite nejaky prekryv. Vyraz (4.2) nésledne
porovna tie bity podkocky, na ktorych sa obe masky zhoduju. Ak sa xor
tychto bitov rovna nule, znamena to, zZe maju tieto bity rovnaké a tym padom
sa podkocky prekryvaju.

Ked ukladam podkocky jedného komponentu od prvej najviiéSej po po-

slednt, tak prva vodi ostatnym nemusi spliiat Ziadne podmienky. Nasledujiice

1y rovniciach st pouzité bitové operatory A and, & xor
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podkocky musia vo& predchadzajicim spliiat nasledovné.

pL,p = 2
maskay, p, N maskay,, = maskag,, , p2 < D1 (4.3)
maskay, ,—o A bity,, = maskagy_o NAbity,,—1, p>3 (4.4)
2" = |maskayp_1 A bityg, —
maskay,—1 A bityg 1| (4.5)

Prvy vztah vyjadruje skutocnost, ze maska vicsej podkocky je podmnozinou
masky. Alebo naopak, Ze maska mensej podkocky vznikne pridanim jednot-
kovych bitov do masky vicsej podkocky. Posledny vyraz (4.5) znamené, Ze
podkocka p mé na miestach platnych bitov podkocky p — 1 vSetky bity az na
jeden rovnaké ako podkocka p — 1. Vztah (4.4) potom blizsie Specifikuje, Ze
bit v ktorom sa p a p — 1 nezhoduju nie je jeden z tych ktoré ma podkocka
p — 2 urcené.

Tieto bitové a maskové podobnosti podkociek jedného komponentu st
prave na to, aby boli podkocky vedla seba. Okrem toho musia byt vedla seba

tak, aby sa z nich pripadnou transforméciou dala vytvorit L.

4.2.3 Implementéacia a efektivnost algoritmu

Bolo spomenuté, Ze algoritmus hlada nové pozicie podkociek ndhodne s pri-
hliadnutim na potrebné podmienky. Prvé ukladané podkocky maju velmi vela
moznosti, kam moézu byt ulozené. Zaroven dokdzu vyrazne obmedzif pries-
tor pre nasledujice podkocky, bolo pouzitie backtrackingu nevyhodné. Ak by
bola prvé ukladané ¢ast uloZena nevhodne, trvalo by strasne dlho, kym by sa
backtrack k takejto Casti vratil. Zle ulozena podkocka by obmedzovala vznik
kvalitnych rieseni. Preto som pouzil init metédu.

Kazda kocka ma nejaky pocet pokusov, pocas ktorych sa pre nu musi
najst umiestnenie. Pocet pokusov zavisi od po¢tu moznosti jej poloZzenia. Ak
sa nepodari podkocku ulozit, nepokracuje sa zmenou polohy predchadzajtcej
podkocky. Namiesto toho sa za¢ni ukladat podkocky odznova. Tymto sa

odskisa mensi pocet moznosti ako pri backtrackingu, ale na druhej strane
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su tieto moznosti ovela variabilnejSie ako moznosti, ktoré stihne odskusat
backtrack.

Efektivnost algoritmu vyrazne zavisi od po¢tu komponentov k. Pre malé
k mé algoritmus velmi dobré vysledky. Ked je pocet komponentov velky, tak
vznikne situdcia ked prvé najvicsie casti s vocéi hyperkocke malé, preto sa
vyrazne rozsiri pocet ich moznych ulozeni. Okrem toho samotny algoritmus
je iba v niektorych pripadoch schopny najst uloZenie pre vsetky podkocky
vsetkych komponentov.

Vigcsina vysledkov tohto algoritmu je zo spominanych dévodov dobry za-
kladny kamen pre presnejsie metody — simulované Zihanie. Z vysledkov tejto
metédy vytvaram greedy principom pociatocné riesenia pre simulované zi-
hanie, ktoré ich vylepsuje. Ulozené podkocky tvoria mnoziny vrcholov, ktoré
maju uréeny komponent. ZvySnym vrcholom algoritmus priraduje kompo-
nenty podla toho kde maji najviac vrcholov, s ktorymi st spojené. Cim
viac podkociek sa podari ulozit tym je greedy presnejsie a vyhodnejsie a tym
menej treba preusporiadavat pomocou SA. Dalsie vysledky st popisané v
nasledujtcej kapitole 5.

Tento algoritmus by sa hodilo vylep§it prave simulovanym zihanim. Prob-

lém je s definiciou susednosti dvoch rieseni rovnako ako prechod medzi nimi.

.....

.....
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Vysledky

Ked uz vieme v ¢om vzpocivaji jednotlivé pristupy rieSenia problému mini-
malneho delenia mozme pristapit k ich porovnaniu. V kapitolach 3 a 4 boli
spomenuté aj niektoré vyhody a nevyhody jednolivych algoritmov. Avsak
ani jeden z algoritmov neméa garantovani nejaku kvalitu vyprodukovaného
rieSenia. Preto je zaujimavé porovnanie jednotlivych algoritmov medzi sebou

ako aj porovnanie algoritmov voci zelanému dolnému odhadu.

5.1 Volba parametrov

Prvy zdkladny parameter pri testovani kvality rieSeni je velkost hyperkocky
v podani jej rozmeru n. Ten druhy je samozrejme k, pocet Casti na ktoré
budeme hyperkocku Q(n) delit. Tieto dve hodnoty som volil v rozumnych
medziach. Nemé zmysel delif kocku s 512 vrcholmi na 200 ¢asti. Rovnako pre
vietky k£ = 2,10 je dokdzany horny odhad, ktory v tomto pripade znamena
aj minimalne delenie | ]. Rozhodol som sa pouzit Styri hodnoty k =
5,7,16,24, pre ktoré vieme, Ze existuje minimalne delenie na tirovni dolného
ohranicenia. Pri tychto & vieme porovnat ako sa algoritmy pribliZia k hodnote
minimélneho delenia, ktoré sa skutoéne da skonstruovat. Dalsia Stvorica k
je k =11,13,19,21. Pri tychto k nevieme urcit horné ohranicenie za pomoci
Ziadneho zo vzorcov v Casti 2.3. Prave v tomto pripade sa budeme snazif

aproximovat horné ohranicenie epxerimentéalne. Pri vSetkych k bolo pouzité

26
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n = 10, 20.

Dalsie nastavenia sa tykaji konkrétne simulovaného Zihania. Ako pa-
rameter klesania teploty dec bola pri kazdom pouziti SA zvolend hodnota
dec = 0.9999999. Rovnako bola pri SA pouzita vzdy ta ista sekvencia tep-
16t: 2.0,1.6,5.5,1.6,1.2,4.0,1.5,1.0,2.5,1.6,1.2,3.5,1.5,1.1. Pri ”zohriati rie-
Senia” na teplotu okolo 2.5 a viac sa rieSenia nejaky ¢as menia skoro tplne
nédhodne. Z tohto dévodu nie je nutné pustat algoritmus SA pre pevne zvolené
k a n viac krat. Sekvencia teplot s niektorymi teplotami prehnane vysokymi
toto zabezpeci.

Algoritmus pracujici na principe ukladania podkociek do hyperkocky mé
konStantu, ktora urcuje kolko krat sa snazi ulozif jednu podkocku. Ak sa
podkocku nepodari na tolko pokusov ulozit, za¢ina sa ukladanie odznova.
Téato konstanta bola po cely ¢as nastavena na hodnotu 100. Zaujimavé je,
Ze pri testovani roznych varidnt, ktoré sa snazili nahradit tito konstantu
sofistikovanjsim ohodocovanim, sa nepodarilo néjst lepSie rieSenie. Z toho
dovodu je tato konstanta ponechana aj do finalnej verzie algoritmu. Okrem
toho bol beh algoritmu obmedzeny casovo.

Vzhladom na to Ze aj tento druhy algoritmus je zndhodneny takym spo-
sobom, ze sa hlada rieSenie vzdy tplne od zacdiatku, nemé vyznam skusat
spustat tento algoritmus viac krat. Dve spustenia st ekvivalentné jednému

dlhsiemu spusteniu.

5.2 Porovnavané algoritmy

V nasledujtcich tabulkach sti porovnavané tieto hodnoty. Jednak pre k, pre
ktoré je teoreticky dokazané presné horné ohranicenie je tato hodnota uve-
den4. Dalej je vidy uveden4 hodnota dolnej hranice, vypocitana podla vztahu
(2.1), oznacime ju symbolom V(n, k)V.

Prvy pristup je spominané simulované zihanie, ktoré mé susednost rieSeni
definovanti pomocou zameny dvoch vrcholov. Ako druhé je rovnako pouzité
simulované zihanie, tentoraz s druhou spominanou variantou susednosti rie-
Seni. Uvedené hodnoty boli ziskané po tom ako bolo konkrétne riesenie pre-

usporiadné, tak aby splitalo podmienku platnosti rieSenia. Viac v ¢asti 3.3.1.
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Nasleduje algoritmus postupného ukladania podkociek jednotlivyh kompo-
nentov, ozna¢me ho "Pack”. Aby sa dal porovnat s ostatnymi boli neulo-
zené vrcholy priradené k volnym komponentov jednoduchou greedy meto-
dou. Posledné sti uvedené vysledky kratkeho simulovaného zihania, ktoré ma
ako pociatocné riesenie vystup z algoritmu postupného ukladania podkociek,

oznacenie "SA Pack”.

5.3 Vysledky testov

V tabulkéch st uvedené jednak hodnoty |0.%|, ale kvoli lepsiemu porovnaniu

su uvedené aj asymptotické hodnoty |82—{|

je pristup ukladania podkociek komponentov do hyperkocky s neskorsim po-
uzitim simulovaného zihania. Dokonca dost ¢asto uz nie sme schopni vylepsit
rieSenie zihanim.

Hodnoty deleni sa pri mensich k£ pobybuji naozaj v okoli dolnej hranice
minimalneho rezu. Napriklad pre k£ = 11 sme sa asymptoticky dostali takmer
na turoven miniméalneho delenia. Tento vysledok naznacuje, ze aj pre tie k, pre
ktoré nie je dokédzané horné ohranicenie teoreticky, existuju rieSenia, ktoré sa
od optimalneho riesenia liSia minimalne.

Nasleduju $tyri tabulky pre hodnoty &, pre ktoré vieme urcit horné ohrani-
¢enie. Po nich st tabulky pre hodnoty k, ktorjch hornt hranicu minimalneho

delenia nepozname.
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k[ n | ck |V(nk)V SA1  SA2  Pack SA Pack
0 1330  1.357  1.400  1.343  1.332
1362 1390 1434 1376 1364

0 1332 1357  1.300 1334  1.332
2728 2780 2848 2733 2729

9 1332 1360 1433 1333  1.333
5458 5573 5870 5461 5461

3 1333 1361 1599 1333  1.333
10920 11153 13103 10923 10922

iy 1333 1394 1599 1334  1.333
21842 22846 26212 21857 21847

1333 1599 1599 1333  1.333
SIS ys6ss 52425 52425 43680 43689
6 | 1333 1599 1599  1.333  1.333
87378 104854 104854 87389 87388

. 1333 1599 1599 1333  1.333
174760 209711 209711 174781 174781

Iy 1333 1599 1599 1334  1.334
349522 410428 410428 349752 349752

I 1333 1599 1599 1447 1447
699048 838857 838857 759108 759089

2 1.333 1.6 1.6 1333 1.333
1398098 1677718 1677718 1398307 1398307

Tabulka 5.1: vysledky testov pre k = 3 =22+ 1
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k[ n | ck |V(nk)V SA1  SA2  Pack SA Pack
0 1568 1580  1.639 1573  1.570

1606 1618 1679 1611 1608

] 1560  1.579  1.641 1574  1.571

3214 3234 3361 3224 3218

9 1570 1580  1.642 1573 1572

6432 6472 6720 6443 6439

3 1571 1.626  1.642 1571 1.571

12870 13325 13455 12872 12872

iy 1.571 1646 1642 1573 1573

25742 26984 26913 25776 25776

1571 1688 1657 1573 1573

TIB I ISTHE 51488 55327 54327 51576 51576
m 1571 1845 1803 1576 1576
102982 120975 118195 103308 103308

. 1571 1.857  1.815  1.581  1.581

205966 243412 237937 207314 207313

s 1571 1857 1837 1579 1579

411936 486840 481600 413997 413996

I 1571 1857 1855 1590  1.590

823878 973677 972727 833952 833952

2 1571 1857 1857 1589  1.589

1647758 1947348 1947348 1666777 1666777

Tabulka 5.2: vysledky testov pre k =7 =23 — 1
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k[ n|ck) |V(n,k)V SA1  SA2  DPack SA Pack
0 2 2.031 2 2.031  2.031
2048 2080 2048 2080 2080

] 2 2.062 ) 2.031  2.031
4096 4224 4096 4160 4160

9 2 2250  2.031 2 2
8192 9254 8320 8192 8192

3 2 2211 2062  2.031  2.031
16384 18119 16896 16640 16640

iy 2 2296 2260 2031 2031
32768 37633 37184 33280 33280

6115 o 2 2.628 2275  2.031  2.031
65536 86143 74560 66560 66560

6 2 2478 2314  2.031  2.031
131072 162421 151680 133120 133120

. 2 295 2351 2085  2.085
262144 386663 308224 273408 273408

s 2 1 2520  2.054  2.054
524288 - 660792 538624 538624

I 2 - 2.671  2.093  2.093
1048576 — 1400624 1097728 1097728

2 2 - 2680  2.156  2.156
2097152 ~ 2810192 2260992 2260992

Tabulka 5.3: vysledky testov pre k = 16 = 24
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k[ n|ck) |V(n,k)V SA1  SA2  DPack SA Pack
0 2484 2499 2492 2550  2.503
2544 2559 2552 2612 2564

] 2492 2555 2.496 2547 2519
5104 5234 5112 5217 5159

9 2496 2556 2498 2569  2.540
10224 10471 10232 10524 10406

3 2498 2.652  2.6564 2558  2.547
20464 21729 21747 20960 20873

iy 2499 2668 2666 2587  2.568
40944 43723 43680 42397 42077

o | 15| o5 | 2499 2669  2.666  2.632  2.561
81904 87478 87368 86271 83949

6 2499  2.668  2.666  2.603  2.675
163824 174892 174752 176496 175316

. 2499  2.667  2.666 2781  2.781
327664 349681 349512 364592 364592

3 2499  2.667  2.666  2.824  2.824
655344 699238 699040 740318 740318

I 2499 2667 2666 2884  2.884
1310704 1398330 1398088 1512232 1512232

2 2499 2666 2666 2900  2.900
2621424 2796459 2796192 3041722 3041719

Tabulka 5.4: vysledky testov pre k = 24 = 24 4 23
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E|n|VnkV SAl SA 2 Pack  SA Pack

10 1.896 1.933 1.942 1.999 1.931

1942 1980 1989 2047 1978

11 1.901 1.940 1.942 1.958 1.933

3894 3974 3978 4011 3960

12 1.901 1.951 1.944 2 1.983

7790 7993 7965 8192 8124

13 1.902 1.957 2.105 1.987 1.970
15584 16036 17245 16279 16146

14 1.902 2.121 2.102 2.012 2.000

31176 34753 34451 32972 32781

1115 1.903 2.021 2.114 1.996 1.988
62358 66235 69280 65412 65175

16 1.903 2.174 2.134 1.966 1.965
124726 142489 139854 128898 128811

17 1.903 2.181 2.176 1.980 1.980
249454 285960 285295 259581 259579

18 1.903 2.181 2.181 1.987 1.987
498912 571936 571936 520902 520902

19 1.903 2.181 2.181 2.028 2.028
997832 1143892 1143892 1063484 1063484

20 1.903 2.181 2.181 2.006 2.006
1995670 2287793 2287793 2103476 2103476

Tabulka 5.5: vysledky testov pre k = 11
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E|n|VnkV SAl SA 2 Pack  SA Pack

10 2.023 2.044 2.059 2.074 2.051

2072 2094 2109 2124 2101

11 2.028 2.054 2.049 2.077 2.056

4154 4208 4197 4255 4211

12 2.029 2.100 2.079 2.085 2.061

8314 8605 8519 8542 8443

13 2.031 2.141 2.110 2.087 2.067

16640 17540 17293 17098 16935

14 2.031 2.260 2.162 2.081 2.064

33282 37037 35429 34102 33831

13| 15 2.031 2.307 2.197 2.073 2.067
66568 75596 71994 67946 67762

16 2.031 2.289 2.211 2.092 2.092
133144 150048 144933 137120 137120

17 2.031 2.307 2.213 2.100 2.100
266298 302464 290076 275335 275335

18 2.031 2.307 2.270 2.100 2.100
532602 604940 595083 550644 550644

19 2.031 2.307 2.286 2.157 2.157
1065216 1209882 1198973 1131308 1131308

20 2.031 2.307 2.304 2.148 2.148
2130434 2419770 2416288 2253125 2253125

Tabulka 5.6: vysledky testov pre k = 13



KAPITOLA 5. VYSLEDKY

E|n|VnkV SAl SA 2 Pack  SA Pack

10 2.279 2.311 2.324 2.388 2.321

2334 2367 2380 2446 2377

11 2.280 2.342 2.316 2.384 2.328

4670 4797 4745 4884 4768

12 2.281 2.384 2.354 2.415 2.357

9344 9768 9644 9892 9657

13 2.282 2.507 2.369 2.420 2.357

18696 20539 19409 19826 19311

14 2.283 2.586 2.388 2.434 2.402
37408 42375 39126 39885 39366

19 | 15 2.283 2.591 2.455 2.411 2.393
74822 84920 80464 79011 78446

16 2.283 2.562 2.464 2.431 2.419
149656 167921 161522 159323 158572

17 2.283 2.591 2.582 2.420 2.420
299326 339733 338558 317242 317242

18 2.283 2.592 2.584 2.450 2.450
598662 679488 677589 642276 642276

19 2.283 2.592 2.586 2.431 2.431
1197342 1358981 1355864 1274928 1274928

20 2.283 2.592 2.589 2.618 2.618
2394686 2717976 2715537 2746086 2746086

Tabulka 5.7: vysledky testov pre k = 19
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E|n|VnkV SAl SA 2 Pack  SA Pack

10 2.335 2.360 2.361 2.411 2.374

2392 2417 2418 2469 2431

11 2.343 2.368 2.368 2.400 2.392

4800 4850 4850 4916 4899

12 2.346 2.458 2.375 2.434 2.410

9610 10072 9729 9972 9873

13 2.348 2.610 2.407 2.435 2.424
19240 21384 19724 19953 19865

14 2.348 2.640 2.523 2.451 2.426
38482 43268 41344 40169 39756

21 | 15 2.348 2.653 2.547 2.435 2.429
76968 86942 83469 79818 79616

16 2.349 2.590 2.555 2.575 2.549
153944 169772 167482 168797 167096

17 2.349 2.654 2.562 2.576 2.576
307904 347870 335817 337660 337660

18 2.349 2.654 2.565 2.744 2.744
615818 695930 695930 719528 719528

19 2.349 2.654 2.617 2.750 2.750
1231656 1391859 1372460 1442148 1442148

20 2.349 2.654 2.641 2.712 2.712
2463314 2783708 2769369 2844201 2844201

Tabulka 5.8: vysledky testov pre k = 21
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali hladaniu minimélneho delenia n rozmernej
hyperkocky na k rovnako velkych casti. Ukazali sme teoretické poznatky o
tomto probléme, ktoré boli dokdzané v | |. Tieto poznatky blizsie uréuji
hodnoty miniméalneho delenia zavedenim dolného ohranic¢enia. Okrem toho
zavadzaji horné ohranicenie minimalneho delenia pre niektoré hodnoty k.
Mojou snahou bolo potvrdit tieto vysledky experimentélne - algoritmicky.
Nésledne potom mozme hladat hodnoty miniméalneho delenia pre k, pre ktoré
nepozname horné ohranicenie. V tejto praci som prezentoval dva rozdielne
pristupy k rieseniu daného problému. Oba pristupy st znahodnené algoritmy
bez zaruky kvality najdeného riesenia. Napriek tomu sa pri testovani a po-
rovnani s dolnym ohranic¢enim ukazalo, Ze rieSenia produkované tymito al-
goritmami sa pohybuji velmi blizko optimélneho rieSenia. Pre hodnoty & a
n, s ktorymi sme schopni narabat v redlnom ¢ase boli algoritmy viac menej
uspesné. Najlep$i algoritmus na hladanie minimalneho delenia bol nakoniec

vhodnou kombinaciou oboch uvedenych pristupov.
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