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Praca obsahuje popis a implementaciu hierarchizacného algoritmu pre
kreslenie zlozenych digrafov, ktoré obsahuju aj inkluzivne aj adjecen¢né hrany.
Estetickost grafu formulujeme ako optimalizacné problémy, pre ktoré néj-
deme heuristické metédy. Dalej uvedieme vysledky o aproximovatelnosti a
NP-uplnosti tychto problémov.

KTucové slova: Zlozené grafy, Vizualizacia, Feedback Arc Set



This paper contains implementation of hierarchical algorith for drawing of
compound digraphs, that contain both inclusion edges and adjecency edges.
We identify readability of drawing as optimalizaton problems, and develop
heuristic algorithm that solves them. Further we consider results about NP-

hardness and approximabilty of those problems.

Keywords: Compound digraphs, Graph drawing, Feedback arc set.
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Kapitola 1
Uvod

Automatické kreslenie grafov je velmi tazka tloha. Ak chceme nejaki tlohu
rieSit pomocou pocitaca, musime ju najprv vediet formélne popisat. To si
vSak vyzaduje takmer dokonal znalost danej tématiky. Kreslenim grafov sa
zaoberali okrem inych aj Sugiama a Misue. V tejto praci sa venujeme ich algo-
ritmu, ktory popisali v [10], navyse doplnime vysledky o aproximovatelnosti
a tazkosti problémov, ktoré tento algoritmus pouziva ako procedury. Dote-
raz sa tymto algoritmom zaoberal Raitner, ktory ale implementoval svoju
vlastnii modifikaciu a zameral sa hlavne na navigaciu vo vykreslenych zloze-

nych grafoch.

1.1 Motivacia

V dnesnej informacnej spolocnosti je dolezité nielen informécie zhromazdo-
vat, ale dolezité je aj vediet ich efektivne prezentovaf. Automatizovanim
prezentacie sa Setria finanéné prostriedky, vdaka ¢omu moZno za rovnaké
naklady vyuzit viac zdrojov informécii. V tomto duchu vznikla aj potreba
vyuzit pocitace na automatické vizualizovanie grafov.

Grafom mozeme reprezentovat napriklad UML diagram, alebo obsah E-
learningového systému. Teda ich pouzitie ma vyznam aj v komercnej, aj v
akademickej sfére. V komercénych projektoch st programéatori postaveni pred
tlohu vytvorit popis softvérového riesenia, ktory obsahuje velké mnozstvo

UML diagramov. V pripade spolupouzitia reverzného inzinierstva a automa-
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tického kreslenia grafov by bolo mozné takyto popis vytvorit za minimélne
naklady zo zdrojového kédu riesenia.

Z teoretického hladiska sme vSak postaveny pred prakticky nerieSitelnt
tlohu, za predpokladu P # NP. Preto sa musime uspokojit aj s neoptimal-
nym riesenim.

Algoritmus, ktory popisujeme v tejto praci, je vhodny na kreslenie tak
zvanych zlozenych grafov s hierarchickou strukturou. Takuto struktiru maja
ako UML diagramy tak aj obsah E-learningovych systémov, preto je pre ich

vizualizaciu takyto algoritmus vhodnjy.

1.2 Clenenie prace

Na tvod v druhej kapitole definujeme zakladné pojmy z tedrie grafov a pojmy
z oblasti zlozenych grafov. Tiez povieme par slov o vizualizacii informacii a
grafov a o moznostiach, ktoré sa vyuzivaju. V tretej kapitole popiseme me-
todu hierarchiza¢ného kreslenia grafov a jej uplatnenie pri kresleni zlozenych
grafov, postupujeme podla algoritmu Sugiyama a Misue [10]. V Stvrtej rozo-
berieme konkrétne detaily implementéacie tohoto algoritmu. V piatej kapitole
zhrnieme stcasné poznatky o aproximovatelnosti a NP-tiplnosti problémov,
ktoré potrebujeme riesit. V zévere zhrnieme, ¢o sme urobili a navrhujeme

0 e v s ey . ;.
dalsie mozné postupy a vyuzitie implementacie.



Kapitola 2

Zakladné pojmy

2.1 Grafy

V tejto Casti uvedieme definicie pojmov, ktoré sa v praci pouzivaju, ide o
zakladné pojmy z tedrie grafov. Pojmy z tedrie mnozin, ktoré pouzivame, st

dobre popisané v [8].

Definicia. Digraf je usporiadana dvojica (V, E), priom prvky mnoziny V'
volame vrcholy, prvky mnoziny £ voldme hrany, navySe musi platit VNE = (),
E CV x V. Ak (a,b) € E, hovorime, Ze z vrcholu a vychddza hrana do
vrcholu b, alebo, do vrcholu b vchadza hrana z vrcholu a. Ak G je digraf,

potom V(G) oznac¢uje mnozinu jeho vrcholov a E(G) mnozinu jeho hran.

Definicia. Hovorime, Ze postupnost p = (vgvy ... v,_10,) je vov,cesta v di-
grafe G = (‘/, E), ak (Vogign)’l}i eVa (Vogign_l)(’l}ivi+1) e k. f)alej hovrime,
Ze cesta p zacCina vo vrchole vy, prechadza vrcholmi vguy, ..., v,_1v,, konci

vo vrchole v, a mé dizku n.

Definicia. Hovorime, Ze digraf G = (V, E') je zakoreneny strom, ak existuje
taky vrchol = € V), ze do kazdého iného vrcholu z V' existuje prave jedna

cesta, ktord zacina v z. Vrchol z nazyvame koreniom stromu G.

Definicia. Ak G je zakoreneny strom, s korefiom z, tak dep(y) znamena

dlzku cesty, ktora za¢ina v x a kond v y. Hovorime aj, Ze hibka vrcholu y je
dep(y).
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Nech G je digraf a v € V(G), potom:

1. Desc(v) = {y | existuje cesta, ktord za¢ina vo v a konéii v y}, je mno-

zina vSetkych potomkov v.

2. Asc(v) = {y | existuje cesta, ktora zacina v y a konéi vo v}, je mno-

zina vsetkych predkov v.

3. Child(v) = {y | existuje hrana (v,y) € E(G)} , je mnozina vSetkych
deti v.

4. Pa(v) =y také Ze existuje hrana (y,v) € E(G) , je rodi¢ v.

2.2 Zlozené digrafy

Klasické digrafy sa pouzivajui na modelovanie vztahov medzi objektami, av-
sak zachytavaju iba to, ¢i nejaké dva objekty st v nejakej relacii, alebo nie.
Digraf mozeme nakreslit tak, ze kazdy objekt reprezentujeme kruznicou, a
tie pospajame podla toho, ¢i dané objekty st v relacii, dostaneme takto
splet ¢iar. Zlozené digrafy pridéavaji moznost reprezentacie inkluzivnej relé-
cie, skuto¢nost, Ze nejaky objekt sa sklada z dalsich, nebudeme reprezento-
vat ¢iarami, ale intuitivnejsou geometrickou inkltziou (vo velkom obdlzniku,
predstavujicom objekt, budd malé obdlZniky, ktoré predstavuju objekty, z
ktorych sa sklada).

Definicia. Zlozeny digraf je trojica (V, E, F') taka, ze (V, E) je zakoreneny
strom a (V, F) je digraf, navySe pozadujeme, Ze ak u je potomok v, tak
(u,v) & Fa(v,u) € F.
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Obr. 2.3: Priklad zlozeného grafu

Definicia. Ak (V, E, F) je zlozeny digraf, potom hovorime, Ze (V| F) je jeho
inkluzivny podgraf.

Definicia. Ak (V, E, F') je zloZzeny digraf, potom hovorime, ze (V, F) je jeho

adjecencny podgraf.

Definicia. Koren zlozeného digrafu (V, E, F') je ten vrchol, ktory je korefiom

jeho inkluzivneho podgrafu.

Inkluzivnu relaciu teda reprezentuje inkluzivny podgraf a adjecenc¢nt ad-

jecen¢ny podgraf.

2.3 Vizualizacia

Pod vizualizaciou zlozeného digrafu rozumieme sposob zviditelnenia tak, aby
mohol byt vnimany Tudskymi o¢ami. V nasom pripade ide o problém ndjst
pre kazdy vrchol jeho umiestnenie na ploche a velkost, a pre kazdd hranu
najst trasu kadial povedie ¢iara, ktora ju reprezentuje.

Zékladné pravidla, ktoré musi nakresleny graf spliiat, sa nazgvaju konven-
cie. Najcastejsie sa Specifikuju poziadavky na tvar hran (rektilinedrne ¢iary,
tisecky, lomené &iary, krivky), tvar vrcholov (kruh, obdlznik) umiestnenie vr-

cholov (napr. v mrezovych bodoch) a vSeobecnt Struktiru nékresu (napr.
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planarita). K tymto poziadavkam sa dalej pridavaju eSte estetické kritéria,

ktoré by sa mali plnit optimalne. Moze ist napriklad o celkovii plochu grafu,

dl7ku najdlhsej hrany (distribticiu dlzok), distribticiu uhlov medzi nicident-

nymi hranmi alebo iné kritérium s konecnou popisnou zlozitostou.

Na kreslenie grafov bolo vyvinutych viacero pristupov. O niektorych vie-

me povedat, Ze na niektorych typoch grafov st lepSie ako niektoré iné. Tuto

kapitolu uzavrieme prikladom roéznych pristupov, ktoré boli doteraz pouzité.

1.

Spektrdlna metoda vyuziva na urcovanie pozicii vrcholov vlastné vek-

tory Laplacovej derivacie adjecencnej matice grafu.

Fyzikalne zaloZenée metody gradientnou metédou minimalizuji energe-
ticku funkciu, ktora je zaloZena na poznatkoch z molekularnej mecha-

niky.

Hierarchizacné metody vyuzivaju podobny pristup ako metdda, ktora
vyuzivame v tejto praci. Vrcholom priradia horizontalne vrstvy a na
jednotlivych vrstvach ich preusporiadaju tak, aby minimalizovali pocet

pretinani hran. St vhodné na kreslenie acyklickych grafov.

Augmentacnd metoda v prvom kroku pridanim vrcholov do miesta, kde
by sa hrany pretinali, upravi graf na planarny. V druhom kroku doplni
graf na triangulaciu, ti potom uz vieme vnorit do roviny tak, aby sa
hrany zobrazili na tusecky. Nakoniec vrcholy pridané v prvom kroku

odstrani.

Ortogondlne (rektilinedrne) metddy kreslia grafy tak, Ze hrany st hori-
zontalne alebo vertikalne (v niektorych pripadoch lomené) ¢iary, snazia
sa minimalizovat napriklad celkovtl plochu a pocet pretinani hran. St
vhodné pre VLSI dizajn.

Metody na kreslenie stromov vyuzivaju jednoduchu struktiru stromov,
ale na druht stranu sa zaoberaji podrobnej$imi vlastnostami nékresu.

Vicsinou ide o metédy typu rozdeluj a panuj.



Kapitola 3
Popis algoritmu

V tejto kapitole najskor opiseme vlastnosti algoritmu, ktory pouzivame. Pod
tym méame na mysli, ako bude graf vyzerat po nakresleni. Dalej opiSeme
detailnejsie ako funguje. Algoritmus je snahou o implementovanie algoritmu

z [10], a ide o takzvany algoritmus s hierarchiza¢nym pristupom.

3.1 Zakladné vlastnosti

Pri navrhu algoritmu bolo najdélezitejsie, aby bolo vysledné nakreslenie zlo-
zeného digrafu ¢o najcitatelnejsie. Jednou dolezitou myslienkou je, ze Iudsky
mozog lahsie prijme graf, ktorého Strukttra je pravidelnd a rovnomerné. Toto
je dosiahnuté vdaka pouzitiu hierarchizacného pristupu, ktory také vlastnosti
dosahuje. Dalsie kritéria, ktoré boli zohladiiované, st poéty pretinani objek-

tov a ich vzdialenost. Nakoniec boli prijaté nasledovné konvencie:

1. Kazdy vrchol je znazorneny ako obdlznik so stranami rovnobeznymi so

sturadnicovymi osami.

2. Inkluzivna relacia je znazornena geometrickou inkltiziou medzi obdiz-
nikmi. Ak a je potomkom b, potom a je cely umiestneny do b. Naopak,
ak a nie je potomkom b, a ani b nie je potomkom a. Tak sa obdlzniky

prislichajice k a a b nesma prekryvat.

3. Obdlzniky st umiestnené do rovnobeznych horizontalnych pasov, ktoré

st nazvané urovne. Na rozdelenie ma vplyv aj inkluzivna aj adjecen¢na

7
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relacia. V tejto vlastnosti sa najviac prejavuje hierarchizacia.

4. Adjecen¢né hrany su kreslené ako Sipky, ktoré vedi smerom z hora
nadol.

Poslednt konvenciu nie je mozné vzdy dodrzat vzhladom na to, Ze digraf moze
obsahovat cykly. Preto niektoré hrany musime obratif. Zvy$né konvencie s
dodrzané vzdy. Dalej st uvedené pravidla, ktoré sa metéda snazi dodrzat tak

dobre, ako to len ide. Su to:

1. Vrcholy, ktoré st spojené adjecencénou hranou, by mali byt blizko seba.

2. Ciary, ktoré reprezentujt hrany, by sa mali navzajom ¢o najmenej pre-
tinaf.

3. Ciary, ktoré reprezentuji hrany, by sa mali pretinaf s ¢o najmensim
poc¢tom obdlznikov.

4. Ciary, ktoré reprezentujt hrany, by mali byt ¢o najpriamejsie, s maljm
poctom ohybov a s ¢o mozno najdlhsou vertikdlnou ¢astou.

KedZe minimalizovat pocet pretinani hran s hranami a obdlZznikmi predsta-
vuje NP-fazky optimaliza¢ny problém, je nutné pouzif aproximativne alebo

heuristické algoritmy.

3.2 Popis algoritmu

Algoritmus pracuje v Styroch krokoch, ktoré st nazvané nasledovne: hierar-
chizdcia, normalizdcia, usporiadanie vrcholov, umiestnenie vrcholov. V hie-
rarchizdacii sa vrcholom priradia drovne a vyrieSia sa problémy sposobené
pritomnostou cyklov. Vznikne tak zloZeny digraf s priradenymi droviiami.
V normalizdcii sa do zloZeného digrafu s priradenymi urovriami pridaju po-
mocné vrcholy a hrany tak, aby bol v predpisanom normalnom tvare. V uspo-
riadavacom kroku sa vrcholom urci poradie vramci trovne, od neho bude
zavisiet x-ové stradnica umiestnenia. Dostaneme tak usporiadany zloZeny
digraf. V poslednom, umiestriovacom kroku, sa z usporiadancho zloZeného
digrafu vypocitaju pozicie a velkosti vrcholov a trasy hran.

Vo zvysku kapitoly st detailne popisane vSetky styri kroky.
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Obr. 3.5: Priklad priebehu algoritmu

3.3 Hierarchizacia (1.krok)

V tomto kroku sa vrcholom priradia tirovne. Vrchol je priradeny do trovne,
v zavislosti na adjecencej a inkluzivnej relacii. Jednotlivé irovne nebudeme
oznacovat Cislami, ale postupnostami ¢isel. Poradie trovni bude potom defi-
nované na zaklade lexikografického usporiadania postupnosti. Skor, ako uka-
zeme ako pridelovanie funguje, potrebujeme zadefinovat niekolko pojmov a
oznaceni.

Nech ¥ oznacuje mnozinu vsetkych prirodzenych ¢isel {0,1,2,...}.

Definicia. X" oznacuje mnozinu vSetkych postupnosti prirodzenych cisel
dlzky n.

V texte budeme postupnosti znacit gréckymi pismenami, napr. «, 3.
Definicia. tail(«) oznacuje posledny ¢len postupnosti «.

Definicia. append(a, r) oznac¢uje postupnost, ktord vznikne z a pridanim x

na koniec.
Definicia. Ak « je postupnost, potom «; oznacuje i-ty ¢len postupnosti.

Definicia. Hovorime, Ze postupnost « je lexikograficky mensia ako (3, ak
existuje 7 také, Ze pre vSetky nezaporné j mensie ako ¢, a; = 3; a a; < 3;, tato

skuto¢nost zna¢ime ako o < (3, alebo o < 3 pokial ide o neostri nerovnost.
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Vo zvysku préace budeme uroveri, ktora je priradené vrcholu v oznacovat
ako clev(v) a budeme pracovat s jedinym zlozenym digrafom G = (V, E, ).
Pre priradenie tirovni pozadujeme urcité vlastnosti. Nasledujice vlast-

nosti zavysia od inkluzivnej relacie

(Vv € Vdev(v) € xder® (3.1)
(Vv e V)(3s € X)clev(v) = append(clev(Pa(v),s) (3.2)

Dalsie vlastnosti zavisia aj od adjecen¢nej, aj od inkluzivnej relacie. Definuji
vzajomné usporiadanie medzi priradenymi rovnami. Pre kazdt dvojicu vr-
cholov (v,w) € F existuje jediny vrchol ¢, tzv. najhlbsi spoloény predok taky,

ze v inkluzivnom podgrafe existuju cesty:
P = (tapbp% co oy Pm—1,Pm = U)

P2:(t>Q1>92a--~>Qn—1>Qn:w)

Nech k = min(n, m), potom pozadujeme, aby
clev(p;) < clev(q;),1 < k

clev(py) < clev(qg)

Takéto priradenie nemusi vzdy existovat, tento problém ale vyrieSime. Al-
goritmus, ktory priraduje vrcholom trovne, najskor vytvori odvodeny graf
GD = (V,E,FD,typ), FD CV xV, typ: FD — {<, <}, ktory vznikne tak,
ze v grafe G nahradime kazdt adjecen¢nt hranu hranami, ktoré reprezentuju
usporiadanie urovni, aké si hrana vynucuje. Tieto hrany budu dvoch typov,
jedny pre ostré nerovnosti a druhé pre neostré nerovnosti, to, o aky typ ide,
je dané funkciou typ. Ak odvodeny graf obsahuje cykly, treba niektoré hrany
odstranit.

Samotné priradenie funguje tak, Ze sa zoberie vrchol v, ktory ma uz
priradent troven a priradi sa troven vsetkym vrcholom z Ch(v). Vieme,
ze ak w € Ch(v), potom musi clev(w) = append(clve(v),s). Staci teda
len vhodne zvolit posledny ¢len postupnosti clev(w). Najjednoduchsie je za
tail(clev(w)) dosadit dizku najdlhsej cesty, ktora konéi vo w, a prechadza
vrcholmi z {x | x € Ch(y) A clev(y) = clev(Pa(v))}, ddlezité je, ze toto
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celé sa deje v odvodenom grafe. Nakoniec oto¢ime vSetky hrany (u,v) tak,
aby clev(v) < clev(u). Cely algoritmus mézeme zhrniat v kratkom pseudo

programe:
procedure Hierarchizacia
vstup: zl ozeny graf G=(V, E, F)
vystup: priradeni e Urovni clev
vytvor odvodeny graf GD:=(V, E, FD, typ)
vyries probleny s cyklam GD -> GO
conpLevAssign({root}, GD)
end
procedure conpLevAssi gn(WQ
M: = levAssign(WQ
for i:=1 to Mdo
Z:={x | Pa(x) je z Wa tail(clev(x)) =i}
ConplLevAssi gn(2)

end
procedure | evAssign
rozloz vrcholy Wna vrstvy L(i), i=1...n,

podl a naj dl hsej cesty ktora v nich konci
for (each y frmL(1) do

lev(y):=1
clev(y): = append(clev(Pa(y)),lev(y))
for i:=2 to n do for (each y fromL(i) do

lev(y):=max{clev(y)+(1 ak je hrana (u,v) ostra) |
(v,y) je hranav G v je z L(j), j<i }
clev(y): =append(clve(Pa(y)),lev(y))
return max{lev(y),y je z W
end

3.4 Normalizacia (2.krok)

Normalizacia v podstate sltizi na to, aby sa hrany, ktoré vedu cez viacej
urovni, mohli Tahko nakreslif ako lomené ¢iary. Pretoze, v pomocnych vr-
choloch, ktoré pridame pri normalizacii, mozu byt body ohybu tejto éiary.

Vystupom normalizacného kroku je normalizovany zloZeny digraf.
Definicia. Hovorime, Ze hrana (v, w) je dobra, ak
clev(v) = (a,9)
clev(w) = (a,s+1)
alebo inymi slovami
clev(Pa(v)) = clev(Pa(w))
tail(clew(v)) +1 = tail(clev(w))
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V normalizacnom korku, sa vSetky hrany, ktoré nie st dobré, nahradia
zlozenym podgrafom, ktory ma linearnu Struktaru. Pricom kazda novo pri-
danad hrana uz bude dobra. Pod oznaccenim (/) mame na mysli vrchol s
uroviou (3.

Nech (v, w) je hrana, ktora nie je dobra,
clev(v) = (a, 81,82, - -+, Sm—1, Sm)

clev(w) = (o, ty,ta, ... tp_1,1,)

« je teda Cast postupnosti, ktort maju clev(v) a clev(w) spoloénd, a pre
jednoduchost oznacdenia ju budeme vynechéavat. Pridany zloZeny podgraf sa
sklad4 z troch casti.

Najskor je cast, ktord zacina vrcholom (si, S2,. .., Sm_1,Sm + 1) (do kto-
rého ide hrana z v, ako je vidno ur¢ite je dobra) a kon¢i vrcholom (s7). Potom
nasleduje postupnost vrcholov (s; +1), (s;+2),..., (t, — 1), a nakoniec Cast,
ktora zacina (t1) a konéi vrcholom (¢4, ts, ..., t,-1,t,—1), z ktorého ide hrana
do w. V okrajovych pripadoch moze byt tvar tohoto zlozeného podgrafu tro-

chu deformovany, napriklad ked n=0, alebo m=0. Nech
My, = max{tail(clev(z)) | clev(Pa(z)) = clev(Pa*(v))}

M. je najvicsie ¢islo, ktorym konci tiroven nejakého vrcholu, ktord ma pr-
vych m — k ¢lenov rovnakych ako v. V prvej casti sa potrebujeme dostat z

(81,52, Sm—1,5m) do (s1). Preto za¢neme s cestou

(81,525« - Sm—1,8m + 1), (51,52, - - Sm—1, Sm + 2), . . .,
(81, S92y ... Sm—1>M1 — 1), (81, S2,...Sm—1, Ml)

ktort celu zavesime pod vrchol (si, S, ... Spm_1), na ktory nadvizuje cesta

(817 525+ 3 Sm—2;, Sm—1 + 1)7 (817 82, Sm—2,Sm—1 + 2)7 ey
(817 59,...5m—2, M2 - 1)7 (817 59,...5m-2, M2)

ktort celt zavesime pod vrchol (s, ss,...S,_2), a tak dalej. Tretia Cast je
konstruované analogicky, s rozdielom, Ze cesty zacinaju v (3,1) a kondia v

(8,1;). Strednd cast je velmi jednoduchd,a je zrejmé z popisu, ako vyzera.
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3.5 Usporiadanie vrcholov (3.krok)

V tejto casti popiSeme najspecifickejsiu ¢ast algoritmu, ide o sposob, akym al-

goritmus dosahuje ¢o najlepsie rozmiestnenie vrcholov v ramci jednej irovne.

Definicia. Nech G = (V, E, F, clev) je zloZeny digraf s priradenymi drov-

niami, potom i-tou vrstvou vrcholu v, ozna¢ujeme mnozinu V;(v)
Vi(v) ={z | v € Ch(v) A tail(clev(v)) = i}
a pocet vrstiev oznacujeme L(v)
L(v) = maxzecnw)(tail(clev(z)))

Definicia. Nech G = (V, E, F, clev) je normalizovany zlozeny digraf, n = |V/|
aV =uvy,09,...,0,_1,U,. Usporiadanym zloZenym digrafom nazyvame péticu
(V,E, F,clev,o), kde

o= (o(v1),0(s),...,0(vn_1),0(v,))

a(vj) = (01(v;), 02(V5), - -+, TLwy)-1(V)), OLwy) (V7))

a 0;(v;) je permutacia V;(v;).

Vstupom je v tomto pripade normalizovany zloZeny digraf a vystupom je
usporiadny zloZeny digraf. Algoritmus, ktory sme vyvinuli pracuje lokalne,
postupne spractva vSetky mnoziny Ch(v;), pri¢om kazdd spraciiva samos-
tatne. Z tejto ¢rty algoritmu je vidno, preco bol wusporiadny zloZeny digraf
zadefinovany takym spésobom, o(v;) nezavisi na inom o(v;), a o(v;) je este
rozdelena na vrstvy, lebo vrcholy patriace do inej vrstvy st aj na inej tirovni,

a preto sa navzajom nepremiesavaju.

Definicia. Nech G = (V, E, F| clev, o) je usporiadany zlozeny digraf, potom

definujeme lokéalnu hierarchiu H(o(v)) ako
H(o(v)) = (Ch(v), F*, F*, 0 (v), ), p)

kde F¢ je mnozina hran, ktoré st medzi vrchlomi na réznych vrstvach, F* je
mnozina hran, ktoré idi medzi potomkami dvoch vrcholov z rovnakej irovne.
Aw) je pocet hran, ktoré vychadzaju z w, a vchadzaju do vrchola y, ktory

nie je z Ch(v) a zaroven je nalavo od v, p je pocet hran, ktoré ida doprava.
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Lokalna hierarchia je v podstate orientovany acyklicky graf, ktory zis-
kame tak, Ze v adjecencnom podgrfe indukovanom Desc(v) kontrahujeme
(vid. [3]) vSetky vrcholy z Desc(w), kde w € Ch(v), do jedného vrcholu w.
Vo vyslednom grafe sii potom dva druhy hran tie, ¢o idi medzi susednymi
vrstvami a tie, ¢o idii medzi dvoma vrcholmi z rovnakej tirovne. Vrchol u,
ktory je synom wv,alebo potomok u moze byt adjecentny v povodnom zloze-
nom digrafe s vrcholom w, ktory nie je potomkom v. Avsak, vdaka tomu, Ze
graf je normalizovany, musia sa Pa(w) a u nachadzat na tej istej trovni. Ak
budeme pri usporadvani spracovavat vrcholy v poradi podla hibky, budeme
uz vediet povedat, ¢i je w napravo, alebo na lavo od u. Mozeme tak vypocitat
hodnoty A(u) a p(u) pre vSetky u € Ch(v).

Po skonstruovani lokalnej hierarchie pre vrchol v uz len staci urcit per-
mutaciu vrcholov v kazdej vrstve tak, aby sme c¢o najlepSie splnili kritéria,
ktoré sme si zadali na zacdiatku, a teda minimalizovat pocet pretinani hréan,
minimalizovaf pocet pretinani hran s obdlZnikmi a nakoniec, aby vrcholy,
ktoré su spojené hranou, boli blizko seba. Posledné kritérium nazyvame aj
Blizkost. Najprv tieto kritéria sformulujeme ako optimalizacné problémy, a
potom opiSeme heuristické rieSenie, ktoré pouzivame na ich riesenie.

Pre jednoduchost znadenia uvazujeme lokalnu hierarchiu H
H = (Ch(v), F4, F*,0(v), \, p)
ktora ma len dve vrstvy, teda
o= (01,09),01 = (U1, Ug, ..., Up_1,Up), Og = (W1, Wa, ..., Wy_1,W,)
1. Blizkost:

P1= " (kM) +(p—k+Dp(ue) + > (kA(w:) +(g—i+1)p(w;))

1<k<p 1<i<q
2. Pretinanie hrdn:

P2 = {{(u, wa), (w,wg)} CF 1<k <l<pl<pB<a<qgl

3. Pretianaie hrana-obdnik:

P3= > |[k—=l+ > |a-p

(up ) EF? (wawg)EFS
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Na minimalizovanie P1, sta¢i utriedif vrcholy podla A(v) — p(v). Vrcho-
lom, ktoré maju A\(v) — p(v) rézne od nuly poziciu zafixujeme a dalej sa nimi
nebudeme zaoberat, tak isto si nevSimame hrany, ktoré st s nimi incidentné.
Minimalizovat P2 je NP-fazky problém, podobny ako minimum feedback
edge set, minimalizovat P3 je fiez NP-tazky problém, ekvivalentny s linear
arrangement problem-om. Aproximovatelnost tychto problémov je rozobrana

v piatej kapitole.

Definicia. Nech G = (Ch(v), F%, F% o(v), )\, p) je lokdlna hierarchia v €
Vi(v),i < L(v), 0i11(v) = (u1,ua, . .., uq—1,u,), potom dolné tazisko vrcholu

w definujeme ako Wl)em Z(w,uq)epd q

Definicia. Nech G = (Ch(v), F¢, F® o(v), )\, p) je lokalna hierarchia v €
Vi(v),i > 1, 0;-1(v) = (uq, uz, ..., us-1,u,), potom horné taZisko vrcholu w
definujeme ako m > (ugw)erd 4

Na minimalizaciu P2 a P3 sa pouziva metoda, ktora opakovane vykonava
jednoduché operécie, ako je utriedenie vrcholov podla taziska a pridavanie
pomocnych vrcholov. Pomocné vrcholy sa pridavaja do stredu hran z F*, a
nasledne preberu tlohu vrcholov z V1 (v) pri triedeni podla taziska, potom
sa mozu odstranit.

Presny postup znazornuje nasledovny pseudokéd. IDU(j) a IDL(j) pred-
stavuju procedury, ktoré pridaju pomocné vrcholy na hrany v ramci j-tej
vrstvy , a vlozia ich do hornej, resp. dolnej vrstvy. Pod pridanim pomocného
vrcholu z na hranu (u, v), méme na mysli, ze vytvorime dve nové hrany (u, )
a (v,x). BOL(j) aBOU(j) predstavuju triedenie vrcholov podla dolného, resp.

horného taziska.
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procedure orderd obal (v)
if (Ch(v) ={}) exit
order Local (v)
for (each wfrom Ch(v)) do
O der G obal (w)
end
procedure orderLocal (v)
for i:=1 to nunberOflterations
1 DY(1)
BOU( 1)
for j:=2 to n do
BOU(j)
1DU(j)
BOU(j)
1 DL( n)
BOL( n)
for j:=n-1 downto 1 do
BOL(])
IDL(j)
BOL(])
end

3.6 Umiestnenie vrcholov (4.krok)

Ked uz st vrcholy vo vhodnom poradi, tak je priradnie stiradnic priamociaré.
Pouzijeme rekurzivny pristup. Rozmery listov zavisia od ich obsahu, napri-
klad, aky dlhy text obsahuji. Rozmery nelistového vrcholu uréime na zaklade
velkosti jeho deti, ktoré umiestnime do neho tak, aby boli v kazdej vrstve
rovnomerné rozostupy. Pozicie vrcholov uréime najprv relativne vzhladom
na rodiCa, a na konci este raz prejdeme cely graf, aby sme urcili absolitne
pozicie.

Hrany povedu vzdy zo stredu spodnej strany vrcholu do stredu hornej
strany druhého vrcholu. Hrany, ktoré boli odobrané po normalizacii, opif re-
konstruujeme tak, ze ich povedieme ako viac hran pomedzi pomocné vrcholy,
ktorymi sme ich nahradzovali. Pomocnym vrcholom pridelime nulovt velkost
a nekreslime ich. Druh& moznost je, Ze nahradené hrany povedieme priamo,

podla pdvodnych vrcholov, medzi ktorymi viedli.



Kapitola 4
Implementacéné detaily

V tejto kapitole sa venujeme implementovanej verzii algoritmu. Popiseme
format vstupu a vystupu, datové struktuary, efektivitu a celkovy navrh soft-

vérového riesenia. Hlavnymi poziadavkami na riesenie st:

1. Spravnost: Pozité algoritmy pocitaji presne tie funkcie, aké st popisané

v zadani.

2. Nezéavislost krokov: Kroky algoritmu sa vykonavju linearne, dalsi krok
zacne, az ked predchadzajici skonéi. Kazdy krok musi mat jasne defi-

novany vstup a vystup, a to tak aby, bol v ¢o najkompaktnejsej podobe.

3. Flexiblinost: VSetky vypoc¢ty by mali byt napisané tak, aby ich bolo
mozné lahko a transparentne modifikovat. Co je niekedy aj na tikor

efektivity.

4.1 Vstup

KedZe vstupom algoritmu je graf, rozhodli sme sa pouzit format GraphML
[12], ktory je zalozeny na XML, a je akymsi Standardnym formatom pre
reprezentaciu grafov. Dokaze uchovavat nielen jednoduché orientované alebo
neorientované grafy, zmiesané grafy, ale aaj zlozené grafy a grafy obsahujice
hyperhrany. Existuja viaceré softvérové riesenia, ktoré ho tiez vyuzivaju.
Okrem GraphML sa pouzivaju aj iné forméty zaloZzené na XML (GXL,
GraphXML, XGML). Formaty, ktoré nie su zalozené na XML (Dot, GML),

17
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st vsak v stcCastnosti vyrazne rozsirenejsie.
GraphML mé& velmi jednoduchi Struktiru, ale obsahuje mechaniznmy,
pomocou ktorych sa da velmi efektivne rozsirovat. Pre nase ucely staci vy-

uzivat nasledovné elementy:

1. graph — tento element obsahuje popis grafu, ktory tvoria vnorené ele-

menty, edge, node, graph.

2. node — predstavuje jeden vrchol grafu, ma atribut id, ktory predstavuje
identifikdtor vrcholu. Moze obsahovat dalSie vnorené elementy typu
edge, node, graph, vdaka ¢omu umoziuje jednoducho reprezentovat

inkluzivnu relaciu.

3. edge — hrana predstavujica adjecenént hranu, krajné vrcholy st urcené

atribitmi source a target, ktoré obsahuju identifikatory vrcholov.

Priklad:

<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"7>
<graphml xmlns="http://graphml.graphdrawing.org/xmlns"
xmlns:xsi="http://www.w3.org/2001/XMLSchema-instance"
xsi:schemalocation="http://graphml.graphdrawing.org/xmlns
http://graphml.graphdrawing.org/xmlns/1.0/graphml .xsd">
<graph i1d="G" edgedefault="undirected">
<node id="n0"/>
<node id="n1"/>
<edge source="n0" target="nl"/>
</graph>
</graphml>

Na nacitanie XML stiboru bola vyuzita podpora jazyka Java. Konkrétne
SAX (Simple API for XML parsing), ¢o urychlilo vyvoj.

4.2 Vystup

Po vypocitani vystupu, sa do kazdého elementu node pridaju atributy, s
nazvami X, Y, ktoré urc¢uju polohu a Width, Height, ktoré urcuji rozmery.
Néazov atributov mozno Specifikovat ako command-line parametre. Zvysok
stboru, ak je to korektny XML stbor, ostane nezmeneny, teda je mozné, aby

obsahoval aj idaje, ktoré nas program nepozna.



KAPITOLA 4. IMPLEMENTACNE DETAILY 19

4.3 Datovy model

Vzhladom na to, Ze graf sa pocas behu algoritmu viackrat transformuje, pre-
hladava a vrcholom sa priradujt rozne hodnoty, musi byt jeho reprezentacia
dynamického charakteru. V nasom modeli, st graf, vrcholy, a hrany samos-
tané objeky. Najvicsiu flexibilitu dosahujeme tak, ze kazdy vrchol obsahuje
zoznam hran, ktoré si s nim incidentné a samotna orientacia hrany je vr-
cholu skrytd, pristupné je cez metédy walk, (backWalk, undirectedWalk),
ktoré bert ako parameter vrchol a vratia vrchol, ktory je v smere hrany (v
protismere, ten druhy), alebo null ak sa po hrane pozadovanym smerom z
vrcholu na vstupe prejst neda. Vdaka tomu mdéZeme hrany otécat, bez toho
aby sa menili vlastnosti vo vrcholoch. Na dosiahnutie dynamickosti stacilo

pouzit Generics triedy, ako Vector alebo TreeSet.

4.4 Casova zloZitost

Na casovll ani na paméitovi efektivitu implementécie nebol kladeny doraz,
preto nie su vsetky algoritmy optimalne. Hlavnym dévodom je fakt, Ze celkova
zlozitost je dana najzlozitejSou castou. V pripade, Ze by sa namiesto niektorej
heuristiky pouzil algoritmus, ktory ma velka casova zlozitost, ale dosahuje
lepsie vysledky, by bolo zbytocné mat efektivne spravené ostatné vypocty.
V tejto Casti detailnejsie analyzujeme jednotlivé kroky a podame navod,
ako by sa dali zefektivnif. Pocet adjecenc¢nych hran oznacujeme ako m, pocet

vrcholov ako n.

4.4.1 Hierarchizacia

Pocas tohto kroku prebehne viacero prehladavani, ktoré maju dokopy zlozi-
tost O((m +n)s(n)), kde s(n) je ¢as, ktory trva dotaz na zistenie, ¢i nejaky
vrchol je prvkom mnoziny W. V implementacii je pouzita trieda TreeSet,
ktord mé zlozitost dotazu O(logn). Existuje sposob ako implentovat algo-
ritmus tak, aby s(n) mala amoritozvanu zlozitost O(1). Kedze kazdy prvok
pridame do W iba raz, a vymazavame iba tak, Ze vymazeme vSetky prvky

naraz. Stac¢i, aby si kazdy vrchol pamétal, ¢i je v mnozine W, a potom mat
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este zoznam vrcholov, ktoré st v mnozine W , aby sme mohli efektivne od-
strafiovat prvky.

Dalsim dolezitym aspektom je reprezentéacia tirovni, clev(v) moze byt
postupnost s dlzkou Q(n), pre Q(n) vrcholov , z ¢oho vyplyva pamifova
zlozitost Q(n?). V praxi v8ak nemé vyznam, aby inkluzivny podgraf mal
hibku viicsiu ako je O(log,n). Ale ani O(nlog, n) nie je optimélne. Urovne
sa daju reprezentovat tak, ze kazdy vrchol v si pamita len tail(clev(v)), a
v pripade potreby si clev(v) sknstruuje podla rekurzivnej rovnice clev(v) =
append(clev(Pa(v)), tail(clev(v))) a clev(root) = (1).

Najkritickejsim problémom v Hierarchizacnom kroku je odstranovanie
cyklov. Za predpokladu P # NP neexistuje polynomialny algoritmus, ktory
by nasiel najmensi pocet hran, ktoré na to stacia. V programe pouzivame

greedy algoritmus, pracujici v linearnom case.

4.4.2 Normalizacia

V tomto kroku sa do grafu pridavaju nové vrcholy, ¢o sa premietne do ¢asovej
zlozitosti neskorsich krokov. Pocet pridanych vrcholov mozno zhora odhadnif
ako O(n?).

4.4.3 Usporaduvanie vrcholov

Najzlozitejsou ¢astou je konstrukcia lokalnych hierarchii, kde sa viackrat kon-
trahuju tie isté podstromy. Efektivnejsie riesenie kontrahuje vrcholy v po-
storder poradi, a pri kazdom si paméta hrany, ktoré by boli v danej lokalnej
hierarchii.

Dlzku vypoctu ovplyviiuje aj pocet iteracii heuristickych metéd, ktoré

pouzivame na rieSenie INP-tplnych optimalizacnych problémov.

4.4.4 Umiestnovanie vrcholov

Umiestniovaci algoritmus pozostéava z jedného inorder prejdenia inkluzivneho
podgrafu, pricom v kazdom vrchole sa vykona O(4(v)) vypoctov, ¢o vedie k
zlozitosti O(m).



Kapitola 5

Viac o optimalizaénych

problémoch

V tejto kapitole sa blizSie venujeme optimalizacnym problémom, ktoré sme
v algoritme pouzili. Uvedieme alternativne heuristiky a aproximativne algo-
ritmy, ktoré by sme mohli vyuzit. A pre uplnost dodame vysledky o NP-
uplnosti a aproximovatelnosti kluc¢ovych problémov. Kapitola mé informa-
tivno prehladovy, neformalny charakter.

Uz v prvom kroku algoritmu, potrebujeme odstranit ¢o najmensi pocet
hran tak, aby nam ostal acyklicky graf. Tento problém je jeden z klasickych
NP-uplnych problémov a méa nazov Minimum Feedback Arc Set. Ukazeme
si dva alternativne algoritmy, ktoré by sme mohli pouzif na jeho priblizné
rieSenie a sposob, ako pomocou neho vyriesit problém minimalizacie poctu
pretinani hran v 2-vrstvovej lokalnej hierarchii so zafixovanou jednou vrstvou,
¢o je tiez NP-uplny problém.

Snahu o minimalizovanie pretinani obdlZnikov s ¢iarami sme formulovali
ekvivalentne ako znamy NP-uplny problém s nazvom Optimal Linear Aran-

gement Problem.

21
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5.1 Minimum Feedback Arc Set Probmlem
Definicia. Nech G = (V, E, w) je ohodnoteny digraf w: £ — R,

FAS(G) = Isnglg{z w(e) | G\ S je acyklicky }

eeS

Tvrdenie 5.1.1 Za predpokladu P # NP, existuje a > 1 také, Ze neexistuje
polynomidlny algoritmus, ktory by pre vsetky ohodnotené digrafy G nasiel

taki mnoZinu S C I, Ze G\ S je acyjklicky a ), s w(v) < aFAS(G).

Dékaz je uvedeny v [11]. Najvicsia znama « je priblizne 1.36. Najlepsi znamy
aproximacny algoritmus pre MFAS, najde vzdy mnozinu S, ktord je maxi-
méalne O(lognloglogn) krat vicsia, ako najlepsie rieSenie [4]. Vyuzaduje si
vsak rieSenie linedrneho programu. My si ukdzeme algoritmus, ktory najde
najviac A krat horsie riesenie, kde A = A(G) je dl7ka najdlhsieho jednodu-
chého cyklu v grafe GG. Druhy algoritmus je zalozeny na greedy metdde, o

nom nevieme povedat, aky je dobry. M4 vSak linedrnu casovu zlozitost.

5.1.1 Algoritmus \ FAS

Hlavnou myslienkou algoritmu je rozlozenie hodnotovej funkcie w na stcet
viacerych funkcii w = wy +ws + ... + wy, takych, aby sme cenu optimalneho
rieSenia pre G; = (V, E, w;), ktort ozna¢ime ako S;, mohli lahko najst. Cenu
optimalneho riesenia pre G = (V, E, w) oznac¢ujeme ako S. Rozklad budeme
konstruovat induktivne, po krokoch. Ak f((u,v)) = 0, povazujeme to za to
isté, ako keby hrana (u,v) v grafe G; = (V, E, f) nebola. V i-tom kroku

mame na vstupe funkciu 7, = w — > ._ w; a skonstruujeme funkciu w;,

j<i
pricom mnozina T = |J T;, oznacuje hrarjly, ktoré budu algoritmom vybrané,
ako celkové riesenie. Ak G; = (V, E,r;) je acyklicky, potom T; = 0) a w; = r;
a mozeme skoncit. Dalej nech G; obsahuje cyklus C' a ¢ je cena najlacnejsej
hrany na cykle C, podla funkcie r;. Polozme T; = {e € C | ri(e) = ¢},
w;(e) = 0 ak e nelezi na cykle C', a w;(e) = € ak e lezi na C.

Cena vybraného rieSenia T; nie je ovela vic§ia, ako optimalne rieSenie S;,

e =w;(5;) <wi(T;) < Ae
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Po posledom groku, je graf acyklicky a vSetky hrany, ktoré sme odstranili

sme zahrnuli do 7' = |J, < Ti, teda T zanechd po odstraneni acyklicky graf.

S(w) = Zwi(S) > Zwi(5i> = ﬁ Zw(TZ)

i<k i<k i<k

Pre tcely dokazu hore uvedenej nerovnosti, sa budeme tvarit Zze hrany
si v kazdom kroku kupujeme. VZdy, ked zmensime cenu hrany o £ znamené
to, Ze sme za 1u zaplatili. V kazdom kroku zaplatime najviac \w;(S;), lebo
cena optimalneho rieSenia pre wj;, je €, stacl odobrat najlacnej$iu hranu z C'
a dlzka C je podla definicie mensia ako A\(G). Ak je cena nejakej hrany 0,
tak sme ju kupili a dame ju do T;. Niektoré hrany nakoniec nekiipime, aj
ked sme za ne uz nieco zaplatili. Peniaze, ktoré sme minuli, st teda najviac

AD o wi(S;), ¢o nam déva nerovnost

S wi(S) < w(S) < 3 (w(T)) < A wi(S)
i<k i<k i<k
z ktorej vyplyva w(T) < Aw(S).

Ak st ceny hran jednotkové, je analyza jednoduchsia. Algoritmus v kaz-
dom kroku odstrani jeden cyklus, zoberie vSetky hrany, ktoré obsahuje. Ak
odstranil k£ cyklov, znamena to, ze graf obsahoval £ hranovo disjunktnych
cyklov. A teda FAS(G) > k, lebo z kazdého cyklu sa musi odobrat as-
pon jedna hrana. Najdené riesenie 7', obsahuje vSak najviac Ak hran, teda

|T| < Ak < AFAS(G). Algoritmus sa da implementovat s ¢asovou zlozitostou
O(mn).

5.1.2 Algoritmus Greedy FAS

V tomto algoritme najprv skonstruujeme permutaciu vrcholov m potom, ak
pre nejaka hranu plati (u,v), w(u) > 7(v), tak ju odstranime. Permutéciu
konstruujeme v iteraciah. Vzdy najprv dame vsetky tustia na koniec postup-
nosti s; a pramene na koniec s;. Potom najdeme vrchol, ktory mé najvacsi
rozdiel vonkajsieho a vnutorného stupna, a ten dame na koniec s, (alebo
vrchol s najménsim rozdielom dédme na koniec s;1). Nakoniec sy obratime a

vystup vygenerujeme podla permutéacie s;ss.
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Algoritmus mozno zovSeobecnit pre ohodnotené grafy, ak rozdiel stupiiov

vrcholov nahradime rozdielom cien hran.

5.1.3 NP-tplnost MFAS

Tvrdenie 5.1.2 MFAS je NP-uplny [6].

Doékaz. Ukazeme redukciu Vrcholového pokrytia na MFAS.
Nech G = (N, A), je instancia vrcholového pokrytia. Zostrojime graf

H = (N >x{0,1},{((p,0), (p, 1)) | p € N} U{((u,1), (v,0)) [ (u,v) € A}

A ukdzeme, ze velkost minimového vrcholového pokrytia je rovnaka, ako vel-
kost najmensej mnoziny hran, ktora z H spravi po odobrani acyklicky graf.
Z definicie vrcholového pokrytia vyplyva, Zze z kazdej hrany musime pouZit
aspon jeden vrchol. Odstrariovat ma zmysel iba hrany typu ((v,0), (v, 1)),
lebo kazda hrana ((v,1),(u,0)), lezi iba na tych cykloch, na ktorych aj
((v,0), (v,1)). Kazda hrana (u,v) € A, vytvara cyklus

(u,0), (u, 1), (v,0), (v,1), (u,0)

preto podmienka, Ze z kazdého cyklu musime odstranit aspor jednu hranu, je
ekvivalentna podmienke, Ze musime do vrcholového pokrytia vybraf aspon
jeden vrchol z kazdej hrany. Medzi vrcholmi grafu G a hranami H typu
((u,0), (u, 1)), existuje bijekcia ¢ dana predpisom ¢: v — ((v,0), (v, 1)), ktora
kazdému vrcholovému pokrytiu G priradi vSetko-cyklo-rusiacu mnozinu v H.

Teda aj velkosti minimovych mnozin st rovnaké.

5.2 Minimalizovanie pretinani hran

V naSom algoritme rieSieme problém minimalizacie poc¢tu pretinani hran,
medzi dvoma susednymi vrstvami. Nas postup je taky, ze jednu vrstvu zafi-
xujeme, a druh utriedime podla faziska. Tato metdda sa nazyva BC-metdda,
a najde optimalne riesenie v pripade, Ze vrcholy na nezafixovanej vrstve maju
stupen najviac 2 [7]. Pre pripad, ked kazdy vrchol na nezafixovanej strane ma

stupen 4, a vrcholy na zafixovanej strane maju stupen 1 (takyto graf volame
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les hviezd stupna 4) je tloha NP-tplna[7]. Zaujimavé je, ze ked dovolime
hybat aj zafixovanou vrstvou, je tloha pre lesy hviezd Iubovolného stupiia
rieSitelna aj BC-metddou, ked zotriedime podla taziska zafixovani vrstvu.

Teraz si ukdzeme postup, ako mozno pocet pretinani ¢iar minimalizovat
pomocou riesenia problému MFAS.

Majme graf G = (L1 U Lo, E), kde E C Ly X L, L1 = (v1,v9,...,0,) a
Ly = (wy,ws,...,wy). Ly je st vrcholy nezafixovanej vrstvy, a Ly vrcholy
zafixovanej. Ulohou je najst takd permutéciu = vrcholov L;, aby bol pocet
pretinani hran minimalny. Oznac¢me pocet pretinani sa hran incidentnych s

vrcholmi v;,v;, ked (i) < w(j) ako er(v, w).
cr(vi, v;) = [{(Wa, wg) | (vi,ws) € E N (vj,wg) € ENa > (3}
pocet pretinani pre danti permutaciu 7 je
cr(m,G) = Z cr(vi, vj)

(i) <m(4)

dolny odhad pre cr(w, G) je zjavne

LB(G)= > min{er(v;,v)), cr(v;, vi)}

1<i<j<n

Zostrojme ohodnoteny digraf
Gr = (L1, {(vi,v5) | er(vj, i) < er(vi,v))}, w((vi,05)) = er(vi, v;)—cr(vj, v)))
Nasim cielom je dokazt nasledovnt rovnost
FAS(Gr)+ LB(G) = 7rrrelgnn cr(m, Q)
kazda permutéacia vrcholov 7 indukuje mnozinu hran
F={(vi,vj) € E(Gg) [ 7(j) > 7(i)}

Po odobrani F' je graf G Ciastoénym usporiadanim, a teda je acyklicky.

Cena S je
cost(S) = Z (er(vi,v;) — cr(vj, v;))
m(i)<m(5)
= cr(mG) — Z min{cr(vj, v;), cr(vi, v;)}

m()<m(4)

= c¢r(m G) — LB(G)
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FAS(GR) je dolny odhad pre cost(S), z ¢oho vyplyva nerovnost

FAS(GRr) + LB(G) < min cr(m, G)

e Sn

Nech, F' je najlacnejSia mnozina taka, Ze po odstraneni zanecha acyklicky
podgraf. Definuje permutaciu 7 dani ¢iastoénym usporiadnim Gg \ F'. Per-
mutacia 7z indukuje mnozinu hran F5, ktorda je podmnozinou F. Z mini-
mality cost(F') vyplyva, ze cost(Fy) = cost(F') = FAS(Gg). Ked k vysledku
pridame vyssie dokdzant rovnost, dostaneme cost(Fy) = cr(np, Gr)—LB(G),
a nasledne FFAS(Gg) + LB(G)) > mingeg, cr(m, G).

Na minimalizovanie poctu pretinani staci teda najst v G najlacnejsiu
mnozinu F, ktord zanechd acyklicky graf a vrcholy usporiadat Iubovolne
podla ¢iastoéného usporiadania, ktoré je dané grafom Gpg \ F. Konstruk-
ciu mozno zovseobecnit s rovnakym vysledkom pre ohodnotené grafy, ¢o by

mohla byt vyhoda oproti BC-metdde, ktord takito moznost neposkytuje.

5.3 Optimal Linear Arrangement Problem

Tento problém je o tom, Ze treba pre graf G = (V, E) najst taki permutaciu
vrcholov 7, aby >, e [T(u) — 7(v)| bolo ¢o najmensie.

Dokaz NP-uplnosti, dokonca aj pre intervalové grafy moze ¢itatel najst
v [2]. Pre stromy je tloha efektivne riesitelna[5]. Pre husté grafy, kde |E| =
O(|V[?), pre lubovolné « existuje polynomialny algoritmus, ktory najde rie-
Senie, ktoré je najviac « krat horsie[1].

Pre vSeobecné grafy je doteraz najlepsi znamy algoritmus, taky Ze najde
najviac O(logn) krat horsie riesenie [9].

My na riesenie tohoto problému pouzivame triedenie podla faziska s vkla-
danim pomocnych vrcholov. Takyto algoritmus je rychly, a experimentalne
bolo overené, Ze pre potreby kreslenia grafov funguje dostatoc¢ne dobre. Na
jeho opodstatnenie mozeme poznamenaft, Ze redukcia zachovavajuca apro-
ximaciu, z OLAP na problém minimalizacie po¢tu pretinani hran grafu, v
ktorom mé kazdy vrhol priradent jednu z dvoch vrstiev, pozostava iba z
toho, ze priddme pomocné vrcholy tak, ako to robime v pouzitom algoritme.

Na zaver povieme, ako funguje alternativny algoritmus, ktory by sme

mohli pouZit.
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5.3.1 Algoritmus Greedy LA

Na zaciatku, nech st vrcholy v Tubovolnom poradi. Potom niekolkokrat zo-
pakujeme nasledovnt operaciu. Vyberme nahodny vrchol v, a vlozme ho na
novu poziciu tak, aby tvoril median medzi jeho susedmi.

Ak mozeme hybat len jednym vrcholom, tak jeho umiestnenie ako median
jeho susedov minimalizuje sumu vzdialenosti. Princip je teda podobny, ako
ked triedime podla taziska, lebo tazisko a median st vii¢sinou dost podobné

hodnoty.



Kapitola 6
Zaver

Implementovali sme hierarchiza¢ny algoritmus na kreslenie zlozenych digra-
fov, ktory sa da lahko integrovat s uz existujucimi aplikdciami. Zistili sme, ze
vela problémov, ktoré st spojené s dobrym nakreslenim grafu st NP-tiplné.
Teoreticky efektivne aproximativne algoritmy nie st v tomto pripade pre
prax pouzitelné, preto sme pouzili heuristiky, ktoré sa javia ako dostatoc¢ne
dobré. Na pracu mozno nadviazaf preskimanim dal$ich pristupov ku kresle-
niu grafov, alebo najdenim lepsich aproximativnych algoritmov pre doélezité

problémy.
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Dodatok A

Priloha

K praci je prilozené CD-médium, na ktorom sa nachadza zdrojovy kdéd soft-

vérového riesenia.
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