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Abstrakt

Teodria grafov ako sucast diskrétnej matematiky je rychlo rozvijajicou sa oblastou ma-
tematiky. Tedria grafov skiima abstraktné matematické struktury zvané grafy, ktorych
pomocou sa rie$i mnoho problémov. S narastom informacii a vedomosti o grafoch je
potrebné tieto data efektivne spracovavat. Jednym zo sposobov spracovania dat je vi-
zualizicia. V tejto bakalarskej praci budeme definovat poziciu grafu v 2D priestore a
vytvorime néstroj, ktory dokaze postupne lexikograficky generovat konecné neoriento-
vané grafy bez multihran a sluciek. Dokaze ich zobrazit v rovine a priradi im farbu
podla toho, ¢i graf ma vybranu vlastnost alebo nie. Prostriedkom takejto vizualizacie
bude jednoduchsie uvedomit poziciu konkrétneho grafu vo vztahu k ostatnym grafom,

¢o moze pomoct pri budicom skumani ich vlastnosti.

Klacové slova: graf, generovanie grafov, vizualizacia, mapovanie, farbenie grafov,

spracovanie dat



Abstract

Graph theory as part of discrete mathematics is a rapidly developing area of mathe-
matics. Graph theory explores abstract mathematical structures called graphs. Many
different problems can be modeled using graphs.It is necessary to process data efficien-
tly. One of many ways of data processing is visualization. In this bachelor thesis we
define graph position in 2D space. We will create a tool that can progressively generate
final undirected graphs in lexicographicall order without multiedges and loops. Tool
will display this graphs in 2D plane and assign them color depending on whether the
graph has our choosen property or not. This visualization means it will be easier to
recognize and understand the position of a particular graph in relation to other graphs,

which may assist in future analysing and hopefully estimating of their properties.

Keywords: graph, graph generating, visualization, mapping, graph coloring, data

processing
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Uvod

Teoéria grafov ako sucast diskrétnej matematiky je modernou a rychlo sa vyvijajicou

oblastou matematiky, ktoré je tizko spété s teoretickou a aplikovanou informatikou.

Moézeme rozlisovat velké mnozstvo druhov grafov. V tejto préaci nebudeme hovorit
o grafoch funkcii, ¢i Statistickych grafoch, ale o grafoch ako o abstraktnych matemati-
ckych strukturach. Pre jednoduchost si ich moZno predstavit ako body (vrcholy) po-

spajané Giarami (hrany). Forméalne grafy zadefinujeme v kapitole 1.

Budeme hovorit o kone¢nych neorientovanych grafoch, teda takych, ktoré majua
kone¢ny pocet vrcholov a hrany vedice z jedného vrchola do druhého st obojsmerné.
Nebudeme uvazovat o grafoch, ktoré obsahuju slucky, teda hrany z vrchola do seba
samého a takisto nebudeme uvazovat o tom, Ze by medzi dvomi vrcholmi bolo viac

hran. Teda medzi dvomi vrcholmi bud hrana nie je alebo je prave jedna.

Grafy pomahaji napr. riesit problémy s najkratSou cestou medzi dvomi mestami
alebo sa na ne daju previest vztahy medzi entitami, ¢i pomocou nich dokidZeme simulo-
vat chemické vzorce. Mnoho problémov z realneho sveta je mozné previest na problémy
grafu, preto vyznam grafov v matematike v poslednych desatro¢iach narasta [1]. Hoci
sa grafové ulohy a problémy mozu zdat jednoduché, kazdy aj ¢iastkovy vysledok ma

velky vyznam.

Historia a vyznamné osobnosti

Korene diskrétnej matematiky a teoérie grafov siahaji do 18. a 19. storocia.

Za jedného zo zakladatelov tedrie grafov je povazovany Leonard Euler, ktory v
roku 1736 publikoval svoje rieSenie problému Siedmich mostov mesta Konigsberg [2].
Skimal, ¢ je mozné prejst kazdym zo siedmich mostov prave raz tak, aby sa vratil na

vychodziu poziciu.
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V roku 1847 sa Gustav Kirchhoff venujici sa topologii elektrickych sieti skiimal
pocet kostier grafu [3]. Niekol'ko rokov neskor, v roku 1857, Arthur Cayley pomocou
grafov opisoval chemické zluc¢eniny. Skumal alkédny, uhlovodiky, ktoré medzi svojimi

molekulami neobsahuju Ziadne nasobné vézby [4].

Dalsou vyznamnejSou osobnostou bol William Hamilton, ktory v roku 1859 zacal
skiimat cesty a kruznice v grafoch. Vytvoril hru The Icosian Game, v ktorej bolo tilohou

zistovat, ¢i graf obsahuje hamiltonovsku kruznicu [5].

Jednou z najznamejsich uloh 19. storoc¢ia bol problém styroch farieb. Teda, ¢i nam
stacia len 4 farby na ofarbenie Iubovolnej mapy. Tento problém bol tspesne vyrieSeny
a dokézany v roku 1976 [6].

Osobnosti teodrie grafov st zastipené aj v naSich kon¢inach. Jednou z najznamej-
sich osobnosti Ceskoslovenska v tejto oblasti bol Otakar Borivka, ktory v roku 1926
publikoval svoj algoritmus pre najdenie minimélnej kostry grafu |7]. Tento algoritmus

rieSi problém ¢o najvyhodnejsej vystavby elektrickych sieti.

Motivacia

Ked sa uvazuje o grafoch, hovori sa o konkrétnom grafe, o grafovych vlastnostiach,
o druhoch grafov, a pod., lenZe s narastom informacii klesa prehladnost dat, preto
vznikla myslienka pokusit sa zobrazit grafy do priestoru, a zadefinovat tak akysi grafovy
priestor. Dosiahneme tym to, ze graf ako taky, uz nebude len ako abstraktna entita

niekde v nezname, ale uz si ho budeme moct predstavit v priestore.

S touto myslienkou prisiel student Ernest Stibranyi vo svojej diplomovej praci [8],
ktory sa pokisil zobrazit neorientované grafy v 2D priestore. Takéto zobrazenie prinasa
novy pohlad na grafy. Tym, Ze takéto grafy budu ofarbené podla vlastnosti, ktoré boli

na nich analyzované, dokédzeme zadefinovat poziciu konkrétneho grafu v priestore.

7 akademického hladiska prinasa takyto grafovy priestor Studentom lepsi prehlad
o tom, kde sa graf, ktory skumaju, v danej vizualizacii nachadza. Vdaka vizualizacii je
Tah8ie pochopenie problematiky konkrétnych vlastnosti grafov. Takato definicia grafo-
vého priestoru dokaze ukazat ¢i odhalit v priestore vyskyt grafov s nejakou vlastnostou,
¢im moze vyskumnikovi efektivnejsie ulahcit pracu. Vizualizédcia moze dopomoct ski-

matelovi v tom, aby si v8&imol vzorky (pattern) vyskytu danej vlastnosti grafu.
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Ciel prace

Cielom préce je implementovat vizualizované vybrané poznatky z teorie grafov v 2D
priestore, navrhnat vizualiza¢né postupy pre neorientované grafy s n-vrcholmi (bez

multihran a sluciek) a ofarbenie ¢asti roviny podla vyskytu vybranych vlastnosti.

Suvisiace prace

Teraz spomnieme niekolko podobnych prac stuvisiacich s tou nasou.

Néastroj uDraw(Graph) je nastroj na vizualizaciu grafov so Sirokou funkcionalitou.
Dokéaze automaticky zobrazit graf, vytvorit mapovanie ¢ hierarchiu vizualizacie. Tento
nastroj je mozné pouzit vo vlastnej implementécii programu.

www.informatik.uni-bremen.de/uDrawGraph/en/uDrawGraph /uDrawGraph.html

Na vizualizaciu dat a grafov v programovacom jazyku Java dobre sltuzi nastroj
Drawing Graphs with VGJ |9]. Zvlada zobrazovanie grafov a grafovych schém. Pontika

rozne sposoby importu dat.

S myslienkou zobrazovanie grafov do roviny prisiel Ernest étibrz’myi vo svojej diplo-
movej praci Vizualizdcia teorie grafov (8], kde dokazal generovat vsetky neorientované
grafy (bez hran a sluciek) az do poc¢tu vrcholov 4. Ku grafom s va¢sim po¢tom vrcholov

sa nedostal. Program k préci je pisany v programovacom jazyku C.

V praci Vizualizacia vybrangch algoritmov a vlastnosti z tedrie grafov [10] autor
Pavol Korinek vytvoril nastroj Grapher (Obrazok 1), ktory dokéazal generovat grafy do

3D priestoru, a znazornovat na nich vybrané vlastnosti.

‘ ;}.,‘stt‘up‘né konzola

Obr. 1: Ukazka architektury programu Grapher [10]

Hlavnym programovacim jazykom bol jazyk Java, v ktorom bolo vytvorené pouzi-
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vatel'ské prostredie, praca s grafmi a vizualizacia, kym vypoctova ¢ast vola napisana v

jazyku Python.

Metodika prace

V tejto préci vytvorime nastroj, ktorym budeme zobrazovat grafy ako body v rovine,
tj. v Euklidovskom priestore. Tieto body budu ofarbené podla toho, ktort z nami
vybranych sktimanych vlastnosti maju. Vysledny obrazok sa generuje podla vopred

definovanych pravidiel.

Budeme generovat vsetky grafy z pociatocnej konfiguracie do nasledujtcej v lexi-

kografickom poradi. Pracu rozdelime na 3 hlavné fazy:
1. generovanie grafu

2. analyza grafu

3. zobrazenie grafu

Bude potrebné skombinovat ¢ast prace mojich predchodcov s kladenim doérazu na jedno-
duchost a prehladnost. Nastroj ma sluzit ako zakladny néastroj, ktory dokaze efektivne
a jednoducho zobrazit vysledok, ale s moznostou d'alsieho rozsirovania a vylepSovania,
do buducnosti. Tento nastroj bude vhodny pre dalsiu upravu, pre pridavanie novych

vlastnosti, rozsirovanie funkcionality a jej zefektiviiovanie.



Kapitola 1
Uvod do tedrie grafov

Kratky avod do problematiky teérie grafov. V tejto kapitole si zadefinujeme zakladné
pojmy pre pracu s grafmi. V praci uvazujeme len o neorientovanych grafoch, preto

budeme definovat vSetko potrebné len pre tento typ grafov.

1.1 Zakladné definicie a tvrdenia

Definicie, vety a tvrdenia aj ked popisuju rovnaku skutoc¢nost, ligia sa formulaciou v
zévislosti od prostredia a suvislosti, kde sa pouzivaja. Kym v literattre 11| venujtce;j
sa grafom z pohladu sieti a ich aplikacii hovorime o uzloch, v tedrii grafov podla [12]
a [13]| pouzivame pojem vrchol. Budeme sa drzat druhej verzie, nakol’ko sa nasa praca

viac priblizuje k tejto problematike.

1.1.1 Grafy

Definicia 1.1.1.1. Graf G je dvojica G = (V, E) disjunktnych mnoZzin, kde prvky

mnoZiny E st 2-prvkové podmnoZiny mnoziny V. Plati, ze E C |V?|.

Definicia 1.1.1.2. Graf G’ = (V', E’) je podgraf grafu G = (V, E), ak plati V' C V a
stcasne E' C (EN (1))

Definicia 1.1.1.3. Mnozinu vrcholov grafu G ozna¢ime V(G), skratene V.

Definicia 1.1.1.4. Hrana grafu je neusporiadanéa dvojica vrcholov grafu (u,v) taka,

ze u,v € V. Mnozinu hran grafu G ozna¢ime F(G), skratene E.

Definicia 1.1.1.5. Hrana grafu (u,v) je incidentnd s vrcholom x, ak plati = € {u, v}.

5
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Definicia 1.1.1.6. Neorientovana hrana grafu je neusporiadana dvojica vrcholov grafu

také, ze hranou sa d& prechadzat oboma smermi.

Definicia 1.1.1.7. Komplement grafu G = (V, E) je graf G’ = (V', E’) pre ktory plati,
7ze V = V" a pre kazdu hranu plati, e € E’ prave vtedy, ak ¢ &€ E.

1.1.2 Stupen vrchola

Definicia 1.1.2.1. Nech G = (V, E) je neprazdny graf. Mnozina susedov vrchola u sa
oznacuje Ng(u) alebo aj N(u).

Definicia 1.1.2.2. Stupeni d(v) vrcholu v je ¢islo po¢tu hran incidentnych s vrcholom
v. Hodnota stupna vrchola je rovna poc¢tu susedov daného vrchola. Vrchol stupna 0

nazyvame izolovanygj.

Definicia 1.1.2.3. Cislo §(G) = min{d(v)|v € V} je minimélny stupei grafu G.
Cislo A(G) = maz{d(v)|v € V} je maximélny stupei grafu G.

Definicia 1.1.2.4. Priemerny stupen grafu G je ¢islo
1
d(G) = |—w2d(v). (1.1)
Plati, ze
I(G) <d(G) < A(G). (1.2)

Definicia 1.1.2.5. Ak v grafe G maju vSetky vrcholy rovnaky stupen k, potom G je

k-reguldrny, skratene reguldrny.

Veta 1.1.2.6. Graf ma parny pocet vrcholov neparneho stupna.

1.1.3 Sledy, cesty a cykly

Definicia 1.1.3.1. Sled dlzky k v grafe G je nepréazdna striedava postupnost
Vo€oU1€1 - .. €r_1Ux vrcholov a hran v G taka, ze e; = {v;, v;41} pre vietky i < k.
Ak v, = vg, hovorime, Ze sled je uzavrety.

Ak st hrany v slede od seba navzijom rozne, sled nazyvame tah.

Definicia 1.1.3.2. Cesta P v grafe G je neprazdna striedava postupnost
Vo€oV1€ - .. ex_1vy vrcholov a hréan v G taka, ze e; = {v;, v;41} pre vietky i < k a plati,

ze vSetky vrcholy aj hrany st navzajom rozne.
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Definicia 1.1.3.3. Dlzka [ cesty P v grafe G je pocet hran cesty P. Oznacujeme P'.
| =<0,|E| >

Definicia 1.1.3.4. Ak P = xg...x;_1 je cesta a | > 3, potom graf C = P 4 x;_q1x9
nazyvame cyklus, resp. kruznica.
Pocet hran, resp. vrcholov kruznice navyvame dizka kruznice.

Cyklus dizky I oznacujeme C*.
Definicia 1.1.3.5. Graf, ktory neobsahuje cykly nazyvame acyklicky.

Definicia 1.1.3.6. Vzdialenost d(z,y) v grafe G dvoch vrcholov z, y je dizka najkratse]

cesty z vrchola x do vrchola y v grafe G. Ak neexistuje cesta z = do y, d(z,y) = co.

Definicia 1.1.3.7. Priemer grafu diam(G) je najvicsia vzdialenost medzi [ubovolnymi

dvoma vrcholmi grafu G.
Veta 1.1.3.8. V kazdom grafe G obsahujticom cyklus plati ¢(G) < 2diam(G) + 1.

Definicia 1.1.3.9. Centralnym vrcholom nazveme vrchol v GG, ak jeho najvécsia vzdia-
lenost od Tubovolného iného vrchola je najmensia mozna.
Tato vzdialenost sa nazyva polomer grafu G, oznacujeme ho ako rad(G). rad(G) =

Mingeymatyeyd(x,y).
Veta 1.1.3.10. Pre graf G s po¢tom vrcholov > 3 plati, rad(G) < diam(G) < 2rad(G).

Veta 1.1.3.11. Graf G s polomerom najviac k a maximalnym stupnom najviac d nema

viac ako 1 + kd* vrcholov.

1.2 Vybrané vlastnosti grafov

V tejto sekcii definujeme niektoré zakladné vlastnosti grafov, ktoré budeme vizualizovat

v tejto praci.

1.2.1 Suvislost

Definicia 1.2.1.1. Nepréazdny graf G nazyvame suvisly, ak Tubovolné dva jeho vrcholy
st spojené cestou v G. Ak U C V(G) a G(U) je suvisly, tak aj samotny U nazyvame

suvisly v G.

Definicia 1.2.1.2. Maximalny suvisly podgraf grafu GG sa nazyva komponent grafu G.
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1.2.2 Stromy

Definicia 1.2.2.1. Acyklicky graf nazyvame les. Stuvisly les sa nazyva strom.

Veta 1.2.2.2. Nasledujtce tvrdenia st ekvivalentné pre graf G:

1. G je strom
2. pre vSetky dvojice vrcholov v G plati, Ze st spojené jedinec¢nou cestou v G
3. T je miniméalne stvisly

4. T je maximalne acyklicky

Vlastnosti Suvisly graf s n vrcholmi je strom préave vtedy, ked méa n — 1 hran.
Kazdy suvisly graf obsahuje normalnu kostru s Tubovolnym vrcholom oznacenym ako

koren.

1.2.3 Eulerovsky tah

Definicia 1.2.3.1. Uzavrety sled v grafe G sa nazyva eulerovsky tah, ak prechédza
kazdou hranou grafu G prave raz. Graf, ktory priptusta eulerovsky tah, nazyvame eule-

rovsksj.

1.2.4 Dalsie vlastnosti grafov

Definicia 1.2.4.1. Graf G nazyvame kubicky prave vtedy, ked kazdy vrchol grafu je

stupna prave 3.

1.2.5 Reprezentacia grafu

Reprezentéacia grafu v programe zavisi od konkrétneho problému, ktory potrebujeme
riesit. V zavislosti od problému budeme pracovat s viacerymi reprezentaciami grafu,
¢o dovoluje jeho efektivnejSie rieSenie. Hlavnym kritériom v hodnoteni efektivnosti

rieSenia, je sledovat zéavislost reprezentacie grafu a jeho ¢asovi a paméatovia zlozitost.
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Matica susednosti

Matica susednosti M grafu G je Stvorcova matica radu |V, kde riadky aj stlpce matice

st indexované vrcholmi a pre prvok a;; a hranu e plati,

l,ee L,
0,e¢ E

azi] -

V neorientovanom grafe je matica susednosti symetrickd podla hlavnej diagonély,
tj. pre kazdé i, j, kde ¢ # j plati, Ze a; ; = a;,. V orientovanom grafe matica susednosti
nemusi byt symetricka. Hlavna diagonala obsahuje iba nuly, pretoze obycajny graf nema

slucky.

Pamitovy narok na graf reprezentovany maticou je (N?). Overenie, & st dva vrcholy
susedné, vieme spravit v konStantnom c¢ase. V konstantnej ¢asovej zlozitosti vieme
pridat hranu do grafu, resp. ju vymazat. Zistenie stupia vrchola a zistenie vSetkych
susedov sa da spravit s asymptotickou ¢asovou zlozitostou O(|V]). Pre jednoduchost
reprezentacie grafu touto maticou, sme sa rozhodli, Ze grafy budeme generovat prave

prostrednictvom nej.

Zoznam nasledovnikov

Zoznam nasledovnikov je zoznam, kde si ku kazdému vrchola ulozime zoznam jeho
susedov. Pre neorientované grafy si kazda hranu paméatame dva-krat, pre orientované
len raz. Takato reprezentacia je paméatovo aj ¢asovo efektivna. Pamétovy narok na graf

reprezentovany tymto spésobom je prave 2|E].

Ak ¢islo d,,, je najvacsi stupen vrchola zo vSetkych vrcholov konkrétneho grafu,
potom overovanie, ¢i si dva vrcholy susedné a prechod cez vSetkych susedov vrchola
mozeme uskutocnit s ¢asovou zlozitostou najviac d, ... Poziadavku na pridanie hrany
do zoznamu nasledovnikov vieme vykonat v konStantnom ¢ase, kym na odstranenie

hrany potrebujeme 2d,,,, Casu.

Zoznam hran

Pri reprezentécii grafu ako zoznamu hréan, si ulozime vSetky hrany ako dvojice vrcholov
do jedného zoznamu. Takato reprezentacia grafu je vhodna pre orientované aj neorien-

tované grafy. Pamétovy narok na zoznam hrén je 2|E|. Overenie, ¢i je sa 2 vrcholy
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susedné, ako aj vypis vSetkych susedov vrchola a vymazanie hrany z grafu pri takejto
reprezentéacii grafu prebieha s ¢asovou zlozitostou O(|E|). Pridanie hrany vieme aj v

tejto reprezentécii vykonat v konStantnom case.

1.2.6 Zaver kapitoly

V tejto kapitole sme uviedli niekol'ko vybranych Standardnych definicii vlastnosti gra-
fov. Kazda z nich sa da vizualizovat 2 a viac farbami. Uviedli sme a porovnali paméatové,

resp. ¢asové zlozitosti roznych reprezentacii grafu.



Kapitola 2

Vizualizacia

2.1 Vizualizacia informaecii

S narastom mnozstva informéacii produkovanych informacénymi systémami klesa pre-
hladnost dat. Data v stcasnosti ziskavame roznymi néastrojmi, analyzou, meraniami,
Statistickymi metdédami. Tazko sa v nich orientuje a neustély prijem informacii si vy-

zaduje efektivne skiimanie, aby z nich boli extrahované len podstatné informécie.

Preto vznika potreba tieto idaje nejakym spdsobom spracovat. V dnesnej dobe je
¢oraz popularnejsie spracovat data pomocou vizualizacie. Pojem vizualizacie moézeme

chapat ako proces zobrazovania informacii do grafickej podoby.

S vizualizovanymi datami sa ¢lovek stretava v zivote na réznych miestach, v roznych
forméach. V tlaci, v televizii, na internete... a pod. Vyhodou vizualizovanych dat je I'ahsie
porozumenie ich vyznamu, intuitivnejsia predstava a lepsia c¢itatelnost. Vizualizované
data su teda blizgie ludskému porozumeniu a pomocou nich ziskava ¢lovek intuitivne;jsi

obraz o informéciach.

2.1.1 Typy vizualizacii

Vizualizovat, teda priradit alfanumerickym déatam vizuélnu reprezentéiciu, mozeme v
sucasnosti mnoho veci. V zavislosti od podnetu vizualizacie rozliSujeme rozne druhy

vizualizacii.

Vysledkom statickej vizualizacie je staticky objekt, kompletne vymodelované per-

spektiva, napr. obraz, mapa, ktory podava informéaciu o datach s vedomim, Ze tento

11
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vysledok sa nebude menit. Pri dynamickej vizualizacii ziskavame predstavu ako sa vi-
zualizované data v zavislosti od ¢asu menia, ziskavame vymodelovani scénu. Prikladom

takejto vizualizacie je animécia, video, film.

Interaktivna vizualizidcia umoznuje pouZzivatelovi zasahovat do vysledku a na jeho
podnety zobrazovat nové vysledky. Pod takouto vizualizaciou si mo6zeme predstavit in-
teraktivnu mapu, pohyb pouZivatela po scéne v redlnom case vo vymedzenom priestore
[14].

Vysledkom programu tejto bakalarskej prace bude prave staticka vizualizacia s moz-
nostou interaktivneho pohybu po 2D scéne, v ktorej buda zobrazené grafy, ktoré far-
bime podla toho, ¢ maju nami vybrané vlastnosti. Klikanim na smerové tlacitka bude

mozné pohybovat sa po vykreslovanej proche.

2.1.2 Proces vizualizacie

Proces vizualizacie podla [15] tvoria dve hlavné fazy, rozdelené do siedmich krokov.
par Ziskanie ddt: Vyuzivanie dat zo zdroja, ktorym moze byt databaza, stubor, web,

server. Data mozeme ziskat meranim, analyzou, Statistickymi vypoctami,...

Triedenie ddat: Rozdelenie dat do kategorii, navrh vhodnej datovej struktuary, kon-

verzia datovych typov,...

Filtrovanie ddt: Chceme pracovat len s datami, ktoré pre nas maji informacni
hodnotu. Teda odstranime nadbyto¢né a nestvisiace data. Patri sem normalizécia dat,

Uprava viacerych typov na spolo¢ny tvar.

Dolovanie znalosti: Hladanie vzoriek (pattern) v datach, hladanie matematického

kontextu, modelu. Vyuzivanie matematickej dtatistiky a hlbkovej analyzy.
Prezentdcia: Potreba vhodnej reprezentécie dat.
Zjemmnovanie: ZlepSovanie grafického vystupu, pridavanie detailov.

Interakcia: Pridanie moznosti manipulécie s vizualizaciou. Pridanie moznosti pre

pouzivatela, aby mohol s vystupom Tubovolne pracovat.

Takato vizualizacia je interaktivna. Teda jednotlivé kroky st medzi sebou prepojené
a nenasleduju vzdy nutne za sebou v poradi, tak ako je uvedené vyssie, ale plati tu

moznost vratenia sa k predoslym bodom procesu.
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2.1.3 Zobrazenie grafov

Grafy budeme v tejto préaci znacit (marker) ako body v rovine. Kazdy graf bude re-
prezentovany Stvorcom konstantnych rozmerov. Farba Stvorca bude zodpovedat farbe
na stupnici odtienu v zéavislosti od vlastnosti, ktoré boli na grafe skiimané a ktoré

konkrétny graf ma.

V préci budeme zobrazovat aj jednotlivé grafy. Konkrétny graf bude zobrazeny v ro-
vine v samostatnom pracovnom okne. Vrcholy grafu budu $tvorce konStantnej velkosti,
a hrany grafu budu reprezentované priamymi ¢iarami spajajacimi incidentné vrcholy
(Veta 1.1.1.5).

2.2 Zobrazenie grafov do roviny

Grafy budi zobrazované do roviny postupne, v zavislosti od toho, ako ich budeme

postupne generovat, analyzovat a farbit.

Vzdialenost grafu od stredu siradnicovej sistavy bude urcéend poctom vrcholov
grafu, ¢im dosiahneme to, ze vSetky grafy o rovnakom pocte vrcholov budt zobrazené
na kruznici. Najprv budu zobrazené grafy bez hran. Grafy buda generované lexikogra-
ficky pomocou matice susednosti, ¢im zabezpec¢ime, ze budu vygenerované vsetky grafy
postupne v poradi. Najprv sa zobrazia grafy s jednou hranou, potom dvomi hranami,
atd.

Dopredu si vypocitame presny pocet grafov, ¢o zabezpeci, ze grafy budu na kruz-
nicu zobrazené rovnomerne. Zobrazovanie za¢neme v Gaussovej rovine na osi x a grafy
budeme postupne pridavat v kladnom uhlovom smere, teda "proti smeru chodu hodi-

novych ruciciek".

2.3 Farbenie

Kazdy graf bude analyzovany a ohodnoteny na vybranom pocte vlastnosti. V zavislosti
od ohodnotenia grafu, bude mu prideleny odtien farby, ktortu si pouzivatel nastavi v
nastaveni programu. Odtien je rovnomerne skidlovany medzi odtienmi bielej farby a

farbou pouzivatelom vybranej, vo vychodzom nastaveni ¢iernej farby.



Kapitola 3

Implementacia

V tejto kapitole uvedieme, ako budi jednotlivé casti prace naimplementované, vysvet-

lime ¢o budeme robit, a ukdZeme ¢asti zdrojového kodu s komentarom a vysvetlenim.

3.1 Specifikacia
Cielom prace je zostrojit nastroj, ktory dokaze vygenerovat grafy, zobrazit ich v rovine
a ofarbit ich podla toho, ktoré zo skiimanych vlastnosti maju.

Néastroj bude urceny ako pre laicka verejnost, tak aj na akademické a vyskumné

ucely. Preto sa s ohladom na pouZivatela budeme pri implementéacii drzat intuitivnosti.

Predpokladé sa, ze tento néastroj bude v budicnosti upravovany a jeho funkcionalita
bude rozgirovana podla potrieb pouzivatela. Preto sa budeme snaZit o jednoduchost,

aby sme zachovali prehl'adnost a Tahsiu dal$iu upravu.

3.1.1 Struktura aplikacie

Proces tvorby vystupu je rozdeleny do troch casti. Generovanie grafov, analyza grafu

a jeho zobrazenie. Kazdu ¢ast blizsie popiSeme v samostatnej kapitole.

Dolezité casti zdrojového kédu budu umiestnené v samostatnych suboroch, pre

zvySenie prehladnosti.

14
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3.1.2 Vyber programovacieho jazyka

Vyber programovacieho jazyka zavisi od niekolkych kritérii.

7 charakteru problému a toho, ze budeme pracovat s grafmi ako abstraktnou da-
tovou Strukturou je vhodné vyuzit programovaci jazyk, ktory nam ¢o najviac ulahéi
pracu. Preto sme nevybrali nizko-tiroviiovy jazyk, ale budeme vyuzivat vyhody objek-

tovo orientovaného programovacieho jazyka.

Vzhladom na cielovi skupinu pouzivatelov, a dodrZzanie intuitivnosti aj pre laicka
verejnost, vybrali sme aplikiaciu s pouzivatelskym rozhranim. Teda aplikdcia nebude
spustena v konzole, ale bude fungovat v jednom alebo viacerym oknéch. Bude ju mozné

ovladat zakladnymi vstupnymi zariadeniami, napr. mys, klavesnica.

Aj zékladna konstrukcia aplikdcie pracuje s va¢Sim mnozstvom grafov, analyzuje
algoritmicky nérocnejsie vlastnosti a vzhladom k akademickym pristupom a vyskum-
nym cielom sa neocakava vypocet v redlnom c¢ase. Taktiez vypocet bude prebiehat na

stroji s vysSou vypoctovou silou.

Dalsim kritériom vyberu bola multiplatformovost. Aplikéciu by sme mali byt schopni
spustit na Iubovolnom operacnom systéme. KedZe hovorime o desktopovej aplikacii,
potrebujeme vediet spustit aplikidciu na stroji s operaénym systémom Microsoft Win-
dows a taktiezZ na opera¢nom systéme s zaloZenym na jadre linuxu.

Program bol testovany na Windows 7 a Ubuntu 14.07.

Tieto kritéria nam zazili vyber, ale programovacich jazykov splhajtcich dané kri-
térium je stale dostato¢ne vela. Do uZzSieho vyberu sa dostali jazyky C+-+, Python,
Java, C Sharp.

Po zhodnoteni vsetkych tychto jazykov sme vybrali prave C Sharp, ktory na plat-
forme Microsoft .NET poniika na tvorbu desktopovych pouzivatelskych prostredi hned
dva podsystémy. Windows Forms (WF) a Windows Presentation Foundation (WPF).
Obe tieto grafické podsystémy maji svoje klady a zapory v zavislosti od charakteru

zadania, na ktoré ich chceme pouzit.

My sme vybrali Windows Forms, pre jednoduchost implementécie a pre podporu
prave takychto aplikacii [16]. Cela implementécia bude pisana tak, aby mohol schop-
nejsi programator pomerne dost jednoducho prepisat zdrojové subory do Tubovolného

objektovo orientovaného jazyka.
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3.1.3 Vzhlad

Aplikacia bude obsahovat dve hlavné cGasti, reprezentované dvomi oknami.

Prvé okno bude sluzit pouzivatelovi na vyber potrebnych nastaveni pre dalsi vy-
pocet (Obrazok 3.1). Pouzivatel si bude moct zvolit, ¢i chce generovat grafy o vybra-
nom pocte vrcholov, alebo ¢ chce do vypoctu zahrnut vsetky grafy s mensim poctom
vrcholov. PouZzivatel si bude moct vybrat farbu, ktorej odtiene budu zobrazené vo vi-
zualizacii. Cast okna bude reprezentovat scénu, tj. 2D rovinu, v ktorej buda zobrazené

Stvorce reprezentujice grafy.

Pouzivatel bude mat moznost pohybu po scéne pomocou smerovacich tlacidiel a tla-
¢idiel na priblizenie, resp. oddialenie scény. Po kliknuti na graf (Stvorec reprezentujici

graf), vytvorime nové okno v ktorom bude vizualizovany konkrétny graf.

o=l GrapherTool | =HC & |

File  View Help
Vertices: |4 =

e <=

d= ] ]
Coor I iy m "n
= = = N
. =
] ]
: ] ] ] ] ] :
- H
.I I.
] L = .
I.. n ..I

Obr. 3.1: Ukazka pracovného prostredia systému

Pouzivatelovi sa po kliknuti na tlacidlo Properties otvori okno s ponukou zobra-
zujucou, ktoré konkrétne vlastnosti, z vyberu naimplementovanych, chce pouzivatel

prave analyzovat (Obrazok 3.2).
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-

o5 Properties | o |B] &

Propertties: [~ More components
[ Cycle
[ Tree
[7] Regular
[ Cubic
[7] Bipartiter

[ Accept ][ Cancel ]

L A

Obr. 3.2: Ukazka vyberu vlastnosti grafu

Po kliknuti na tlac¢idlo Accept, bude vyber vlastnosti ulozeny do objektu Analyser,

a nasledne sa budi na grafe analyzovat len vybrané vlastnosti.

3.2 Generovanie grafov

Kazdy graf bude reprezentovany objektom typu Graph. Grafy budu generované lexiko-
graficky pomocou matice susednosti. KedZe sa praca venuje neorientovanym grafom,
bez ujmy na vSeobecnosti, sta¢i brat do tvahy bud horna alebo spodni ¢ast matice
rozdelenej diagonédlou. Pre jednoduchost implementécie uvazujme len o hornej ¢asti a

spodnu ¢ast si podla nej dopoc¢itame.

O tejto Casti matice budeme pre jednoduchost implementéacie uvazovat ako o poli
prvkov (Obréazok 3.3). Ak n je pocet vrcholov grafu, potom pre tento graf plati, Ze ma
(n —1)(n — 2)/2 maximalny pocet hran, to bude zaroven velkost pola, ktort budeme

potrebovat na vygenerovanie grafov.

Do tohto pola budeme lexikograficky generovat binarne hodnoty, tj. nuly a jednotky,
¢im nam po precitani celého pola vznikne jeden binarny retazec reprezentujuci jednu

konfiguraciu grafu, tj. rozmiestnenie hran medzi vrcholmi.
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Obr. 3.3: Transformacia matice susednosti do pola

Na generovanie konfiguracii vyuzijeme triedu GraphGenerator.cs, ktora bude mat
implementovant metodu getGraphs(n). Tato metdoda vracia zoznam vsetkych grafov
s n vrcholmi v lexikografickom usporiadani. V tejto metode si do zoznamu vygeneru-
jeme binédrne ¢isla, ktoré konvertujeme na matice susednosti. Vlozenim takejto matice
do konstruktora nového objektu Graph vytvarame novy graf, ktory si ulozime do zo-

znamu grafov.

public ArraylList getGraphs(int n)

{
ArraylList graphs = new Arraylist(); // list of objects <Graph>
if (n == 1) // create simple graph with one vertez
{

int[,] a = new int[1, 1];
al0, 0] = 0;
graphs.Add (new Graph(a, 1, id++));

} else if (n > 1) // create graph with n vertices

{
// list of bin strings that represent graphs
ArrayList binStrings = getList(n);
/ *
*¥ every binary string we need to convert into matriz and then
* make Graph from it
x/
foreach (string s in binStrings)
{
//convert array to matric
int[,] tempArray = stringToArray2D(s, n);
// create new graph with unique id
Graph tempGraph = new Graph(tempArray, n, id++);
graphs.Add (tempGraph); // add new graph into list
//tempGraph.print (); // print graph in to console
}
¥

return graphs;
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Metoda getList(n) vrati zoznam binarnych retazcov v lexikografickom poradi, napr.
pre dlzku 3: 000, 001, 010, 100, 011, 101, 110, 111. Tieto retazce bude potrebné konver-
tovat na matice. To bude tulohou metody stringToArray2D(s,n), ktorej argumentom s

bude binarny retazec a n bude pocet vrcholov grafu.

private int[,] stringToArray2D(string s, int nVertices)

{

int right = nVertices - 1;
if (s.Length == (right * (right + 1)/2))
// if nmumbers are correct, return
{
int index = 0;
int[,] res = new int[nVertices, nVertices];
// fill array with 0 or right value
for (int 1 = 0; i < nVertices; i++)
{
for (int j = 0; j < nVertices; j++)
{
res[i, j] = 0;
res[i, j] = (int)Char.GetNumericValue(s[index]);
res[j, i] = res[i, jl;
index++;
}
}
return res;
}

return null;

Tieto metody budu pouzité pre kazdy pocet vrcholov presny, vopred vypocitany
pocet krat, preto sa mozeme spolahnut, Ze sa nam generovanie grafov v Ziadnom pri-
pade nezacykli alebo inak nezlyhé, teda skon¢i v koneénom ¢ase po kone¢nom pocte
krokov. Obmedzeny budeme len pamétovymi prostriedkami a maximalnou hodnotou

datového typu integer, ¢o je hodnota 23! bitov.

3.3 Analyza grafov

Pre kazdy graf zo zoznamu grafov je potrebné spustit analyzu jeho vlastnosti. Zistovanie

vlastnosti grafov bude zabezpecovat trieda Analyser, a jej metoda Analyse(Graph g).
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Tato metoda dostane v argumente objekt Graph reprezentujuci jeden konkrétny graf.

Nasledne sa v metode zavolaju jednotlivé testy pre urcovanie konkrétnych vlastnosti.

3.3.1 Komponenty suvislosti

Bude nés zaujimat, ¢ ma graf jeden alebo viac komponentov suvislosti (Obrazok 3.4).
Pocet komponentov grafu budeme zistovat pomocou prehladévania do hlbky. (Veta
1.2.1.2)Na zac¢iatku budu inicializované vsetky vrcholy grafu ako nenavstivené. Na-
sledne pre prvy vrchol v zistime, ¢i bol navstiveny. Ak nebol navstiveny, spustime
prehl'adavanie do hibky, tj. zavolame metodu DFS(v). Metoda DFS bude pracovat tak,
ze vrchol v oznadi ako navstiveny a pre kazdy vrchol u susediaci s vrcholom v zisti, ¢ bol
vrchol u navstiveny. Ak u nebol navstiveny, tak rekurzivne zavolame metoédu DFS(u) s
argumentom u. Po skon¢eni prehl'adavania do hibky skontrolujeme, ¢ st vietky vrcholy
oznacené ako navstivené. Ak si, potom budeme vediet najst cestu z jedného vrcholu
do vSetkych ostatnych, a teda vSetky vrcholy st v jednom komponente savislosti, ¢ize
graf je suvisly (Definicia 1.2.1.1). Ak najdeme aspon jeden neoznaceny vrchol, potom

mé graf viac komponentov.

Obr. 3.4: Suvislé grafy st zobrazené sivou farbou

3.3.2 Cyklus

Hladanie, ¢i graf obsahuje asponi jeden cyklus 1.1.3.4 budeme robit podobne ako pri
hladani komponentov, pomocou prehladavania do hlbky. (Obrazok 3.5)

Na zaciatku budu inicializované vsetky vrcholy grafu ako nenavstivené. Néasledne
pre kazdy vrchol v, ktory eSte nebol navstiveny spustime metodu DFS(v). Metoda
DFS oznaéi vrchol v ako navstiveny a rekurzivne spusti metodu DFS(u), kde u je
kazdy vrchol susediaci s v. Rozdiel v algoritme oproti hfadaniu komponentov bude ten,
7e pokial DFS najde po¢as prehladavania do hlbky nejaky susedny vrchol, ktory uz

bude v ¢ase volania funkcie navstiveny, skon¢i svoju ¢innost, pretoze nasiel cyklus.
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Tieto dva algoritmy sa daja upravit a spojit do jedného prehladavania do hibky,

ale pre jednoduchost a prehladnost ich naimplementujeme oddelene.

Obr. 3.5: Grafy obsahujuce cyklus st znézornené sivou farbou

3.3.3 Strom

Na to, aby bol graf stromom, musi spliiat niekolko podmienok (Veta 1.2.2.2). To, ¢
bude graf obsahovat viac komponentov suvislosti, ¢i cyklus uz budeme vediet urcit z
vysSie implementovanych vlastnosti. Stac¢i nam teda overit, ¢i bude obsahovat n — 1
hran, pre poc¢et vrcholov grafu n. Tento pocet ziskame prehladanim matice susednosti

a postupnych spocitanim jednotiek reprezentujucich hrany. (Obrazok 3.6)

Budeme sa pozerat len do hornej ¢asti matice rozdelenej diagonalou. Ak zistime, ze
graf je acyklicky (Veta 1.1.3.5), ze ma nemé viac komponentov suvislosti (Veta 1.2.1.2),

a 7e obsahuje prave n — 1 hran, potom budeme moct tvrdit, Ze tento graf je stromom.

Obr. 3.6: Grafy, ktoré st stromom st znazornené sivou farbou

3.3.4 K-regularnost grafu

Analyza vlastnosti k-regularnosti (Veta 1.1.2.5) grafu bude prebiehat tak, Ze postupne
pre kazdy vrchol budeme spocitavat pocet jeho susedov, teda hrén incidentnych s tymto
vrcholom (Veta 1.1.1.5). Ak budu vSetky vrcholy rovnakého stupna (Veta 1.1.2.2), po-



KAPITOLA 3. IMPLEMENTACIA 22

tom graf bude k-regularny, kde k je stupena vrchola (Obréazok 3.7). Ak poc¢as prehla-
dévania zistime, Ze niektory vrchol ma iny pocet susednych vrcholov ako prvy vrchol,
potom svoju ¢innost hladania tejto vlastnosti budeme moct ukoncit s vedomim, Ze graf

uz nemoze byt k-regularny.

Obr. 3.7: Grafy, ktoré st k-regularne st znézornené sivou farbou

3.3.5 Kubicky graf

Urcovanie, ¢ bude graf kubickym grafom (Veta 1.2.4.1) budeme robit sucasne s hl'ada-
nim k-regulérnosti, pretoze ide o zhodny algoritmus, s takym rozsirenim, Ze si budeme
pamétat aj stupen vrcholov. Ak po analyze grafu zistime, Ze bude graf k-regularny, kde

stupen vrcholov je prave 3, potom bude tento graf kubicky.

3.4 Farbenie grafu

Kazdému grafu bude podla jeho vlastnosti urcena farba. PouZivatel si moze vybrat
Tubovolnu farbu, ktorej odtienmi budia vlastnosti grafov reprezentované. Pre lepSiu

vizualizaciu a obmedzenie nevhodnej farby budeme postupovat nasledovne.

Vybratej farbe v modely RGB (Obrazok 3.8) priradime zodpovedajicu farbu v
modely HSL. V tomto modeli nastavime konkrétnej farbe sytost na maximélnu hod-
notu, tj. 255. Vysledkom bude nové farba, sytejsia oproti pévodnej vybratej. V dalsom
kroku rovnomerne rozdelime odtiene farby, ¢o bude prebiehat tak, ze maximalnu hod-
notu svietivosti budeme delit poc¢tom odtienov. Kazdej vlastnosti, resp. kombinacii
vlastnosti budeme postupne priradovat jeden odtieni. V tejto Casti prace je nutny za-
sah pouzivatela, pretoZe nastroj nebude schopny sam dokazat detegovat a urcit, ktoré
vlastnosti spolu suvisia, a teda nebude moct vediet efektivne zvolit spravny potrebny

pocet odtienov.
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Hue: [76 Red: 28
Sat: 2060  Green: 162

ColoriSolid - g2 Blue: 13

[ Add to Custom Colors ]

Obr. 3.8: Vyber farby, model RGB a HSL

3.5 Mapovanie grafu do roviny a zobrazenie

Grafy budeme zobrazovat ako $tvorce na kruzniciach s polomerom rovnych poc¢tu vr-
cholov. Zobrazené budu do 2D roviny s pociatkom stradnic v strede zobrazovacieho

panela. Kazdému grafu priradime jeho sturadnice za¢iatocnej polohy v rovine.

Vypocitame si pocet vSetkych grafov s rovnakym poc¢tom vrcholov, ozn. z. Nésledne
si ur¢ime uhlovy posun theta, tj. hodnotu uhla, o ktora sa budi grafy medzi sebou lisit.

V rovnici 3.1 premenné ¢ oznacuje poradie vrchola na kruznici.

theta = (—2) * PI 2 (3.1)

Potom budeme moct vyéislit siradnice na osi z a y (Rovnice 3.2 a 3.3). V tychto
rovniciach vertexCount oznacuje pocet vrcholov a const je konstanta, zvolena tak, aby

grafy boli vzdialené od seba dostato¢ne d'aleko.

x = vertexCount * const x cos(theta) (3.2)

y = vertexCount x const x sin(theta) (3.3)
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Pri takomto mapovani, budua grafy bez hréan zobrazené do roviny na oxi x a nasledne
s narastom poc¢tu hran a ich lexikografickym usporiadanim budu grafy zobrazené na

kruznici v kladnom smere, tj. proti smeru chodu hodinovych rué¢i¢iek (Obréazok 3.9).

Obr. 3.9: Ukazka mapovania grafov s poc¢tom vrcholov 1 az 4

Pre vysoky pocet grafov a neprehladnost ich zobrazenia v rovine bude implemento-
vany nastroj na pohyb v rovine. PouZivatel pomocou smerovych tlacidiel a tlacidiel pre
pribliZenie, resp. oddialenie zobrazovanej scény, bude moct pohybovat grafmi v rovine.
Sturadnice grafu budi implementované pomocou matice, pohyb v rovine a priblizenie,
resp. oddialenie scény bude realizované prostrednictvom nésobenia tejto matice vhod-

nou maticou pre transformaciu.

3.6 Casova zlozitost vypodctu
V implementécii tejto prace budeme dbat na jednoduchost, nie efektivnost, désledkom
¢oho bude pomalSia praca programu.

Generovanie grafov. Generovanie binarnych retazcov, z ktorych skladame matice

prebieha v ¢asovej zlozitosti O(2"), kde n je dlzka retazca. Nasledne tieto refazce kon-
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vertuje do pola s ¢asovou zlozitostou O(|V|?).

Analyza grafu. Pri hladani komponentov a cyklov grafu budeme vyuzivat prehla-
davanie do hibky. Algoritmus prehladavania do hibky pracuje s ¢asovou zlozitostou
O(|V| + |E|). Hladanie k-regularnosti, resp. kubickosti grafu bude prebichat zavislosti
od reprezentacie grafu. My budeme pouzivat maticu susednosti, teda analyza tychto
vlastnosti bude prebiehat s casovou zloZitostou O(|V'|?). Analyza vlastnosti, &i je graf
stromom, bude uré¢ené z predchadzajucich vlastnosti a z linearneho prehladania vset-
kych hran, teda ¢asova zlozitost bude O(|E|).

Urcovanie farby a sturadnic grafu prebicha v konstantnom ¢ase O(1).



Zaver

V tejto praci sme sa venovali navrhnutiu a implementécii nastroja, pomocou ktorého
pouzivatel bude moct vizualizovat vybrané vlastnosti grafov. Vystupy z tejto aplikacie
dokazuju, ze ciel préace bol splneny. (Obrazky 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 )

Aplikécia sluzi ako zakladny néstroj pre generovanie a zobrazovanie neorientovanych
grafov v rovine. Bola naprogramované v programovacom jazyku C Sharp, v grafickom
podsystéme Windows Forms. Pocas programovania sme sa snazili klast doéraz na jed-

noduchost, ¢o by malo v budicnosti dopomoct k TahSej uprave ¢i rozsireniu aplikicie.

S narastom poctu vrcholov, exponencialne sttipa pocet grafov (Tabulka 3.1). Pocet
grafov s n vrcholmi mozeme vy¢islit ako 2(3), v predchéadzajucej praci [8] sa pred-
chodca dostal po pocet vrcholov 4. MéZzeme prehlésit, Ze tuto hranicu sme prekonali,
dokazeme pohodlne pracovat s grafmi do poc¢tu vrcholov 6. Pre vyssi pocet vrcho-
lov mame pri stcasnych testovaniach problém s nedostatkom vypoctovej paméte. V

budiicnosti mézeme o vypocty poziadat niektoré super-pocitacové centrum.

Pocet vrcholov n (g) Pocet grafov s
n vrcholmi

1 0 1

2 1 2

3 3 8

4 6 64

) 10 | 1024

6 15 | 32 768

7 21 | 2097 152

8 28 | 268 435 456

Tabulka 3.1: Zavislost poc¢tu grafov od po¢tu vrcholov

Na kazdom z vygenerovanych grafov analyzujeme 5 vybranych vlastnosti: ¢i je graf
suvisly, ¢i obsahuje cyklus, ¢i je graf stromom, ¢i je graf k-regularny a ¢i je kubicky.

Vybrali sme jednoduchsie vlastnosti pre demonstrovanie funkcionality nastroja.
Tato aplikiacia mé v sebe potencial byt lepSim nastrojom, je otvorené moznostiam a

26
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schopnejsi programator by nemal mat problém pokracovat v tejto praci. V suvislosti s
rozsirovanim mozeme spomenut, ze nastroj by v budicnosti mohol dokazat efektivnejsie
analyzovat vlastnosti za predpokladu, ze bude vymyslené a implementované urcovanie

izomorfnych grafov.

Dalsim vylepSenim by mala byt implementacia analyzy novych vlastnosti grafov,
¢ vyhodné ukladanie dat do databazy, na server,... a pod. Zaujimavym no zlozitym
vylepSenim by bola implementécia a urychlenie vypoc¢tu prace pomocou viacerych vla-

ken.

Aplikacia poskytuje do buducnosti Tahké zavedenie orientovanych grafov, ohodno-
tenych hran, multihran, a to vdaka generovaniu a reprezentécii grafu prostrednictvom

matice susednosti. Aplikicia je v neustalom procese vyvoja.

Priloha préace je v podobe CD. Obsahuje zdrojové kody a spustitelna verziu aplikacie

vo forméate .exe.
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Dodatok A

Elektronicka verzia prace na CD

Disk CD obsahuje pracu v elektronickej podobe, zahifia zdrojové kédy a spustitelnu
verziu aplikacie pod systémom Windows. Obsahuje jednoduchi dokumentaciu. Struk-

tura: priec¢inok projektu, bakalarska praca vo formate .pdf, .tex
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