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Abstrakt

Problémy z roznych oblasti sa daju preformulovat na tlohy hladania maxi-
malneho toku v sieti. Existuje viacero sposobov, ako k ich rieseniu pristupo-
vat — najcastejSimi metdédami st modifikicie algoritmu Forda a Fulkersona
a metdda preflow-push. Implementovali sme niekolko algoritmov zaloZenych
na tychto metddach a niekolko generatorov grafov. Experimentalne sme zis-
tovali, ktoré z algoritmov je vyhodné pouzit pri rieSeni tloh na grafoch z
roznych tried.

KLUCOVE SLOVA: toky v sietach, maximéalny tok, Ford-Fulkerson, grafové
algoritmy
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Kapitola 1

Uvod

Mnoho tloh z roznych oblasti sa da previest na tilohu hladania maximéalneho
toku. Zaroven casto druh problému priamo urcuje typ grafu, na ktorom sa
tloha o maximélnom toku ma4 rieSit. Preto je zmysluplné skiimat, ktory zo
znamych algoritmov je vhodny na pouzitie pre dany typ grafu a ktory nie. V
tejto préaci sme sa pokusili zaviest zdkladné pojmy z oblasti tokov v siefach,
ukézat a implementovat niekolko zakladnych algoritmov, ktoré sa pri rieSeni
tejto tlohy pouzivaju a pokusit sa na zéklade empirického skiimania zistit,
ako sa spravaju na jednotlivych typoch grafov. Zamerali sme sa na algoritmy z
dvoch najrozsirenejsich metéd — Preflow-push a metddy hladania zlepsujucich
ciest.Zaujimali sme sa nielen o c¢as ich behu, ale i o to, ako sa v ramci jednej
triedy algoritmov lisia v mnozstve volani jednotlivych procedir na rovnakych
vstupoch. Dévod pre skimanie ¢asu behu tychto algoritmov v praxi je velky
rozdiel medzi maximélnou a priemernou zlozitostou.

Pri tvorbe tejto prace sme vychadzali predovsetkym z knihy Graph Algo-
rithms in C++ od R.Sedgewicka [4] a Network Flows (Ahuja, Magnanti, Or-
lin) [1]. Jednotlivé algoritmy sme implementovali v programovaciom jazyku
C+-+. St kompilovatelné pomocou kompilatora gee a nezavislé na platforme.
V pripade zdujmu o dant problematiku mozete v [4] ndjst pomerne nefor-
maélny, ale vyGerpavajici uvod, monografia [1] okrem iného ukazuje velké
mnozstvo praktickych problémov, ktoré sa pomocou jednotlivych tokovych
algoritmov daju riesit.
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Kapitola 2

Prehlad

Tok ako matematicky pojem je zovseobecnenim situacie, kedy potrebujeme
z nejakého bodu cez cestnu siet dostat isté mnozstvo tovarov do iného bodu,
pripadne fyzikalnej reality toku tekutin alebo elektriny. V nasej préci sa bu-
deme venovat tlohe o maximélnom toku, v ktorej ide o to maximalizovat
mnozstvo materidlu prechédzajiceho sietou, ktora méa na jednotlivych hra-
nach mnozstevné obmedzenia.

Existuje velké mnoZstvo tloh, ktoré sa daju riesit pomocou tokov, od
uplne prirodzenych tloh o presune materialu az po rézne zaujimave kombi-
natorické ulohy, kde prave oblast tokov v sietah ukazuje zaujimavé suvislosti.
V tejto kapitole sa pokusime ukazat niekolko oblasti, kde vyraznou ¢astou
rieSenia problému je prave vyrieSenie tlohy o hladani maximéalneho toku.
Tieto sa daju zaradit do troch zékladnych kategdrii:

e Distribu¢né problémy (distribution)
e Pérovanie (matching)
e Rezy (cuts)

Pri rieseni distribu¢nych problémov sa zaoberdme prestvanim objektov
z jedného miesta na druhé. Najcastejsimi aplikaciami je presun tovaru, kde
méame niekolko vyrobnych zavodov, dopravnu infrastrukttru, kde po jednot-
livych trasdch sme schopni dostat niekolko jednotiek tovaru za jednu jed-
notku ¢asu a miesta kam potrebujeme dany tovar presunit. Otézka moze
byt poloZend tak, ¢i sme schopni presunit isté mnozZstvo tovaru, alebo aké je
maximalne mnozstvo, ktoré sme za jednu jednotku c¢asu schopni dodéavat.
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Inou zaujimavou aplikiciou je tok dopravy, kedy nas moze zaujimat, kolko
vozidiel sme schopni po existujicej infrastruktire dostat z istej oblasti za
nejaké Casové obdobie v pripade, Ze by sme vedeli riadit dopravu pomocou
roznych presmerovani a nariadeni, pripadne kadial by sme tato dopravu mali
usmernovat aby sme maximalizovali pocet vozidiel optstajicich oblast. Pri-
padne nas moze zaujimat, kde upravit infrastruktiaru tak, aby sme ¢o naje-
fektivnejsie zvyraznili priepustnost, alebo kde st miesta, v ktorych v pripade
zvySeného poctu vozidiel bude dochadzat k zapcham.

Tieto tlohy sa daju abstrahovat tak, Ze sa na infrastruktiru pozerame
ako na graf, kde cesty st hrany, ktoré maju ist priepustnost, ktorti oznac¢ime
kapacita. Krizovatky, prekladiska, sklady, alebo predajne st vrcholy. Vrcholy
v ktorych ¢osi vznikd ozna¢ime ako zasobovacie (supply), vrcholy kam po-
trebujeme tovar dostat ako dopytové (demand) a vSetky ostatné vrcholy v
sieti ako distribu¢né (distribution).

Pri parovani mame dve mnoziny objektov, ktoré st medzi sebou prepo-
jené podla istych pravidiel. Nasou tlohou je vybrat spomedzi tychto konexii
maximalne mnoZstvo, ak ma byt dodrzand podmienka, Ze kazdy objekt je
prepojeny najviac s jednym inym objektom. V redlnom Zzivote mdze ist na-
priklad o hladanie maximalneho mnozstva tanec¢nych parov v skupine muzov
a zien, kde vieme o jednotlivych potencidlnych dvojiciach, ¢i spolu chct alebo
nechct tancovat. Pripadne méZeme mat mnozinu Tudi, kde kazdy je schopny
vykonavat rozne typy ¢innosti a pocet jednotlivych volnych miest roznych
druhov. Nasim zaujmom je néjst kazdému ¢lenovi ¢innost, na ktoru je kvali-
fikovany, alebo aspon maximalizovat pocet ¢lenov, ktorych vieme zamestnat.

Ulohy tykajtce sa parovania na prvy pohlad neposobia tak, Ze by nam
pri ich rieSeni toky mohli nejak pomoct, avSak opak je pravdou. Stac¢i ked
budeme jednu skupinu objektov povazovat za zasobovacie vrcholy, druht za
dopytové a jednotlivé prepojenia budd hranami s kapacitou 1. Tento graf
si upravime tak, aby z kazdého zasobovacieho vrcholu vytekala prave jedna
jednotka a kazdy dopytovy bol schopny prijat tiez len jednu jednotku (kvoli
tomu aby sme nijaky objekt nemohli sparit s dvoma réznymi). To dosiahneme
napriklad tak, ze pripojime ku grafu jeden vrchol, ktory nazveme zdroj a z
ktorého bude vychadzat do kazdého zasobovacieho vrcholu hrana s kapacitou
1 a podobne z kazdého dopytového vytvorime jednotkovii hranu smerujicu
do vrcholu ktory nazveme tstim grafu. Teraz hladanie maximéalneho mnoz-
stva tovaru ktory sme schopny prepravit medzi zdrojom a dstim je zaroven
hladanim maximélneho mnozZstva parov ktoré sme schopni prepojit.



Tretia oblast, kde ndm mozu toky pomoct je rieSenie tloh o rezoch. Tieto
tlohy sa ¢asto objavuju pri priprave infrastrukttry, alebo pri hladani slabych
miest v komunika¢nych siefach. Ukazeme si dve modelové situécie.

Majme cestni sief pomocou ktorej prepravujeme zisoby spoza bojovej
linie na front. Kazda cesta v tejto sieti ma trocha iné vlastnosti a teda je pre
nepriatela viac ¢i menej zloZité ju znicit tak aby sme po nej neboli schopny
zasoby prepravovat. Nech vieme kolko bomb by nepriatel potreboval na zne-
funkénenie jednotlivych tsekov ciest, tak nas moze zaujimat aké je minimélne
potrebné mnozstvo bomb na to aby nam uplne znemoznil dopravu do prvej
linie. Naopak nepriatela moze zaujimat, na ktoré tseky sa zamerat aby mi-
nimalizoval mnozstvo pouzitej municie.

Iné tloha ktord sa da vyrieSit pomocou najdenia miniméalneho rezu je
v oblasti telekomunikécii. Nech spravujeme telekomunikacni siet, moze néas
zaujimat, kolko tsekov tejto siete moze byt v jednom momente mimo pre-
vadzky bez toho, aby to ovplyvnilo spojenie medzi bodom a a b.

Ako si neskor (veta 4.1) ukdzeme, hladanie maximalneho toku a minimé4l-
neho rezu vzajomne tzko suvisia, takze na vyriesenie predchadzajicich tloh
o rezoch bude stacit vyriesit problém maximéalneho toku.

Mimo tychto oblasti sa maximéalne toky objavuju ako podproblém pri
rieSeni zlozitejsich tokovych tloh ako st viackomoditné toky, alebo tlohy o
maximalnom toku s minimalnou cenou (mincost flow problem), preto efek-
tivne rieSenie tejto tlohy moze mat vyrazny vplyv na riesenie zloZitejsich

uloh.
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Kapitola 3

Teoretické zaklady

Definicia 3.1. Orientovany graf G je dvojica (V,U), kde V' je mnoZina vr-
cholov a E je konecnd mnozina usporiadanych dvojic vrcholov z V', ktoré
budeme oznacovat pojmom hrana. Dalej predpokladdme, Ze E neobsahuje ni-
jaki hranu (v,v), kde v € V', tj. graf neobsahuje slucky. Podobne mnoZina
hrdn obsahuje najviac jednu dvojicu (u,v) € E, kde u,v € V, teda graf nemd
nasobné hrany.

U neorientovaného grafu pozostiva mnozZina E z neusporiadanych dvo-
jic vrcholov. Drziac sa zauZivanich konvencii jej prvky nebudeme oznacovat
{u,v}, ale pomocou pojmov (u,v) resp. (v,u) ktoré budi oboje oznacenim
pre jednu a ti istu hranu.

Orientovany graf budeme nazyvat aj digraf, oboje ndsledne pojmom graf,
ak bude z kontextu jesné o ktory z nich sa jednd.

Mohutnost mnoZiny V' grafu G budeme oznacovat Ng, pripadne N na
miestach kde bude jasné o aky graf G sa jednd, podobne mohutnost mnoziny
E budeme oznacovat Mg resp. M.

Definicia 3.2. Orientovany graf G = (V, E), kde kazdej hrane (u,v) € E je
priradend nezdpornd kapacita c(u,v) > 0 nazgvame st-siet. Ak (u,v) ¢ E,
predpokladdme, Ze c(u,v) = 0, naopak niekedy budeme hrany s c(u,v) =
0 oznacovat ako neexistujice. Rozlisujeme dva Specidlne vrcholy — zdroj s
(source) a Ustie t (sink), kde s # t. Pre vSetky vrcholy z V' predpokladdme,
Ze leZia na nejakej ceste z s do t.

V pripade, Ze pre vsetky (u,v) € E plati c(u,v) = 1, tak hovorime Ze siet
ma jednotkovi kapacitu hrdn.



8 KAPITOLA 3. TEORETICKE ZAKLADY

Definicia 3.3. Tok je funkcia f :V xV — N pre ktori platia nasledugice
dve podmienky:

(a) 0 < f(u,v) < c(u,v) pre vsetky u,v € V

(0) > ey [u,v) =32 o f(v,w) pre vsetky vrcholy v € V — {s,t}

Sumu outflow(v) = > .\ f(v,u) budeme nazjvat odtok (outflow) z vr-
cholu v a inflow(v) = > .\ f(w,v) budeme nazyvat pritok (inflow) do vr-
cholu v.

Pod hodnotou toku budeme rozumiet odtok z vrcholu s.

Maximalny tok je taky, pre ktory neexistuje iny tok v danej sieti s vicsou
hodnotou.

Poznamka 3.1. Obmedzenie sa na grafy bez ndsobnych hran a sluciek ne-
sposobugje nijaky problém a vicsina turdent uvedenych v tomto texte by ostala
v platnosti © v pripade, Ze by sme pracovali s grafmi, ktoré slucky a ndsobné
hrany magi. Lahko vidiet, Ze ak by sme mali miesto jednej hrany niekolko
ndasobnych, tak tieto vieme reprezentovat jednou hranou, ktorej kapacita je
rovnd suctu kapacit nasobnych a Ze slucky na lubovolnom vrchole ndm neme-
nia hodnotu toku.

Veta 3.1. Pre vsetky st-toky plati ), .\, f(s,u) = >, cv f(w,1).

Dokaz.
Dokaz je mozné néjst v [4] ako tvrdenie 22.1. O

Této veta hovori o tom, Ze vramci siete sa tok nemdze stratit. V pripade,
ze by sme prepojili istie so zdrojom, tak by nam vznikla cirkulécia, kde plati
lokéalne ekvilibrium pre vsetky vrcholy, vratane s a t a hodnota toku v celej
sieti je prave hodnota toku na hrane medzi Gstim a zdrojom.

Definicia 3.4. Rez (cut) st-siete (S,T) je rozdelenie mnoZiny vrcholov na
dve casti —S aT =V — S, take, Ze s € S at € T. KaZdy rez jednoznacne
urcuje mnozinu hran ktoré maju jeden koniec v S a druhy v T, ktord rovnako
oznacujeme rez. Kapacitou rezu oznacujeme sucet kapacit hran (u,v) € E
takych, Ze u € S av € T. Oznacujeme ju c(S,T).

Minimalny rez je rez s najniZsou kapacitou v st-sieti.



Teraz si zavedieme dva zakladné pojmy nutné pre pochopenie tokov v
siefach — pojem rezidudlnej siete a zlepSujicej cesty.

Majme st-siet s lubovolnym tokom. Reziduélna siet k danej st-sieti naim
vlastne hovori o tom, cez ktoré hrany sa da poslat nenulové mnozstvo toku.
Majme (orientovant) hranu (u,v) € E s kapacitou 5 a tokom 2, zaujima
nas o kolko vieme zvysit tok z bodu u tak, aby bola dodrzana podmienka
f(u,v) < ¢(u,v), prirodzene v tomto pripade to je 3, tj. c(u,v) — f(u,v),
opa¢nym smerom sme po hrane taktiez schopny poslat tok, ¢o v kone¢nom
dosledku sposobi to, Ze redlne po danej hrane posleme o tolko jednotiek
menej. Maximum, ktoré sme schopni takto prepravit proti orientacii hrany je
f(u,v). Kazdej hrane v st-sieti priradime dve hrany s opac¢nou orientaciou.
Kazda z nich ozna¢uje mnozstvo toku ktoré sme schopni pridat k (u,v) v
danom smere, tak, aby nebola porusend podmienka 3.3(a). Zavedieme si to
formalne.

Definicia 3.5. Nech G = (V, E) je st-siet a f je tok, rezidudlna siet (residual
network) k tejto sieti a toku je G = (V, E'), kde pre kazdd hranu e = (u,v) €
E s kapacitou ¢ a hodnotou toku [ priradime v rezidudlnej sieti dve hrany,
jednu s orientdciou (u,v) a kapacitou ¢ — f a druhi s orientdciou (v,u) a
kapacitou f.

Pojem rezidualnej siete je tizko previazany s kapacitou a aktualnymi hod-
notami toku v sieti. Ako vidno z definicie, ku kazdej st-sieti vieme jedno-
znacne priradit rezidualnu siet a naopak, rezidudlna sief ndm jednoznacne
urcuje hodnoty toku na jednotlivych hranach v st-sieti. Preto mozeme na-
miesto prace s st-sietou pracovat s jej rezidualnou sietou a po ndjdeni maxi-
malneho toku tento tok vyjadrit priamo z reziduélnej siete.

Druhy pojem, ktory je potrebné zaviest je pojem zlepSujucej cesty.

Definicia 3.6. Zlepsujtca cesta (augmenting path) je cesta v rezidudlnej sieti
z vrcholu s do vrcholu t kde kaZdd hrana na tejto ceste md kladni kapacitu.

Je nutné si uvedomit, Ze hrany na tejto ceste mozu viest aj proti svojej
orientacii v pdvodnej st-sieti. Mnozstvo toku ktory sme schopni poslat po
tejto ceste je rovné minimu z kapacit jej hran.
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Kapitola 4

Tokové algoritmy

Pri rieSeni tloh o hfadani maximélneho toku sa ukéazali ako uzito¢né dva roézne
pristupy k tomuto problému, z ktorych kazdy indukuje cela triedu algorit-
mov. V tejto kapitole si najskor oba zavedieme, ukdZzeme ako sme jednotlivé
algoritmy z tychto tried implementovali a nakoniec ukazeme, ze viaceré tlohy
vieme preformulovat na tlohy o hladani maximélneho toku, tak ako sme ju
zaviedli.

4.1 Metoda zlepsujucich ciest

Tato metédu prvykrat uviedli L. R. Ford a D. R. Fulkerson v roku 1962.
V literattre sa zvykne nazyvat rozne, my ju budeme oznacovat ako metodu
zlepSugicich ciest, alebo Ford-Fulkersonovu metddu (Ford-Fulkerson method,
augmenting-path maxflow method).

Ide o iterativnu metddu, za¢iname s f(u,v) = 0 pre vSetky u,v € V. Pri
kazdej iteracii zvysime hodnotu toku nadjdenim zlepsujicej cesty (def. 3.6) a
poslanim maximéalneho mozného toku po tejto ceste. Ako si neskér ukazeme,
tento proces vyusti do najdenia maximalneho toku.

Priebeh hladania maximalneho toku, sa d4 zapisat nasledujicim pseudo-
kédom:

GENERICFORDFULKERSON(G, s, t)

1 inicializuj tok na vSetkych hranéch na 0
2 while existuje zlepsujtca cesta p
3 do posli tok po ceste p

11
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Veta 4.1. (Mazflow-mincut theorem) Hodnota mazimdlneho toku v st-sieti
je ekvivalentnd hodnote minimdalnej kapacity spomedzi vsetkych st-rezow.

Dokaz.

Dokaz je mozné najst napriklad v [4] ako tvrdenie 22.5, pre naSe potreby je
dolezita len myslienka za jednou z inklazii. Nech prebehne Ford-Fulkersonov
algoritmus a uz nie je mozné najst nijak s-t cestu. Preto sa pozrieme na
vSetky vrcholy, do ktorych existuje zlepsujtica cesta. Zjavne ak rozdelime
graf na dosiahnutelné vrcholy (kam patri s) a nedosiahnutelné (kam patri t),
tak hrany medzi nimi tvoria st-rez. Navyse vSetky st hrany su saturované a
ts hrany maju nulovy tok. Teda hodnota tohto rezu je rovnaka ako hodnota

toku. ]

Veta 4.2. (korektnost augumenting paths algoritmu) Ford-Fulkersonov algo-
ritmus vypocita mazximdlny tok.

Dokaz.

Najskor potrebujeme ukazat, Ze algoritmus ukond¢i ¢innost v konecnom case.
Lubovolny tok mé konec¢ne velkii hodnotu, kedZe kapacity hran st konecné,
takZe jeho hodnotu vieme obmedzit napriklad rezom ({s},V — {s}). Kazda
zlepsujuca cesta tento tok zvysi miniméalne o 1. Preto po kone¢nom pocte
iteracii ndjdeme nejaky tok a nevieme najst dalsiu zlepsujicu cestu. Ze algo-
ritmus vypocita maximalny tok priamo vyplyva z vety 4.1. Tato ndm navyse
déva névod ako najst jeden z minimalnych rezov. O

Generickd metéda ndm neurcuje sposob, akym méame hladat zlepSujtce
cesty, zato nam vSak ukazuje, ze akymkolvek sposobom ich budeme vybe-
rat, tak to neovplyvni spravnost algoritmu. Prave sposob akym sa tieto cesty
hladaji vyrazne urcuje efektivnost algoritmov, rovnako ako i dalSie para-
metre ndjdeného maximalneho toku ako napriklad pocet hran s nenulovou
hodnotou toku.

My sme implementovali tri zédkladné spdsoby prehladavania grafu — pre-
hladévanie do Sirky, ktoré nachadza najkrat$iu cestu zo zdroja do ustia, pre-
hladavanie do hibky a hladanie cesty po ktorej je mozné nechat tiect najvicsie
mnozstvo toku.

Blizsie sa tymto pristupom budeme venovat v kapitole o implementacii.
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4.2 Preflow-push

Preflow-push pracuje omnoho lokalnejsie, nez Ford-Fulkersonova metéda. Na-
miesto spractivania celej siete pri hladani zlepSujicich ciest v tejto metdde
pracujeme v kazdom momente len na jednom vrchole a vrcholoch s nim su-
sediacich v rezidualnej sieti. Dalsi rozdiel je, Ze poc¢as svojho behu nespliia
podmienku >, . f(u,v) = >, o f(v,w) pre v € V — {s,t} z definicie 3.3.
Spliia vSak menej prisnu podmienku, ktori budeme oznacovat preflow.

Definicia 4.1. V st-sieti, preflow je funkcia f : V xV — N pre ktori
plati, Ze 0 < f(u,v) < c(u,v) pre vietky u,v € V a pre vietky vrcholy
v eV —{s} plati 3, o flu,v) > > f(v,w). Vicholy pre ktoré plati
nerovnost Y v f(u,v) > > -, f(v,w) oznacujeme ako aktivne. Vircholy s
a t podla konvencie nemozu byt pocas behu aktivne.

Priebeh preflow-push metddy si mézeme predstavit nasledovne. Nech graf
G je systém neobmedzene velkych zdsobnikov prepojenych rirami. Nech tieto
zasobniky st na zaciatku vykonavania v roznych vyskach a nech tustie je vo
vyske 0. Najskor zo zdroja vypustime maximéalne mnozstvo vody do zasob-
nikov jeho susedov. Pocas behu si postupne vyberame aktivne vrcholy a bud
na nich vykoname operaciu push, ktora posle z daného zasobnika maximalne
mnozstvo vody do niektorého z nizsie postavenych susedov, alebo ak taky
sused nie je, tak zvySime vysku zasobnika. Vo chvili ked dostaneme do ustia
vSetkd vodu, ktortt ndm tam dany systém potrubi dovoli dostat, tak ndm v
zasobnikoch moze zostat zbytkova voda, ktori postupne posleme naspit do
zdroja.

K formalnemu zadefinovaniu potrebujeme presne definovat vyskovi fun-
kciu.

Definicia 4.2. Vyskova funkcia (height function) pre dany tok v st-sieti je
funkcia h : V' — N pre ktord plati, h(t) = 0 a h(u) < h(v) + 1 pre vsetky
hrany (u,v) z rezidudlnej siete. Hrana (u,v) sa oznacuje vhodné ak pre nu
plati podmienka h(u) = h(v) + 1.

Preflow-push metdéda pracuje podla nasledujiceho pseudokédu. Po za-
volani PREFLOWPUSH najskor vykona pripravu grafu, kde vynuluje tok, v
pripade, Ze je nenulovy, vypocita vysky jednotlivych vrcholov podla danej
viskovej funkcie tak aby spliali definiciu 4.2, potom posle maximalné mnoz-
stvo toku z vrcholu s do jeho susedov, ¢o je i poslednykrat kedy z vrcholu s
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nechavame tiect nejaky tok. Nasledne nastavi vysku vrcholu s na |N, aby sa
nestalo, ze do s pritecie nejaky tok v bode, ked budi existovat eSte nejaké
inéy moznosti jeho susedov ako poslat tok smerom k ustiu. (toto zvySenie
nam neporusi podmienky z vyskovej funkcie, lebo v danom momente v rezi-
dudlnej sieti neexistuje nijaka kladna hrana so zac¢iatkom vo vrchole s)

Dalej funkcia PREFLOWPUSH zistuje & existuje nejaky aktivny vrchol a
pokial existuje, tak niektory vyberie a vold na nom funkciu PUSHRELABEL,
ktord sa z neho najskdr pokusa dostat tok do vSetkych vhodnych hran a
ked v tomto vrchole i potom ostéva prebytoény tok, tak zvysi jeho vysku
(zalezi od implementécie ¢i ju len jednoducho inkrementuje, alebo ¢i si bude
pamiitat najnizsiu vysku spomedzi svojich susedov a zvysi tok tak aby tam
po vykonani tejto funkcie existovala aspon jedna vhodna hrana).

PREPROCESS(G, s, t)

1 vypocitaj hodnoty vyskovej funkcie

2 for 5 «+ 0 to pocet susedov vrcholu s

3 do posli maximalny mozny tok po hrane (s, j)
4 nastav vysku vo vrchole s na N

PUSHRELABEL(G, s, t,v)

1 for j < 0 to pocet susedov vrcholu v

2 do if hrana (v, j) je vhodna

3 then posli maximum z hodnét outflow(v) a cg(v, j) po hrane (v, j)
4 if outflow(v) — inflow(v) > 0

5t then zvys vysku vrcholu v

PREFLOWPUSH(G, s, t)
1 Preprocess(G,s,t)
2 while existuje aktivny vrchol

3 do vyber aktivny vrchol v
4 PushRelabel(G,s,t,v)

Spravnost preflow-push metédy

Veta 4.3. Preflow-push algoritmus zachovdva platnost vyskovej funkcie.

Dokaz.
Po vykonani procediry PREPROCESS je vyskova funkcia platné. Porusit fun-
kciu mozeme pri zvySovani vysky nejakého vrchola. Nech je to vrchol u. Tento
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vrchol zvySujeme len v pripade, Zze neexistuje hrana vedtca do nijakého vr-
chola s vyskou h(u)-1. KedZe pred zvySenim bola vyskova funkcia platné z
indukéného predpokladu, tak musi platit nerovnost h(u) < h(v) + 1. Potom
ale po zvyseni plati h(u) < h(v) + 1. (Uplne zjavne této nerovnost plati i
v pripade, Ze zvySujeme na hodnotu najnizsieho suseda + 1.) Zvysenie h(u)
nijak neovplyvni nerovnosti tvaru h(w) < h(u) + 1, ani nerovnosti v ktorych
vrchol u nevystupuje. KedZe vrcholy ¢ a s z definicie nikdy nie si aktivne,
tak tieto nikdy neinkrementujemne. Z tychto pozorovani uz vyplyva platnost
tvrdenia. O

Veta 4.4. Pre [ubovolny tok a vyskovi funkciu plati, Ze vyska lubovolného
vrcholu v nie je vyssia ako dizka najkratsiej v —t cesty v rezidudlnej sieti.

Dokaz.

Nech pre v je najkratsia v — t cesta v = v109...0,41 = t dlzky n, potom
podla definicie 4.2 plati h(v;) < h(viy1) + 1, teda h(vy) < h(vp41) + n, kde
h(vy) = h(v) a h(t) = h(v,+1) = 0, teda h(v) <n O

Veta 4.5. Ak je vyska vrcholu v vyssia alebo rovnd ako N, tak v rezidudlnej
siett neexristuje v — t cesta.

Dokaz.
Ak je vyska vrcholu v aspoii N, tak z vety 4.4 vyplyva, ze dizka cesty medzi
vrcholom v a istim grafu je aspon N, ¢o pri N vrcholoch nie je mozné. [

Veta 4.6. Pocas behu preflow-push algoritmu na st-sieti, existuje v rezidudl-
nej sieti cesta (s kladnym ohodnotenim hrdn) z lubovolného aktivneho vrcholu
do zdroja a neexistuje nijakd cesta zo zdroja do ustia v danej rezidudlnej sieti.

Dokaz.

Indukciou: Po inicializacii st aktivne len vrcholy ktoré susedia so zdrojom
a hrany medzi zdrojom a tymito vrcholmi st saturované, teda v rezidualne;
sieti existuje nenulova hrana z kazdého aktivneho vrchola do zdroja a naopak
zo zdroja neexistuje nijakd vychadzajica hrana s kladnou kapacitou.

Pocas behu algoritmu je vzdy splnena prva podmienka, lebo jediny sposob
ako spravit vrchol v aktivnym je poslat don tok z iného aktivneho vrcholu,
ktory si mozeme oznacit u. Z u podla indukéného predpokladu existuje cesta
do zdroja a poslanim toku do nového aktivneho vrcholu v sa tato cesta ne-
porusi, navySe v rezidudlnej sieti ma v tom momente hrana (v, u) kapacitu
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minimélne tak velkd ako mnoZstvo toku poslané z u do v takze ak predizime
u — s cestu o hranu (v, u) tak ziskame v — s cestu zo zadania vety.
Prvykrat ked niektory zo susedov vracia tok naspit do vrcholu s a teda
vytvori hranu s kladnou kapacitou z vrcholu s, tak musi platit, Ze vyska
tohto vrcholu je vicsia ako vyska s, ta je ale pocas behu algoritmu rovna
poc¢tu vrcholov a teda podla vety 4.5 z tohto vrcholu neexistuje nijaké cesta
do tstia, z ¢oho vypliva, Ze cez dany vrchol nemdze tiect tok do tstia. Pocas
dalsieho behu algoritmu sa uZz nemoze stat, Ze by z tohto vrcholu vznikla v
reziduélnej sieti cesta do ustia, lebo tok by dom mohol dotiect len z vrcholov
ktoré maju vyssiu vysku ako on a pre tie rovnako plati, Ze z nich neexistuje
cesta do ustia. O

Veta 4.7. Pocas behu preflow-push algoritmu na st-sieti G = (V, E), st
vysky vsetkych vrcholov vZdy nizZsie ako 2N .

Dokaz.

Pri spusteni algoritmu tvrdenie plati, pretoze podla definicie st-siete plati,
ze z kazdého vrchola okrem zdroja existuje cesta do t a z vety 4.4 vyplyva
Ze tieto vysky nemdzu byt vyssie ako N, vyska zdroja je N. Pre jednodu-
chost dalej predpokladajme, Zze vysky vo funkcii PUSHRELABEL zvySujeme
o 1. Spravnym vyberom aktivnych vrcholov uréenych na spracovanie vieme
takouto metddou odsimulovat i druhy sposob zvySovania vyskovej funkcie v
danom vrchole a teda i v tomto pripade tvrdenie plati.

Budeme uvazovat len aktivne vrcholy, kedZe vyska kazdého neaktivneho
vrcholu je rovnaka, alebo o 1 vyssia, ako ked bol poslednykrat aktivny. Podla
vety 4.6 vieme, Ze v rezidudlnej sieti existuje cesta z lubovolného aktivneho
vrcholu do zdroja, a teda pomocou podobnej logiky ako v dokaze vety vety
4.4 vidiet, ze tato vyska je nizSia ako najkratSia cesta do zdroja + vyska
zdroja, tj. je nutne nizsia alebo rovna ako 2N — 2. Ako sme predtym ukazali,
v pripade neaktivnych vrcholov moZe byt tato vyska o 1 vyssia, ¢o stéle splia
kritéria vety. O

Veta 4.8. Metdda preflow push vypocita hodnotu mazimdlneho toku.

Dokaz.

V prvom rade potrebujeme ukézat, ze algoritmus skon¢i ¢innost v koneénom
¢ase. Ak by bezal nekonecne dlho, tak by muselo nastat i nekonecne vela
operaci zvysenia vyskovej funkcie vo vrcholoch, lebo volanie operacie push
nemoze prebehniuf viac ako koneény pocet krat, bez toho aby nebola volana
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operécia relabel. Tok totiz moze tiect len do vrcholov s nizSou vyskou a v
pripade Ze z vrcholu neodtecie, tak je volana operacia relabel. Ak ale mame
nekonecne vela operacii relabel, tak urcite existuje taky vrchol, ktory mé
vysku porusujicu vetu 4.7. TakZe lubovolna sekvencia push a relabel operacii
vedie k tomu, ze algoritmus zastavi a teda pocet aktivnych vrcholov bude v
kone¢nom case 0 .

V tom pripade preflow v kazdom vrchole spliia i podmienky toku a
teda po skonéeni vygeneruje preflow-push metéda tok. Ze je maximalny vy-
plyva z rovnakej ivahy o vzniknutom reze ako pri dékaze spravnosti Ford-
Fulkersonovho algoritmu. O

Ukézeme esSte jeden vysledok, ktory ale nebudeme dokazovat.
Veta 4.9. Metdda preflow push pracuje v ¢ase O(N?M)

Dokaz.
Dokaz je mozné najst v [1] ako tvrdenie 7.16, alebo [4] ako tvrdenie 22.13 O

Jednotlivé algoritmy z triedy preflow-push

Podobne ako pri Ford-Fulkersonovej metdde, pri ktorej sme mali r6zne moz-
nosti ako vyberat zlepsujicu cestu i u preflow-push existuje viacero réznych
sposobov ako pristupovat k vyberaniu aktivnych vrcholov, navySe moZzeme
rozne zvolif zaciatocna vyskoviu funkciu.

Implementovali sme pristup, kde aktivne vrcholy vyberame z FIFO zasob-
niku (FIFO preflow-push algorithm) a pristup v ktorom uprednostiiujeme ak-
tivny vrchol s vysSou hodnotou vyskovej funkcie (highest-label preflow-push
algorithm).

Okrem tychto dvoch sa v praxi pomerne ¢asto pouziva capacity scaling
algorithm, ktory hlad4 hrany medzi takymi dvojicami vrcholov, Ze vrchol
odkial posiela tok mé dostato¢ne vysoky rozdiel medzi pritokom a odtokom
a vrchol kam hrana smeruje ma tento rozdiel dostato¢ne maly.

4.3 Implementacia
Pri implementéacii sme vychédzali z pristupu zvoleného v [4]. Vytvoreny prog-

ram sme napisali v C+-+, kde jednotlivé tokové algoritmy st metédami triedy
Graph. Implementovali sme tri rozne algoritmy Ford-Fulkersonovej metody
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(hladanie zlepsujicich ciest pomocou prehladavania do &irky, do hibky a hla-
danie zlepSujucich ciest s maximélnou kapacitou), dva algoritmy Preflow-
push (vyberanie aktivnych vrcholov z FIFO kontajnera a vyberanie aktivnych
vrcholov s najvyssou hodnotou vyskovej funkcie) a experimentovali sme s roz-
nymi zaciatoénymi vyskovymi funkciami a oboma spomenutymi spésobmi
zvySovania vrcholu. Graf udrziavame v struktire vector< list<*Edge> >,
kde instancia triedy Edge v sebe obsahuje informéacie o kapacite, aktualnom
toku, koncovych vrcholoch a orientacii danej hrany. Hrana ako také je ne-
orientovand, orientaciu zistujeme pomocou metédy Edge from(int v). To z
toho dovodu, Ze k hrane vic§inou pristupujeme bez ohladu na jej orientaciu.
Trieda Edge navyse obsahuje metddy pomocou ktorych posiela tok a zistuje
aktudlnu kapacitu na danej hrane.

Naga implementécia Ford-Fulkersonovho algoritmu hladajtca zlepSujtce
cesty s maximalnou kapacitou vola v riadku 2 v pseudokéde GENERICFORD-
FULKERSON metédu PF'S (priority first search). Tato podobne ako Dijkstrov
algoritmus prechadza jednotlivé vrcholy zacinajic vo vrchole s a uklada ich
do prioritnej fronty, s tym Ze tGto usporiadava podla velkosti toku, ktory sa
zo zdroja do daného vrcholu da pretlacit. Celkom prirodzene sa snazi najskor
spracuvat vrcholy s vy$sim potencidlnym tokom. Pri ndjdeni nenavstiveného
vrcholu tento zaradi do fronty, pricom si v nej, okrem maximalneho toku
ktory tam je schopny dostat, pamétd i prvi hranu na ceste z tohto vrcholu
do zdroja. Takymto sposobom je potom algoritmus schopny okramzite pri-
stupovat k ndjdenej st ceste. Lahko sa da vidiet, Ze algoritmus méa pomerne
cesty od zdroja k ustiu, i v pripade, ze vicSie mnozstvo ciest s minimélnou
priepustnostou je kratsich. Ako v8ak lahko vidiet pri sietach s jednotkovymi
kapacitami hran ndm tento pristup nemoze nijak pomdct a podoba sa skor
prehladdvaniu do Sirky so zbytoc¢ne velkou réZiou.

Ostatné 2 algoritmy z tejto rodiny funguju na podobnom principe, s tym
rozdielom, ze namiesto hladania pomocou priority_queue volaji procediry
prehladavania do $irky a do hibky.

Algoritmy z triedy Preflow-push, ktoré sme implementovali pracuju podla
pseudokédu uvedeného v danej kapitole. Najskor zavolaju funkciu, ktora vy-
pocita hodnoty vyskovej funkcie, pokial nie je uvedené inak, tak vyuZivame
vysky odvodené podla vzdialenosti od ustia, ktoré najdeme pomocou prehla-
davania do Sirky. Toto je jedno z miest kde vyrazne vyuzivame to, zZe pouzi-
vané hrany s neorientované. Nasledne iterovanim cez vSetky hrany veduce
zo zdroja posleme tok do vsetkych jeho susedov. Dalej v zavislosti od me-



4.4. REDUKCIE 19

tody vytvorime priority_queue alebo queue do ktorych vkladame vsetky
aktivne vrcholy a iterujeme az do chvile, kym existuju aktivne vrcholy. V
kazdej iteracii vykonédvame operacie push a relabel presne podla toho ako
bolo urcené v pseudokdde pre generickii metodu.

Okrem met6d triedy Graph sme vytvorili i niekolko generatorov grafov,
ktoré generuju jednotlivé triedy, alebo podtriedy blizsie popisané v dalsej
kapitole, kde sa k nim i kratko vyjadrujeme.

4.4 Redukcie

Definicie ktoré sme v texte zaviedli mozu posobit tak, Ze zuzuji pouzitelnost
uvedenych algoritmov v praxi. Obmedzujeme sa na jeden zdroj a Ustie v sieti,
rovnako nedovolujeme kapacitné obmedzenia na vrcholoch. V tejto sekcii sa
pokusime neformalne ukézat, Ze model na rieSenie problémov tokov v sietach
ako sme ho zadefinovali, ma vSeobecnejSie pouzitie. Tato problematika je
obsirnejsie rozobrana v [4] v kapitole 22.4.

Maximalny tok na vSeobecnych sietach

Siete v ktorych povolime [ubovolné mnozstvo zdrojov a tsti nazvime vse-
obecné siete. Potom plati nasledujtce tvrdenie.

Veta 4.10. Problém mazximdlneho toku pre vseobecné siete je ekvivalentny
problému pre st-siete.

Dokaz.

Alogritmus hladania maximélneho toku pre vSeobecné siete zjavne pracuje
pre st-siete, kedZe tie st len Specidlnym pripadom vSeobecnych sieti. Staci
nadm teda ukazat, Ze je vSeobecny problém redukovatelny na problém na
st-siefach. Sposob ako tento problém redukovat je nasledovny. V pripade
ze siet nemd nijaky zdroj alebo tstie nas algoritmus vrati 0. V opacnom
pripade si vytvorime 2 nové vrcholy, ktoré si nazveme s a ¢ (predpokladajme,
ze vrcholy s tymto menom pdvodné siet neobsahovala), ktoré buda v st-
sieti zdrojom a ustim. Dalej zoberieme mnozinu vsetkych zdrojov siete a,
pre kazdy vrchol v z tejto mnoziny priddme hranu (s,v) ktorej priradime
kapacitu c¢(s,v) = outflow(v). Zjavne z v rieSeni pdévodnej tlohy nemohol
byt tok v reze ({s},V — {s}) vyssi ako kapacita nami pridanej hrany, takze
ked obdobne priddme hrany smerujice z tsti povodnej siete do vrcholu ¢,
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tak maximéalny tok v takto navrhnutej st-sieti je ekvivalentny maximalnemu
toku vo vSeobecnej sieti. O

S touto myslienkou sme sa stretli uz skor, ked sme v Gvodnej kapitole
rozpravali o tlohach z oblasti bipartitného parenia. Skuto¢ne postup ktory
sme tam popisali je Specidlnym pripadom redukcie vSeobecnej siete na st-sief.
I bipartitné grafy, ktoré sme generovali sme priamo po vygenerovani upravo-
vali tymto sposobom, kedZe by ich tprava kazdym z testovanych algoritmov
nezohrala nijaka rolu pri hladani rozdielov medzi jednotlivymi algoritmami.

Podobné redukcia ako pri vSeobecnych sietach sa d4 previest i pri illohach
o uskutoénitelnom toku (feasible flow), ktoré st zadefinované nasledovne —
predstavme si, ze mame ku kazdému vrcholu priradenti vahu, ktora sa v
pripade, ze je kladna interpretuje ako mnozstvo zasob a v pripade, Ze je
zaporna ako dopyt v danom vrchole. Ulohou je zistif, ¢ existuje taky tok,
pre ktory plati, Ze pre kazdy vrchol v je rozdiel outflow(v) —in flow(v) rovny
vahe tohto vrcholu.

Redukcia tejto tlohy je podobné, ako pri vSeobecnych sietach, s tym
rozdielom, ze pridavané hrany nemaju kapacitu rovna pritoku resp. odtoku,
ale vahe tohto vrcholu. Je vidiet, Ze ked je maximalny tok v takejto sieti rovny
hodnote rezu ({s},V —{s}) a zaroven rezu (V —{t}, {t}), tak dana tloha ma
rieSenie. VSetky vrcholy pdvodnej siete st vntutornymi vrcholmi upravenej,
plati pre ne teda podmienka, Ze odtok vrchola je rovny pritoku don. Tie s
kladnou vdhou maju pritok rovny svojej vahe, podoboné pozorovanie plati
pre tie so zapornou vahou. Do (ani z) vrcholov s nulovou vahou nevedie nijaky
novy vrchol, teda pre ne plati, Ze maju nulovy pritok.

Toky s kapacitnym obmedzenim na vrcholoch

Veta 4.11. Problém maximalneho toku pre siete s kapacitnym obmedzenim
na hrandch aj vrcholoch je ekvivalentny problému mazximdlneho toku pre st-
siete.

Dokaz.

Podobne ako v minulom dokaze, vyriesit dant llohu na st-sieti pomocou algo-
ritmu pre vSeobecnejsi nie je problém, stac¢i, ked hodnoty kapacit na jednot-
livyrch vrcholoch nastavime na dostatoc¢ne vysoku hodnotu, ¢o pre konkrétny
vrchol moze byt napriklad maximum z pritoku a odtoku daného vrcholu.
Naopak, problém na sieti s kapacitnym obmedzenim vieme vyrie$it miernou
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modifikaciou tejto siete. Pre kazdy vrchol v v povodnej sieti vytvorime vr-
choly v; a vy s tym, Ze hrana medzi nimi bude mat hodnotu kapacitného
obmedzenia na pévodnom vrchole a hrany vchadzajice do v buda v uprave-
nej sieti vchadzat do vrcholu v; a hrany opustajice v buda opustat vrchol vs.
Tato uprava sposobi, ze odtok z vrcholu nebude vyssi ako jeho kapacita. Pri-
rodzene novym zdrojom a tstim budu vrcholy s, a t1, vzhladom k pévodnym
s at. 0

Toky na neorientovanych sietach

Podobné tvrdenie ako sme dokazovali v predchédzajicich sekciach si ukézeme
i pre siefe s neorientovanymi hranami. Ze s tieto problémy ekvivalentné je
dolezité pre dalsie 2 kapitoly, kde budeme pomerne ¢asto pracovat so siefami
ktoré st neorientované, ale reprezentujeme ich pomocou triedy pracujtcej s
orientovanymi grafmi.

Veta 4.12. Problém maximadlneho toku pre st-siete s neorientovanymi hra-
nami je redukovatelny na problém maximdlneho toku na st-sietach.

Dokaz.

K sieti s neorientovanymi hranami vytvorime st-sief tak, Ze zachovame vr-
choly a kazdej neorientovanej hrane priradime dve orientované s opa¢nym
smerovanim a rovnakou kapacitou ako mala povodna hrana. Zjavne k Tubo-
volnému toku v povodnej sieti existuje tok v orientovanej, ale plati i opak.
Ak méame v orientovanej sieti tok na dvoch opacne orientovanych hranéch,
tak na neorientovanej je s nim ekvivalentny tok v smere vicsieho z tychto
dvoch tokov a v hodnote ich rozdielu. Takze maximalnemu toku v orientova-
nej sieti vieme néjst nejaky tok v neorientovanej, tento je ale tiez maximalny.
previest na tok v orientovanej sieti s vy$Sou hodnotou ako mé tok ktory je
maximalny, ¢o je spor. Teda ku kazdému maximalnemu toku v orientovanej
sieti vieme jednoznacne priradif maximéalny tok v neorientovanej sieti. [
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Kapitola 5

Specialne typy grafov

V tejto kapitole sa budeme venovat niektorym triedam grafov ktoré sa ¢asto
objavuju pri rieseni tiloh spojenych s tokmi v sietach, zadefinujeme si ich a v
dalSej kapitole ukézeme, ako sa na tychto triedach spravaju jednotlivé tokové
algoritmy.

5.1 Siete malého sveta

Siete malého sveta st modelom, ktory sa ukazal byt tizko prepojeny so social-
nymi sietami a so Struktdirou internetu. Existuje viacero réznych modelov,
kde je dolezité aby generované grafy mali nasledujice dve vlastnosti — nizky
priemer grafu a vysoka hustotu lokalnych prepojeni pri nizkej hustote pre-
pojeni vzdialenych bodv.

My sme si na implementéciu vybrali model Wattsa a Strogatza (The
Watts-Strogatz small-world model), kde vrcholy grafu prepajame nasledovne
— vyberieme si nejaké usporiadanie vrcholov a vytvorime neorientovanii hranu
medzi kazdym vrcholom a k jeho susedmi v tomto usporiadani (kde vrchol
V' — 1 susedi s vrcholom ¢islo 0). Takyto graf ma vysoky priemer, preto k
nemu s pravdepodobnostou p priddvame nédhodné hrany, ¢o uZ pri nizsich
pravdepodobnostiach vyrazne znizuje priemer grafu.

5.2 Regularne grafy

Definicia 5.1. Regularny graf (regular graph) je graf, kde kazdy vrchol ma
rovnaky stupen. Ak je kaZdy vrchol grafu G stupna k, tak graf nazyvame k-
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regularny. Specidlne, 3-requldrny graf sa oznacuje kubicky.

Regularne grafy sme generovali pomocou greedy algoritmu, kde sme pri-
davali hrany nahodnym dvojiciam vrcholov so stuptiami niz$imi nez k az do
chvile, kym nam neostala mnozina vrcholov nizsieho stupna ako k, ktora sa
uz nedala vzajomne prepojit. Vtedy sme ndhodne odstranili niekolko hrén a
pokusili sme sa znova prepojit tieto hrany. Zvycajne sme po niekolko malo
odstraneniach dostali pozadovany regularny graf.

Vyhradné postavenie v tedrii grafov maju kubické grafy, preto sme sa pri
testoch na grafoch tejto triedy primarne zamerali na ne.

5.3 Bipartitné grafy

Definicia 5.2. Bipartitny graf (bipartite graph) G = (V, E) je neorientovany
graf, v ktorom vieme mnozZinu V rozdelit na dve disjunktné podmnoZiny Vi,
V4 tak, Ze nijakd hrana z E nemd oba konce v jednej mnoZine a ViUV, = V.

Bipartitné grafy maja pri tokoch v sietach délezité postavenie, pretoze
ulohy z oblasti bipartitného parovania sa riesia prave na takychto grafoch.
Pre naSe potreby bude postactice pracovat s orientovanym grafom, kde si
hrany zorientujeme tak, ze ak (u,v) € E, tak u € V} a v € V5. KedZe v nasej
definicii toku nemame povolené mat v st-sieti viacero zdrojov a usti, tak graf
ktory pouzivame bude mat navyse vrchol s, z ktorého budu ustit hrany do
kazdého vrcholu z V; a vrchol ¢ do ktorého budt smerovat hrany z kazdého
vrcholu z V5.

5.4 Riedke a husté grafy

Husté a riedke grafy (dense and sparse graph) st v literatire definované len
pomerne neurcito. Vo vSeobecnosti sa za husty graf povazuje taky, kde je
pocet hran blizky k maximalnému moznému poctu a riedky zas graf s malo
hranami.

Poznamka 5.1. Triedu graf sme implementovali tak aby bola efektivna na
riedkych grafoch, kedZe vo vicsine uloh o maximdlnom toku sa objavuje prave
tento typ grafov(v prazi napriklad cestnd siet, internetové prepojenia a po-
dobne). Preto su vysledky na hustych grafoch viac-menej orientacné a pri
inom spdsobe uloZenia grafu by mohli byt vysledné casy o cosi niZsie.
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5.5 1Iné triedy grafov

Z inych tried grafov sme testovali kompletny graf (ktory je $pecidlnym pri-
padom hustych grafov, takZze sa k nemu vztahuje poznamka 5.1) K, kde
kazdy z vrcholov ma n — 1 susedov. KedZe pri tychto grafoch zavisi pocet
hran kvadraticky od mnoZstva vrcholov, tak sme nemohli generovat priliZ
velké grafy.

Poslednou triedou, ktorej sme sa v nasej praci venovali boli mriezky (lat-
tice graphs). Takyto neorientovany graf ziskame tak, Ze si do roviny nakres-
lime v pravidelnych intervaloch n x m vrcholov a kazdy z nich prepojime
so vrcholmi s ktorymi susedia na horizontalnej a vertikalnej osi. Pri tychto
grafoch sa ukézalo byt velmi dolezité, ¢i hrany maju jednotnu kapacitu, alebo
nahodnt.
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Kapitola 6

Praktické testy

V tejto kapitole sa pokusime ukdzat vysledky nasich pozorovani, ku ktorym
sme prisli pri testovani jednotlivych algoritmov na réznych grafoch. Ako sme
spomenuli v ivode, nezaujima nas len porovnéavanie ¢asov behu jednotlivych
algoritmov, lebo tieto sa dost podstatne menia uz pri mensich zmenach v
implementéacii. Budeme sa zaujimat aké maximaélne toky jednotlivé algoritmy
najdu, kolko operécii pocas behu algoritmu vykonaji a ako ovplyviiuje typ
skiimaného grafu ich efektivitu oproti inym algoritmom.

V prvej casti tejto kapitoly sa budeme zaoberat skimanim algoritmov
inym sposobom ako meranim ¢asu ich behu na CPU. Budeme sa snazit zis-
tit kolko volani jednotlivych procedir algoritmy vykonajui, pripadne kolko
hran spractivaju a namiesto mnozstva pouzitého ¢asu CPU budeme sledovat
mnozstvo vykonanych operacii roznych typov. Tento pristup pocitania cha-
rakteristickych operécii (representative operation counts) nezavedieme for-
malne!, ale uvedieme si aspoii niekolko dévodov preco moze byt vyhodnym
oproti meraniu spotrebovaného ¢asu na CPU.

e Tym, Ze presnejsie vieme ktoré operacie sa v akom mnozZstve vyko-
navaji, mozeme omnoho lahSie hladat bottleneck operacie v danom
programe.

e KedZe skiimame len mnozstvo volani operécii a nie ¢as zavisly od mnoz-
stva premennych, tak mozeme porovnavat rézne algoritmy beZiace na
roznych pocitacoch, pripadne napisané v réznych programovacich jazy-
koch a sktimaf zmenu proporcii volania jednotlivich metéd pri zmene

Viac sa o tejto téme da dozvediet v [1] v kaptiole 18 — Computational testing of
algorithms
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vstupu. Pomocou roéznych statistickych metéd z takto ziskanych dat
vieme vypocitat takzvany virtudlny ¢as behu CPU, vdaka ktorému
modZzeme robit experimenty na réznych pocitacoch a vzajomne ich po-
rovnavat.

Sktimanie tymto spdésobom nam hovori vela o rozdieloch medzi pracou jed-
notlivych variécii jednej metédy (napriklad, ze niektory z algoritmov vykona
menej Casovo narocnejsich volani istej procedury), ale pre priliz velké roz-
diely medzi nami skimanymi metédami nebolo mozné najst operacie, kto-
rych pocet volani by sme vzajomne porovnavali. Preto sme takto porovnavali
algoritmy len lokalne v ramci jednej metdody.

Poznamka 6.1. V nasledujicom texte budeme v obrazkoch a tabulkdach jed-
notlivé algoritmy oznacovat skratkami — BFS, DFS a PFS budi oznacovat
Ford-Fulkersonove algoritmy pracujice na zdklade zlepsujicich ciest, pre-
hladdvania do hlbky a prehladdvania do Sirky. FIFO-PreflowPush je algo-
ritmus ktory vyberd vrcholy z fronty podla poradia v akom prisli a HighestV-
PreflowPush oznacuje algoritmus, kde vyberame vrcholy s najvyssou hodnotou
vyskovej funkcie.

Porovnanie algoritmov Ford-Fulkersonovej metody

Pri porovnavani jednotlivych implementacii algoritmov pracujicich na baze
Ford-Fulkersonovej metédy sme si v§imali predovsetkym pocet zlepsujtcich
ciest ktoré kazdy z algoritmov pocas svojho behu nagiel, ich priemerna dizku
a pocet hran ktoré pocas behu skiimal.

pocet zlepsujucich ciest | priemerna dlzka cesty | pocet hran
bfs 12 3.83333 5075
dfs 49 13.6327 15776
pfs 6 7.33333 11395

Tabulka 6.1: Tabulka poc¢tu operécii jednotlivych algoritmov z triedy Ford-
Fulkerson na ndhodnom grafe.

V tabulke 6.1 vidime vysledky Ford-Fulkersonovej metédy na ndhodnom
grafe s 60 vrcholmi a pravdepodobnostou prepojenia dvoch vrcholov 0.1 a na-
hodnou hodnotou kapacity jednotlivych ran v rozmedzi 1 az 600. Vysledny
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tok mal hodnotu 1483. Ako vidime z tabulky, algoritmus hladajici cesty s
najvicsou kapacitou, potrebuje na najdenie toku najmenej augmentacii, pre-
hladévanie do Sirky nachddza vicsie mnozstvo kratsich ciest a prehladavanie
do hibky na tomto type grafov spractiva vyrazne vicsie mnozstvo vrcholov
nez predchadzajice dve metddy.

Porovnanie algoritmov metédy preflow-push

Medzi algoritmami z tejto triedy sme celkom prirodzene pozorovali pocet
poslani toku do nizzieho z vrcholov a zvyseni vyskovej funkcie vo vSetkych
bodoch. Podobne ako pri Ford-Fulkersonovej metéde sme zistovali i celkovy
pocet hran ktoré dany algoritmus prezrel pocas hladania maximéalneho toku.

volania push | volania relabel | pocet hran
FIFO preflow 13083 2995 75363
Highest Vertex preflow 15008 2938 81192

Tabulka 6.2: Tabulka po¢tu operacii jednotlivych algoritmov z triedy Preflow-
Push na ndhodnom grafe.

V tabulke 6.1 vidime vysledky preflow-push metédy na rovnakom grafe
ako bol pouzity v tabulke 6.1. Pri metdde Preflow-Push vidime vyrazne mensi
rozdiel medzi poc¢tom volani jednotlivych metéd v oboch pouzitych algorit-
moch. Zaroven vsak na podobnych grafoch preukazuje vyrazne vyssie rozdiely
v pocte jednotlivych operécii velmi zavislé od toho, kolko toku sa mu podari
dostat do tstia. V pripade, Ze nepotrebuje vracat nijaky tok do zdroja (tj. v
pripade, ze je vysledny tok rovny rezu ({s}, V —{s})), tak vykonava vyrazne
menej operécii (pri grafoch s podobnym poc¢tom hran a vrcholov niekedy len
okolo 1000 prezrenych hran), nez v pripadne, Ze nejaky tok do zdroja vracia.

Dalej sme sktimali i variaciu preflow-push algoritmu, ktorj namiesto naj-
vyssich vrcholov priméarne vybera zpomedzi vrcholov vzdy najnizsi, ale vy-
sledné ¢asy behu tohto algoritmu sa neukazovali byt vyrazne odlisné od me-
ukazoval byt o ¢osi mélo pomalsi.

Co sa tyka zmeny pociatocnej vyskovej funkcie, skiimali sme zmenu za
funkciu ktord je vSade okrem zdroja nulovd a vysledné hodnoty sa velmi
nelisili od algoritmov ktoré vyuzivali sofistikovanejsiu vyskova funkciu.
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Vo vseobecnosti sa ukazalo, ze algoritmy zaloZené na tejto metéde maju
tendenciu sa vzajomne menej ligit v mnozZstve spotrebovaného ¢asu na vstup-
nych grafoch z roznych tried a réznej velkosti.

Porovnanie ¢asov jednotlivych algoritmov na ré6znych
grafoch

V tejto sekcii si ukazeme aké rozdiely boli medzi ¢asmi jednotlivych algorit-
mov na réznych vstupnych grafoch. Jednotlivé data, ktoré je mozné vidiet
vizualizované na obrazkoch v tejto sekcii reprezentuji priemerny c¢as behu na-
sich implementécii jednotlivych algoritmov na grafoch réznej velkosti. Kazdy
bod v tomto grafe reprezentuje median z merani ¢asov na jedenastich roz-
nych grafoch danej velkosti. Na x-ovej osi je pocet hran vstupu a na y-ovej
¢as behu medianu v sekundach. Vsetky algoritmy bol testované naraz na
rovnakych vstupnych datach.
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Obr. 6.1: Porovnanie algoritmov na bipartitnych grafoch
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Na obrazku 6.1 vidiet ¢asy jednotlivych algoritmov na bipartitnych gra-
foch roznej velkosti, s dvoma rovnako velkymi biparticiami o velkosti N/2,
pravdepodobnostou prepojenia hrany 0.0005 a jednotkovou kapacitou hréan.
Hodnoty jednotlivych tokov sa pohybovali v zavislosti od velkosti vstupu od
10 po 400.

Ako vidiet, algoritmy HighestVertex Preflow-push a Ford-Fulkerson PFS
pracuji v tomto merani omnoho pomalSie nez ostatné algoritmy z ich tried.
Dévodom je v prvom pripade predovietkym nizka dlzka jednotlivich ciest,
kvoli ktorej st vyskové funkcie jednotlivych vrcholov velmi podobné, v dru-
hom pripade je problémom predovsetkym jednotkova kapacita hran a to, ze
vietky cesty vediice od zdroja k tistiu maja rovnaka dizku. Preto ani jeden
z tychto algoritmov neziskava nijakti vyhodu oproti inym, naopak praca s
prioritnou frontou im vyrazne zvysuje ¢as nutny na vykonanie zadkladnych
operéacii. Nizka pravdepodobnost prepojenia hréan spdsobuje, ze je do N/2
vrcholov poslany tok, z ktorého sa v asi tretina musi vratit naspit do zdroja,
¢o moze byt jeden z dovodou preco maju algoritmy z triedy preflow-push na
tychto i niektorych dalsich grafoch vyrazne horsie celkové casy.

Spomenuli sme, Ze jednou z premennych pri efektivite algoritmov je prave
to, ¢i maja hrany jednotkovi kapacitu, preto budeme dalej uvadzat pri nie-
ktorych triedach grafov vysledky pri jednotkovych (resp. jednotnych) i né-
hodnych kapacitach.
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Obr. 6.2: Porovnanie algoritmov na kubickych grafoch
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Casy jednotlivych algoritmov na kubickych grafoch mozno vidiet na ob-
razku 6.2 , kde v Casti (a) vidime ¢asy na grafoch s jednotkovou kapacitou.
Pri tychto grafoch mal tok vo vsetkych pripadoch hodnotu 3. Ako vidno
preflow-push algoritmy a prehladavanie do hibky v tomto pripade dosaho-
vali lepsie Casy nez zvysné dva algoritmy, ¢o celkom prirodzene vyplyva uz
z nasich predchadzajucich pozorovani, ze tieto algoritmy si dobre pocinaja
v pripade ked nemusia vracat velké mnozZstvo toku z tstia do zdroja resp.
u PFS v pripade, Ze cesty ktoré st najkratsie st zaroven najvyhodnejsimi,
¢o je pomerne Casta situdcia pri grafoch s jednotkovou kapacitou. Obréazok
(b) zas ukazuje ako velmi sa mézu roznit ¢asy behu algoritmov preflow-push
metody pre rozne vstupy. Priebeh ¢asov ktory vidime u kubickych grafov je
velmi podobny priebehu ktory vidief u mriezkovych grafoch.
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Obr. 6.3: Porovnanie algoritmov na kompletnych grafoch

Pri mensich kompletnych grafoch, pri jednotnej, ako i ndhodnej, kapacite
az tak vyrazne nezalezi na vybere algoritmu, s vynimkou hladania zlepsuju-
cich ciest pomocou PFS, u ktorého opit praca s prioritnou frontou znamenala
zbytocné predrazovanie operacie augument.

Na obrazku 6.4 je mozné vidiet ¢asy jednotlivych algoritmov na siefach
malého sveta. V prvom pripade sme zvolili siete s jednotnou kapacitou 10, s
prepojenim deviatich susedov na oboch stranach a pravdepodobnostou pre-
pojenia 0.005. V druhom pripade sme zvolili, ndhodnu kapacitu v rozmedzi
1 az 10, 5 prepojenych susedov a rovnaki pravdepodobnost prepojenia.
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Obr. 6.4: Porovnanie algoritmov na siefach malého sveta

Tokové algoritmy niekedy generuju vyrazne sa odlisujice maximalne toky,
Takéto porovnanie na ndhodnom grafe mézeme vidiet na obr. 6.5 . Casto pre
nas moze byt vyhodné nachidzaf tok s ¢o najmensim poctom hrén, preto
i toto moze byf jednym z atribatov na ktoré sa treba zameraf pri vybere
vhodného algoritmu pre dant ulohu. Vo vseobecnosti sa pri jednotnych alebo
jednotkovych kapacitach ukazuje ako vhodny kandidat Ford-Fulkersonov al-
goritmus prehladévajuci siet do Sirky a pri sietach s ndhodnymi kapacitami
Ford-Fulkersonov algoritmus prehladavajici pomocou metédy PFES.
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(c) PFS (d) Preflow-Push

Obr. 6.5: Porovanie maximalnych tokov na nadhodnom grafe




Kapitola 7

Z.aver

V tejto praci sme sa zamerali na jednotlivé algoritmy pouzivané pri rieseni
tlohy o maximéalnom toku. V teoretickej Casti prace sme ukézali niekolko
uloh ktoré sa daju riesit pomocou tokov v sietach. Zaviedli sme jednotlivé
algoritmy a ich triedy, ukazali sme, ze algoritmy pracuju korektne a nacha-
dzaji maximalny tok. V praktickej Casti sme tieto algoritmy implementovali
a testovali na nami generovanych grafoch.

Z nameranych hodndét sa zda, ze v pripade jednotkovej, resp. jednotnej
kapacity hran je vyhodné volit algoritmy, ktoré pracuju s datovymi Struk-
tdrami nendroénymi na cas, zatial ¢o implementécia algoritmov pomocou
prioritnej fronty z STL sa ukdzala vo velkej casti pripadov pomerne ¢asovo
naro¢nou. Pri grafoch s ndhodnou kapacitou sa vo vicsine pripadov nasa im-
plementacia preflow-push metdd ukézala ako pomerne tazkopadna, navyse
mé omnoho tazsie predvidatelny vysledny ¢as na grafe istej velkosti a triedy.
Naopak vyhodné je tieto algoritmy pouzit pri hladani maximélnych tokov
v grafoch kde je hodnota rezu rovna rezu medzi zdrojom a ostatnymi vr-
cholmi — v tomto pripade sa ukazuje vyhodnou i Ford-Fulkersonova metéda
prehladévajtca do hibky.

Zo smerov, ktorymi by sa v budtcnosti dalo naviazat na tato préacu,
celkom prirodzene pripadaju do tvahy snahy o efektivnejSie implementacie
predovsetkym v triede preflow-push algoritmov. V nasej praci sme sa snazili
o implementaciu algoritmov, ktoré nestracaju na vseobecnosti a teda fun-
guji na vietkych siefach spliiajiicich nami zadefinované podmienky. Jednou
z moznosti ako ndjst algoritmus, ktory dobre pracuje na konkrétnom type
grafu efektivne, je znizit jeho vSeobecnost a pocitat s podmienkami ktoré v
danom type grafu platia. DalSou moznostou je sktimat tlohy o toku s mi-
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nimalnou cenou, ktoré st prirodzenym rozsirenim problému maximéalneho
toku, pripadne iné tokové tlohy v ktorych sa tiloha o maximéalnom toku riesi
ako podproblém.
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