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V tejto praci sa venujem cyklickej hranovej stvislosti kubickyjch grafov.
Popisujem jej vyznam a prepojenie medzi niektorymi otvorenymi problémami
z tedrie grafov. Venujem sa aj algoritmu od Dvorédka, Karu, Krala a Pangraca
na pocitanie cyklickej hranovej stvislosti a jeho implementacii. Ako prilohu
prikladam program na pocitanie cyklickej hranovej stvislosti kubickych gra-
fov.
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Predhovor

Za tému mojej bakalarskej prace som si vybral cyklickti hranova stvislost
kubickych grafov. I ked cyklick4 suvislost sa nezaraduje k zdkladom tedrie
grafov, pri Stadiu roznych ¢lankov ma zaujalo jej prepojenie s dal$imi zné-
mymi otvorenymi problémami z tedrie grafov, ktorému sa v tejto bakalarskej
praci aj venujem.

Okrem zhrnutia zakladnych poznatkov o cyklickej hranovej suvislosti a
prepojenia s dal§imi oblastami tedrie grafov, som naprogramoval aj prog-
ram na pocitanie cyklickej hranovej stivislosti kubickych grafov, ktorého ca-
sové zlozitost je O(n3logn). Tento program prikladdm ako stcast bakalarskej

prace.
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Kapitola 1
Uvod

Cyklickou suvislostou ako parametrom grafu sa uz v roku 1880 zacal zaoberat
Tait. Uvediem zékladné definicie tykajtce sa cyklickej hranovej stvislosti tak,
ako st uvedené v [2].

Cyklicky hranovy rez grafu G je taky hranovy rez, ktorého odstranenim,
aspoini dva z vytvorenych komponentov G budt obsahovat cyklus. Ak G nie
je suvisly a aspon dva jeko komponenty obsahuju cyklus, potom prazdna
mnozina hran tvori cyklicky hranovy rez.

Cyklickd hranova siuvislost grafu G je mohutnost najmensieho cyklického
hranového rezu. Ak G je suvisly, potom kazdy najmensi cyklicky hranovy
rez, rozdeli G na prave dva komponenty.

Niektoré grafy vobec neobsahuja cyklicky hranovy rez, napriklad: Ky, Kj,
Ksz a W,.
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1.1 Ciel prace

V tejto praci sa budem zaoberaf cyklickou hranovou siuvislostou a jej vy-
znamom v niektorych oblastiach tedrie grafov. Uvediem ju v suvislosti so
snarkami, pri ich dekompozicii a redukecii a v dalSej casti aj v stvislosti so
snarkami, ktoré st hypohamiltonovské. Dalej sa budem zaoberat Tuttovou
hypotézou o 5-toku, pri ktorej sa cyklickd hranové stvislost udava ako po-
ziadavka na graf, ktory by tvoril pripadny najmensi protipriklad. Potom ro-
zoberiem vyuzitie cyklickej hranovej stvislosti pri fulerénoch, grafoch, ktoré
predstavuju uhlikové molekuly. VSimnem si vplyv cyklickej hranovej stuvis-
losti na ich strukttru a za akych podmienok sit hamiltonovské. Napokon sa
budem venovat problému dvojitého pokrytia grafu cyklami.

V dalsej kapitole popiSem algoritmus od Dvordka, Karu, Krala a Pan-
graca, ktory v zlozitosti O(n3logn) ndjde cyklicky hranovy rez kubického
grafu, ktory dostane na vstupe a ako prilohu prikladdm program na pocita-

nie cyklickej hranovej stvislosti kubickych grafov.
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Kapitola 2

Vyznam a pouzitie cyklickej

hranovej suvislosti

V tejto kapitole sa budem venovat problémom, pri ktorych sa cyklickd hra-
nova suvislost ukazala byt podstatnym parametrom. Najskor sa budem za-
oberat jej vplyvom na snarky a grafy, ktoré nie st 3-zafarbitelné a tym ako st-
visi s ich ireducibilitou, nerozlozitelnostou a jednoduchostou. Potom si v8im-
nem prepojenie medzi cyklickou stuvislostou a hypohamiltonovskymi grafmi.
Najmensi protipriklad k Tuttovej hypotéze o 5-toku rovnako musi spliiat ur-
¢ité poziadavky na cyklick hranova suvislost. Cyklickd hranova stavislost sa
tiez vyuziva i na postacujicu podmienku na existenciu hamiltonovskej kruz-
nice vo fulerénoch, ¢o tvori prispevok k potvrdeniu Barnettovej hypotézy. V
kratkosti opisem aj dvojité pokrytie cyklami, uvediem niektoré hypotézy a

stvis s cyklickou hranovou stvislostou.
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2.1 Snarky

Netrividlne kubické grafy, ktorych hrany sa nedaji zafarbit tromi farbami,
sa skiimaju uz viac ako sto rokov. Pévodny zamer pre ich stidium bolo po-
zorovanie P. G. Taita, Ze veta o Styroch farbach je ekvivalentna tvrdeniu, ze
kazdy bezmostovy planarny kubicky graf je hranovo 3-zafarbitelny.

Pretoze veta o styroch farbach je pravdiva, neexistuje netrividlny pla-

Obr. 2.1: Petersenov graf

narny kubicky graf, ktory by nebol hranovo 3-zafarbitelny. Napriek tomu
neplanarne grafy, ktoré nie si 3-zafarbitelné (napr. Peteresenov graf - obr.
2.1) bolo velmi néro¢né najst. V skutocnosti, v roku 1975, ked Isaacs skon-
struoval dve nekonecné triedy tychto grafov, boli zname len Styri takéto grafy.

To inspirovalo Martina Gardnera, aby navrhol nazov pre netrividlne kubické
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grafy, ktoré nie st hranovo 3-zafarbitelné. Nazval ich ”snarky”, odvodenim
z nazvu balady od Lewisa Carolla ”Hunting of the snarks” - polovanie na
snarky:.

Slovo netrivialne vsak autori ¢asto chapu rézne. V kazdom pripade vsak
znamena, Ze graf nesmie obsahovat most. Dalej ”trividlny” moZe znamenat
aj to, ze graf vznikne jednoduchou zmenou iného snarku. Zvyklo sa pova-
zovat za trividlny kazdy snark s vlastnostou, ze obsahuje kruznicu dizky 2
alebo 3, pretoze ak nebol graf hranovo 3-zafarbitelny, nestane sa nim ani po
pridani alebo odobrati tohto podgrafu. Podobne aj kruznica dizky 4 v snarku
moze byt nahradena dvomi ”rovnobeznymi” hranami a vznikne potom mensi
snark. Preto snark by mal mat obvod aspori 5.

Taktiez sa stalo Standardom vylacit snarky, ktoré obsahuja cyklicky hra-
novy rez pozostavajuci z dvoch alebo troch hran. Lahko sa d& vidiet, Ze po
odstraneni hran tvoriacich rez zo snarku, dostaneme dva mensie grafy, z kto-
rych po pridani malého poc¢tu vrcholov alebo hran, aspon jeden je snark.
Tymto spésobom sa snarky s malymi cyklickymi hranovymi rezmi tiez stali
7trividlnymi” modifikdciami tych s mensim poctom vrcholov. Preto snark by
mal byt cyklicky hranovo 4-stvisly.

Z tychto dovodov budem v tejto praci pod pojmom snark rozumief taky
kubicky graf, ktory nie je 3-zafarbitelny, mé obvod aspon 5 a je cyklicky hra-
novo 4-suvisly.

Teraz sa budem zaoberat kubickymi grafmi, ktoré nie si 3-zafarbitelné.
Tieto grafy teda tvoria nadmnozinu snarkov. V dalSom budem pod pojmom
nezafarbitelny myslief tito mnozinu grafov. Nech G je niektory taky graf.

Existuju dalsie dva typy operécii, pomocou ktorych mozme graf G zjednodu-
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sit, tak Ze vznikne z neho jeden alebo dva mensie grafy, ktoré si nezafarbi-
telné a budt mat hlavné ¢rty povodného grafu G. Prvy typ zacdina s grafom
G, identifikuje v 1iom nezafarbitelnt ¢ast, odstrani jej doplnok v grafe a k
tomu, ¢o zostalo "prilepi” maly podgraf, tak aby vysledny graf bol kubicky.
Vysledny graf bude redukciou GG. Druhy typ operacie rozdeli G' na dva pod-
grafy, pridd maly pocet vrcholov a hran ku kazdému. Vzniknu tak dva grafy
G1, G, kazdy s mensim poétom vrcholov ako G. Dvojica {G1, G} sa nazyva
dekompozicia G. Uvediem forméalne definicie spomenutych typov operacii.
Nech G = M * N je nezafarbitelny graf, ktory je spojenim dvoch k-pdlov
M a N (k > 0). Ak jeden z nich, povedzme M, je nezafarbitelny, potom M
moze byt roziireny’ na nezafarbitelny M D M radu |M| < |G|. Graf M sa

nazyva k-redukcia grafu G.

Obr. 2.2: Graf ¢inka

Nech M a N st oba bud zafarbitelné, alebo nezafarbitelné. Potom zjavne
kazdy z nich moze byt rozsireny na nezafarbitelny graf M resp. N. Pretoze
G je nezafarbitelny, mozeme pouzit také M a N, ze [M| < |G| a |[N| <
|G|. Dvojica {M, N}, ktora takto vznikne, sa bude nazjvat k-dekompozicia
grafu GG. Budeme sa sustredit na nezafarbitelné grafy, ktoré su k-ireducibilné,
k-nerozlozitelné, resp. k-jednoduché, teda také, ktoré pre m < k nemaja

vlastni m-redukciu, vlastniit m-dekompoziciu, resp. ani vlastni m-redukciu,
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ani vlastna m-dekompoziciu. Pre viac informacii pozri [7].
Medzi tymito vlastnostami a cyklickou stvislostou platia vztahy, ktoré
opisujt nasledujtce vety. Jednotlivé dokazy uviedli Nedela a Skoviera a mozno

ich najst v [7].

Veta 2.1.1 Nech G je kubicky graf, ktory nie je 3-zafarbitelny. Potom
(a) Ak 1 < k < 4, potom G je k-ireducibilng prdve vtedy, ked je cyklicky
hranovo k-stvisly alebo graf ¢inka (obr. 2.2).
(b) Ak 5 < k <6, potom G je k-ireducibilng prave vtedy, ked je kriticky
(c) Ak k> T, potom G je k-ireducibilny prave vtedy, ked je bikriticky

Téato veta charakterizovala k-ireducibilné nezafarbitelné grafy pre kazdé k > 1

z hladiska kritickosti. Nasledujtce vety charakterizuju k-jednoduché snarky

ak k <5.

Veta 2.1.2 Nech G je kubicky graf, ktory nie je 3-zafarbitelny, rozny od
grafu ¢inka (obr. 2.2) a nech 1 < k < 4. Potom nasledujice tvrdenia si ek-
vwalentné

(a) G je k-jednoduchy.

(b) G je k-ireducibilny.

(c) G je cyklicky hranovo k-sivisly.

Veta 2.1.3 Nech G je kubicky graf, ktory nie je 3-zafarbitelny, rozny od
grafu ¢inka (obr. 2.2). Potom nasledujice tvrdenia si ekvivalentné

(a) G je 5-jednoduchy.

(b) G je 5-nerozlozitelny.

(c) G je cyklicky hranovo 5-suvisly a kriticky.
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2.2 Hypohamiltonovské grafy

Rozhodnit o tom, ¢i graf obsahuje hamiltonovski kruznicu je NP-tiplny prob-
lém aj v triede kubickych grafov. Preto méa vyznam skumat také kubické
grafy, ktoré st hypohamiltonovské. Hypohamiltonovskym grafom sa nazyva
taky graf, ktory neobsahuje hamiltonovskt kruznicu, ale odstranenim Tubo-
volného vrchola, ju bude uz obsahovat. Kedze kazdy hamiltonovsky graf musi
byt 2-stuvisly, pretoze vSetky jeho vrcholy lezia na hamiltonovskej kruznici,
musi byt hypohamiltonovsky graf 3-stvisly a stupen kazdého vrchola musi
byt aspoti 3. PretoZe hamiltonovské grafy st 3-zafarbitelné (hrany leziace na
hamiltonovskej kruznici zafarbime striedavo dvomi farbami a zvysné hrany
tretou), je prirodzené zaoberaf sa takymi kubickymi grafmi, ktorych chro-
maticky index je 4. Netrivialne priklady tychto grafov st snarky. Najmensim
hypohamiltonovskym snarkom je Petersenov graf (obr. 2.1). V roku 1977
Gutt objavil triedu hypohamiltonovskych snarkov, ktora obsahuje aj Isaac-
sove snarky.Fiorini v roku 1983 dokézal, ze Isaacsove snarky [, radu 4k su
hypohamiltonovské pre kazdé neparne k£ > 5. To, ze medzi hypohamiltonov-
ské snarky, ktoré objavil Gutt, patria aj Isaacsove snarky, sa zistilo az neskor.
Steffen dokazal, ze existuju hypohamiltonovské snarky kazdého parneho radu

Stephen taktiez dokézal, ze kazdy hypohamiltonovsky kubicky graf s
chromatickym indexom 4 je bikriticky. To znamena, ze ak odstranime dva
Tubovolné vrcholy stane sa graf 3-zafarbitelny. Naviac Skoviera a Nedela do-
kazali, ze kazdy bikriticky kubicky graf je cyklicky hranovo 4-stvisly a méa
obvod aspor. Preto kazdy hypohamiltonovsky kubicky graf s chromatickym

indexom 4 m4 obvod aspon 5 a cyklicki hranovt stvislost aspon 4, a teda
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Obr. 2.3: Isaacsov snark I

je snarkom. Odstranenie jedného vrchola z grafu, ktory nie je hranovo 3-
zafarbitelny, nemoze zapricinit, Ze sa graf stane hranovo 3-zafarbitelnym.
Hypohamiltonovské snarky lezia teda na hranici kubickych grafov, ktoré st
hranovo 3-zafarbitelné, a ktoré nie st.

Podla cyklickej hranovej stuvislosti mozeme zndme hypohamiltonovské
snarky zaradif takto. Snarky, ktoré skonstruoval Steffen v [9] maju cyklicka
hranov stvislost 4. St zndme 3 sporadické hypohamiltonovské snarky, ktoré
maju cyklickt hranovi savislost 5: Petersenov graf (obr. 2.1), Isaacsov snark
I5 (obr. 2.3) a snark dvojita hviezda(obr. 2.4). Isaacsove snarky I, kde k > 7
maju cyklick hranovu stvislost 6.

Macajova a Skoviera uviedli metédu zalozent na superpozicii, pomocou

ktorej sa da ukdzat existencia hypohamiltonovského snarku pre Tubovolné
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Obr. 2.4: Dvojita hviezda

dostatocne velké parne ¢islo s cyklickou suvislostou 5 a 6. Jemnou modifi-
kéciou tejto metddy sa da skonstruovat snark s cyklickou suvislostou 4. Pre

viac informécii pozri [6].

2.3 Hypotéza o 5-toku

Nech je dany graf G a nech D je jeho orientacia. Graf G pripusta nikde nu-
lovy k-tok (k > 2), ak k jeho orientovanym hrandm sa daju priradif ¢isla
+1,... + (k — 1), tak, ze pre kazdy vrchol bude platit, Ze suma hodnét na
prichadzajacich hranach sa rovna sume hodnét na odchadzajicich hranach.
Graf s mostom nemé nikde-nulovy k-tok pre ziadne £ > 2. Hypotéza o 5-toku,

ktoru vyslovil Tutte, hovori ze kazdy graf, ktory nema most, ma nikde-nulovy
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5-tok. Uvediem niektoré vysledky, ktoré urc¢uja poziadavky na najmensi pro-
tipriklad a vyuzivaju pritom cyklickGi hranovi stvislost.

Je zname, Ze najmensi protipriklad k tejto hypotéze musi byt snark. Cel-
mins dokéazal, Ze tento protipriklad musi byt cyklicky hranovo 5-suvisly a
jeho obvod musi byt aspon 7. Kocholovi sa podarilo ukazat, Ze graf, ktory
by slazil ako najmensi protipriklad k Tuttovej hypotéze by bol cyklicky hra-
novo 6-suvisly a jeho obvod by bol najmenej 9. Pretoze vSetky doteraz zname
cyklicky hranovo 6-stvislé snarky maji obvod 6, tento protipriklad patri do
takej triedy grafov, o ktorej nevieme, ¢i nie je prazdna.

Predtym Tutte a Jager a Swart vyslovili hypotézu, podla ktorej vsekty
snarky maju obvod najviac 6. Kocholovi sa ju vSak podarilo vyvratit, tym ze
sa mu podarilo zostrojit cyklicky hranovo 4- a 5-stvislé snarky s Tubovolne

velkym obvodom. Dalsie informécie mozno néjst v [4].

2.4 Fulerény

Fulerén je 3-stuvisly planarny kubicky graf, ktorého oblasti si pit- a Sest-
uholniky. Fulerény, teda nemusia byt nutne kubické grafy, platia vSak pri
nich zaujimavé vlastnosti, tykajice sa cyklickej hranovej stvislosti. Podla
Eulerovej formuly je pocet patuholnikov 12. Z chemického hladiska, fulerény
predstavuju uhlikové molekuly v tvare sféry.

Cyklické hranova suvislost zohrala dolezita tlohu pri ziskavani niektorych
strukturdlnych vlastnosti fulerénov, ako st bikritickost a 2-rozsiritelnost, z
ktorych dalej vyplyva urcité zniZenie poc¢tu perfektnych pareni vo fulerénoch.

Pocet perfektnych pareni je taktiez indikatorom stability fulerénu.
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Cyklicka hranové suvislost vo fulerénoch nemoze prekrocit 5, pretoze od-
stréanenim piatich hran spojenych s pétuholnikovou oblastou, vzniknt dve
¢asti, ktoré obsahujii cyklus. Dalsie informécie mozno najst v [5].

Nasledujtce vety hovoria o vlastnostiach a struktare fulerénov. Ich dokaz

je rovnako uvedeny v [5].

Veta 2.4.1 Nech F je fulerén obsahujici prstenec R, ktory pozostava z pia-
tich oblasti a nech C a C’ je vnutornd a vonkajsia kruznica prstenca R.
Potom, bud

i) C alebo C’ je oblastou, alebo

i) aj C aj C’ majii dlZku 10 a pit oblasti, ktoré tvoria R si vsetky Sestu-
holniky

Cyklicky hranovy k-rez sa nazyva trividlny, ak aspon jeden z vyslednych
komponentov je jednoduchy k-cyklus. Pentakapom (obr. 2.5) nazveme 6 pét-
uholnikovych oblasti, z ktorych je jedna v strede a zvysné tvoria jej (vSetky)

susedné oblasti.

Veta 2.4.2 Nech F je fulerén obsahujict netrivialny cyklicky hranovy 5-rez.
Potom F obsahuje pentakap, presnejsie, bud F je dodekahedron, alebo obsa-
huje dva disjunktné protilahlé pentakapy.

Existencia hamiltonovskej kruznice vo fulerénoch je tiez otvorenym prob-
lémom. Je to Specidlny pripad Barnettovej hypotézy, podla ktorej kazdy 3-
suvisly planarny graf, ktorého najvic¢sie oblasti si Sestuholniky, obsahuje
hamiltonovskt kruznicu. Dalsia veta uvadza postacujicu podmienku, aby

fulerén obsahoval hamiltonovska kruznicu.
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Obr. 2.5: Pentakap

Veta 2.4.3 Nech F je fulerén obsahujici netrividlny cyklicky hranovy 5-rez.
Potom F obsahuje Hamiltonovsku kruznicu. Naviac

i) ak pocet Sestuholnikovych oblasti je nepdrny, potom existuje cesta, po-
zostavajica z oblasti, ktord obsahugje presne 2 pituholniky z kaZdého z dvoch
pentakapov v F a hranice tejto cesty tvoria hamiltonovsku kruznicu v F; a

ii) ak pocet Sestuholnikouvych oblasti je parny potom existuje cesta, po-
zostdvajica z oblasti, ktord obsahuje presne 6 pdtuholnikov, z ktorého dva si
z prvého pentakapu a 4 si z druhého pentakapu, a hranice tejto cesty tvoria

hamiltonovskd kruznicu v F.

2.5 Dvojité pokrytie cyklami

Tento nazov pochadza z anglického vyrazu cycle double cover, ktory budem

dalej pouzivat. Terminom k-cycle double cover grafu G (k-C' DC') sa oznacuje
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mnozina L, ktora obsahuje najviac k cyklov v G, takych, ze kazd4 hrana G
je pokryta prave dvomi cyklami z L.

Nech H je cyklus v kubickom grafe G. Komponent podgrafu H sa bude
oznacovat nepdrny, ak je to kruznica neparnej dizky. Cyklus sa bude nazj-
vat pokryvajici, ak obsahuje rovnaki mnozinu vrcholov ako graf G. Ak G
je bezmostovy graf, potom miniméalny pocet neparnych komponentov pokry-
vajuceho cyklu G sa bude nazyvat nepdrnost grafu G a bude sa oznacovat
£(G). Pretoze pocet vrcholov kubického grafu je vzdy parny, aj neparnost
grafu bude vzdy parna. Ak G obsahuje most, potom £(G) = oc.

Seymour a Szekeres vyslovili hypotézu, ze pre kazdy bezmostovy graf,
existuje nejaké k, pre ktoré ma tento graf k-CDC. Celmins vyslovil silnej-
Siu hypotézu, Ze Iubovolny bezmostovy graf méa 5-CDC. Tieto hypotézy sa
oznacuju ako CDC, resp. 5-CDC. Bolo overené, ze CDC plati pre grafy, ktoré
neobsahuju subdiviziu Petersenovho grafu [1].

Podla znamej konstrukcie staci overit CDC a 5-CDC pre kubické grafy.
Nizgie st uvedené niektoré ¢iastkové vysledky v tejto oblasti. Dokazy a dalsie

informécie z tejto oblasti s uvedené v [3].

Veta 2.5.1 Nech G je bezmostovy kubicky graf s nepdrnostou najviac 2. Po-
tom G ma 5-CDC.

Veta 2.5.2 KazZdy bezmostovy graf s hamiltonovskou cestou ma 5-CDC.

Teraz sa budem sustredit na cyklicki hranovt stvislost grafu, ktory by tvoril
najmensi protipriklad k CDC. Standardnou konstrukciou sa da ukazat, Ze sa
staci zaoberat kubickymi grafmi. Zrejme cyklickd hranova stvislost najmen-

sieho protiprikladu k CDC musi byt aspon 2. Predpokladajme, Ze je prave 2.
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UkéZem, Ze musi byt aspon 3. Sporom. Nech najmensi protipriklad k CDC je
taky kubicky graf, ktory méa cyklickii hranova stvislost 2. Odstranim hrany,
ktoré tvoria cyklicky hranovy rez. Vznikni dva komponenty. Aby ostal graf
kubicky, v kazdom komponente spojim novou hranou vrcholy, ktoré maja
stupeni 2. Tieto dva komponenty uz budi mat CDC, pretoZze st mensie ako
povodny graf. Najdem teda CDC na tychto komponentoch. Odstranenim pri-
danych hran, prerusim v kazdom komponente dva cykly. Po obnoveni hran,
ktoré tvorili cyklicky hranovy rez sa vSak daja cykly vhodne prepojit, tak
aby mal povodny graf CDC, ¢o je spor.

Predpokladajme teraz, ze cyklickd hranova stvislost najmensieho pro-
tiprikladu k CDC je prave 3. Podobne ukéZem, Ze musi byt aspon 4. Opéit
sporom. Nech najmensi protipriklad k CDC je taky kubicky graf, ktory ma
cyklickti hranovu stvislost 3. Odstranim hrany, ktoré tvoria cyklicky hranovy
rez. Vznikni dva komponenty. Aby ostal graf kubicky, do kazdého kompo-
nentu pridam novy vrchol a spojim ho z vrholmi z toho istého komponentu,
ktoré maju stupen 2. Tieto komponenty uz budi mat CDC, pretoZze st men-
sie ako povodny graf. Najdem teda CDC na tychto komponentoch. Znovu
odstranenim pridanych hran a vrchola, prerusim v kazdom komponente tri
cykly. Po obnoveni hran, ktoré tvorili cyklicky hranovy rez sa vsak daju cykly
vhodne prepojit, tak aby mal povodny graf CDC, ¢o je opiit spor.

Z uvedeného vyplyva, Ze cyklickd hranova stvislost najmensieho protip-

rikladu k CDC musi byt aspori 4.
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Kapitola 3

Algoritmus na vypocet
cyklickej hranovej suvislosti

kubickych grafov

V tejto casti sa budem venovat algoritmu, ktory najde cyklickii hranova
stvislost kubického grafu v ¢asovej zlozitosti O(n*logn). Tento algoritmus
uviedli Dvoréak, Kéra, Kral a Pangrac [2]. Popisem ako som tento algoritmus

implementoval a testoval.

3.1 Zakladné vlastnosti

Uvediem zékladné vlastnosti a definicie, ktoré platia a budem ich vyuzivat.
Dokazy st k dispozicii v [2]. Najskor uvediem, ¢o sa oznacuje pojmami plny
strom a aktivita grafu.

Strom s koreniom vo vrchole v a trovnami 0,1, ..., d, takymi, Ze vrchol v
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ma troch synov a kazdy vrchol na trovni medzi 1 a d — 1 ma dvoch synov
budeme nazyvat piny strom.

Nech G’ je suvisly podgraf grafu G. Potom aktivita grafu G’ sa rovna
d_vev (G (deggv—deggrv).

Nasledujuca veta hovori o vztahu medzi po¢tom vrcholov a obvodom grafu

a velkostou cyklického hranového rezu.

Veta 3.1.1 Nech G je kubicky graf s poctom vrcholovn a obvodom g, n > 8.
Potom g < 2[log(n/3+1)]. Naviac, G obsahuje cyklicky hranovy rez, ktorého
velkost je g.

Dalsia veta ukazuje, kedy je hranovy rez cyklicky v suvislosti s aktivitou

podgrafov.

Veta 3.1.2 Nech (G; a G4 st vrcholovo-disjunktne suvislé podgrafy kubického
grafu G, kaZdy s aktivitou aspon k+ 1. Dubovolny hranovy rez, ktory oddeluje

G a Go, ktory md velkost najviac k je cyklicky hranovy rez.

V predchadzajicich vetach bolo vidiet ako vplyva aktivita a velkost obvodu
na pritomnost cyklického hranového rezu. Teraz sa dostavam ku klacovej
vete, ktord sa bude vyuzivat v algoritme na hladanie cyklickej hranovej st-

vislosti kubického grafu.

Veta 3.1.3 Nech G je kubicky graf s cyklickou hranovou suvislostou k > 1.
Potom je aspon jedna z nasledujicich podmienok splnena:

i) G obsahuje cyklus dIZky k.

it) G obsahuje cyklicky hranovy rez velkosti k, taky Ze kaZdd z dvoch casti

obsahuje plng strom hibky d = [loga 5]
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Vdaka platnosti predchédzajtcich viet mozem pristipit k uvedeniu ocakava-

nej vety.

Veta 3.1.4 Euxistuje algoritmus na pocitanie cyklickej hranovej suvislosti ku-

bickych grafov, ktorého casovd zloZitost je O(nlogn).

Pseudokod algoritmu vyzera takto:
cutsize := girth(G)
cut := hrany incidentné s cyklom dizky cutsize
for v e V(G) do
for w € V(G) do

d:=-1

paths := ()

repeat
d:=d+1

T, := plny strom hibky d s korefiom vo v

T, := plny strom hibky d s korefiom vo w

if T, a T, st vrcholovo-disjunktné then break

paths := findpahts(T,, T,,, paths)

if |paths| < 3 * 2¢ and |paths| < cutsize then
cutsize = |paths|
cut = findcut(T,, T, paths)

fi

while 3 x 2¢ < cutsize
endfor

endfor
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3.2 Dokaz spravnosti algoritmu a odhad zlo-

Moézeme predpokladat, Ze graf na vstupe méa aspon osem vrcholov. Podla
vety 3.1.1 takyto graf vzdy obsahuje cyklicky hranovy rez. Ak by mal menej
ako osem vrcholov moze ist o graf K, K33, ktoré nemaja cyklicky hranovy
rez, alebo je to graf so Siestimi vrcholmi v tvare obalky, ktory ma cyklicky
hranovy rez velkosti 3.

Na zaciatku algoritmu néjdeme obvod grafu. To sa d4 uskutoc¢nit v case
O(n?) prehladéavanim do $irky postupne z kazdého vrchola. Velkost obvodu
grafu je zaroven aj hornym ohrani¢enim pre cyklickti hranovi stvislost grafu.
Ak nie je totiz mohutnost cyklického hranového rezu grafu mensia ako jeho
obvod, tak potom hrany incidentné s cyklom dizky obvodu musia tvorit cyk-
licky hranovy rez. V dalSej casti sa budeme preto snazit najst mensi cyklicky
hranovy rez.

Névod na postup nam pontika veta 3.1.3. Algoritmus sa bude snazit najst,
¢o najmensi rez, ktory by oddeloval plné stromy hibky d s koretimi vo v a
w (ak s tieto stromy disjunktné) pre kazdu dvojicu v a w a pre hodnoty
0<d< loggg, kde k je velkost najmensieho cyklického hranového rezu naj-
deného doposial. V pripade, Ze velkost rezu je mensia ako 3.2, potom tento
rez je podla vety 3.1.2 aj novou hornou hranicou na minimélny cyklicky hra-
novy rez (samozrejme ak je mensi ako doteraz najdeny).

Na hladanie tohto rezu budem vyuzivat Ford-Fulkersenov algoritmus a
vetu, ktort vyslovili, ze velkost maximéalneho toku sa rovna kapacite mini-

malneho rezu (pre dokaz pozri [8]). Kazd4a hrana v grafe bude mat kapacitu
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jedna. Potom maximalny tok bude urcovat pocet disjunktnych ciest. Bud
najdeme 3.2¢ disjunktnych ciest medzi danymi stromami, alebo hranovy rez
s velkosfou mensou ako 3.2%. Algoritmus pri kazdej iteracii bud navysi tok
o jedna, ¢im sa zvysi pocet disjunktnych ciest medzi stromami, alebo sa za-
sekne a potom néajde rez, ktorého velkost bude rovnaka ako pocet ciest.

Pocet iterécii je ohrani¢eny ¢islom 3.2¢. Kazda iterdcia potrebuje cas,
ktory je linedrny vzhladom na pocet hran grafu G, teda je O(n). Pre kon-
krétnu dvojicu vrcholov, je potrebnych maximélne 3.2° 4+ 3.2 4+ 3.22 + ... +
3.20t0920/31 iteracii, preto pocet iterdcii Ford-Fulkersenovho algoritmu pre
vietkych O(logg) plnych stromov pre dant dvojicu vrcholov je najviac O(g).
Teda algoritmus bezi v ¢ase O(ng) = O(n’logn).

Nech je k cyklickd suvislost grafu G. Ak k = 0, potom G je nesuvisly a
algoritmus pracuje spravne. Ak G obsahuje cyklus dlzky &, potom minimélny
cyklicky hranovy rez sa najde hned na zaciatku. V opa¢nom pripade existuje
hranovy rez (A, B) velkosti x, taky Ze aj G[A], aj G|B] obsahuju plny strom
hibky [logo"1] podla vety 3.1.3. V ur¢itom kroku sa vypo¢itala minimélna

mnozina hran separujica tieto dva plné stromy a jej velkost bola najviac .

r+1

Pretoze aktivita plného stromu hibky [log2"3=] je aspoii k + 1, nasli sme

cyklicky hranovy rez velkosti x (veta 3.1.2).

3.3 Implementacia algoritmu

Predpokladam, ze kubicky graf, ktory je na vstupe je suvisly, neobsahuje
paralelené hrany, ani slucky a ma aspon osem vrcholov. Program dostane na

vstupe sibor v niektorom z pozadovanych formatov. V stibore moze byt jeden
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graf alebo aj viac grafov, ale musi byt zachovany rovnaky pocet vrcholov. Na
vstupe programu sa zvoli v akom formate bude vstupny stubor, pricom bud v
stipcoch st postupne prvy sused, druhy sused a treti sused pre kazdy riadok,
ktory zodpoveda vrcholu, alebo v riadkoch st postupne susedia pre vSetky
stipce, pricom stlpec zodpoved4 vrcholu. Dalej bude na vstupe umiestnenie
a nazov suboru a pocet vrcholov grafu. Presny popis fromatu vstupu mozno
najst v stubore, ktory je stucastou prilohy k tejto praci.

Algoritmus som implementoval v jazyku C. Pouzival som tieto globélne
premenné: vertices, main_table, flow_table, sign_table. V premennej vertices
sa uchovava pocet vrcholov grafu. Premenna main_table je dvojrozmerné
pole (jeho velkost je 3 x pocet vrcholov), kde st pre kazdy vrchol ulozeni
jeho susedia. Aj flow_table je tiez dvojrozmerné pole rovnakej velkosti ako
main_table. Uchovava rovnako aktualne informéacie o toku v grafe. Vyuziva
sa pri Ford-Fulkersenovom algoritme. Sign_table je jednorozmerné pole po-
zastavajlce zo zdznamov o informécii o toku vo vrchole a predchodcovi vo
Ford-Fulkersonovom algoritme.

Na zaciatku programu sa inicializuju jednotilivé premenné. Nasledne sa
vola funkcia length_of_girth, ktora vrati obvod grafu. Tato funkcia vyuziva
funkciu bfs, ktorej tlohou je najst z daného vrchola dizku najkratsej kruz-
nice. Funkcia bfs dostane na vstupe dany vrchol, jedného jeho suseda a pole,
kde bude ukladat képiu frontu, ktory bude pouzivat pri prehladavani do
Sirky. Suseda zaradi automaticky medzi navstivené vrcholy a prehladdvanim
do sirky sa ho snazi najst z ”druhej strany”. Pre dany vrchol musime tuto
funkciu zavolat dva-krat, pricom druhykrat sa vola pre iného suseda. Ak by

sa volala len pre jedného suseda, nemuseli by sme néjst najkratsiu kruznicu.
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Funkcia length_of_girth zaroven najde aj cyklicky hranovy rez, ktory zod-
poveda obvodu. Zapamétanim si kopie frontu, ktory sa vyuziva vo funkcii bfs,
pre najmensiu dizku kruznice do pola best, vieme zrekonstruovat najmensiu
kruznicu. Hrany, ktoré su s niou incidentné buda tvorit cyklicky hranovy rez.

Pre pracu funkcie bfs bola potrebna manipulacia s frontom. Funkcie pre
pracu s nim som tiez implementoval standardnym spésobom.

Program dalej pokracuje hladanim disjunktnych ciest medzi plnymi stro-
mami postupne zvicdujicej sa hibky pre kazda dvojicu vrcholov. V pripade,
7e st stromy danej hibky disjunktné, vola sa pre dant dvojicu vrcholov fun-
kcia findpaths, ktora dostane ako parametre indexy vrcholov, hibku stromov
a smernik paths, kde sa budii ndjdené cesty ukladat.

Informécia o toku v sign_table obsahuje symbol, podla toho, ¢i je dany vr-
chol zdroj, resp. tstie (’s”, resp. ”t”), alebo ¢ mal po¢as Ford-Fulkersonovho
algoritmu kladny, zaporny, resp. nulovy tok ("+4”, ”-” resp. "x”). Ak ide o

vrchol plného stromu iny ako list, tak méa symbol ”!”

. Na zaciatku su vsetky
symboly inicializované na ”x”.

Daélezitou castou funkcie findpaths je volanie funkcie iteration, ktora re-
alizuje Ford-Fulkersonov algoritmus. Kazdej hrane v grafe zodpovedaji dva
opacne orientované Sipy, ktorych kapacita je 1. Pri¢om najviac jeden zo Sipov
mé nenulovy tok. Sip je reprezentovany vo flow_table takto: ak y je i-ty sused
z, potom flow_table[i,z]=v a main_table[i,z]=y, kde v je hodnota toku zo z
do y. Rovnako plati aj flow_table[j,y]=w, kde w je hodnota toku z y do z a
zaroven main_table[j,y|=z ak z je j-ty sused y.

Prehladévanie grafu sa realizuje postupne z kazdého zdroja. Zdroje st v

globalnej premmennej front. Postupne sa vo while cykle z premennej front

31



vyberie jeden vrchol a preskiimaji sa jeho susedia. Ak este nie je susedny
vrchol pocas aktudlnej iteracie navstiveny (jeho informécia o toku je "x”) a
tok z predchadzajtuceho vrchola doni je 0, oznaci sa symbolom ”+7, ak tok z

”» N

neho do predchadzajiceho vrchola je 1, oznaci sa symbolom ”-”. Zaroven sa
do sign_table zaznadi aj jeho predchodca a vrchol sa prid4 do frontu. Pokial
je susedny vrchol oznaceny symbolom ”t” a na danom Sipe nie je tok, zna-
mena to, ze sme narazili na tstie. Rovnako sa zaznaci aj predchodca ustia a
moze sa while cyklus tspesne skonéit. While cyklus skoné¢i netspesne, ak sa
vypréazdni front a nepodari sa narazit na tstie. Podla toho ako skon¢i while
cyklus, budeme hovorit, 7e aj iteracia skoncila ispesne alebo netspesne. Da-
lej v ramci iteracie eSte prebieha rekonstrukcia cesty podla predchodcov. V
sign_table, az kym sa nenarazi na niektory zdroj. Zaroven sa nastavuju aj
hodnoty tokov vo flow_table, podla prislusnych symbolov. Nech b je vrchol
na ceste a a je jeho predchodca. Ak je b oznaceny symbolom ”+” alebo ”t”

” N

§ip @ — b bude mat hodnotu toku 1. Ak je b oznaceny symbolom ”-”, musel
mat Sip b — a predtym hodnotu toku 1, t4 sa teraz nastavi na 0.

Po kazdej Gspesnej iteracii, treba vycistit sign_table a front. Zachovaju sa
len oznacenia zdrojov a usti. Ak iteracia skonci netspesne, tak je tok blo-
kujtci a uz sa nepodari néjst ziadnu novi cestu. Preto moézme skondéit aj s
dalsimi iterdciami. Dolezité vSak budi znacky, ktoré vznikni pri poslednej (i
ked netispesnej) iteracii, tie vyuZijeme pri zostrojovani rezu.

V pripade, 7e pocet ciest, ktoré vratila funkcia findpaths je pre dant hibku
mensi ako velkost doposial ndjdeného cyklického hranového rezu, zostrojime

pomocou sign_table, ktora obsahuje tidaje z poslednej iteracie rez. Uskutocni

sa to funkciou findcut, ktord prehladava cesty, ktoré dostane ako parameter,
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od tustia smerom k zdroju, zastavi sa vSak hned, ako narazi na symbol ”+",

7.7 alebo ”s”, pretoze prave tu zastala posledna iteracia. Prave posledné

hrany tychto ciest (smerom od tstia po ndjdeny symbol) budu tvorit rez.
Na vystup dé program cyklick hranova stuvislost daného kubického grafu

a cyklicky hranovy rez tejto velkosti. V pripade, Ze bolo vo vstupnom stbore

viac grafov, na vystupe buda tdaje pre kazdy graf postupne.

3.4 Testovanie

Algoritmus som testoval pomocou testovacieho programu, ktory som reali-
zoval backtrackingom. Ako globélne premenné som pouzil tabulku susedov
pre vsetky vrcholy, zoznam vSetkjch hran a premennti na ukladanie poctu
najdenych cyklickych komponentov. Na zaciatku sa urcila hodnota cyklickej
hranovej suvislosti, ktord sa ma testovat, nech je to k. Princip testovania
spocival v tom, Ze sa budl za mozny rez povazovat vSetky kombinacie k-tic
hran (postupne pre k = 1, 2, ... k). Po vybrati konkrétnej k - tice sa overi,
¢i vznikli dva komponenty, a ¢i obsahuju cyklus. Ak ano, tato k - tica tvori
cyklicky hranovy rez a hodnota cyklickej hranovej suvislosti je k.

Ustrednou funkciou bola funkcia backtrack, ktord mala vstupné parametre
level, na ktorom sa backtracking nachadza a ¢ - poradie hrany, ktora bude
tvorit pripadny rez. Pri prvom volani to bolo x a 0. Na zaciatku funkcie
backtrack sa docasne odstranila i-ta hrana zo zoznamu.

Dalej nasledoval for-cyklus od i po takmer koniec zoznamu. Slovo tak-
mer som pouzil preto, lebo poslednych m = level hran sa nechéavalo pre

zostavajice vnorenia. Pokial bol level > 1 nasledovalo rekurzivne volanie
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backrack(level-1, i+1). Pretoze bolo treba zo zoznamu odstranif o jednu
hranu menej a chceli sme ju vybraf z hrén, ktoré st v zozname v poradi
neskor ako posledne odobrata. Ak level = 1, mohli sme rekurziu zastavit.
V tejto chvili bol zo zoznamu odobraty pozadovany pocet hran. Nasledovala
kontrola po¢tu komponentov a cyklov. Prehladaval sa graf do Sirky z kazdého
vrhola, ktory nepatril do ziadneho z doteraz najdenych komponentov pre tuto
mnozinu odobratych hran. Zaroven sa po najdeni nového komponentu z kaz-
dého jeho vrchola volala dvakrat funkcia bfs (jedenkrat by nestacilo, ak by sa
sused nenachadzal na kruznici; funkcia bfs bola popisana v predchadzajuicej

Casti tejto kapitoly). Funkcia make vratila pocet cyklickych komponentov,

.....

v

cet.

Po skonceni for-cyklu nasledoval (na kazdej turovni rekurzie) navrat do-
casne odstranenej hrany.

Po skonceni rekurzivnej funkcie mal graf cyklickG stvislost level, pokial
najvyssi pocet cyklickych komponentov dosiahnutych v rekurzii bol viac ako
jeden.

Dalej som testoval, ¢i je rez, ktory najde optimalizovany program, cyk-
licky. Hrany, ktoré tvorili rez som odstranil zo zoznamu hran a overil som,
kolko cyklickych komponentov nasla funkcia make.

Program som testoval na vsetkych kubickjch grafoch s po¢tom vrcholov
najviac 18, dalej na vSetkych snarkoch, ktoré mali pocet vrcholov najviac
28 a na niektorych sporadickych snarkoch s poc¢tom vrcholov najviac 54.
Testovaci program ukézal spravnost optimalizovaného programu na tychto

vstupoch.
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Kapitola 4

Z.aver

V praci som zhrnul zédkladné poznatky, tykajtice sa cyklickej hranovej su-
vislosti. Ukazal som prepojenie medzi niektorymi poprednymi otvorenymi
problémami tedrie grafov a cyklickou stvislostou. Cyklické suvislost teda vy-
stupuje ako dolezity paramater grafu.

Napokon som implementoval algoritmus od Dvoréka, Karu, Krala a Pan-
graca na pocitanie cyklickej hranovej stvislosti a hladanie minimélneho cyk-
lického hranového rezu, ktory pracuje v polynomidlnom ¢ase O(n®logn).

Na tato pracu sa dé nadviazat dalsim skimanim cyklickej stuvislosti, ako

i dalsim vylepSovanim Casovej zloZitosti algoritmu na jej pocitanie.
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Dodatok A

Priloha

Prikladam CD, na ktorom je napaleny program na pocitanie cyklickej hra-
novej suvislosti a hladanie cyklického hranového rezu spolu so zdrojovymi

kédmi.
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