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Abstrakt

Objektom sktimania nasej prace su vrcholovo-disjuktné cykly v sic¢inoch grafov a dal-
sich pribuznych triedach. Po prezentovani niektorych zakladnych vysledkov z oblasti
vrcholovo-disjuktnych cyklov, decyklacného ¢isla a vztahu medzi nimi, skimame maxi-
malny pocet vrcholovo-disjukntnych cyklov postupne v kartezianskom stcine, tenzoro-
vom sucine, silnom sicine, lexikografickom sucine, v spojeni grafov, ko-normalnom su-
¢ine, zakorenenom sucine a amalgamaciach. V jednotlivych triedach sa zamieravame na
postacujice a nutné podmienky exitencie velkého poc¢tu vrcholovo-disjunktnych cyklov,
pricom v niektorych pripadoch sa podarilo presne urcit maximalny pocet vrcholovo-

disjunktnych cyklov.

KIcéové slova: vrcholovo-disjunktné cykly, kartezidnsky sucin, tenzorovy sucin, silny
) ) b

sucin, lexikograficky sicin, ko-normalny stucin, spojenie, decyklacné ¢islo



Abstract

This paper deals with vertex-disjoint cycles in graph products and other related clas-
ses. After presenting some basic theorems from area of vertex-disjoint cycles, decycling
number and about relation between these parametres, we examine maximum number
of vertex-disjoint cycles in cartesian product, tensor product, strong product, lexicog-
raphical product, co-normal product, join and amalgamations. In individual classes we
are focused on sufficient and necessary conditions of existence large number of vertex-

disjoint cycles, while in some cases we can specify number of vertex-disjoint cycles.
Keywords: vertex-disjoint cycles, cartesian product, tensor product, strong product,

lexicographical product, co-normal product, join, decycling number, feedback vertex

set
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Uvod

V poslednych desatrociach sa v tedrii grafov sa znaénd pozornost venovala najst
najvacsi pocet vrcholovo-disjunktnych cyklov v grafe, dany pocet oznacujeme ¢(G).
Pre problém najdenia tohto parametra plati Zze je NP-uplny, pretoze obsahuje problém
rozkladu na trojuholniky. Je zname, Ze problém rozkladu na trojuholniky je NP-tuplny
(Garey, Johnson [GJ79]).

Podobny problém je ¢i v GG existuje aspon k vrcholovo-disjunktnych cyklov pre fixné
k. Zaoberal sa tym Bodlaender [Bod90] a dokézal, Ze v takom pripade ma tento problém

linedrnu ¢asovu zlozitost.

Vrcholovo-disjunktnym cyklom venoval dost pozornsti aj Bollobas. Vo svojej praci

[Bol78] charakterizoval grafy bez dvoch disjunktnych cyklov.

Podobné pozornost sa venovala problému néjdenia najvicsej mnoziny F' C V(G)
indukujicej les ako podgraf grafu (. Tento problém sa d4 jednoducho previest na
problém najdenia najmensej podmnoziny S C V(G), pre ktoru plati G — S je acyk-
licky graf. Kazda mnozina S pre ktora je graf G — S acyklicky sa nazyva decyklacna
mnozina (decycling set). Velkost najmensej decyklaénej mnoziny v grafe G nazyvame

decyklaénym ¢islom (decycling number) G a oznacujeme ho ¢(G).

Decykla¢nd mnozina sa niekedy nazyva aj feedback vertex set. Pod tymto pojmom
sa problém odstranenia vsetkych cyklov v grafe G odobratim mnoziny vrcholov z grafu
objavuje napriklad v aplikaciach prevencie deadlocku v operac¢nych systémoch, v rie-
seni niektorych problémov v umelej inteligencii, distrubovanych algoritmov alebo pri
probléme umiestonovania optickych sieti. Karp, Miller a Thatcher dokazali ze problém

urcenia decyklacného ¢isla je NP-uplny, pozri [RRJ75].

Medzi problémom najvécsicho po¢tu vrcholovo-disjunktnych cyklov varphi(G) a de-
cykla¢ného cisla phi(G) je tzky vztah: p(G) < ¢(G).



OBSAH N

Predlozend praca sa zaobera urc¢enim najvacsieho poctu vrcholovo-disjunktnych cyk-
lov v niektorych konkrétnych triedach grafov a je rozdelend na dve kapitoly. V prvej
kapitole prezentujeme mnozstvo znamych vysledkov pre vrcholovo-disjuktné cykly v

grafe, decyklac¢né ¢islo a pre vzfah medzi tymito dvomi paramatrami.

V druhej kapitole prezentujeme dosiahnuté vysledky pre pocet vrcholovo-disjukntnych
cyklov postupne v kartezianskom sucine, tenzorovom sicine, silnom sucine, lexikogra-
fickom sucine, v spojeni grafov, ko-normalnom stcine, zakorenenom sti¢ine a amalgama-
ciach. Konkrétne sa venujeme postacujicim a nutnym podmienkam exitencie velkého
poctu vrcholovo-disjunktnych cyklov, pricom v niektorych pripadoch sa podarilo presne

urc¢it maximalny pocet vrcholovo-disjunktnych cyklov.



Kapitola 1
Prehlad problematiky

V tejto kapitole uvddzame niektoré zndme vysledky zo skiimanej oblasti. Pri pre-
zentovani zakladnych definicii a vysledkov o vypoctovej zlozitosti problému uvadzame
charakterizaciu grafov bez dvoch vrcholovo-disjunktnych cyklov. Dalej uvadzame vztah
medzi hodnotami ¢(G) a ¢(G) vo vonkajsoplanarnych grafoch, pre ktoré je znamy tesny
dolny a horny odhad tohto vztahu. Na zaver kapitoly prezentujeme niektoré vysledky

pre decyklacné ¢isla v kartezianskom a silnom sticine.

1.1 Vrcholovo-disjunktné cykly

Definicia 1.1.1. MnoZina C vrcholovo-disjunktnijch cyklov grafu G je mnoZina takych

cyklov, ktoré po dvojiciach navzdjom nemaji Ziadny spolocny vrchol.

Velkost najvacsej mnoziny vrcholovo-disjunktnych cyklov grafu G budeme oznaco-
vat p(G).
Decyklacné ¢islo ¢(G) grafu G je najmensi pocet vrcholov grafu G takych, ktorych
odstranenim z grafu G vznikne acyklicky graf.
Ak nie je uvedené inak, zvysné pojmy su definované a oznacované standartnym sposo-

bom.

Uvazujme nasledovny problém. Pre dany graf G = (V, E) chceme zistit ¢i obsahuje
aspon k vrcholovo-disjunktnych cyklov. Ak k je sucastou vstupu, tak tento problém je
NP-tplny, pretoZze obsahuje Rozklad na trojuholniky ako $pecidlny pripad (k = |V'|/3).
Je zname, ze problém rozkladu na trojuholniky je NP-tuplny (Garey, Johnson [GJ79]).
Pre fixné k sa tento problém da riesit v case O(n) (Bodlaender [Bod90]).
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Veta 1.1.2. (Bollobds [Bol78]) Nech G je multigraf bez dvoch vrcholovo-disjunktnijch
cyklov. Nech §(G) > 3 a nech neexistuje vrchol ktory patri do vsetkijch cyklov. Potom

plati jedno z nasledujicich siestich turdend.
1. G ma tri vrcholy a ndsobné hrany spajajice kazdy pdr vrcholov.
2. G je K4 v ktorom jeden z trojuholnikou mozZe mat ndsobné hrany.
3. G=Ks.

4. G je K5 bez jednej hrany, pricom niektoré z hrdn nesusediace s chybajicou hranou

mozu byt ndasobnymi hranami.

5. G je koleso (wheel) ktorého hrany idice do stredu (spokes) mézu byt ndsobnymi

hranami.
6. G vzniklo z K3, pridanim hrdn alebo zndsobnenim hrdn v mensej particii Ks,,.

Veta 1.1.3. (Bollobds [Bol78]) Graf G neobsahuje dva vrcholovo-disjunktné cykly prdve
vtedy, ked bud obsahuje vrchol v taky, Ze graf G —v je les, alebo G vznikol zo subdivizie
(subdivision) Gq z grafov vymenovangch vo Vete 1.1.2 pridanim lesa a najviac jedna

hrana spajaja kaZdy strom lesa a Gy.

Désledok 1.1.4. (Bollobas [Bol78]) Nech graf G je graf radun > 6 bez dvoch vrcholovo-
disjunktnych cyklov. Potom plati

e G md najviac 3n — 6 hrdn,
e 5(G)<3,a

o cykly G mozu byt zastiupené tromi vrcholmi.

1.2 VonkajSoplanarne grafy

Veta 1.2.1. Nech G je vonkajsoplandrny graf. Potom ¢(G) < ¢(G) < 2¢p(G).

Prva nerovnost je jednoducha na dokazanie, druhti cez greedy algoritmus dokazali
Kloks, Lee, Liu [TCMJ02].
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Definicia 1.2.2. Sy, je graf, kde V(G) =0,1,...,2k—1 a E(G) ={i(i+1): 0<i <
2k — 1} U {i(i +2) : i je pdrne} (indexy si modulo 2k ).

Veta 1.2.3. (Chang, Fu, Lien [CFL13]) Plati ¢(S) = [k/2] a ©(Sk) = |k/2].

Graf G je Ss-strom radu t prave vtedy, ked obsahuje presne ¢t S3 vrcholovo-disjunkt-

nych subdivizii a kazd4 hrana mimo subdivizii nepatri do ziadneho cyklu.

Veta 1.2.4. (Chang, Fu, Lien [CFL13]) Pre vonkajsoplandrny graf G plati ¢(G) =
20(G) prdve vtedy, ked G je Ss-strom.

Veta 1.2.5. (Chang, Fu, Lien [CFL13]) Pre vonkajsoplandrny graf G plati ¢(G) =

©(G) prave vtedy, ked G nemd Ziadnu Sy-subdiviziu pre vietky k nepdrne.

1.3 Decyklac¢né cisla kartezianskych stcinov

GUH oznacuje karteziansky sucin grafov G, H.

Veta 1.3.1. (Bau, Beineke [BB02]) Ak m,n > 3, tak

o(P,0P,) >

mn—n-—m-+2
5 )

Veta 1.3.2. (Bau, Beineke [BB02]) Pre n > 4 plati:
1. ¢(P,0OPR,) = |n/2]
2. ¢(P0OP,) = |3n/4]

3. o(P1P,) = [n]

Veta 1.3.3. (Pike, Zou [PZ05]) Pre m,n > 3 plati:

32n ak m = 4
[3m
o(C,0C,,) = 2-‘ ak n =/
mn + ﬂ inak
3
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Veta 1.3.4. (Hartnell, Whitehead [HW08]) Nech F je les s n vrcholmi. Potom plati
S(FOK3) = n.

1.4 Decyklac¢né cisla silnych stcinov

Definicia 1.4.1. Silng siucin (strong product) G H grafov G a H je graf s mnoZinou
vrcholov V(G) x V(H) a dva vrcholy (u,u') a (v,v") si susedné prave vtedy, ked

e u=uv au jesusedny s v’ v grafe H, alebo
e u' =0 awu je susedny s v v grafe G, alebo

e u je susedny s v v grafe G a u' je susedny s v' v grafe H.

Veta 1.4.2. (Xie [Xie07]) ¢(P, W P,,) = min{n - |m/2],m - |n/2]}.
Veta 1.4.3. (Xie, Chan [XC]) ¢(P,, ® C,,) = min{m - [n/2],n - m/2] + [m/2]}.

Veta 1.4.4. (Xie, Chan [XC]) Nech n alebo m je pdrne, potom ¢(C,, K C,,) = min{m -
[n/2] + [n/2],n - [m/2] + |m/2|}. Nech n aj m si obe nepdrne a m < n, potom
n-[m/2] < ¢(C,, KC,) <n-[m/2] + 1.

Veta 1.4.5. (Xie, Chan [XC]) (K, P,) =mn —2-[n/2].
Veta 1.4.6. (Xie, Chan [XC]) ¢(K,, ¥ K,,) = mn — 2.
Veta 1.4.7. (Xie, Chan [XC]) Nech m > 3, potom ¢(Ky -1 X P,) = n.

Veta 1.4.8. (Xie, Chan [XC]) Nech m,n > 3, potom ¢(K,, K C,) =n+m — 1.



Kapitola 2

Vrcholovo-disjunktné cykly v

sucinoch grafov

V tejto najvacsej kapitole prezentujeme dosiahnuté vysledky pre pocet vrcholovo-
disjunktnych cyklov v sic¢inoch grafov a niektorych pribuznych triedach. Venujeme
sa prevazne postacujicim a nutnym podmienkam existencie velkého poctu vrcholovo-
disjunktnych cyklov, pricom v niektorych pripadoch presne ur¢ujeme maximalny pocet

vrcholovo-disjunktnych cyklov.

2.1 Karteziansky sucin grafov

Na zaciatku sekcie uvedieme dve tvrdenie platiace vSeobecne pre maximalny po-
et vrcholovo-disjunktnych cyklov v grafe. Dalej uvedieme postacujtice podmienky pre
karteziansky sucin na dosiahnutie najvacsie poc¢tu vrcholovo-disjunktnych cyklov pre
tento sucin a par tvrdeni pre pracu s podgrafmi v sicine. Potom uvedieme tvrdenie
platiace pre sicin grafov s obvodom aspon 4. Nakoniec porovname niektoré vysledky

pre maximalny pocet vrcholovo-disjunktnych cyklov s decyklacnym cislom.

Definicia 2.1.1. Kartezidansky sucin GLH grafov G a H je graf s mnoZinou vrcholov

V(G) x V(H), pricom dva vrcholy (u,u') a (v,v") st susedné prave vtedy ked
e u=uv au jesusedny sv' v grafe H, alebo

o u' =" awu je susedng s v v grafe G.

Pocet vrchlov grafu G budeme oznacovat n, pocet vrcholov grafu H budeme ozna-

¢ovat m. Pocet vrcholovo-disjunktny cyklov grafu G budeme oznacovat ¢(G).
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Veta 2.1.2. Ak G je jednoduchy graf, potom o(G) < |n/3].

Dékaz. Najkratsi mozny cyklus v jednoduchom grafe ma dlzku 3, teda kazdy cyklus
pokryva aspon 3 vrcholy, a preto p(G) < |n/3]. O

Lema 2.1.3. Ak Gy, G, ..., G, st vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G, tak o(G) >
P(G1) + ¢(G2) + -+ + ¢(Gn).

Doékaz. Pre kazdy podgraf G; nech C; oznacuje najvacsiu mnozinu vrcholovo-disjunkt
-nych cyklov grafu G;, teda C; obsahuje prave o(G;) cyklov a tieto su po dvoch
vrcholovo-disjunktné. Nech C = U C;. Potom mnozina C obsahuje prave Z o(G;)
cyklov. Zaroven mnozina C obsahuje len cykly z grafu G, teda zjavne nie Je vicsia
ako najvacsia mnozina vrcholovo-disjunktnych cyklov grafu G. Takze obsahuje najviac

©(G) cyklov, z ¢oho vyplyva platnost dokazovanej nerovnosti. O

Pod pojmom pokryt budeme rozumief nasledovny koncept: Graf G sa da pokryt
grafom G’ préave vtedy, ked graf G Vierne rozlozit na vrcholovo-disjunktné podgrafy
G1, Ga, ..., G, také, ze |V (G)| = Z V(G| a G' ~ G; pre vSetky i, kde 1 < i < n.
Pod pojmom pokryt trojuholnikmi budeme rozumief pokryt C3, pokryt stvoruholnikmi
Cy.

Veta 2.1.4. Ak G a H su jednoduché grafy, pricom aspon jeden z nich sa dd pokryt
trojuholnikmi, potom o(GOH) = nm/3.

Dékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti nech sa graf G da pokryt trojuholnikmi, teda p(G) =
n/3. Rozdelme si graf G na vrcholovo-disjunktné podgrafy, pricom kazdy podgraf je
prave trojuholnik. Pre kazdy takyto podgraf T plati o(TTH) = m, tychto podgrafov
je evidentne n/3. Podla Lemy 2.1.3 plati ¢(GOH) > nm/3, podla Vety 2.1.2 plati
©(GOH) < |nm/3], a teda dostavame o(GOH) = nm/3. O

Désledok 2.1.5. Nech Gy, ...,G, st jednoduché grafy a aspon jeden z nich sa dd
pokryt trojuholnikmi. Potom plati o(G10---0OG,) = |[V(Gy)|- ... |V(Gn)]/3.

Lema 2.1.6. Nech Gi,Gs, ..., Gy su vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G a nech
Hy, Hy, ..., H, si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Potom plati o(GOH) >
> ©(G;0H;).

S0l J >
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Doékaz. Nech grafy G' a H' st grafy ktoré vznikni z grafov G a H odobratim vsetkych
hrén, ktoré nie st v ich podgrafoch Gy, Ga, ..., Gy a Hy, Hy, ..., H; (teda G' = G1UGLU
UG a H' = HHUH,U- - -UH,). Pre stu¢in G'OH’ potom evidentne plati o(G'OH’) =

©(G;,0H;). Graf G'OH’ je podgraf grafu GOH, teda podla Lemy 2.1.3 plati

S0l xJ >

©(GOH) > o(G'OH’), z ¢oho vyplyva ze plati dokazovand nerovnost. ]

Veta 2.1.7. Nech G1,Gs, ..., Gy si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G, a nech
Hy, Hs, ..., H; st vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Nech |V (Gy)|+- - -+|V(Gy)| =
V(G| a|V(H)|+-- -+ |V(H)| = |V(H)|. Nech o(G;0H;) = |V(Gy)|- [V (H;)|/3 plati
pre vsetky 1,7, kde 1 <i <k, 1< j <. Potom p(GOH) = nm/3.

Dokaz. Podla podmienok z tvrdenia dokazovanej vety plati nasledujica séria rovnosti:

>, ¢(GOH)= > V(G- |V(H)I/3=

1<i<k,1<j<l 1<i<k,1<j<l
(2 V(GOHD - (X2 V(H)N/3 = V(G- IV(H)|/3 =nm/3
1<i<k 1<5<
. Pouzitim Lemy 2.1.6 dostavame ¢(GOH) > nm/3, podla Vety 2.1.2 plati o(GOH) <
|nm/3], a teda p(GOH) = nm/3. O

Veta 2.1.8. Nech G a H si jednoduché grafy, H je graf s perfektnym pdrenim, a nech
plati |V(G)| = p(H) =nmod 3 an > max{|V(G)|, u(H)}. Oznacme m pocet vrcholov
v sucine (G« H)OK,,. Potom o((G « H)OK,) = m/3.

Doékaz. Ak n mod 3 = 0, tak graf K,, vieme pokryt trojuholnikmi. Potom podla Vety
2.1.4 plati p((G * H)OK,) = m/3.

Nech n mod 3 # 0. V pripade ze |V(G)| = u(H), tak Iahko vidiet ze graf G « H sa da
pokryt trojuholnikmi, teda podla Vety 2.1.4 plati ¢((G *« H)OK,) = m/3.

V pripade Ze |V (G)| # u(H) sa graf G« H uz trojuholnikmi pokryt neda. Ale da sa
pokryt graf (G« H)OK,,, vo zvysnej Casti dokazu si zostrojime takéto pokrytie.

Graf (G x H)OK,, si predstavme ako n képii grafu G« H, kde kazdy vrchol v z G « H
je spojeny hranou s vrcholom v z kazdej kopie G * H. Teda prva vrstvu mame koépie
G x H, druht kompletné grafy pre vSetky vrcholy G %« H. Ani jedna vrstva sa osamote
pokryt trojuholnikmi neda, teda niektoré vrcholy st pokryté v prvej vrstve, niektoré
v druhej. Oznac¢me si vrcholy grafu G ako a, b, ..., pariace hrany grafu H ako 1,2, ...,
priklad trojuholnika v prvej vrstve je al. Nech n = max{|V(G)|,u(H)}. V kazdej
képii G * H si ozna¢ime | = min{|V(G)|, u(H)} disjunktnych trojuholnikov. Bez ujmy
na vseobecnosti nech pu(H) > |V(G)|. V kazdej képii mame oznacené vsetky vrcholy
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G, v prvej kopii mam oznacené v H pariace hrany 1,2,....l, v druhej 2,3,...,1 + 1,
az sa dostaneme k poslednej [-tej képii, kde st oznacené hrany p(H),1,...,01 — 1.
Tymto spésobom ndm ostalo neoznacenych presne p(H) — |V(G)| hrén, ten pocet je
ale delitelny 3, teda tieto hrany mame po vrcholoch pokryté v druhej vrstve. Teda plati
(G« H)OK,) = m/3. Ak n > max{|V(G)|,u(H)}, v prvych max{|V(G)|,u(H)}
képiach mame pokryté vsetky vrcholy sposobom popisanym vyssie. Pocet zvysnych
kopii je delitelny tromi, a teda mame vsetky vrcholy pokryté v druhej vrstve. Takze
plati o((G * H)OK,) = m/3. O

Désledok 2.1.9. Nech Gy, G, . .., Gy st vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G a nech
Hy, Hy, ..., H; st vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Nech |V (G1)|+- - -+|V(Gk)| =
\V(G)| a |V(H)|+---+ |V(H)| = |V(H)|. Nech kazdy podgraf G; je bud trojuholnik
alebo G; = G, H], pricom |V (G})| = w(H]) = nmod 3 a n = max{|V(G))|, u(H])}.
Nech kazdy podgraf H; je trojuholnik alebo H; = K,. Potom gpz(GDH) = |V(G)| -
V()3

Dékaz. Podla Vety 2.1.8. pre vsetky G; = G} x H! také ze |V (G})| = p(H]) = n mod 3,
plati o(G;,0K,) = n|V(G;)|/3. Podla Vety 2.1.4 o(C30H;) = 3|V (H;)|/3 a p(G;,0C3) =
3|V (G;)|/3, teda podla Vety 2.1.7 plati o(GOH) = |V(G)| - |V (H)|/3. O

Lema 2.1.10. Ak G a H su jednoduché grafy s obvodom aspon 4, potom aj ich siucin
GUOH ma obvod aspon 4.

Dékaz. Pre vrcholy GOH uvazujme stradnice (g, h), kde g je vrchol G, h je vrchol H.
Potom trojuholnik v GOH znamend tri vrcholy (g1, h1), (g2, h2) a (g3, hg) navzajom
susedné. Z definicie sic¢inu plati, ze dva vrcholy (g1, h1) a (ga, he) st susudné len vtedy,
ked jedna zo stradnic ostala nezmenend. V takom pripade v GOH trojuholniky (za
predpokladu zZe neboli uz v jednom z pévodnych grafov) existovat nemdze, pretoze na

neho by sme potrebovali aspon jednu dvojicu vrcholov kde sa zmenia obe stiradnice. [

Veta 2.1.11. Ak G a H su jednoduché grafy s obvodom aspon 4, potom o(GOH) <
|nm/4].

Dékaz. Najkrats{ mozny cyklus v jednoduchom grafe bez trojuholnikov mé dizku 4.
Podla Lemy 2.1 suc¢in GLH troujholniky neobsahuje, teda kazdy cyklus pokryva aspon
4 vrcholy. Z toho vyplyva ze plati o(GOH) < [nm/4]. O
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Dokaz nasledujticej vety sa opiera o rovnakt myslienku ako dokaz Vety 2.1.4, s tym

rozdielom, ze tentokrat uvazujeme stvoruholniky namiesto trojuholnikov.

Veta 2.1.12. Nech G a H st jednoduché grafy s obvodom aspon 4, pricom aspon jeden
z nich sa dd pokryt stvoruholnikmi. Potom o(GOH) = nm/4.

Dokaz. Bez ujmy na vsSeobecnosti nech sa graf G da pokryt sStvoruholnikmi, teda
©(G) = n/4. Rozdelme si teda tento graf na vrcholovo-disjunktné podgrafy, pricom
kazdy podgraf je prave Stvoruholnik. Pre kazdy takyto podgraf T plati o(TOH) = m,
tychto podgrafov je evidentne n/4. Podla Lemy 2.1.3 plati o(GOH) > nm/4, podla
Vety 2.1.11 plati o(GOH) < |[nm/4], a teda dostavame p(GOH) = nm/4. O

Désledok 2.1.13. Nech Gy, ...,G, st jednoduché grafy s obvodom aspon 4. Nech as-
pon jeden z nich sa dd pokryt stvoruholnikmi. Potom plati p(G10---0G,) = |V (Gy)]-
o VI(GR) /4.

Symbolom u(G) oznacujeme velkost najvécsieho parenia grafu G. Pocet vrcholov G
obsiahnuty v najvacsom péreni sa teda rovna 2u(G).

Veta 2.1.14. Ak G a H st jednoduché grafy s obvodom aspori 4, potom o(GOH) >
W(G) - p(H).

Dékaz. To ze graf G mé parenie o velkosti p1(G) zaroven znamend, ze mé p(G) vrcholovo
disjunktnych podmnozin FP,. Potom podla Lemy 2.1.6 plati o(GOH) >
> o(POP,) = u(G) - u(H) a teda plati dokazovana nerovnost. O

1<i<pu(G) 1< <p(H)
Désledok 2.1.15. Nech grafy G a H su jednoduché grafy s obvodom aspon 4 a per-
fektngm pdrenim. Potom o(GOH) = nm/4.

Désledok 2.1.16. Nech Gy,...,G, st jednoduché grafy s obvodom aspon, nech as-
poni dva z nich maji perfektné pdrenie. Potom plati o(G10---0G,,) = |V(Gy)] -
[V(Gn)l/4.

Dokaz. Kedze kartezidnsky sucin je komutativny, mézeme bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladat ze G; a G5 maju perfektné parenie. Podla Désledku 2.1.15 plati, Ze ich su-
¢in sa d& pokryt stvoruholnikom, potom podla Désledku 2.1.13 plati (G410 - - - OG,,) =
V(G- ... - [V(Gn)l/4. O

Veta 2.1.17. Nech G a H st jednoduché grafy s obvodom aspon 4. Ak o(GOH) =

nm/4, tak aspon jeden z grafov G a H md perfektné pdarenie.
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Dékaz. GOH si predstavme ako §tvorcovi siet vrcholov, ktord mé n riadkov a m stlp-
cov. Kazdy stipec predstavuje jednu képiu G, kazdy riadok jednu képiu H. Hrany G
vytvaraji hrany v stipcoch, hrany H v riadkoch. o(GOH) = nm/4 znamena 7e nasu
siet je pokryta stvoruholnikmi. Z definicie kartezianskeho stcinu vyplyva zZe v sieti nie
st ziadne hrany s konéiacimi vrcholmi v roznych riadkoch aj stipcoch. Teda kazdy $tvo-
ruholnik bud cely patri do jedného riadku/ stlpca, vtedy ten §tvoruholnik patril uz do
jedného z povodnych grafov, alebo patri do dvoch riadkoch a dvoch stipcoch po dvoch
vrcholoch spojenych hranov, jedna hrana v G, jedna v H. Stvoruholnik patriaci do
riadku si ozna¢me R, patriaci do stipca . Stvoruholnik prechadzajici medzi vrstvami
sa da povazovat za P,L1P;.

Kazdy riadok je pokryty kombinaciou stvoruholnikov R a PUIP,, a vrcholov, ktoré
si pokryté nejakym stvoruholnikom S. Ked mame aspon jeden riadok pokryty len
stvoruholnikmi R a P[P, alebo ¢(H) = m/4 (toto mdze platit a pritom mdze exis-
tovat také pokrytie, ze taky riadok existovat nebude), potom v grafe H, ktory urcuje
hrany v riadkoch, existuje perfektné péarenie. Ked taky riadok neexistuje a zaroven
plati o(H) # m/4, potom kazdy riadok pretina nejaky stvoruholnik S. Potom jediné,
co potrebujeme aby v grafe G existovalo perfektné parenie je, aby n bolo parne. Keby
ale n bolo nepérne, m by muselo delitelné Styrmi a nejaky vrchol kazdého stlpca by
musel byt pokryty R. Ale spolu s m delitelnymi Styrmi dostavdme ¢(H) = m/4, ¢o

sme ale vylucili. O]

Z uvedenych tvrdeni platiacich pre ¢(GOH) vychddzame pri porovni s tvrdeniami
platiacimi pre ¢(GOH ), ktoré st uvedené v ramci Sekcie 1.3. Vyberieme Specidlne pri-

pady, kedy sa tieto dva parametre blizia alebo st dokonca rovné. F' je acyklicky graf.

Stein  @(GOH) ¢(GOH)
ROP, =|n/2] 1n/2]

P,OP, = |n] = |n|
cs0C, =n =[(3n+2)/3]
CsdF =n =n

2.2 Tenzorovy sucin grafov

Na tvod tejto sekcie uvadzame dve tvrdenia o podgrafoch sicinov. Dalej prezentu-
jeme postacujicu podmienku pre dosiahnutie najvacsieho poc¢tu vrcholovo-disjunkntych
grafov v tenzorovom sicine a nakoniec jednu zakladni vetu pre stuciny grafov s obvodom

aspon 4.
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Definicia 2.2.1. Tenzorovy sucin (tensor product) G x H grafov G a H je graf s
mnozinou vrcholov V(G) x V(H), pricom dva vrcholy (u,u’) a (v,v") st susedné prave

vtedy ked u je susednij s v v grafe G a zdrovern u' je susedny s v' v grafe H.

Dokazy nasledujucich dvoch tvrdeni su analogické s dokazmi zodpovedajicich tvr-

deni platiacich pre Kartezidnsky suc¢in (Lema 2.1.6 a Veta 2.1.7).

Lema 2.2.2. Nech G1,Gs, ..., Gy si vrcholovo-disjunkiné podgrafy grafu G a nech
Hy, H,, ..., H si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Potom plati o(G x H) >

> (G x Hj).

1<i<k,1<5<I

Doékaz. Nech grafy G' a H' st grafy ktoré vznikni z grafov G a H odobratim vsetkych
hran, ktoré nie su v ich podgrafoch G1,Gs, ..., Gy a Hy, Hs, ..., H; (teda G' = G1 U
GoU---UGpa H = H UHyU---UH,). Pre st¢in G’ x H' potom evidentne plati
p(G"x H') = ¥  ¢(G; x Hj). Grat G" x H' je podgraf grafu G x H, teda
podla Lemy 2.1.1?? l;lk;t?;l(G x H) > ¢(G" x H'), z ¢oho vyplyva ze plati dokazovana

nerovnost. O

Veta 2.2.3. Nech G1,G,...,Gy si vrcholovo-disjunkiné podgrafy grafu G, a nech
Hy, Hy, ..., H; st vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Nech |V (G1)|+- - -+|V(Gk)| =
V(G| a [VH)|[+ -+ [V(H)| = [V(H)|. Nech o(G; x H;) = [V(Gi)| - |V (H;)[/3
plati pre vsetky i,7, kde 1 <1 < k,1 <j <. Potom p(G x H) =nm/3.

Dokaz. Podla podmienok z tvrdenia dokazovanej Vety plati nasledujtica séria rovnosti:

> p(GixH)= S V(G| V(H)|/3=

(1<i<k)(1<5<1) (1<i<k) (1< <1)
( 22 WV(GHD-( > VH)N/B= V(G- [V(H)|/3=nm/3
(1<i<k) (1<j<)
. Pouzitim Lemy 2.2.2 dostavame ¢(G x H) > nm/3, podla Vety 2.1.2 plati o(Gx H) <
|nm/3], a teda (G x H) =nm/3. O

Lema 2.2.4. Nech G je lubovolny z grafov K3 x K3, K3 X K4, K3 X K5, K4 X Ky,
Ky x K5, K5 x K5. Potom ¢(G) = [|V(G)]/3].

Veta 2.2.5. Nech G1,G, ..., Gy si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G a nech
Hy, Hy, ..., H; st vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Nech |V (G1)|+- - -+|V(Gk)| =
\V(G)| a|V(H1)|+--+|V(H)| =|V(H)|. Nech kazdy podgraf G; a H; je jeden z grafov
K3, K4 alebo K. Potom o(G x H) = |V(G)|- |V (H)|/3.
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Dékaz. Podla Lemy 2.2.4 pre kazdy mozny sicin G; x H; plati o(G; x H;) = |V(G,)| -
|V(G;)|/3 a teda podla Vety 2.2.3 plati p(G x H) = |V(G)| - |V (H)|/3. O

Veta 2.2.6. Ak grafy G a H su jednoduché grafy a G je graf s obvodom aspon 4, potom

aj ich sucin (G x H) md obvod aspor 4.

Dékaz. Pre vrcholy G x H uvazujme sturadnice (g, h), kde g je vrchol G, h je vrchol H.
Potom trojuholnik v G x H znamend tri vrcholy (g1, h1), (g2, ha) a (g3, hs) navzajom
susedné. Z definicie sucinu plati, ze dva vrcholy (g1, h1) a (g1, hi) st susudné len vtedy,
ked st obe stradnice zmenené a (g1, g2), (h1, ha) st susedné v prislusnom z pévodnych
grafov. Teda aby ndm vrcholy (g1, h1), (g2, ha) a (g3, hs) tvorili trojuholnik v sucine,
musia byt vrcholy g1, go a g3 rozne a susedné v GG, a vrcholy hq, hy a hg rézne a susedné

v H. Taky pripad ndm ale nemdze nastaf pretoze G neobsahuje trojuholnik. [

2.3 Silny sicéin

Na tvod tejto sekcie uvddzame dve tvrdenia o podgrafoch siéinov. Dalej prezentu-
jeme niekolko postacujicich podmienok pre dosiahnutie najvacsieho poctu vrcholovo-
disjunkntych grafov v silnom stc¢ine. Nakoniec porovname niektoré vysledky pre maxi-

malny pocet vrcholovo-disjunktnych cyklov s decykla¢nym ¢islom.

Definicia 2.3.1. Silny sicin (strong product) GX H grafov G a H je graf s mnoZinou
vrcholov V(G) x V(H) a dva vrcholy (u,u') a (v,v") si susedné prave vtedy, ked

e u=1v au jesusedny s v v grafe H, alebo
e u' =0 awu je susedny s v v grafe G, alebo
e u je susedny s v v grafe G a u' je susedny s v' v grafe H.

Veta 2.3.2. Plati V(GR H) = V(GOH) = V(G x H) o E(GR H) = E(GOH) U
E(G x H).

Dokaz. Tvrdenie vyplyva priamo z definicii danych sti¢inov. O]
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Dokazy nasledujucich dvoch tvrdeni su analogické s dokazmi zodpovedajicich tvr-

deni platiacich pre Kartezidnsky sucin (Lema 2.1.6 a Veta 2.1.7).

Lema 2.3.3. Nech Gi,Gs,...,Gy su vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G a nech
Hy, Hs, . ..., H; si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Potom plati o(G X H) >

> (G X Hj).

Doékaz. Nech grafy G’ a H' st grafy ktoré vznikni z grafov G a H odobratim vsetkych
hrén, ktoré nie st v ich podgrafoch G1,Ga,...,Gy a Hy, Hy, ..., H; (teda G' = G U
GoU---UGya H = H UHyU---U H,). Pre st¢in G' X H' potom evidentne plati
p(G'XH') = >  p(G; X Hj). Graf G' X H' je podgraf grafu G X H, teda
podla Lemy 2.1.1§ ZS{C;;J;Z(G X H) > o(G'"® H'), z ¢oho vyplyva ze plati dokazovand

nerovnost. O

Veta 2.3.4. Nech Gi,Gs,...,Gy si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G, a nech
Hy, Hy, ..., H; si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Nech |V (G1)|+- - -+|V(Gy)| =
V(G| a VH)|[+ -+ [V(H)| = [V(H)|. Nech o(G; W H;) = [V(Gi)| - [V (H;)]/3
plati pre vsetky i,7, kde 1 <1 <k,1 <j <. Potom p(GK H) = nm/3.

Dokaz. Podla podmienok z tvrdenia dokazovanej vety plati nasledujtca séria rovnosti:

> plGRH)= VG|V =

(1<i<k)(1<j<i) (1<i<k)(1<5<i)
(2 V@GN X VIH)D/3=IV(G)]-|[V(H)|/3=nm/3
(1<i<k) (1<5<1)
. Pouzitim Lemy 2.3.3 dostavame ¢(GX H) > nm/3, podla Vety 2.1.2 plati p(GRH) <
|nm/3], a teda o(GX H) =nm/3. O

Nasledujuce tri tvrdenia si dosledkom Vety 2.3.2 a tvrdeni platiacich pre kartezian-
sky a tenzorovy stdin, preto ich uvddzame bez dokazu (Veta 2.1.4, Désledok 2.1.5 a
Veta 2.2.5).

Veta 2.3.5. Ak G a H su jednoduché grafy, pricom aspon jeden z nich sa dd pokryt
trojuholnikmi, potom ¢(G X H) = nm/3.

Désledok 2.3.6. Nech Gi,...,G, si jednoduché grafy a aspon jeden z mich sa dd
pokryt trojuholnikmi. Potom plati p(Gha X --- XK G,) = |[V(Gy)|-... |V (Gn)|/3.

Veta 2.3.7. Nech G1,Gs, ..., G su vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G a nech
Hy, Ho, ..., H; st vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Nech |V (Gy)|+- - -+|V(Gy)| =
V(@) a|V(H)|+---+|V(H)| = |V(H)|. Nech kaZdy podgraf G; a H; je jeden z grafov
K3, Ky alebo K5. Potom o(GR H) = |V(G)| - |V(H)|/3.
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Veta 2.3.8. Ak vieme jeden z jednoduchijch grafov G a H kompletne pokryt cestou P
a druhy md perfektné pdrenie (vieme ho pokryt cestou Ps), tak (G X H) = nm/3.

Dékaz. Lahko vidiet ze plati o(Ps; X Py) = nm/3. Po aplikovani Vety 2.3.4 dostavame
o(GRH) =nm/3. O

Z uvedenych tvrdeni platiacich pre (G X H) vychadzame pri porovni s tvrdeniami
platiacimi pre ¢(GOH), ktoré st uvedené v ramci Sekcie 1.4. Vyberieme dva Specidlne
pripady, v prvom sa tieto dva parametre su eSte pomerne blizsko, v druhom je medzi

nimi uz velky rozdiel.

Stein @GR H) ¢(GEH)
P,XP, =|2n/3| =2-|n/2]
K,0K, <=|nm/3] =mn—2

2.4 Lexikograficky sucin grafov

Na tvod tejto sekcie uvddzame dve tvrdenia o podgrafoch suc¢inov. Dalej prezen-
tujeme potom niekolko postacujicich podmienok pre dosiahnutie najvacsiecho pocétu

vrcholovo-disjunkntych grafov v lexikografickom stcine.

Definicia 2.4.1. Lezikograficky sicin (Lexicographic product) G - H grafov G a H je
graf s mnozZinou vrcholov V(G) x V(H) a dva vrcholy (u,u') a (v,v") si susedné prdve

vtedy ked
e u=1uv au jesusedny s v v grafe H, alebo
e u je susedny s v v grafe G.

Lexikograficky stéin nie je komutativny, avsak vo vela pripadoch plati ¢(G - H) =
p(H - G).

Veta 2.4.2. Plati V(G- H) = V(GR H) = V(GOH) a E(G-H) 2 E(GR H) =
E(GOH) U E(G x H).

Dokaz. Tvrdenie vyplyva priamo z definicii danych sicinov. O]
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Dokazy nasledujucich dvoch tvrdeni su analogické s dokazmi zodpovedajicich tvr-

deni platiacich pre Kartezidnsky sucin (Lema 2.1.6 a Veta 2.1.7).

Lema 2.4.3. Nech Gi,Gs,...,Gy su vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G a nech
Hi, Hy, ..., H si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Potom plati o(G - H) >
o(Gi - Hj).

SRyl ) >

Doékaz. Nech grafy G' a H' su grafy ktoré vznikni z grafov G a H odobratim vsetkych
hran, ktoré nie su v ich podgrafoch G1,Gs, ..., Gy a Hy, Hs, ..., H; (teda G’ = G; U
GoU---UGra H = H UHyU---U H;). Pre sa¢in G' - H potom evidentne plati
o(G'-H') = > ©(G;- Hj). Graf G'- H' je podgraf grafu G - H, teda podla Lemy

Syl >J >

2.1.3 plati (G - H) > ¢(G’ - H'), z ¢oho vyplyva ze plati dokazovana nerovnost. [

Veta 2.4.4. Nech Gi,Gs,...,Gy si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G, a nech
Hy, Hy, ..., H; si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Nech |V (G1)|+- - -+|V(Gy)| =
V(G @ IV(H)| 4+ V()| = [V (H)|. Nech o(Gy- Hy) = V(G| IV (H;)|/3 plai
pre vsetky i,7, kde 1 <i <k, 1< j <. Potom (G- H) =nm/3.

Dokaz. Podla podmienok z tvrdenia dokazovanej Vety plati nasledujtca séria rovnosti:

> (GiH)= 3 VG IV(H) /3=

(1<i<k)(1<5<1) (1<i<k)(1<5<1)
(X WV(GHD-( X2 VH)N/B=IV(G)]- |[V(H)|/3=nm/3
(1<i<k) (1<j<)
. Pouzitim Lemy 2.4.3 dostavame ¢(G - H) > nm/3, podla Vety 2.1.2 plati (G- H) <
|nm/3], a teda (G - H) = nm/3. O

Nasledujuce tri tvrdenia st dosledkom Vety 2.4.2 a tvrdeni platiacich pre kartezian-
sky a tenzorovy stdin, preto ich uvddzame bez dokazu (Veta 2.1.4, Désledok 2.1.5 a
Veta 2.2.5).

Veta 2.4.5. Ak G a H su jednoduché grafy, pricom aspon jeden z nich sa dd pokryt
trojuholnikmi, potom p(G - H) = nm/3.

Désledok 2.4.6. Nech Gy, ...,G, su jednoduché grafy a aspon jeden z nich sa da
pokryt trojuholnikmi. Potom plati (G- ... -G,) =|V(Gy)|-...- |V (Gn)]/3.

Veta 2.4.7. Nech G1,G, ..., Gy si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G a nech
Hy, Hy, ..., H; st vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Nech |V (G1)|+- - -+|V(Gk)| =
\V(G)| a|V(H1)|+--+|V(H)| = |V(H)|. Nech kazdy podgraf G; a H; je jeden z grafov
K3, K4 alebo K;. Potom (G- H) = |V(G)|-|V(H)|/3.
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Veta 2.4.8. Nech Hi, Hs, ..., H; si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H, kde pre
V(H;)| =3 a|E(H;)| =1, a graf G ma perfektné parenie, tak

vsetky podgrafy H; plati
o(G-H)=nm/3.

Dokaz. Podgrafy H; su zlozené z cesty P, a jedného izolovaného vrcholu. Sucin P; - H;
si mozeme predstavit ako dve képie H;, kde kazdy vrchol jednej képie je spojeny s
kazdym z druhej, teda pozadované cykly st v tvare izolovany vrchol susedny s P, z
druhej kopie. Teda ¢(P, - H;) = nm/3, a podla Vety 2.4.4 plati o(G - H) =nm/3. O

Pozn. Pri pouzivani tejto vety si treba davat pozor na to, ze lexikograficky suc¢in nie
komutativny, a teda Veta neplati pre H-G. Vezmime si graf H’, ktory spiiia podmienky
pre podgrafy H; z tvrdenia vety, potom ¢(H' - P;) = 1 # nm/3.

2.5 Spojenie grafov

V tejto sekcii uvadzame jednu postacujicu podmienku platiacu pre spojenie vseobec-
nych grafov, a potom jednu nutnt podmienku platiacu pre spojenie grafov s obvodom

aspon 4.

Definicia 2.5.1. Spojenie (join) dvoch grafov G « H dostaneme disjunktngm zjedno-
tenim grafov G a H a spojenim kazZdého vrcholu z grafu G hranou s kazZdym vrcholom
grafu H.

Symbolom M oznacujeme nejaké parenie grafu G, pricom | M| znaci pocet hran v
pareni Mg. Symbolom £(M¢) oznacujeme pocet nesparenych vrcholov v pareni Mg v
grafe G, teda [{(Mc)| = [V(G)| — 2[Mc|.

Veta 2.5.2. Nech G a H si jednoduché grafy. Potom pre ich spojenie (G x H) plati
p(G+ H) > max { min{|¢(Mq)|, |My[} + minf|&(My)|, [Mc]} }-
GH»VIH

Dokaz. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme Ze obvod grafov je aspon 4, potom
na kazdy cyklus dizky 3 potrebujeme hranu z jedného grafu a vrchol z druhého. Pre
vsetky dvojice pareni Mg, My uvazujme nasledovnu konstrukciu. Nesparené vrcholy G
nam vytvaraju trojuholniky s pariacimi hranami parenia My v H, takychto trojuholni-
kou je min{|¢(Mg)|, |My|} a rovnako nesparené vrcholy H nam vytvaraju trojuholniky
s pariacimi hranami parenia Mg v G, takychto trojuholnikou je min{|{(My)|, |Ma|}.
Néjdeme teda dvojicu Mg, My kedy je takychto trojuholnikov najviac. Potom ich je
v (G x H) urcite aspon tolko. O
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Désledok 2.5.3. Nech G a H siu jednoduché grafy s obvodom aspon 4. Potom o(G *
H) = nm/3 prave vtedy ked existuji pdarenia Mg, My také, Ze |Mq| = [£(My)| a
| M| = |§(Mc)|.

Dékaz. Predpokladajme Ze existuji parenie Mg, My také, ze |Mg| = [£(My)|a |My| =
|€(Mg)|. Potom pouzitim konsStrukcie z dékazu Vety 2.5.2 mame pokryty cely graf
(GxH) trojuholnikmi. Zaroven kedze G a H maji obvod aspon 4, tak kazdy trojuholnik
musi mat jeden koniec v G a druhy v H. Vtedy ale v pripade ze mame pokrytie (G* H)
trojuholnikmi, tak kazdy trojuholnik je zloZeny z vrcholu jedného grafu a pariacej hrany
druhého. Potom nase hladane pokrytia st vSetky pariace hrany v grafoch G, H, ktoré

sé castou niektorého trojuholnika. O

2.6 Ko-normalny sicin grafov

V tejto casti prace uvadzame dve tvrdenia o podgrafoch v sucine a potom niekolko
postacujucich podmienok pre dosiahnutie najvacsicho poctu vrcholovo-disjunkntych
grafov v ko-normalnom stcine. Na konci sekcie sa pozrieme na suvislost ko-norméalneho

suc¢inu a spojenia grafov a vyvodime z toho dalSie postacujicu podmienku.

Definicia 2.6.1. Ko-normdlny sucin (Co-normal product) G e H grafov G a H je graf
s mnozinou vrcholov V(G) x V(H) a dva vrcholy (u,u’) a (v,v") st susedné prave vtedy,

ked
e v je susedny s v’ v grafe H, alebo
e u je susedny s v v grafe G.

Veta 2.6.2. Plati V(Ge H) = V(G-H) =V(GXR H) = V(GOH) a E(Ge H) D
BE(G-H) 2 E(GR H) = B(GOH) U B(G x H).

Dokaz. Tvrdenie vyplyva priamo z definicii danych siacinov. O]

Dokazy nasledujucich dvoch tvrdeni st analogické s dokazmi zodpovedajuicich tvr-

deni platiacich pre Kartezidnsky sicin (Lema 2.1.6 a Veta 2.1.7).

Lema 2.6.3. Nech Gi,Gs,...,Gy si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G a nech
Hy, Hy, ..., H, si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Potom plati o(G e H) >
p(Gi e Hj).

S0l J >
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Doékaz. Nech grafy G' a H' st grafy ktoré vznikni z grafov G a H odobratim vsetkych
hrén, ktoré nie st v ich podgrafoch G1,Ga,...,Gy a Hy, Hy, ..., H, (teda G' = G; U
GoU---UGr a H = H UHyU---U H,;). Pre stcin G’ ¢ H' potom evidentne plati
o(G'eH') = > ©(G;eH;). Graf G'e H' je podgraf grafu Ge H, teda podla Lemy

S0yl ) >

2.1.3 plati (G @ H) > ¢(G’ @ H'), z ¢oho vyplyva ze plati dokazovand nerovnost. [

Veta 2.6.4. Nech G1,G,, ..., Gy si vrcholovo-disjunkiné podgrafy grafu G, a nech
Hy, Hy, ..., H; st vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Nech |V (G1)|+- - -+|V(Gk)| =
V(G| a |V(H)|+- -+ |V(H)| = [V(H)|. Nech o(G; o H;) = [V(Gi)| - |V(H;)|/3 plati
pre vsetky 1,7, kde 1 <i <k, 1< j <. Potom (G e H) =nm/3.

Dokaz. Podla podmienok z tvrdenia dokazovanej Vety plati nasledujiica séria rovnosti:

> elGieH)= 3 V(G VH)I/B =

(1<i<k)(1<5<1) (1<i<k)(1<5<1)
(X WV(GHD-( X2 VIH)N/B=IV(G)]- |[V(H)|/3=nm/3
(1<i<k) (1<j<)
. Pouzitim Lemy 2.6.3 dostavame ¢(G e H) > nm/3, podla Vety 2.1.2 plati p(Ge H) <
lnm/3], a teda (G @ H) = nm/3. O

Nasledujuce tri tvrdenia si dosledkom Vety 2.6.2 a tvrdeni platiacich pre kartezian-
sky a tenzorovy stdin, preto ich uvddzame bez dokazu (Veta 2.1.4, Désledok 2.1.5 a
Veta 2.2.5).

Veta 2.6.5. Ak G a H su jednoduché grafy, pricom aspon jeden z nich sa dd pokryt
trojuholnikmi, potom (G @ H) = nm/3.

Désledok 2.6.6. Nech Gy, ...,G, st jednoduché grafy a aspon jeden z nich sa dd
pokryt trojuholnikmi. Potom plati p(Gre---eG,) = |V(Gy)|-...-|V(G,)|/3.

Veta 2.6.7. Nech G1,Gs, ..., G} su vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu G a nech
Hy, Ho, ..., H; st vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H. Nech |V (Gy)|+- - -+|V(Gy)| =
V(@) a|V(H1)|+---+|V(H)| = |V(H)|. Nech kaZdy podgraf G; a H; je jeden z grafov
K3, K4 alebo K5. Potom po(Ge H) = |V(G)|-|V(H)|/3.

Veta 2.6.8. Nech Hi, Hs, ..., H; si vrcholovo-disjunktné podgrafy grafu H, kde pre
vsetky podgrafy H; plati |V (H;)| =3 a |E(H;) =1, a graf G md perfektné pdarenie, tak
o(G o H) = p(H » G) = nm /3.

Dokaz. Veta je dosledkom Vety 2.6.2, Vety 2.4.8 platiacej pre lexikograficky sucin a

toho, ze ko-normalny sicin je na rozdiel od lexikografického komutativny. O
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Veta 2.6.9. Nech G je jednoduchy graf, potom G e P, = G x GG, teda formdalnejsie
V(GeP) =V(G*xG) a E(GeP,) =E(Gx*G).

Dokaz. Vyplyva z definicii ko-normalneho stic¢inu a spojenia. O

Veta 2.6.10. Nech G a H si jednoduché grafy a nech H md perfektné parenie. Ak v
grafe G existuje pdrenie Mq pre ktoré plati |M¢q| = |£(Mg)|, tak o(G @ H) = nm/3.

Doékaz. Vyplyva z Dosledku 2.5.3, Vety 2.6.4 a Vety 2.6.9. [

2.7 Zakorenovy sucin

V tejto sekeii presne uréujeme ¢omu sa rovnad maximalny pocet vrcholovo-disjunktnych
cyklov v korenom sucine, a nutni podmienku pre dané dva grafy na dosiahnutie ma-

ximélneho poc¢tu vrcholovo-disjunktnych cyklov v triede korenovych stucinov.

Definicia 2.7.1. Zakoreneny graf (rooted graph) je graf G s jedngm vyznacngm vrcho-

lom, ktory sa nazyva koren grafu.

Definicia 2.7.2. Nech G je graf a H je graf s koreriom. Zakorernovych sucinom (rooted
product) G o H nazijvame sicin definovany nasledujico: Mame |V (G)| képit grafu H,
a kaZdy vrchol v; grafu G ztotoZnime s koreniom z i-tej kopie grafu H.

Formdlnejsie, za predpokladu V(G) = g1,...,9n, V(H) = hy,.....,hy a hy je koren
grafu H, plati G o H := (V, E), kde

o V=_(gi,hj):1<i<n,1<j<m,a
o B = ((gi7h1)7 (gkvhl)) : (giugk:) € E(G)U1<LZJ< ((giahj)v (gi’hk)) : (hjvhk) € E(H>

V pripade Ze graf G je tiez graf s koreriom, wvrchol (g1, h1) sa dd pokladat ako koren
grafu Go H.

Veta 2.7.3. Majme graf G a graf s koreriom H (koren oznaceny ako hy). Nech pre
o koreni hy plati o(H) > o(H — hy). Potom o(Go H) = |V(G)| - p(H).

e koren hy plati o(H) = ¢(H — hy). Potom ¢(G o H) = |V(G)| - p(H) + ¢(G).
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Désledok 2.7.4. Ak graf G a graf s koreriom H st acyklické, tak aj ich sicin (G o H)
je acyklicky graf.

Teda pre acyklické grafy G a H plati ¢(G o H) = 0.

Désledok 2.7.5. o(G o H) = ||V(G) - V(H)/3] vtedy a len vtedy ked o(H) =
[V(H)/3].

2.8 Amalgamacie

V tejto sekcii presne ur¢ujeme ¢omu sa rovna maximalny pocet vrcholovo-disjunktnych
cyklov v amalgaméciach grafu, a nutni podmienku pre dané dva grafy na dosiahnutie

maximalneho pocétu vrcholovo-disjunktnych cyklov v triede amalgamacii.

Definicia 2.8.1. Majme grafy G a H. Operacia GTH sa nazyva vrcholovd amalgamdcia
a je definovand takto: Vyberieme vrchol g; z grafu G, vrchol h; z grafu H, zjednotime
grafy G a H a ztotZnime vrcholy g;, h; do spolocného vrcholu.

Formdlnejsie, G+ H == (V,E), kde V. = V(G — g;) + V(H — h;) + (g, h;) a E =
E(G)+ E(H).

Veta 2.8.2. Majme grafy G a H a oznacené vrcholy g; € V(G) a h; € V(H). Potom
p(GTH)=¢(G—g)+p(H —hy).

Désledok 2.8.3. Ak graf G a graf s korenom H siu acyklické, tak aj ich vrcholovd
amalgamdcia (Gt H) je acyklicky graf.

Désledok 2.8.4. o(G t H) = [|(V(G — g:) + V(H — hy))/3] vtedy a len vtedy ked
P(G—gi) = V(G —g:)/3] a o(H —g;) = [V(H - g:)/3].

Definicia 2.8.5. Majme grafy G a H. Operdcia GI H sa nazijva hranovd amalgamdcia
a je definovand takto: Vyberieme vrchol g; z grafu G, vrchol h; z grafu H, zjednotime
grafy G a H a vrcholy g;, h; spojime hranou.

Formdlnejsie, Gt H := (V, E), kde V =V (G)+V(H) a E = E(G)+ E(H) + (9i, h;).
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Veta 2.8.6. Majme grafy G a H a oznacené vrcholy g; € V(G) a h; € V(H). Potom
p(G1H) = @(G)+p(H).

Doésledok 2.8.7. Ak graf G a graf s koreniom H st acyklické, tak aj ich hranovd
amalgamdcia (G 1 H) je acyklicky graf.

Désledok 2.8.8. o(G 1 H) = ||(V(G) + V(H))/3| vtedy a len vtedy ked p(G) =
V(G)/3] a o(H) = [V(H)/3] a |[V(G)] - ¢(G) +[V(H)| — o(H) < 2.



Zaver

V préaci sme sa venovali skimanim maximélneho poc¢tu vrcholovo-disjukntnych cyk-
lov v $pecialnych triedach grafov, hlavne v roznych typov stc¢inov grafov a im podobnym

triedam, a porovnali niektoré vysledky s pribuznym decykla¢nym ¢islom.

V prvej ¢asti sme zhrnuly zakladné poznatky o probléme poctu vrcholovo-disjukntnych
cyklov v grafoch a uviedli sme zloZitost tohto problému. Dalej sme uviedli vztah pre po-
cet vrcholovo-disjukntnych cyklov a decyla¢ného ¢isla vo vonkajSoplanarnych grafoch.

Nakoniec sme zhrnuli vysledky pre decyklacné cislo v stc¢inoch grafov.

Druhej casti bola zamerana na hladane samotného maximéalneho poc¢tu vrcholovo-
disjuknt-
nych cyklov postupne v kartezidnskom stc¢ine, tenzorovom sucine, silnom sicine, lexiko-
grafickom stcine, v spojeni grafov, ko-normalnom sicine, zakorenenom sucine a amal-
gamaciach. Pri kazdej triede sme uviedli nejaké vztahy platiace pre pocet vrcholovo-
disjukntnych cyklov, hlavne postacujice podmienky existencie velkého poctu takychto
cyklov. V niektorych triedach sa podarilo presne urcit ich pocet. Pre karteziansky a

silny stc¢in sme porovnali pocet vrcholovo-disjunktnych cyklov s decyklacnym ¢islom.
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