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Abstrakt

Témou bakalárskej práce je využitie spektrálnych metód pri skúmanı́ silne regulárnych gra-

fov. Prvá čast’práce obsahuje úvod do spektrálnej teórie grafov, konkrétne silne regulárnych

grafov a ich vlastnostı́. Známe výsledky pre silne regulárne grafy tvoria druhú čast’ práce.

V poslednej časti sme navrhli a implementovali vlastnú metódu hl’adania silne regulárnych

grafov s konkrétnymi parametrami (25, 12, 5, 6), kde využı́vame aplikácie výsledkov z druhej

časti práce.

KL’ÚČOVÉ SLOVÁ: spektrálna teória grafov, silne regulárne grafy
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Abstract

In this work, application of spectral methods in strongly regular graphs is studied. First part of

our work contains introduction to spectra graph theory, specificly strongly regular graphs and

their properties. In the second part, we present known examples of strongly regular graphs.

In the last part, we propose and use our own method of finding strongly regular graphs with

parameters (25, 12, 5, 6).

KEYWORDS: spectral graph theory, strongly regular graph
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Úvod 1
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Úvod

Spektrálna teória grafov sa zaoberá vzt’ahmi medzi vlastnost’ami grafov, charakteristickým

polynómom, vlastnými čı́slami a vektormi matice susednosti grafov, je to vlastne využitie

lineárnej algebry v teóriı́ grafov. Skúmanı́m vlastnostı́ matice susednosti môžeme určit’nielen

štruktúru grafu ale aj chromatické čı́slo grafu. Spektrálna teória grafov sa využı́va v oblas-

tiach fyziky, chémie, informatiky ale aj v geografii a sociálnych vedách. Zaujı́mavou triedou

grafov sú silne regulárne grafy so špecifickými spektrálnymi vlastnost’ami, ktoré rozoberáme

v prvej časti práce. Druhá čast’práce sa zaoberá hl’adanı́m silne regulárnych grafov s konkrét-

nymi parametrami (25, 12, 5, 6), kde sme navrhli vlastnú metódu hl’adania takýchto grafov.

Naša metóda využı́va výsledky z odborného článku [1], pričom sme navrhli vlastný spôsob

hl’adania špecifických koreňov systému lineárnych rovnı́c. Výsledky zı́skané našou metódou

sme porovnali s už známymi výsledkami a navrhli sme spôsob hl’adania zložitejšı́ch silne

regulárnych grafov.
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Kapitola 1

Základné definı́cie a vety

V tejto kapitole sú zhrnuté základné definı́cie a vety, ktoré v práci použı́vame. Prvá čast’

obsahuje základnú terminológiu z teórie grafov. V druhej časti sú uvedené základné vlastnosti

matice susednosti a tvrdenia z lineárnej algebry, ktoré neskôr v práci využı́vame.

1.1 Teória grafov

Základná terminológia z teórie grafov je intuitı́vna, vychádzame zo štandartnej notácie.

Graf je usporiadaná dvojica G = (V,E) množı́n spĺňajúca E ⊆
(
V
2

)
, prvky z E sú

dvojprvkové podmnožiny V . Prvky z množiny V nazývame vrcholy grafu G a prvky z

množiny E nazývame hrany. Pri zakreslenı́ grafu bod predstavuje vrchol a čiara medzi

bodmi predstavuje hranu.

Počet vrcholov grafu G určuje stupeň grafu. Vrchol v je incidentný s hranou e ak v ∈ e.

Stupeň vrchola v je počet hrán z E incidentných s v. Ak všetky vrcholy G majú rovnaký

stupeň k, potom graf G je k-regulárny. Vrcholy, ktoré sú spojené hranou nazývame susedné.

Kompletný graf je graf, v ktorom je každý vrchol grafu spojený hranou s každým iným

vrcholom grafu. Kompletný graf s n vrcholmi označujeme Kn.

Nech G = (V,E) a G′ = (V ′, E ′) sú dva grafy. Grafy G a G′ nazývame izomorfné, ozn.

G ' G′, ak existuje bijekcia ϕ : V → V ′ s xy ∈ E ⇔ ϕ(x)ϕ(y) ∈ E ′. Izomorfizmus grafu

G na seba nazývame automorfizmus grafu G.

Ak G′ ⊆ G a zároveň graf G′ obsahuje všetky hrany xy ∈ E s x, y ∈ V ′, potom graf

G′ nazývame indukovaný podgraf grafu G. Komplement G grafu G je graf na V s množinou

hrán
(
V
2

)
− E.
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KAPITOLA 1. ZÁKLADNÉ DEFINÍCIE A VETY 3

Sled v grafe G, presnejšie u − v sled je striedavá postupnost’ vrcholov a hrán tvaru

u = v0, e1, . . . , en, vn = v, kde ei = vi−1vi. Dĺžku sledu nám určuje čı́slo n. Ak vrchol u je

totožný s vrcholom v, potom u− v sled nazývame uzavretým sledom.

Cesta v grafeG je sled, v ktorom sa neopakujú ani vrcholy, ani hrany. Vzdialenost’dvoch

vrcholov v grafe G je dĺžka najkratšej cesty medzi nimi. Súvislý graf je graf, v ktorom

existuje cesta z každého vrcholu do každého vrcholu.

Matica susednosti grafu G s n vrcholmi je štvorcová matica A = A(G) = (ai,j) stupňa

n, ktorej riadky aj stĺpce sú indexované vrcholmi grafu. Pre prvok matice A platı́: ai,j = 1

práve vtedy, ked’vrcholy vi a vj sú susedné v grafe G. V opačnom prı́pade je ai,j = 0.

Matica susednosti A pre jednoduchý neorientovaný graf G je symetrická a na diagonále

má samé nuly. V našej práci sa zaoberáme len takýmito grafmi.

Vlastné čı́sla grafu G sú vlastné čı́sla matice susednosti A. Ak preusporiadame vrcholy v

G (priradı́me im čı́sla 1, 2, 3, . . . , n v inom poradı́) dostaneme maticu susednostiPAP−1, kde

P je nejaká permutačná matica. Z lineárnej algebry vyplýva, že vlastné čı́sla grafu nezávisia

od usporiadania vrcholov, resp. spektrum matice (množina vlastných čı́sel) sa nemenı́.

Ak G je k-regulárny graf, potom jednoduchou úvahou dostaneme rovnost’:

AJ = JA = kJ, (1.1)

kde štandartne matica J (all-one matrix) označuje maticu, ktorá obsahuje samé jednotky. Z

tejto rovnici vyplýva, že matica A má vlastné čı́slo k s násobnost’ou 1.

Existuje zaujı́mavý vzt’ah medzi u − v sledom a maticou susednosti, ktorý sa dá l’ahko

dokázat’pomocou matematickej indukcie.

Lema 1.1. NechA je matica susednosti grafuG a nech u, v sú vrcholy grafuG. Potom počet

u−v sledov s dĺžkoum je rovný (Am)u,v. Počet uzavretých sledov dĺžkym v grafeG je rovný

Tr(Am).

1.2 Vlastnosti matice susednosti

V tejto časti sú zhrnuté základné vlastnosti matice susednosti pre jednoduchý neorientovaný

graf, ktoré vyplývajú z lineárnej algebry. Plné znenia definı́cii a tvrdenı́ z lineárnej algebry

je možné nájst’v Dodatku A.
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Matica susednosti A má práve n vlastných čı́sel, pričom všetky vlastné čı́sla sú reálne.

Hodnost’h(A) matice susednosti A je rovná počtu nenulových vlastných čı́sel. Ku každému

nenulovému vlastnému čı́slu existuje vlastný vektor matice A.

Vlastné vektory α a β s rôznymi vlastnými čı́slami matice susednosti A sú ortogonálne

(kolmé). Z vlastných vektorov matice susednosti A vieme zostrojit’ortonormálnu bázu.

Nech λ1, . . . , λn sú vlastné čı́sla matice susednosti A, potom platı́:

tr(A) =
∑
i

λi (1.2)



Kapitola 2

Silne regulárne grafy

V tejto kapitole sa zaoberáme silne regulárnymi grafmi, ktoré patria do oblasti spektrálnej

teórie grafov, pričom majú zaujı́mavé algebraické vlastnosti.

2.1 Definı́cia

Definı́cia 2.1. Silne regulárny graf (strongly regular graph) je graf s parametrami (n, k,

λ, µ), kde n je počet vrcholov, k určuje stupeň regulárnosti grafu, l’ubovol’né dva susedné

vrcholy grafu majú práve λ spoločných vrcholov a l’ubovol’né dva nesusedné vrcholy majú

práve µ spoločných susedov.

(a) (b) (c)

Obrázok 2.1: Prı́klady jednoduchých silne regulárnych grafov: a) štvoruholnı́k (4, 2, 0, 2),

b) pentagon (5, 2, 0, 1), c) Petersonov graf (10, 3, 0, 1)

5
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2.2 Základné vlastnosti

V tejto časti sú uvedené základné vlastnosti silne regulárnych grafov: komplement, vzt’ahy

medzi parametrami a dôkaz spektrálnej vlastnosti silne regulárnych grafov, tzv. integrálne

kritérium.

2.2.1 Komplement

Zaujı́mavou vlastnost’ou silne regulárnych grafov je, že ich komplementy sú tiež silne regu-

lárne grafy.

Veta 2.2. Nech G je silne regulárny graf s parametrami (n, k, λ, µ). Potom komplentárny

graf G (komplement) ku grafu G je tiež silne regulárny graf s parametrami (n, k, λ, µ), kde:

k = n− k − 1

λ = n− 2− 2k + µ

µ = n− 2k + λ

Dôkaz. Z definı́cie komplementu grafuG vyplýva, žeG je regulárny graf stupňak = n−k−1.

Predpokladajme, že x a y sú vrcholy, ktoré sú susedné v grafeG a teda nie sú susedné v grafe

G. Potom x a y majú práve µ susedov, pričom každý sused má k − µ iných susedov. Počet

všetkých vrcholov v grafe G \{x, y}, ktoré nesusedia s x ani s y je n− µ− 2(k− µ)− 2. Po

úprave dostaneme: λ = n− 2− 2k + µ.

Ak vrcholy x a y sú nesusedné v grafe G, potom sú susedné v grafe G a z definı́cie silne

regulárneho grafu vyplýva, že majú λ susedov. Použitı́m podobnej úvahy ako v predchádza-

júcom prı́pade dostaneme, že vrcholy x a y majú n− 2k + λ spoločných susedov v grafe G

a teda µ = n− 2k + λ.

Prı́klad 2.1. Pre silne regulárny graf pentagon s parametrami (5, 2, 0, 1) je komplement

grafu silne regulárny graf s rovnakými parametrami (5, 2, 0, 1).

Pentagon (5, 2, 0, 1) Komplement grafu (5, 2, 0, 1)
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Silne regulárny graf G nazývame primitı́vnym (primitive), ak on aj jeho komplement

sú súvislé grafy. V opačnom prı́pade nazývame silne regulárny graf G neprimitı́vnym (im-

primitive). Nasledujúca lema dokázuje, že existuje iba jedna trieda neprimitı́vnych silne

regulárnych grafov.

Lema 2.3. Nech G je silne regulárny graf s parametrami (n, k, λ, µ). Potom nasledujúce

tvrdenia sú ekvivalentné:

• graf G nie je súvislý graf

• µ = 0

• λ = k − 1

• graf G je izomorfný s grafom mKk+1, pre nejaké m > 1

Dôkaz. Predpokladajme, že graf G je nesúvislý a nech G1 je jeho komponent. Pre vrchol z

G1 platı́, že nemá žiadneho suseda s vrcholom, ktorý nepatrı́ v G1, a preto µ = 0. Ak µ = 0,

potom neexistujú nesusedia v grafe G1, resp. každý vrchol v grafe G1 je susedný s každým

iným vrcholom v grafe G1. Dostávame λ = k − 1. Z toho potom l’ahko vidiet’, že graf G je

složený z komponentov, ktorými sú kompletné grafy Kk+1.

Ďalej v našej práci sa zaoberáme iba primitı́vnymi silne regulárnymi grafmi, pre ktoré

platia d’alšie vlastnosti.

2.2.2 Závislost’parametrov

Ďalšou záujı́mavou vlastnost’ou silne regulárneho grafu je závislost’ jeho parametrov medzi

sebou.

Veta 2.4. Nech graf je silne regulárny graf s parametramiG = (n, k, λ, µ). Ak µ 6= 0, potom

k(k − λ− 1) = (n− k − 1)µ.

Dôkaz. Množinu vrcholov grafu G si rozdelı́me do 3 disjunktných skupı́n nasledujúcim

spôsobom. V grafe G si zvolı́me jeden l’ubovol’ný vrchol, ozn. v, ktorý zaradı́me do prvej

skupiny. Do druhej skupiny zaradı́me vrcholy susedné s vrcholom v a v tretej skupine nám

ostatnú zvyšné vrcholy grafu G. Je zrejmé, že počet vrcholov v prvej skupine je 1 a v druhej

skupine k, pretože graf G je k-regulárny. Stačı́ nám už len určit’počet prvkov tretej skupiny.
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Ak si za dva susedné vrcholy zvolı́me vrchol v a l’ubovol’ný vrchol z druhej skupiny,

potom podl’a definı́cie silnej regulárnosti grafu musia mat’λ spoločných susedov. Spoločnı́

susedia sú vrcholy z druhej skupiny. Počet hrán vychádzajúcich z vrchola druhej skupiny do

tretej skupiny je k − λ− 1, potom počet hrán spolu je k(k − λ− 1).

Ak si za dva nesusedné vrcholy grafu G zvolı́me vrchol v a l’ubovol’ný vrchol z tretej

skupiny, potom podl’a definı́ce musia µ spoločných susedov, pričom tı́to susedia musia byt’

vrcholy z druhej skupiny.

Celkový počet vrcholov v tretej skupine je k(k−1−λ)
µ

a teda všetkých vrcholov n =

1+ k+ k(k−1−λ)
µ

. Jednoduchou úpravou dostaneme vzt’ah k(k−λ− 1) = (n− k− 1)µ.

v
λ

µ

k − λ− 1

Obrázok 2.2: Zakreslenie silne regulárneho grafu, kde sú vrcholy rozdelené do troch skupı́n.

Definı́cia 2.5. NechG je silne regulárny graf s parametrami (n, k,λ,µ), v ktorom si vyberieme

l’ubovol’ný vrchol v ∈ V (G). Potom matica susednosti A grafu G sa dá zapı́sat’takto:

A =


0 1T 0

1 A1 BT

0 B A2

 ,

kde maticaA1 je matica susednosti podgrafu grafuG indukovaná susedmi vrchola v a matica

A2 je matica susednosti podgrafu grafuG indukovaná nesusedmi (vrcholy s dĺžkou 2) vrchola

v.
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2.2.3 Integrálne kritérium

Základná spektrálna vlastnost’ silne regulárnych grafov hovorı́ o vlastných čı́slach a ich

násobnostiach.

Veta 2.6 (Integrálne kritérium). Ak existuje silne regulárny graf s parametramiG = (n, k, λ, µ),

potom 2k+(n−1)(λ−µ)√
(λ−µ)2+4(k−µ)

je celé čı́slo s rovnakou paritou ako n− 1.

Dôkaz. Nech matica A je matica susednosti grafu G. Z definı́cie silne regulárneho grafu a

vety (1.1) vieme, že matica A má vlastné čı́slo k s násobnost’ou 1. Ukážeme, že matica A má

2 d’alšie vlastné čı́sla.

Predpokladajme, že u− v je sled dĺžky 2 v grafe G, pre maticu A to znamená A2. V silne

regulárnom grafe G to znamená, že vrcholy u a v sú bud’rovnaké, susedné alebo nesusedné.

Z lemy 1.1 vyplýva, že u − v sled v matica A2 určuje počet spoločných susedov vrcholov

u a v. Ak u = v, potom počet spoločných susedov je stupeň vrchola u. Matica, ktorá je

komplementom ku maticiA (matica nemá hrany, kde maticaA hrany má) je rovná J−I−A.

Potom dostávame vzt’ah, kde matica A2 je lineárnou kombináciou matı́c J, I, A:

A2 = kI + λA+ µ(J − I − A)

Po úprave dostaneme:

A2 = (λ− µ)A+ (k − µ)I + µJ (2.1)

Podl’a vety o ortogonálnosti vlastných vektorov 1.2 vyplýva, že ostatné vlastné vektory matice

A musia byt’ortogonálne s 1.

Pre každý vlastný vektor v s vlastným čı́slom, ozn. θ, ktorý je ortogonálny s 1, dostávame

µJv = 0 a teda platı́:

A2v = (λ− µ)Av + (k − µ)Iv

Potom pre každé vlastné čı́slo θ 6= k platı́:

θ2 = (λ− µ)θ + k − µ

Dostali sme kvadratickú rovnicu, ktorá má 2 reálne riešenia (z vety o reálnosti vlastných čı́sel

symetrickej matice 1.2), ozn. r a s:

r, s =
λ− µ±

√
(λ− µ)2 + 4(k − µ)

2
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Väčšinou predpokladáme, že r > 0 a s ≤ 0. V primitı́vnych silne regulárnych grafoch vlastné

čı́slo nemôže byt’nulové a teda s je záporné čı́slo. Ako môžeme vidiet’ tieto 2 vlastné čı́sla

sú závislé na parametroch silne regulárneho grafu.

Ďalej určı́me násobnosti vlastných čı́sel r a s. Násobnost’ vlastného čı́sla r budeme

označovat’f a násobnost’vlastného čı́sla s budeme označovat’g.

Z vety o báze z vlastných vektorov 1.2 a rovnosti (1.2) vyplývajú 2 rovnice:

f + g + 1 = n

rf + sg + 1k = 0

Po úprave:

f = −(n− 1) s+ k

r − s
g =

(n− 1) r + k

r − s
Po dosadenı́ hodnôt r a s dostaneme:

f =
1

2

(
(n− 1)− 2k + (n− 1) (λ− µ)√

(λ− µ)2 + 4(k − µ)

)

g =
1

2

(
(n− 1) +

2k + (n− 1) (λ− µ)√
(λ− µ)2 + 4(k − µ)

)
Násobnosti vlastných čı́sel sú tiež závislé na parametroch silne regulárneho grafu. Sú to

prirodzené čı́sla, z čoho vyplýva, že druhý výraz v zátvorke je tiež celé čı́slo s paritou ako

n− 1.

Prı́klad 2.2. Pre Petersenov graf, ktorý má parametre (10, 3, 0, 1) sú vlastné čı́sla a ich

násobnosti:

r, s =
−1±

√
9

2
= 1,−2 f, g =

1

2

(
9± −3√

9

)
= 5, 4

Petersonov graf spĺňa integrálne kritérium. Jeho maticové spektrum je: (−2)4, 15, 3.

2.3 Typy

Na základe vlastnostı́ silne regulárnych grafov môžeme vyjadrit’vzt’ah medzi f a g, pomocou

ktorého rozdelı́me grafy do dvoch typov:

g − f =
2k + (n− 1) (λ− µ)√
(λ− µ)2 + 4(k − µ)
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• Konferenčné (conference) grafy sú také silne regulárne grafy s parametrami (n, k, λ, µ),

pre ktoré platı́: f = g. Z toho vyplýva, že:

2k + (n− 1) (λ− µ) = 0

Sú to tiež také silne regulárne grafy, ktoré majú rovnaké parametre ako ich komple-

menty. Z vlastnostı́ 2.4 a 2.2 vyplýva, že sú to silne regulárne grafy s parametrami(
n, (n−1)

2
, (n−5)

4
, (n−1)

4

)
.

Nekonečná trieda konferenčných grafov sú naprı́klad Paley grafy P (q), kde množina

vrcholov je konečné pole GF (q), q je prvočı́selná mocnina (prime power) kongruetná

s 1 mod 4. Vrcholy u a v sú susedné práve vtedy, ked’ak u − v je nenulový štvorec v

GF (q) [2].

Konferenčný graf je prepojený so tzv. symetrickou konferenčnou maticou(conference

matrix) a preto vel’kost’grafu musı́ byt’1 (mod 4) a zároveň súčet dvoch štvorcov.

Vlastné čı́sla konferenčnej matice nemusia byt’ celé čı́sla narozdiel od druhého typu

silne regulárnych grafov. Vlastné čı́sla r a s s násobnostiami f a g v konferenčných

grafov majú tvar:

r, s =
−1±

√
n

2
f, g =

n− 1

2

Konferenčné grafy sú úplne známe pre malé n < 30, konkr. n = 5, 9, 13, 17, 25, 29.

Pre n = 21 a 33 je dokázané, že neexistujú. Pre n = 37 je dokázaná existencia takýchto

grafov, ale ich počet je neznámy.

• Druhú skupinu tvoria všetky ostatné (primitı́vne) silne regulárne grafy, pre ktoré platı́

f 6= g. Z toho vyplýva, že 2k+(n− 1) (λ− µ) 6= 0 a zároveň
√

(λ− µ)2 + 4(k − µ)

musı́ byt’perfektný štvorec. Perfektný štvorec je čı́slo, ktorý vznikne druhou mocninou

nejakého celého čı́sla. Kvocient týchto dvoch vzt’ahov musı́ byt’kongruentný s n − 1

mod 2. Z týchto vlastnostı́ vyplýva, že vlastné čı́sla r a s sú celé čı́sla.



Kapitola 3

Výsledok D. de Caena

V tejto kapitole vychádzame hlavne z odborného článku [1], kde obšı́rnejšie dokážeme

tvrdenie a dôsledok tvrdenia.

Definı́cia 3.1. NechM je matican×n, ktorej riadky a stĺpce sú indexované [n] = {1, 2, . . . , n}.

Nech T ⊆ [n], potom M [T ] nám určuje podmaticu matice M , ktorej riadky a stĺpce sú inde-

xované množinou T . Pre úplnost’predpokladámeM [∅] = 1. Komplement množiny T budeme

označovat’ T = [n]\T . Determinant matice M budeme označovat’|M |.

Lema 3.2 (Jacobiho identita). Ak k matici M existuje inverzná matica, ozn. M−1, potom pre

l’ubovol’né T ⊆ [n] platı́: ∣∣M [
T
]∣∣ = |M | ∣∣M−1[T ]

∣∣ (3.1)

Dôkaz. Dôkaz lemy nebudeme uvádzat’, pretože vyžaduje vyššie znalosti z teórie matı́c

(matrix theory). Podrobný dôkaz sa nachádza v [3, str. 52].

Charakteristická matica C ku matici A je C = xI − A. V dôkaze nasledujúcej vety

sa budeme zaoberat’ inverznými maticami k maticiam, ktorých koeficienty sú polynómy v

neurčitej x. Tieto inverzné matice existujú, ak predpokladáme, že koeficienty sú z pol’aQC[x],

tj. podielového pol’a okruhu polynómov.

Veta 3.3. Nech G je silne regulárny graf s parametrami (n, k, λ, µ) s maticou susednosti

A a nech C je charakteristická matica matice A, tj. C = xI − A. Potom pre l’ubovol’nú

podmnožinu vrcholov T, kde |T | = t platı́:∣∣C[T ]
∣∣ = q(x)−t|C|

∣∣∣A[T ] + (x+ µ− λ)It +
µ

x− k
Jt

∣∣∣,
kde q(x) = x2 + (µ− λ)x+ µ− k.

12
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Dôkaz. Dosadenı́m charakteristickej matice C do (3.1) dostaneme:∣∣xIn−t − A[T ]
∣∣ = |xIn − A| ∣∣(xIn − A)−1 [T ]∣∣ (3.2)

Z rovnice (2.1) vyplýva:

A2 + (µ− λ)A+ (µ− k)I = µJ (3.3)

Umocnenı́m a úpravou charakteristickej matice C = xI − A dostávame:

A2 = C2 − x2I + 2xA (3.4)

Dosadenı́m (3.4) a vzt’ahu A = xI − C do (3.3) dostávame:

C [C − (2x+ µ− λ) I] =
(
−x2 − (µ− λ)x− µ+ k

)
I + µJ

Ak si polynóm x2 + (µ− λ)x + µ − k označı́me ako q(x), potom môžeme si všimnút’, že

korene polynómu nám predstavujú vlastné čı́sla r, s matice A. Po úprave dostaneme:

C [C − (2x+ µ− λ) I] = −q(x)I + µJ,

Potom úpravami dostaneme:

C−1 = [−q(x)I + µJ ]−1 [C − (2x+ µ− λ) I]

Ak ku matici [−q(x)I + µJ ] existuje inverzná matica, potom jej vyrátanı́m pomocou Gauss-

Jordanovou metódou dostávame vzt’ah:

− 1

q(x)
I +

µ

q(x)(−q(x) + µn)
J

Dosadenı́m tohto vzt’ahu a C = xI − A dostaneme:

C−1 =

[
− 1

q(x)
I +

µ

q(x)(−q(x) + µn)
J

]
[− (x+ µ− λ) I + A]

Ďalšı́mi úpravami dostaneme:

q(x)C−1 =

[
I +

µ

q(x)− µn
J

]
[(x+ µ− λ) I + A]

= A+ (x+ µ− λ) I + µ (x+ k + µ− λ)
q(x)− µn

J

Z vety 2.4 máme vzt’ah: k(k − λ − 1) = µ(n − k − 1) a jednoduchými úpravami vieme z

neho vyjadrit’vzt’ah:

q(x)− µn = (x− k)(x+ k + µ− λ)
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Dosadenı́m daného vzt’ahu do rovnice dostávame:

q(x)C−1 = A+ (x+ µ− λ) I + µ

x− k
J

Zlúčenı́m danej rovnice s rovnicou (3.2) dostaneme vzt’ah, ktorý sme chceli dokázat’.

Toto tvrdenie nám v praxi nedáva vel’a výsledkov, pretože vyžaduje znalosti celej matice

A. Ku zjednodušeniu vzt’ahu stačı́ predpoklad, aby matica A[T ] komutovala s maticou J a to

sú regulárne grafy.

Dôsledok 3.4. Ak grafG[T ] je d-regulárny, potom komplement indukovaného podgrafuG[T ]

má charakteristický polynóm:

∣∣C [T ]∣∣ = [(x− k)(x+ µ− λ+ d) + µt](x− r)f−t(x− s)g−t
∏
ω

(x+ µ− λ+ ω), (3.5)

kde súčin cez všetky vlastné čı́sla matice A[T ] s pravidlom “omitted once” (vynechaný jeden

člen s ω = d).

Dôkaz. Z označenia q(x) vyplýva, že ho môžeme prepı́sat’ ako: q(x) = (x − r)(x − s).

Potom vzt’ah q(x)−t |C| môžeme prepı́sat’ ako: (x − k)(x− r)f−t(x− s)g−t. Ked’že graf

G[T ] je d-regulárny, potom matica A[T ] komutuje s maticou J , platı́ vzt’ah (1.1). Potom

najväčšie vlastné čı́slo grafu G[T ] s maticou A[T ] + (x+ µ+ λ) It +
µ
x−kJt sa rovná čı́slu

d + (x+ µ− λ) + µt
x−k . Po úprave dostaneme: [(x− k) (x+ µ− λ+ d) + µt] / (x− k).

Ostatné vlastné čı́sla grafu G[T ] sú x + µ − λ + ω, kde ω prechádza všetkými vlastnými

čı́slami matice A[T ], raz musı́ vynechat’ω = d. Po dosadenı́ vzt’ahov do pôvodného tvrdenia

dostaneme rovnicu, ktorú sme chceli dokázat’.

Z toho vyplýva, že nemusı́me poznat’ poznat’ celú maticu A. Stačı́ nám predpoklad, že

grafG[T ] je regulárny graf a potom z neho vieme potom vyrátat’komplement. Tento dôležitý

fakt využijeme d’alej v práci pri hl’adanı́ silne regulárnych grafov.
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Prı́klad 3.1. Petersenov graf, ktorý má parametre (10, 3, 0, 1) spĺňa všetky požadované

podmienky. Jeho vlastné čı́sla a násobnosti sú: r = 1, f = 5, s = −2, g = 4 Obsahuje ako

podgraf 2-regulárny graf na 5 vrcholoch (d = 2, t = 5), ktorého charakteristický polynóm je

x5− 5x3 +5x− 2. Podl’a dôsledku, potom charakteristický polynóm komplementu podgrafu

je:

∣∣C [T ]∣∣ = (x2 − 9 + 5
)
(x− 1)5−5(x− (−2))4−5

(
x4 + 2x3 − x2 − 2x+ 1

)
= x5 − 5x3 + 5x− 2

Obrázok 3.1: Petersenov graf, červenou farbou je označený 2-regulárny podgraf na 5 vrcholov

a zelenou farbou je komplementárny graf k nemu. Zhodou okolnostı́ je tiež 2-regulárny graf

na 5 vrcholov



Kapitola 4

Ciel’práce

V tejto kapitole rozoberáme ciel’ práce a to hl’adanie silne regulárnych grafov. Z definı́cie

rozkladu silne regulárneho grafu vieme vrcholy rozdelit’do troch skupı́n: l’ubovol’ný vrchol

v, susedia vrchola v a nesusedia vrchola v. Pri hl’adanı́ silne regulárnych grafov s určitým

parametrami nás pri rozklade zaujı́ma počet možných podgrafov susedov vrchola v a zá-

roveň počet možných podgrafov nesusedov vrchola v. Našı́m ciel’om bolo nájst’ typy silne

regulárnych grafov s určitými parametrami, s ktorými by sme vedeli generovat’všetky pod-

grafy susedov a nesusedov vrchola v a zároveň, aby stupeň podgrafov susedov vrchola v

bol podobný so stupňom podgrafov nesusedov vrchola v. Takými silne regulárne grafy sú

konferenčné grafy.

Z definı́cie konferenčné grafy sú silne regulárne grafy s parametrami
(
n, (n−1)

2
, (n−5)

4
, (n−1)

4

)
.

Z pozorovania vieme, že v konferenčných grafoch vzniknú 2 podgrafy, ktoré sú regulárne a

zároveň majú komplementárny stupeň medzi sebou. Možnostı́ takýchto dvojı́c regulárnych

grafov je vel’mi vel’a. Vd’aka De Caenovmu výsledku 3 sa nám podarilo radikálne zúžit’výber

takýchto dvojı́c. Potom už stačı́ dopočı́tat’maticu susednosti silne regulárneho grafu pomocou

spektrálnych metód.

Prvýkrát vymenoval a publikoval všetkých 15 silne regulárnych grafov s parametrami

(25, 12, 5, 6) Paulus v roku 1973. Program, ktorý bol napı́saný v Algole využı́val backtracking

a d’alšie znalosti z kombinatorických štruktúr [4].

Na otestovanie našej metódy sme si vybrali práve silne regulárny graf s parametrami (25,

12, 5, 6). Dôvod výberu tohto grafu je taký, že počet podgrafov susedov a nesusedov v, čo

sú 5-regulárne grafy a 6-regulárne grafy, je relatı́vne malý (okolo 8000). Ďalšı́m dôvodom je

aj počet takýchto grafov. Výsledky našej metódy a jej implementácia sa nachádza v d’alšej

16
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kapitole.

4.1 Popis metódy

Matica susednosti silne regulárneho grafu s parametrami (25, 12, 5, 6) po rozklade (2.5)

vyzerá nasledovne:

A =


0 1T 0

1 A1 BT

0 B A2

 ,

kde podgrafA1 je 5-regulárny graf na 12 vrcholoch aA2 je 6-regulárny graf na 12 vrcholoch.

Prvým krokom našej metódy je nájst’všetky 5 a 6-regulárne grafy na 12 vrcholoch. Na

to sme použili program Genreg [5], ktorý generuje všetky regulárne grafy s rôznymi para-

metrami. Súvislých 5-regulárnych grafov na 12 vrcholov je 7848 a súvislých 6-regulárnych

grafov na 12 vrcholov je 7849. Súvislých 6-regulárnych grafov je viac o jeden špecifický prı́-

pad: komplement nesúvislého 5-regulárneho grafu na 12 vrcholov, ktorý je zložený z dvoch

kompletných grafov na 6 vrcholov. Komplement je súvislý a 6-regulárny na 12 vrcholov.

Ďalšı́m krokom je vypočı́tat’ charakteristické polynómy k jednotlivým vygenerovaným

grafom. Tu sme využili sadu programov GAP - Groups, Algorithms, Programming - a System

for Computational Discrete Algebra [6]. Našı́m ciel’om je ku každému 5-regulárnemu grafu

De Caenovým výsledkom (dôsledok 3.4) vypočı́tat’charakteristický polynóm komplementu

a z neho dostat’6-regulárny graf. Komplement 5-regulárneho grafu na 12 vrcholoch, ktorý je

podgrafom silne regulárneho grafu s parametrami (25, 12, 5, 6) nie je súvislý. Konkrétne je

to 6-regulárny graf na 12 vrcholov s izolovaným vrcholom v.

Nech chA1 (x) je charakteristický polynóm 5-regulárneho grafu a nech chA2 (x) je cha-

rakteristický polynóm 6-regulárneho grafu. Potom charakteristický polynóm komplementu

je:

ch A1
(x) = x chA2 (x)

L’ahko vidiet’, že potom vieme porovnat’ charakteristické polynómy každého komplementu

5-regulárneho grafu s 6-regulárnym grafom. Všetky možné rovnosti spĺňajú De Caenov

výsledok a teda môžu tvorit’silne regulárny graf. Týmto spôsobom vyrátame matice A1 a A2

zo silne regulárneho grafu s parametrom (25, 12, 5, 6).
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v
λ

µ

k − µ

Obrázok 4.1: Zakreslenie silne regulárneho grafu s parametrom (25, 12, 5, 6). Červenou

farbou sú pospájané vrcholy 5-regulárneho grafu, zelenou farbou sú pospájané vrcholy 6-

regulárneho grafu

Najt’ažšı́m krokom metódy je dopočı́tanie zvyšku matice susednosti – maticu B.

Pre vrcholový rozklad silne regulárneho grafu platia nutné podmienky, z ktorých vyrátame

maticu B.

Z rovnice (2.1) vyplýva:

A2 = (λ− µ)A+ (k − µ)I + µJ

Z matice susednosti A grafu G dostaneme:

A2 =


k 1TA1 1TBT

A11 J + A1
2 +BTB A1B

T +BTA2

B1 BA1 + A2B A2
2 +BBT


Z týchto 2 rovnı́c dostaneme 3 rovnice, ktoré sú nutnými podmienkami pre silne regulárny

graf:

A1
2 − (λ− µ)A1 − (k − µ)I +BTB = (µ− 1)J (4.1)

A2
2 − (λ− µ)A2 − (k − µ)I +BBT = µJ (4.2)

BA1 + A2B = (λ− µ)B + µJ (4.3)

Tieto podmienky musı́ spĺňat’ každý silne regulárny graf. Posledná rovnica (4.3) dáva

lineárny vzt’ah maticeB k maticiamA1 aA2. Z tejto rovnice vyjadrı́me maticuB. Dostaneme:

BA1 + (A2 − (λ− µ) I)B = µJ



KAPITOLA 4. CIEL’ PRÁCE 19

Dostali sme maticovú rovnicu v tvare AX + BX = C, ktorú vieme prepı́sat’ do tvaru

lineárnych rovnı́c pomocou algoritmu 5.1.3. Dostávame sústavu 144 lineárnych rovnı́c o

144 neznámych. Neznáme môžu nadobúdat’hodnoty 0 alebo 1. Hodnost’systému lineárnych

rovnı́c je vo všeobecnosti menšı́ ako 144, a preto nie vždy existuje práve jedno riešenie. V

tom spočı́va vel’ký problém, ktorý riešime v implementácii. Vyskúšali sme viacero možnostı́

od komerčného softvéru Gurobi [7] až po vlastný spôsob hl’adania riešenı́ lineárnych rovnı́c,

ktorý je založený na tipovanı́ výsledku a využitı́ d’alšı́ch dvoch kvadratických podmienok.

Posledným krokom metódy je vylúčit’ riešenia grafov, ktoré sú izomorfné medzi sebou.

Využili sme program Nauty (No AUTomorphisms, Yes?) [8], ktorý rieši problém izomorfizmu

vel’mi rýchlo.



Kapitola 5

Implementácia a výsledky metódy

V tejto kapitole sa zaoberáme výsledkami a implementáciou metódy popı́sanej v kapitole

4.1. K práci je pribalený CD so zdrojovým kódom program napı́saný v programovacom

jazyku Java, v práci popı́šeme základné algoritmy formou pseudokódu. Pri implementácii

budeme udávat’ čas trvania behu programu a využitú pamät’pri výpočte. Kód bol spúšt’aný

na notebooku s konfiguračnou zostavou Intel Core i3 350M, RAM 4GB, HDD 500GB 7200

otáčok.

Na záver podl’a výsledkov našej metódy sme urobili odhad pre možné hl’adanie silne

regulárnych grafov s parametrami (37, 18, 8, 9) našou metódou, kde počet grafov je zatial’

neznámy.

5.1 Implementácia metódy

V tejto časti práce popı́šeme podrobne implementáciu metódy hl’adania silne regulárnych

grafov.

5.1.1 Generovanie a spracovanie regulárnych grafov

Ako už je spomenuté v popise metódy, pri generovanı́ regulárnych grafov sme využili program

genreg. Program genreg je napı́saný v programovacom jazyku C, pričom výstup programu je

v nemčine. Vd’aka manuálu, ktorý je v angličtine sa nám podarilo program pochopit’. Výstup

programu obsahuje grafy a informácie o nich. Graf v programe je reprezentovaný ako zoznam

susedov. L’ahkým sparsovanı́m sa nám podarilo vytvorit’pole matı́c susednostı́ grafov, ktoré

sme neskôr využili. Ako sme už spomenuli, súvislých 5-regulárnych grafov na 12 vrcholov

20
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je 7848 a súvislých 6-regulárnych grafov na 12 vrcholov je 7849.

Generovanie týchto grafov trvalo 0.554s a ich nasledovné spracovanie 1.259s. Výstupný

súbor mal vel’kost’2.2 MB. V zdrojovom kóde k tejto časti prislúcha trieda s názvom Parse-

ASCFormat.java.

5.1.2 De Caenov výsledok

Aby sme mohli využit’ De Caenov výsledok (dôsledok 3.4), musı́me ku každému grafu,

resp. matici susednosti vypočı́tat’charakteristický polynóm. Využili sme program GAP, ktorý

obsahuje balı́k funkciı́. Z neho sme použili funkciu CharacteristicPolynomial, ktorá má jeden

parameter a to maticu. Výstupom funkcie je polynóm s jednou neznámou, ozn. v programe

x1.

Ako sme už spomı́nali, našı́m ciel’om je ku každému 5-regulárnemu grafu De Caenovým

výsledkom vypočı́tat’charakteristický polynóm komplementu, čiže 6-regulárny graf. Potom

porovnáme charakteristické polynómy komplementu 5-regulárneho grafu s charakteristickým

polynómom 6-regulárneho grafu.

Problém implementácie De Caenovho výsledku je v rovnici (3.5), kde sa využı́vajú

znalosti vlastných čı́sel ω matice A[T ]:

∏
ω

(x+ µ− λ+ ω) , kde ω = d “omitted once” (5.1)

Zistit’ vlastné čı́sla z matice je vo všeobecnosti netriviálny problém, kde môžu nastat’

numerické problémy.

Implementácia De Caenovho výsledku bez znalosti vlastných čı́sel je založená na základ-

nej vete algebry a posúvanı́ koreňov charakteristického polynómu matice A[T ].

Postup:

• V predpokladoch máme charakteristický polynóm matice A[T ], ktorý vieme prepı́sat’

vd’aka základnej vety algebry do tvaru:∏
ω

(x− ω),

kde ω prechádza cez všetky vlastné čı́sla matice A[T ].

• polynóm predelı́me výrazom (x− d), aby spĺňal pravidlo “omitted once”
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• na polynóm aplikujeme inverznú operáciu na korene, resp. na premennúω. To znamená,

že v polynóme prenásobı́me −1 každú nepárnu mocninu polynómu. Polynóm potom

nadobudne tvar: ∏
ω

(x+ ω) , kde ω = d “omitted once”

• korene polynómu nakoniec posunieme o µ − λ. Úpravou sme dostali rovnaký vzt’ah

ako (5.1)

Tento postup sa l’ahko dá naprogramovat’. Na úpravu výrazov polynómov (násobenie a

delenie) sme si pomohli programom GAP. V zdrojovom kóde prislúcha k tejto časti trieda s

názvom CharacteristicPolynomial.java.

Druhý spôsob ako sa dá zı́skat’vzt’ah (5.1) je pomocou Taylorovho rozvoja, ktorý sa dá

l’ahko implementovat’v GAP cez funkciu V alue.

V našom prı́pade ako komplement 5-regulárneho grafu na 12 vrcholoch, ktorý je pod-

grafom silne regulárneho grafu s parametrami (25, 12, 5, 6) vznikne graf, ktorý je nesúvislý.

Je to 6-regulárny graf na 12 vrcholoch s izolovaným vrcholom v, stupeň charakteristického

polynómu je 13. Ak chceme z neho dostat’ charakteristický polynóm 6-regulárneho grafu,

musı́me odstránit’vrchol v z charakteristického polynómu. To urobı́me tak, že predelı́me cha-

rakteristický polynóm výrazom x. Takto dostaneme charakteristický polynóm 6-regulárneho

grafu.

Teraz môžeme porovnávat’charakteristické polynómy komplementu 5-regulárneho grafu

s polynómami 6-regulárneho grafu. Počet zhôd je: 11 766, rozdelenie výskytov môžeme

vidiet’v tabul’ke. Ako môžeme vidiet’ku každému 5-regulárnemu grafu sme našli aspoň jeden

výskyt.

Počet výskytov 1 2 3 4 5 6 7 8

Počet grafov 5159 1998 393 184 25 60 21 8

Tabul’ka 5.1: Počet výskytov

V zdrojovom kóde prislúcha k tejto časti trieda s názvom CompareCharacPolyno-

mial.java. Vyrátanie komplementov charakteristických polynómov 5-regulárnych grafov a

ich nasledovné porovnanie s charakteristickými polynómami 6-regulárneho grafu trvalo

9.182s.
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5.1.3 Systém lineárnych rovnı́c matice B

V tejto časti je uvedený algoritmus na zostrojenie systému lineárnych rovnı́c z lineárnej

nutnej podmienky (4.3)

Algoritmus 1 Vytvorenia lineárnych rovnı́c matice B z matı́c A1 a A2

Predpoklady: int [] [] a1, int [] [] a2

Výsledok: int [] [] solution

1: for i = 1→ 12 do

2: a2 [i] [i]← a2 [i] [i] + 1 {v našom prı́pade − (λ− µ) je rovný +1}

3: end for

4: for i = 1→ 12 do

5: for j = 1→ 12 do

6: for k = 1→ 12 do

7: solution [i ∗ 12 + j] [i ∗ 12 + k]← solution [i ∗ 12 + j] [i ∗ 12 + k] + a1 [k][j]

8: solution [i ∗ 12 + j] [k ∗ 12 + j]← solution [i ∗ 12 + j] [k ∗ 12 + j] + a2 [i][k]

9: end for

10: end for

11: end for

Riešenı́m nehomogenného systému rovnı́c (solution) dostaneme hl’adanú maticu B.

Hodnost’nehomogenného systému rovnı́c je rôzny pre maticeA1 aA2 ako môžeme vidiet’

v tabul’ke:

Hodnost’ 75 – 100 101 – 110 111 – 120 121 – 130 131 – 140 141 – 144

Počet systémov 9 18 67 489 5342 5841

Tabul’ka 5.2: Tabul’ka hodnostı́

Hl’adanı́m riešenı́m nehomogenného systému lineárnych rovnı́c pomocou GEM (Gaus-

sova eliminačná metóda) v programe GAP funkciami SolutionMat a NullSpaceMat sme

dostali riešenie rovnı́c, ktoré boli v racionálne. Rátanie systému lineárnych rovnı́c trvalo

vyše dňa. Ani po úprave na celé čı́sla sme nedostali hl’adaný tvar koreňov 0 a 1 a preto sme

hl’adali d’alšie alternatı́vy.
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5.1.4 Gurobi Optimalization

Pre konkrétne požiadavky hl’adaných koreňov sme vyskúšali komerčný program Gurobi

Optimalization. Program ponúka pre akademické účely bezplatnú akademickú licenciu na

rok. Po preštudovanı́ manuálu a inštálacie API do javy sme implementovali problém hl’adania

riešenı́ rovnı́c. Využili sme LP (linear program) model, kde premenné sme nastavili na

Boolean. Použitı́m prı́kazu Optimize nám program zrátal lineárne rovnice s požadovanými

parametrami.

Z 11766 sústav rovnı́c našiel 5159 riešenı́, ktoré spĺňajú rovnicu (4.3). Po otestovanı́

d’alšı́ch dvoch nutných podmienok (4.1) a (4.2) zostali nám už iba 4. Tieto riešenia sú už

hl’adané silne regulárne grafy s parametrami (25, 12, 5, 6). V zdrojovom kóde prislúcha k

tejto časti triedy s názvami Gurobi.java a Multiplication.java. Riešenie lineárnych rovnı́c

trvalo 1837.5s (31m).

Dôvody, prečo sme našli iba 4 riešenia z 15 sú také, že program Gurobi hl’adá iba jedno

optimálne riešenie lineárnych rovnı́c. Ak sústava rovnı́c obsahuje viac riešenı́ vyberie iba

jedno z nich. S kombináciou QP (quadratic program) nám model správne nefungoval, rátal

prı́liš dlho a nakoniec prišiel k zlému výsledku. Po komunikácii na oficiálnom fóre a s

autormi programu sme prišli k záveru, že program Gurobi nie je stavaný na riešenie nášho

problému (je to hlavne optimalizačný softvér). Preto sme navrhli vlastný spôsob hl’adania

riešenı́ lineárnych rovnı́c.

5.1.5 Vlastný spôsob riešenia

Ked’že program Gurobi nebol úspešný pri hl’adanı́ riešenı́, navrhli sme vlastný spôsob hl’adania

riešenı́ lineárnych rovnı́c. Jeho základnou myšlienkou je rozumne vyskúšat’všetky možnosti,

pričom už pri generovanı́ budeme kontrolovat’kvadratické podmienky.

Aby bolo možné generovat’ možnosti, je nutné previest’ maticu lineárnych rovnı́c na

trojuholnı́kový tvar. Tu sme využili program GAP, ktorý má na to funkciu TriangulizedMat.

Ako vstupom do programu bola matica s rozmermi 144 × 145, pretože systém lineárnych

rovnı́c je nehomogénna sústava. Posledný stĺpec v matici pozostával zo samých 6 (µ = 6).

Výpočet trval celý deň (pre väčšie vstupy GEM nie je prı́liž efektı́vny). Ako výstup sme dostali

súbor s vel’kost’ou 779.2 MB, ktorý obsahoval 11766 trojuholnı́kových matı́c v tvare zlomku.

Úpravou na celé čı́sla sme dostali matice na požadovaný tvar. Upravenú trojuholnı́kovú

maticu budeme označovat’tr.
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Ďalej je nutné upravit’rovnice (4.1) a (4.2) na tvar:

BTB = (µ− 1)J − A1
2 + (λ− µ)A1 + (k − µ)I

BBT = µJ − A2
2 + (λ− µ)A2 + (k − µ)I

Pravé strany rovnı́c si vypočı́tame, v našom prı́pade dostaneme:

BTB = 5J − A1
2 − A1 + 6I (5.2)

BBT = 6J − A2
2 − A2 + 6I (5.3)

Výslednú maticu z (5.2) budeme označovat’q1 a výslednú maticu z (5.3) budeme označovat’

q2. V zdrojovom kóde prislúcha k tejto časti trieda s názvom Graph.java.

Základná myšlienka algoritmu je založená na postupnom generovanı́ riadkov matice B,

pričom odhadovat’budeme od konca. Na začiatku si vygenerujeme všetky možnostı́ 0 a 1 na

12 miest, pričom vieme, že počet 1 a 0 je rovný 6 (vyplýva to z 2.5). Z kombinatoriky vieme,

že počet možnostı́ je
(
12
6

)
= 924. Potom postupne otestujeme všetky nutné podmienky (najprv

lineárne a potom kvadratické) a zahodı́me tie riešenia, ktoré ich nespĺňajú. Takto postupne

generujeme d’alšie riadky, pričom si pamätáme všetky možné riešenia predtým. Výsledok

nakoniec bude pole riešenı́, ktoré spĺňajú nutné podmienky silne regulárneho grafu.

V popise algoritmu budeme použı́vat’dynamickú štruktúru ArrayList, ktorý predstavuje

dynamické pole s metódami: add(prvok) pridá prvok na koniec pol’a, get(int i) vráti i-ty prvok

v poli, size() vráti dĺžku pol’a.
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Algoritmus 2 Hl’adanie matice B skúšanı́m všetkých možnostı́
Predpoklady: int [] [] tr, int [] [] q1, int [] [] q2

Výsledok: ArrayList <int [] []> solution

1: int [144] solution← 2 {2 nám predstavuje, že na danom mieste môže byt’1 alebo 0}

2: ArrayList <int [ ] > gen← generuj() {vygeneruje 924 možnostı́}

3: for i = 1→ 12 do

4: ArrayList <int [ ] > newSolution← inicializácia

5: for j = 1→ solution.size() do

6: for k = 1→ gen.size() do

7: int [] tmp← solution.get(j)

8: for l = 144− i ∗ 12→ 144− ((i− 1) ∗ 12) do

9: tmp [l]← gen.get(k)[l − (144− i ∗ 12)]

10: end for

11: newSolution.add(tmp)

12: end for

13: end for

14: newSolution← otestuje lineárne rovnice, tr

15: newSolution← otestuje kvadratické rovnice, q1 a q2

16: solution← newSolution

17: end for

V zdrojovom kóde prislúcha k tejto časti triedy s názvami BruteForce.java a Solver.java.

Trieda Solver.java využı́va iné poradie generovania možnostı́, ktoré v niektorých prı́padoch

je rýchlejšie ako už v spomı́nanom algoritme.

Hl’adanie matice B vo všetkých systémoch lineárnych rovnı́c, ktorých je 11766 trvalo

týždeň (kód bol spustený na viacerých počı́tačoch). Ak by bol kód spustený len na jednom

trvalo mohlo by to trvat aj mesiac. Pre niektoré špecifické prı́klady nám program dokonca

(8 prı́padov) kvôli nedostatku pamäte, pretože hodnost’ týchto matı́c je prı́liž nı́zka (menej

ako 100 z 144) a potrebovali sme pamätat’ vel’a možnostı́. Preto sme navrhli lepšı́ spôsob

hl’adania, ktorý využı́va prehl’adávanie do hĺbky. Jej pamät’ová zložitost’ je ovel’a menšia

oproti predchádzajúcemu spôsobu, ale časová zložitost’ je väčšia. Po týždni rátania sme

nakoniec doriešili zvyšné prı́pady. V zdrojovom kóde prislúcha k tejto časti trieda s názvom

BruteForce2.java. Tabul’ku počtov silne regulárnych grafov sme rozdelili do dvoch častı́.
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Čı́slo systému 8270 8980 10964 10993 11131 11383

Počet grafov 4 2 2 4 4 8

Čı́slo systému 9668 9691 9712 9714 11130 11735

Počet grafov 84 552 96 128 16 12

Tabul’ka 5.3: Počet silne regulárnych grafov

Spolu silne regulárnych grafov je 912. Po teste izomorfizmu medzi sebou nám ostalo

všetkých 15 silne regulárnych grafov. Výsledky boli totožné s už známymi grafmi.

5.1.6 Problém izomorfizmu

Vo všeobecnosti problém izomorfizmu grafov je vel’mi t’ažkým problémom. Na jeho riešenie

sme využili program Nauty. Je to program, ktorý je napı́saný v programovacom jazyku

C a pre nekomerčné účely je zadarmo. Po preštudovanı́ manuálu sme sa rozhodli použit’

podprogram Dreadnaut, ktorý je na problém izomorfizmu určený. Ako vstup sú dané dva

grafy reprezentované zoznamami susedov a ako výstup program vracia informáciu o tom, či

sú izomorfné alebo nie.

Na začiatku bolo nutné grafy preformátovat’ na zoznam susedov a vytvorit’ vstup pre

program, kde vyskúšame každé rôzne dvojice grafov. Potom nám stačı́ výstup programu

sparsovat’a zistit’kol’ko je medzi sebou neizomorfných grafov. Výstup programu sme sparso-

vali do tabul’ky, kde pre daný riadok grafu nám určuje, s ktorým grafom je izomorfný. Potom

l’ahkým prehl’adavanı́m po stĺpcoch sa dá zistit’kol’ko grafov je neizomorfným so všetkými

grafmi.

V zdrojovom kóde prislúcha k tejto časti triedy s názvami Isomorphism.java a MySRGI-

somorphism.java. Vel’kost’súboru pre vstup je 352.4 MB. Spracovanie Nauty trvalo 77.749s.

Výsledný súbor má vel’kost’39.4 MB.
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5.2 Výsledok

Aplikáciou našej metódy sme našli všetky 15 silne regulárnych grafov s parametrami (25,

12, 5, 6). Na niektoré špecifické prı́pady sme museli využit’ inú metódu hl’adania riešenia.

Ako sme pozorovali, vo väčšine prı́padov systému lineárnych rovnı́c sme nedostali žiadne

riešenie matice B, resp. žiadne silne regulárne grafy. Tento a d’alšie fakty nám v budúcnosti

môžu pomôct’pri hl’adanı́ silne regulárnych grafov s parametrami (37, 18, 8, 9).

5.3 Odhad pre silne regulárne grafy s parametrami

(37, 18, 8, 9)

V tejto časti sa budeme zaoberat’možnost’ou hl’adania silne regulárnych grafov s parametrami

(37, 18, 8, 9) našou metódou. Ako vyplýva z tabul’ky sú to najmenšie konferenčné grafy,

ktorých počet je neznámy, ale je dokázaná ich existencia.

SRG s parametrami (25, 12, 5, 6) (29, 14, 6, 7) (33, 16, 7, 8) (37, 18, 8, 9)

Počet grafov 15 41 0 ?

Tabul’ka 5.4: Počet konferenčných grafov

Prvým a zároveň najt’ažšı́m krokom by bolo vygenerovanie všetkých regulárnych podgra-

fov silne regulárneho grafu. Presný počet súvislých 8-regulárnych grafov na 18 vrcholoch,

resp. 9-regulárnych grafov na 18 vrcholoch nie je známy, známe sú len odhady. Z tabul’ky

zo stránky programu Genreg [9] môžeme len odhadnút’, že počet takýchto grafov má 17

cifier. Ak by sa nám podarilo vygenerovat’ tieto grafy nejakým sofistikovaným spôsobom

(nájst’d’alšie nutné podmienky), potom by sme vedeli aplikovat’De Caenov výsledok a hl’a-

dali zvyšok matice susednosti – maticu B. Aplikácia De Caenového výsledku nie je časovo

zložitá. Dostali by sme sústavu 324 lineárnych rovnı́c o 324 neznámych, ktorú by sme riešili

vylepšeným algoritmom hl’adania koreňov. Tu môže byt’ časová aj pamät’ová zložist’vel’ká,

ale bolo by možné ju optimalizovat’. Náročnost’problému izomorfizmu grafov nie je vel’ká

vd’aka programu Nauty.

Takýmto spôsobom by sme vedeli zistit’ počet silne regulárnych grafov s parametrami

(37, 18, 8, 9) našou metódou.



Záver

V práci sme sa venovali vlastnostiam a hl’adaniu silne regulárnych grafov. Navrhli sme

vlastnú metódu ich hl’adania, v ktorej sme využili výsledok z odborného článku [1]. Po

implementácii našej metódy sme pre silne regulárny graf s parametrami (25, 12, 5, 6) našli

všetkých 15 neizomorfných grafov. Motiváciou použitia našej metódy na už známe grafy je

jej možné použitie na hl’adanie zložitejšı́ch silne regulárnych grafov, ktorých celkový počet je

zatial’neznámy. V budúcnosti by sme preto chceli optimalizovat’pamät’ovú a časovú zložitost’

algoritmu a implementovat’ našu metódu na triedu silne regulárnych grafov s parametrami

(37, 18, 8, 9).
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Dodatok A

Lineárna algebra

V dodatku si zhrnieme základné vedomosti z lineárnej algebry. Vychádzame zo základných

definı́cii a tvrdenı́ skrı́pt [10] a [11]. Dôkazy ku tvrdeniam nebudeme uvádzat’.

Definı́cie

Regulárna matica je štvorcová matica, ktorej determinant je rôzny od 0. Riadky aj stĺpce sú

lineárne nezávislé. Hodnost’matice (rank) A je čı́slo, ktoré určuje maximálny počet lineárne

nezávislých riadkov matice A, ozn. h(A). Ak matica A je štvorcová n × n, potom súčet

diagonálnych prvkov matice sa nazýva stopa matice(trace), ozn. Tr(A).

Dve štvorcové matice A,B n × n sú podobné, ak existuje regulárna matica P taká, že

B = PAP−1.

c ∈ F sa nazýva vlastné čı́slo (eigenvalue) matice A, ak ∃α 6= (0, . . . , 0), taký, že

αA = cα. Ak matica A je štvorcová, potom spektrum matice A nazývame množinu jej

všetkých vlastných čı́sel. Polynóm chA(x) = |xI − A| sa nazýva charakteristický polynóm

matice A, kde nám matica I predstavuje jednotkovú maticu (identity matrix).

Vektor α 6= (0, . . . , 0) ∈ F n sa nazýva vlastný vektor (eigenvector) matice A, ak ∃c ∈ F

také, že αA = cα. Množina všetkých vlastných vektorov s rovnakým vlastným čı́slom c sa

nazýva priestor vlastných vektorov, ozn. ε (µ).

30



DODATOK A. LINEÁRNA ALGEBRA 31

Vety

Veta A.1. Nech A je reálna symetrická matica, potom je ortogonálne podobná s (reálne)

diagonálnou maticou

Z tejto hlavnej vety vyplývajú nasledovné dôsledky:

NechA je štvorcová matica typu n×n nad pol’om F . PotomA je podobná s diagonálnou

maticou práve vtedy, ked’spomedzi vlastných vektorov vieme vybrat’bázu.

Nech A,B sú štvorcové matice typu n × n nad pol’om v. Ak A a B sú podobné, tak

chA(x) = chB(x).

Hodnost’h(A) symetrickej matice A je rovná počtu nenulových vlastných čı́sel. Dôkaz

tvrdenia:

Ak A je symetrická matica nad R. Potom sú všetky jej vlastné čı́sla reálne.

Ak matica A je reálna symetrická matica a α a β sú vlastné vektory matice A s rôznymi

vlastnými čı́slami matice A, tak α a β sú ortogonálne (kolmé).

Dôkazy k týmto tvrdeniam sa náchadzajú v [10, str. 32–42]

Ak A je štvorcová matica n× n s reálnymi alebo komplexnými prvkami a ak λ1, . . . , λn

sú vlastné čı́sla matice A, potom platı́:

tr(A) =
∑
i

λi

Dôkaz tvrdenia: [11, str. 395].
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