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Abstrakt

Témou bakaldrskej prace je vyuZitie spektralnych metdd pri skimani silne regularnych gra-
fov. Prva Cast’ prace obsahuje ivod do spektrilnej tedrie grafov, konkrétne silne reguldrnych
grafov a ich vlastnosti. Zname vysledky pre silne reguldrne grafy tvoria druhu Cast’ prace.
V poslednej Casti sme navrhli a implementovali vlastnd metédu hladania silne reguldarnych
grafov s konkrétnymi parametrami (25, 12, 5, 6), kde vyuZivame aplikacie vysledkov z druhe;j

Casti préce.

KrUCOVE SLOVA: spektrdlna tedria grafov, silne reguldrne grafy



Abstract

In this work, application of spectral methods in strongly regular graphs is studied. First part of
our work contains introduction to spectra graph theory, specificly strongly regular graphs and
their properties. In the second part, we present known examples of strongly regular graphs.
In the last part, we propose and use our own method of finding strongly regular graphs with

parameters (25, 12, 5, 6).

KEYWORDS: spectral graph theory, strongly regular graph
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Uvod

Spektralna tedria grafov sa zaobera vztahmi medzi vlastnostami grafov, charakteristickym
polynémom, vlastnymi ¢islami a vektormi matice susednosti grafov, je to vlastne vyuZitie
linedrnej algebry v tedrif grafov. Skiimanim vlastnosti matice susednosti méZeme urcit nielen
Struktdru grafu ale aj chromatické ¢islo grafu. Spektralna tedria grafov sa vyuZiva v oblas-
tiach fyziky, chémie, informatiky ale aj v geografii a socidlnych veddch. Zaujimavou triedou
grafov su silne reguldrne grafy so Specifickymi spektrdlnymi vlastnostami, ktoré rozoberdme
v prvej Casti prace. Druhd Cast’ prace sa zaoberd hl'adanim silne reguldarnych grafov s konkrét-
nymi parametrami (25, 12, 5, 6), kde sme navrhli vlastnd metédu hladania takychto grafov.
Nasa metdda vyuZziva vysledky z odborného ¢lanku [1], pricom sme navrhli vlastny sposob
hladania Specifickych korefiov systému linedrnych rovnic. Vysledky ziskané naSou metédou

sme porovnali s uZ zndmymi vysledkami a navrhli sme spdsob hladania zloZitejSich silne

reguldrnych grafov.



Kapitola 1

Z.akladné definicie a vety

V tejto kapitole su zhrnuté zdkladné definicie a vety, ktoré v praci pouzZivame. Prva cCast’
obsahuje zdkladnu terminoldgiu z tedrie grafov. V druhej Casti st uvedené zakladné vlastnosti

matice susednosti a tvrdenia z linedrnej algebry, ktoré neskor v praci vyuZivame.

1.1 Teéria grafov

Zékladna terminoldgia z tedrie grafov je intuitivna, vychddzame zo Standartnej notécie.

Graf je usporiadand dvojica G = (V, E)) mnoZin spliiajica £ C (%), prvky z E si
dvojprvkové podmnoZziny V. Prvky z mnozZiny V nazyvame vrcholy grafu G a prvky z
mnoziny E nazyvame hrany. Pri zakresleni grafu bod predstavuje vrchol a ¢iara medzi
bodmi predstavuje hranu.

Pocet vrcholov grafu G urCuje stuperi grafu. Vrchol v je incidentny s hranou e ak v € e.
Stupeini vrchola v je pocet hran z E incidentnych s v. Ak vSetky vrcholy G maji rovnaky
stupeni k, potom graf G je k-reguldrny. Vrcholy, ktoré st spojené hranou nazyvame susedné.

Kompletny graf je graf, v ktorom je kazdy vrchol grafu spojeny hranou s kazdym inym
vrcholom grafu. Kompletny graf s n vrcholmi oznacujeme K,.

Nech G = (V,E) aG' = (V', E’) st dva grafy. Grafy G a G’ nazyvame izomorfné, ozn.
G ~ (', ak existuje bijekcia o : V — V'szy € E < p(z)p(y) € £'. Izomorfizmus grafu
G na seba nazyvame automorfizmus grafu G.

Ak G' C G a zaroven graf G’ obsahuje vSetky hrany zy € F s x,y € V', potom graf
G’ nazyvame indukovany podgraf grafu G. Komplement G grafu G je graf na V' s mnoZinou

hran (‘2/) - F.
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Sled v grafe G, presnejSie u — v sled je striedava postupnost’ vrcholov a hran tvaru
U = v, e1,...,6e,, U, =0, kde e; = v;_10;. Di7ku sledu ndm urcuje ¢islo n. Ak vrchol u je
totozny s vrcholom v, potom u — v sled nazyvame uzavretym sledom.

Cesta v grafe G je sled, v ktorom sa neopakuju ani vrcholy, ani hrany. Vzdialenost’ dvoch
vrcholov v grafe G je dizka najkratiej cesty medzi nimi. Suvisly graf je graf, v ktorom
existuje cesta z kazdého vrcholu do kazdého vrcholu.

Matica susednosti grafu G s n vrcholmi je Stvorcovd matica A = A(G) = (a; ;) stupia
n, ktorej riadky aj stipce si indexované vrcholmi grafu. Pre prvok matice A plati: a;; =1
prave vtedy, ked vrcholy v; a v; st susedné v grafe G. V opac¢nom pripade je a; ; = 0.

Matica susednosti A pre jednoduchy neorientovany graf GG je symetrickd a na diagondle
ma samé nuly. V naSej praci sa zaoberame len takymito grafmi.

Viastné c¢isla grafu G su vlastné ¢isla matice susednosti A. Ak preusporiadame vrcholy v
G (priradime im &isla 1, 2, 3, . . ., n vinom porad{) dostaneme maticu susednosti PAP~!, kde
P je nejakd permutacnd matica. Z linedrnej algebry vyplyva, Ze vlastné ¢isla grafu nezavisia

od usporiadania vrcholov, resp. spektrum matice (mnoZina vlastnych ¢isel) sa nemeni.

Ak G je k-regularny graf, potom jednoduchou tivahou dostaneme rovnost’
AJ=JA=FkJ, (1.1)

kde Standartne matica J (all-one matrix) oznacuje maticu, ktord obsahuje samé jednotky. Z
tejto rovnici vyplyva, Ze matica A ma vlastné ¢islo k s nasobnostou 1.
Existuje zaujimavy vztah medzi u — v sledom a maticou susednosti, ktory sa dd lahko

dokazat pomocou matematickej indukcie.

Lema 1.1. Nech A je matica susednosti grafu G a nech u, v su vrcholy grafu G. Potom pocet

u— v sledov s dizkou m je rovny (Am)u’v. Pocet uzavretych sledov dizky m v grafe G je rovny
Tr(A™).

1.2 Vlastnosti matice susednosti

V tejto Casti su zhrnuté zdkladné vlastnosti matice susednosti pre jednoduchy neorientovany
graf, ktoré vyplyvaju z linedrnej algebry. PIné znenia definicii a tvrdeni z linearnej algebry

je mozné ndjst' v Dodatku [A]
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Matica susednosti A ma prave n vlastnych Cisel, pricom vsetky vlastné Cisla su redlne.
Hodnost’ h(A) matice susednosti A je rovnd po¢tu nenulovych vlastnych &isel. Ku kazdému
nenulovému vlastnému &islu existuje vlastny vektor matice A.

Vlastné vektory o a 5 s roznymi vlastnymi ¢islami matice susednosti A si ortogonédlne
(kolmé). Z vlastnych vektorov matice susednosti A vieme zostrojit ortonormalnu bazu.

Nech Ay, ..., \, st vlastné ¢isla matice susednosti A, potom plati:

tr(A)=> X\ (1.2)



Kapitola 2

Silne regularne grafy

V tejto kapitole sa zaoberdme silne regularnymi grafmi, ktoré patria do oblasti spektrilnej

tedrie grafov, pricom maju zaujimavé algebraické vlastnosti.

2.1 Definicia

Definicia 2.1. Silne reguldrny graf (strongly regular graph) je graf s parametrami (n, k,
A, 1), kde n je pocet vrcholov, k urcuje stuperi reguldrnosti grafu, lubovolné dva susedné
vrcholy grafu maji prdve \ spolocnych vrcholov a lubovolné dva nesusedné vrcholy majii

prdve [ spolocnych susedov.

() (b) (©)

Obrazok 2.1: Priklady jednoduchych silne reguldrnych grafov: a) Stvoruholnik (4, 2, 0, 2),
b) pentagon (5, 2, 0, 1), ¢) Petersonov graf (10, 3, 0, 1)
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2.2 Zakladné vlastnosti

V tejto Casti si uvedené zdkladné vlastnosti silne reguldrnych grafov: komplement, vztahy
medzi parametrami a dokaz spektralnej vlastnosti silne reguldrnych grafov, tzv. integrdlne

kritérium.

2.2.1 Komplement

Zaujimavou vlastnostou silne regularnych grafov je, Ze ich komplementy st tiez silne regu-

larne grafy.

Veta 2.2. Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n, k, A\, p). Potom komplentdrny

graf G (komplement) ku grafu G je tieZ silne reguldrny graf s parametrami (n, k, \, i), kde:

k=n—k—1

A=n—2-2k+pu
n=mn-—2k+ A\

Dokaz. Z definicie komplementu grafu G vyplyva, Ze G je regularny graf stupiiak = n—k—1.
Predpokladajme, Ze z a y st vrcholy, ktoré sd susedné v grafe G a teda nie sd susedné v grafe
G. Potom x a y maju prave u susedov, pricom kazdy sused ma k — p inych susedov. Pocet
vSetkych vrcholov v grafe G \{x, y}, ktoré nesusedia s x anis y jen — u — 2(k — ) — 2. Po
tiprave dostaneme: A = n — 2 — 2k + p.

Ak vrcholy  a y sd nesusedné v grafe G, potom sii susedné v grafe G a z definicie silne
reguldrneho grafu vyplyva, Ze maji A susedov. Pouzitim podobnej tivahy ako v predchédza-
jicom pripade dostaneme, Ze vrcholy x a y maji n — 2k + A spolo¢nych susedov v grafe G

atedapg =n— 2k + A\ O

Priklad 2.1. Pre silne reguldrny graf pentagon s parametrami (5, 2, 0, 1) je komplement

grafu silne reguldrny graf s rovnakymi parametrami (5, 2, 0, 1).

Pentagon (5, 2, 0, 1) Komplement grafu (5, 2, 0, 1)
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Silne regularny graf G nazyvame primitivnym (primitive), ak on aj jeho komplement
su suvislé grafy. V opacnom pripade nazyvame silne regularny graf G neprimitivnym (im-
primitive). Nasledujuca lema dokdzuje, Ze existuje iba jedna trieda neprimitivnych silne

reguldrnych grafov.

Lema 2.3. Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n, k, A, j1). Potom nasledujiice

tvrdenia su ekvivalentné:

graf G nie je suvisly graf
o =0

A=k—-1

graf G je izomorfny s grafom mKjy_q, pre nejaké m > 1

Doékaz. Predpokladajme, Ze graf G je nesuivisly a nech (G; je jeho komponent. Pre vrchol z
G plati, Ze nema Ziadneho suseda s vrcholom, ktory nepatri v Gy, a preto i = 0. Ak p = 0,
potom neexistuji nesusedia v grafe GG, resp. kazdy vrchol v grafe (G, je susedny s kazdym
inym vrcholom v grafe GG;. Dostdvame A = k — 1. Z toho potom l'ahko vidiet, Ze graf G je

sloZeny z komponentov, ktorymi st kompletné graty K. 0

Dalej v naSej préci sa zaoberdme iba primitivnymi silne reguldrnymi grafmi, pre ktoré

platia dalSie vlastnosti.

2.2.2 Zavislost’ parametrov

DalSou z4ujimavou vlastnostou silne reguldrneho grafu je zdvislost’ jeho parametrov medzi

sebou.

Veta 2.4. Nech graf je silne reguldrny graf s parametrami G = (n, k, \, ). Ak p # 0, potom
k(k—A—1)=n—k—1)u.

Doékaz. Mnozinu vrcholov grafu G si rozdelime do 3 disjunktnych skupin nasledujicim
spdsobom. V grafe G si zvolime jeden Tubovolny vrchol, ozn. v, ktory zaradime do prvej
skupiny. Do druhej skupiny zaradime vrcholy susedné s vrcholom v a v tretej skupine ndm
ostatnud zvys$né vrcholy grafu G. Je zrejmé, Ze pocCet vrcholov v prvej skupine je 1 a v druhej

skupine k, pretoze graf G je k-regularny. Staci nam uz len urcit’ pocet prvkov tretej skupiny.
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Ak si za dva susedné vrcholy zvolime vrchol v a Tubovolny vrchol z druhej skupiny,
potom podla definicie silnej reguldrnosti grafu musia mat’ A spolo¢nych susedov. Spolo¢ni
susedia st vrcholy z druhej skupiny. Pocet hrdn vychadzajucich z vrchola druhej skupiny do
tretej skupiny je K — A — 1, potom pocet hran spolu je k(k — A — 1).

Ak si za dva nesusedné vrcholy grafu G zvolime vrchol v a Tubovolny vrchol z tretej
skupiny, potom podla definice musia p spolo¢nych susedov, pri¢om tito susedia musia byt
vrcholy z druhej skupiny.

Celkovy pocet vrcholov v tretej skupine je b

% a teda vSetkych vrcholov n =

1+Ek+ @ Jednoduchou dpravou dostaneme vztah k(k — A —1) = (n—k—1)pu. O

Obrazok 2.2: Zakreslenie silne reguldarneho grafu, kde st vrcholy rozdelené do troch skupin.

Definicia 2.5. Nech G je silne reguldrny graf's parametrami (n, k, \, 1), v ktorom si vyberieme

lubovolny vrchol v € V(G). Potom matica susednosti A grafu G sa dd zapisat’takto:

0 17 0
A — 1 Al BT 5
0 B A,

kde matica A, je matica susednosti podgrafu grafu G indukovand susedmi vrchola v a matica
A, je matica susednosti podgrafu grafu G indukovand nesusedmi (vrcholy s dZkou 2) vrchola

V.
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2.2.3 Integralne kritérium

Zékladné spektrdlna vlastnost’ silne regularnych grafov hovori o vlastnych ¢&islach a ich

nasobnostiach.

Veta 2.6 (Integralne kritérium). Ak existuje silne reguldrny grafs parametrami G = (n, k, A\, ),

potom \;’% je celé Cislo s rovnakou paritou ako n — 1.
1) n)

Dokaz. Nech matica A je matica susednosti grafu GG. Z definicie silne regularneho grafu a
vety (I.1)) vieme, Ze matica A ma vlastné ¢islo & s ndsobnostou 1. UkdZeme, Ze matica A md
2 dalSie vlastné ¢isla.

Predpokladajme, 7e u — v je sled dizky 2 v grafe G, pre maticu A to znamena A2. V silne
reguldrnom grafe GG to znamen4, Ze vrcholy u a v st bud rovnaké, susedné alebo nesusedné.
Z lemy vyplyva, Ze u — v sled v matica A? uréuje pocet spoloénych susedov vrcholov
u a v. Ak u = v, potom pocet spolocnych susedov je stupeni vrchola u. Matica, ktord je

komplementom ku matici A (matica nema hrany, kde matica A hrany ma) je rovna J — I — A.

Potom dostdvame vztah, kde matica A? je linedrnou kombindciou matic .J, I, A:
A2 =Kkl 4+ A+ u(J—1—A)

Po tUprave dostaneme:

A= N=—wA+ (k—pI+p .1)

Podla vety o ortogondlnosti vlastnych vektorov[1.2]vyplyva, Ze ostatné vlastné vektory matice
A musia byt ortogondlne s 1.
Pre kazdy vlastny vektor v s vlastnym ¢islom, ozn. 8, ktory je ortogondlny s 1, dostdvame
pJv = 0 a teda plati:
A?v = (A —p)Av + (k — p) v

z vr

Potom pre kazdé vlastné ¢islo 6 # k plati:
0*=AN—p)f+k—pu

Dostali sme kvadraticki rovnicu, ktord ma 2 redlne rieSenia (z vety o redlnosti vlastnych ¢isel

symetrickej matice [[.2)), ozn. r a s:

A= pE (= p)?+ 4k — p)
2

r,s =
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Vicsinou predpokladame, ze r > Oa s < 0.V primitivnych silne regularnych grafoch vlastné
¢islo nemdze byt nulové a teda s je zdporné Cislo. Ako mdzeme vidiet tieto 2 vlastné Cisla
su zavislé na parametroch silne regularneho grafu.

Dalej uréime ndsobnosti vlastnych &isel » a s. Ndsobnost’ vlastného &isla r budeme
oznacovat’ f a ndsobnost’ vlastného ¢isla s budeme oznacovat’ g.

Z vety o béze z vlastnych vektorov [I.2]a rovnosti (I.2)) vyplyvaju 2 rovnice:
f+g+1=n

rf+sg+1k=0

Po tprave:

f:_(n—l)s—l—k’ g:(n—l)r+k

r—s r—s

Po dosadeni hodnot r a s dostaneme:

IR PN R U et
f_2<( v \/(A—u)2+4(k¢—/~b)>

1 . 2k +(n—1) (A — p)
. <( 1)+\/(A—u)2+4(k—u)>

Nésobnosti vlastnych ¢isel sd tieZ zdvislé na parametroch silne reguldarneho grafu. Sd to

prirodzené Cisla, z ¢oho vyplyva, Ze druhy vyraz v zatvorke je tieZ celé ¢islo s paritou ako

n — 1. L]

Priklad 2.2. Pre Petersenov graf, ktory md parametre (10, 3, 0, 1) si vlastné Cisla a ich

—1++9 1 -3
— VT _ 1 _9 =—(9+—) =514
T7S 2 ) f?g 2( \/g) )

Petersonov graf spliia integrdlne kritérium. Jeho maticové spektrum je: (—2)4,1°, 3.

ndsobnosti:

2.3 Typy

Na zédklade vlastnosti silne reguldrnych grafov méZeme vyjadrit' vztah medzi f a g, pomocou

ktorého rozdelime grafy do dvoch typov:

2k +(n—1) (A —u)

R/ ¢ ey ey
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e Konferencné (conference) grafy su také silne reguldrne grafy s parametrami (n, k, A, i),

pre ktoré plati: f = g. Z toho vyplyva, Ze:

2k+(n—1)(A—u)=0

St to tieZ také silne reguldrne grafy, ktoré majui rovnaké parametre ako ich komple-

menty. Z vlastnosti a vyplyva, Ze su to silne reguldrne grafy s parametrami

(n=1) (n=5) (n—-1)
(n, nz I R )

Nekonecéna trieda konferenénych grafov sd napriklad Paley grafy P(q), kde mnozina
vrcholov je koneéné pole GF'(q), q je prvociselnd mocnina (prime power) kongruetna
s 1 mod 4. Vrcholy u a v sd susedné prave vtedy, ked ak © — v je nenulovy Stvorec v

GF(q) [2].

Konferencny graf je prepojeny so tzv. symetrickou konferencnou maticou(conference

matrix) a preto velkost’ grafu musi byt 1 (mod 4) a zdrovei sicet dvoch Stvorcov.

Vlastné ¢isla konferencnej matice nemusia byt celé ¢isla narozdiel od druhého typu
silne regularnych grafov. Vlastné ¢isla r a s s ndsobnostiami f a g v konferencnych

grafov maju tvar:

—1++/n n—1
g fem

r,Ss

Konferen¢né grafy su tplne zndme pre malé n < 30, konkr. n = 5,9,13,17,25, 29.
Pre n = 21 a 33 je dokdzané, Ze neexistuji. Pre n = 37 je dokdzand existencia takychto

grafov, ale ich pocet je nezndmy.

e Druht skupinu tvoria vSetky ostatné (primitivne) silne reguldrne grafy, pre ktoré plati

f # g.Ztoho vyplyva, ze 2k + (n — 1) (A — p1) # 0 azdrovedt /(A — p)2 + 4(k — p)

musi byt perfektny Stvorec. Perfektny stvorec je ¢islo, ktory vznikne druhou mocninou
nejakého celého ¢isla. Kvocient tychto dvoch vztahov musi byt kongruentny s n — 1

mod 2. Z tychto vlastnosti vyplyva, Ze vlastné Cisla r a s su celé Cisla.



Kapitola 3

Vysledok D. de Caena

V tejto kapitole vychddzame hlavne z odborného ¢lanku [1], kde obSirnejSie dokdZzeme

tvrdenie a dosledok tvrdenia.

Definicia 3.1. Nech M je matican xn, ktorej riadky a stlpce sii indexované [n] = {1,2, ... ,n}.
Nech T C [n], potom M[T) ndm urcuje podmaticu matice M, ktorej riadky a stlpce sii inde-
xované mnoZinou T. Pre viplnost'predpokladdme M ()] = 1. Komplement mnoZiny T budeme

oznacovat’ T = [n)\T. Determinant matice M budeme oznacovat’| M|.

Lema 3.2 (Jacobiho identita). Ak k matici M existuje inverznd matica, ozn. M %, potom pre
lubovolné T' C |n| plati:
(M [T]|=[M|[MHT]] 3.1)

Dokaz. Dokaz lemy nebudeme uvdadzat, pretoZze vyzaduje vysSie znalosti z tedrie matic

(matrix theory). Podrobny dokaz sa nachadza v [3, str. 52].

Charakteristickd matica C' ku matici A je C' = xI — A. V ddkaze nasledujicej vety
sa budeme zaoberat’ inverznymi maticami k maticiam, ktorych koeficienty su polynémy v
neurcitej z. Tieto inverzné matice existujd, ak predpokladdme, Ze koeficienty st z pola QC|z],

tj. podielového pola okruhu polynémov.

Veta 3.3. Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n, k, )\, j) s maticou susednosti
A a nech C je charakteristickd matica matice A, tj. C = xI — A. Potom pre lubovolnii

podmnoZinu vrcholov T, kde |T'| = t plati:

[CIT| = a@) M|CIAIT) + (2 + 1= NI+ —E 71,

kde q(x) = 2® + (u — Nz + p — k.

12
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Dékaz. Dosadenim charakteristickej matice C' do (3.1) dostaneme:
2L, — A[T]| = |aL, — A]|(x1,, — A)~" [T]| (3.2)
Z rovnice (2.1)) vyplyva:
A+ (p—=NA+ (n—k) =pJ (3.3)
Umocnenim a tpravou charakteristickej matice C' = x/ — A dostavame:
A? =C? — 2% +22A (3.4
Dosadenim avztahu A = 2] — C do dostavame:
ClC—-QRe+p—NI=(-2"—(pu-Ne—p+k)I+upJ

Ak si polyném z2 + (u — \) x + p — k ozna¢ime ako ¢(x), potom mdzeme si v§imnit, Ze

korene polynému nam predstavuju vlastné ¢isla r, s matice A. Po uprave dostaneme:
ClC—Q2x+p—N1]=—q(x)] + p,
Potom dpravami dostaneme:
O = [—q(@)I + ) [C — (2w + p— N 1]

Ak ku matici [—q(z)] + pJ] existuje inverznd matica, potom jej vyratanim pomocou Gauss-

Jordanovou metédou dostavame vztah:

1 L
@ T @@ )’

Dosadenim tohto vztahu a C' = zI — A dostaneme:

-1 _ | _ 1 H _
¢ ‘[ Q(m)IJrq(x)(—q(r)Jrun)J}[ (

Dalsimi tpravami dostaneme:

r+p— A1+ A

-1 _ H T B
q(z)C _{1+—q<x)_lmj} [(x+p—N) 1+ 4]

p(x+k+p—2AN)

@

=A+(x+p—XNI1+

Z vety 2.4 mame vztah: k(k — X — 1) = pu(n — k — 1) a jednoduchymi tGpravami vieme z
neho vyjadrit’ vztah:

g(x) —pn = (z = k)(z +k+p—X)
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Dosadenim daného vztahu do rovnice dostavame:
q(z)C™* :A+(x+u—A)I+$“TkJ

Zlicenim danej rovnice s rovnicou (3.2)) dostaneme vztah, ktory sme cheeli dokazat'. O

Toto tvrdenie ndm v praxi nedédva vela vysledkov, pretoZe vyzaduje znalosti celej matice
A. Ku zjednoduseniu vztahu staci predpoklad, aby matica A[7] komutovala s maticou .J a to

su regularne grafy.

Dosledok 3.4. Ak graf G[T) je d-reguldrny, potom komplement indukovaného podgrafu G|T)
md charakteristicky polynom:

IC[T]|=lz—k)(@z+p—A+d)+ pt](x—r) " (z- s)g_tH(x+u — A+ w), (3.5

w

kde sicin cez vSetky viastné cisla matice AT s pravidlom “omitted once” (vynechany jeden

Clen s w = d).

Dékaz. Z oznalenia ¢(x) vyplyva, Ze ho mbézeme prepisat’ ako: ¢(x) = (z — r)(x — s).
Potom vztah ¢(z) " |C| mdzeme prepisat ako: (z — k)(z — )/ '(z — s)7". Ked%e graf
G|[T] je d-regularny, potom matica A[T] komutuje s maticou .J, plati vztah (I.T]). Potom
najvicsie vlastné Cislo grafu G[T] s maticou A[T] + (z + p + X) I; + -#5J; sa rovnd Cislu
d+ (x4 p—N) + L. Po tprave dostaneme: [(z — k) (z + p — A+ d) + pt] / (x — k).
Ostatné vlastné ¢isla grafu G[T| si x + 1 — A + w, kde w prechddza vSetkymi vlastnymi

¢islami matice A[T], raz mus{ vynechat' w = d. Po dosadeni vztahov do povodného tvrdenia

dostaneme rovnicu, ktord sme chceli dokazat. O]

Z toho vyplyva, Ze nemusime poznat’ poznat’ celd maticu A. Sta¢i nam predpoklad, Ze
graf G[T] je regularny graf a potom z neho vieme potom vyratat’ komplement. Tento ddlezity

fakt vyuzijeme dalej v préci pri hl'adani silne reguldrnych grafov.
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Priklad 3.1. Petersenov graf, ktory md parametre (10, 3, 0, 1) spliia vetky poZadované
podmienky. Jeho vlastné ¢isla a ndsobnosti sii: r = 1, f = 5,5 = —2, g = 4 Obsahuje ako
podgraf 2-reguldrny graf na 5 vrcholoch (d = 2,t = 5), ktorého charakteristicky polynom je
x® — 523 + 5z — 2. Podla désledku, potom charakteristicky polyném komplementu podgrafu
je:

IC[T]|=(*-9+5)(z— 1)z — (=2)*° (z' 422" —2® — 22 + 1)

=15 —52% +5x — 2

Obrazok 3.1: Petersenov graf, cervenou farbou je oznaceny 2-regularny podgraf na 5 vrcholov
a zelenou farbou je komplementdrny graf k nemu. Zhodou okolnosti je tieZ 2-regularny graf

na 5 vrcholov



Kapitola 4
Ciel prace

V tejto kapitole rozoberdme ciel prace a to hladanie silne reguldrnych grafov. Z definicie
rozkladu silne regularneho grafu vieme vrcholy rozdelit’ do troch skupin: Tubovolny vrchol
v, susedia vrchola v a nesusedia vrchola v. Pri hl'adani silne regularnych grafov s uréitym
parametrami nds pri rozklade zaujima pocet moznych podgrafov susedov vrchola v a za-
rovefi poet moznych podgrafov nesusedov vrchola v. Nasim cielom bolo ndjst’ typy silne
regularnych grafov s ur¢itymi parametrami, s ktorymi by sme vedeli generovat vSetky pod-
grafy susedov a nesusedov vrchola v a zdroven, aby stupeii podgrafov susedov vrchola v
bol podobny so stupfiom podgrafov nesusedov vrchola v. Takymi silne regularne grafy su

konferencné grafy.

(n—1) (n—>5) (n—1)>_

Z definicie konferencné grafy su silne reguldrne grafy s parametrami (n, 5 T

Z pozorovania vieme, Ze v konferencnych grafoch vznikni 2 podgrafy, ktoré su reguldrne a
zarovenl maju komplementdrny stupen medzi sebou. MoZnosti takychto dvojic regularnych
grafov je velmi vela. Vdaka De Caenovmu vysledku 3[sa ndm podarilo radikélne zizit vyber
takychto dvojic. Potom uz staci dopocitat' maticu susednosti silne reguldrneho grafu pomocou
spektralnych metdd.

Prvykrat vymenoval a publikoval vSetkych 15 silne regularnych grafov s parametrami
(25,12,5, 6) Paulus v roku 1973. Program, ktory bol napisany v Algole vyuZival backtracking
a dalSie znalosti z kombinatorickych Struktdr [4]].

Na otestovanie nasej metddy sme si vybrali prave silne reguldrny graf s parametrami (25,
12, 5, 6). Dovod vyberu tohto grafu je taky, Ze pocet podgrafov susedov a nesusedov v, €o
st 5-reguldrne grafy a 6-reguldrne grafy, je relativne maly (okolo 8000). Dal$im dévodom je

aj poCet takychto grafov. Vysledky nasej metdy a jej implementédcia sa nachadza v dalej

16
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kapitole.

4.1 Popis metody

Matica susednosti silne reguldrneho grafu s parametrami (25, 12, 5, 6) po rozklade (2.5))

vyzerd nasledovne:

0 17 0
A= 1 Al BT )
0 B A,

kde podgraf A; je 5-regularny graf na 12 vrcholoch a A, je 6-reguldrny graf na 12 vrcholoch.

Prvym krokom naSej metddy je ndjst vSetky 5 a 6-reguldrne grafy na 12 vrcholoch. Na
to sme pouZzili program Genreg [3], ktory generuje vSetky reguldrne grafy s r6znymi para-
metrami. Stvislych 5-reguldrnych grafov na 12 vrcholov je 7848 a suvislych 6-regularnych
grafov na 12 vrcholov je 7849. Suvislych 6-reguldrnych grafov je viac o jeden Specificky pri-
pad: komplement nestvislého 5-regularneho grafu na 12 vrcholov, ktory je zloZeny z dvoch
kompletnych grafov na 6 vrcholov. Komplement je suvisly a 6-regularny na 12 vrcholov.

Dalsim krokom je vypo&itat’ charakteristické polynémy k jednotlivym vygenerovanym
grafom. Tu sme vyuzili sadu programov GAP - Groups, Algorithms, Programming - a System
for Computational Discrete Algebra [6]]. Nasim cielom je ku kazdému 5-reguldrnemu grafu
De Caenovym vysledkom (dosledok [3.4)) vypocitat’ charakteristicky polyném komplementu
a z neho dostat’ 6-reguldrny graf. Komplement 5-regularneho grafu na 12 vrcholoch, ktory je
podgrafom silne reguldrneho grafu s parametrami (25, 12, 5, 6) nie je suvisly. Konkrétne je
to 6-reguldrny graf na 12 vrcholov s izolovanym vrcholom v.

Nech ch 4, (x) je charakteristicky polyndm 5-reguldrneho grafu a nech chy, (z) je cha-
rakteristicky polyném 6-regularneho grafu. Potom charakteristicky polyném komplementu
je:

ch4; (v) = x cha, ()
Lahko vidiet, Ze potom vieme porovnat’ charakteristické polynomy kazdého komplementu
5-reguldrneho grafu s 6-reguldrnym grafom. Vsetky mozné rovnosti splitiaji De Caenov
vysledok a teda mdZu tvorit silne reguldrny graf. Tymto sposobom vyratame matice A; a Ay

zo silne regularneho grafu s parametrom (25, 12, 5, 6).
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Obrizok 4.1: Zakreslenie silne reguldrneho grafu s parametrom (25, 12, 5, 6). Cervenou
farbou st pospdjané vrcholy 5-reguldrneho grafu, zelenou farbou sui pospdjané vrcholy 6-

reguldrneho grafu

Najtazsim krokom metddy je dopocitanie zvySku matice susednosti — maticu 5.
Pre vrcholovy rozklad silne regularneho grafu platia nutné podmienky, z ktorych vyratame

maticu B.

Z rovnice (2.1)) vyplyva:
A=N=—pwA+ (k—pwl+p
Z matice susednosti A grafu G dostaneme:

k 17 A, 17 BT
A= A1 J+A2+B"B A,BT +BTA,
B1 BA; + A,B A2+ BBT

Z tychto 2 rovnic dostaneme 3 rovnice, ktoré st nutnymi podmienkami pre silne regularny

graf:
A2 = (A=A = (k=) [+ B"B= (u—1)J (4.1)
A — (N —p)Ay — (k—p)I + BBT = uJ 4.2)

Tieto podmienky musi spiiiat’ kazdy silne reguldrny graf. Poslednd rovnica (@3) ddva

linearny vztah matice B k maticiam A; a As. Z tejto rovnice vyjadrime maticu B. Dostaneme:

BA + (A= (A= p)[) B = pJ
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Dostali sme maticovi rovnicu v tvare AX + BX = (), ktord vieme prepisat’ do tvaru
linedrnych rovnic pomocou algoritmu [5.1.3] Dostdvame sistavu 144 linedrnych rovnic o
144 neznamych. Nezndme mo6Zu nadobudat’ hodnoty 0 alebo 1. Hodnost’ systému linearnych
rovnic je vo vSeobecnosti mensi ako 144, a preto nie vZdy existuje prave jedno rieSenie. V
tom spociva velky problém, ktory rie§ime v implementacii. Vyskid$ali sme viacero moZznosti
od komer¢ného softvéru Gurobi [[7] az po vlastny spdsob hl'adania rieSeni linedrnych rovnic,
ktory je zaloZeny na tipovani vysledku a vyuZiti dal$ich dvoch kvadratickych podmienok.

Poslednym krokom metddy je vylucit rieSenia grafov, ktoré si izomorfné medzi sebou.
Vyuzili sme program Nauty (No AUTomorphisms, Yes?) 8], ktory riesi problém izomorfizmu

velmi rychlo.



Kapitola 5

Implementacia a vysledky metody

V tejto kapitole sa zaoberdame vysledkami a implementaciou metédy popisanej v kapitole
M.1l K préci je pribaleny CD so zdrojovym kédom program napisany v programovacom
jazyku Java, v préaci popiSeme zdkladné algoritmy formou pseudokdédu. Pri implementécii
budeme udavat Cas trvania behu programu a vyuZzitd pamit’ pri vypocte. Kéd bol spistany
na notebooku s konfigura¢nou zostavou Intel Core i3 350M, RAM 4GB, HDD 500GB 7200
otdcok.

Na zéver podla vysledkov nasej metédy sme urobili odhad pre mozné hladanie silne
reguldrnych grafov s parametrami (37, 18, 8, 9) naSou metédou, kde pocet grafov je zatial

neznamy.

5.1 Implementicia metody

V tejto Casti prace popiSeme podrobne implementdciu metédy hladania silne reguldrnych

grafov.

5.1.1 Generovanie a spracovanie regularnych grafov

Akouz je spomenuté v popise metddy, pri generovani regularnych grafov sme vyuzili program
genreg. Program genreg je napisany v programovacom jazyku C, pricom vystup programu je
v nem¢ine. Vdaka manudlu, ktory je v angli¢tine sa ndm podarilo program pochopit. Vystup
programu obsahuje grafy a informdcie o nich. Graf v programe je reprezentovany ako zoznam
susedov. Lahkym sparsovanim sa nim podarilo vytvorit’ pole matic susednosti grafov, ktoré

sme neskor vyuZzili. Ako sme uZ spomenuli, stivislych 5-regularnych grafov na 12 vrcholov

20
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je 7848 a suvislych 6-regularnych grafov na 12 vrcholov je 7849.
Generovanie tychto grafov trvalo 0.554s a ich nasledovné spracovanie 1.259s. Vystupny
stibor mal velkost' 2.2 MB. V zdrojovom kéde k tejto Casti prislicha trieda s ndzvom Parse-

ASCFormat.java.

5.1.2 De Caenov vysledok

Aby sme mohli vyuzit De Caenov vysledok (dosledok [3.4), musime ku kazdému grafu,
resp. matici susednosti vypocitat’ charakteristicky polyndm. Vyuzili sme program GAP, ktory
obsahuje balik funkcii. Z neho sme pouZili funkciu CharacteristicPolynomial, ktord ma jeden
parameter a to maticu. Vystupom funkcie je polyném s jednou nezndmou, ozn. v programe
x7.

Ako sme uz spominali, na§im cielom je ku kazdému 5-regularnemu grafu De Caenovym
vysledkom vypocitat’ charakteristicky polyném komplementu, ¢ize 6-regularny graf. Potom
porovname charakteristické polynémy komplementu 5-regularneho grafu s charakteristickym
polynémom 6-reguldrneho grafu.

Problém implementicie De Caenovho vysledku je v rovnici (3.5), kde sa vyuzivaji

znalosti vlastnych &isel w matice A[T:

H(a: + i — A+ w) , kde w = d “omitted once” (5.1

w

Zistit’ vlastné ¢isla z matice je vo vSeobecnosti netrividlny problém, kde mdzu nastat
numerické problémy.
Implementécia De Caenovho vysledku bez znalosti vlastnych ¢isel je zaloZena na zaklad-

nej vete algebry a postvani koreflov charakteristického polynému matice A[T].

Postup:

e V predpokladoch médme charakteristicky polyném matice A[T'|, ktory vieme prepisat’
vdaka zédkladnej vety algebry do tvaru:

H(SL’ - w)?

w

s w7

kde w prechddza cez vSetky vlastné ¢isla matice A[T7].

e polyném predelime vyrazom (x — d), aby splital pravidlo “omitted once”
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e napolyndém aplikujeme inverzni operdciu na korene, resp. na premennu w. To znamen4,
Ze v polynéme prendsobime —1 kazdd neparnu mocninu polynému. Polyném potom
nadobudne tvar:

H(ZE + w) , kde w = d “omitted once”

w
e korene polynému nakoniec posunieme o ;1 — A. Upravou sme dostali rovnaky vztah

ako (5.1])

Tento postup sa I'ahko dd naprogramovat. Na dpravu vyrazov polynémov (ndsobenie a
delenie) sme si pomohli programom GAP. V zdrojovom kode prislicha k tejto Casti trieda s
nazvom CharacteristicPolynomial.java.

Druhy spdsob ako sa dé ziskat' vztah (5.1) je pomocou Taylorovho rozvoja, ktory sa da
l'ahko implementovat' v G AP cez funkciu Value.

V naSom pripade ako komplement 5-reguldrneho grafu na 12 vrcholoch, ktory je pod-
grafom silne regularneho grafu s parametrami (25, 12, 5, 6) vznikne graf, ktory je nestvisly.
Je to 6-reguldrny graf na 12 vrcholoch s izolovanym vrcholom v, stupen charakteristického
polynému je 13. Ak chceme z neho dostat’ charakteristicky polyndm 6-regularneho grafu,
musime odstranit’ vrchol v z charakteristického polynému. To urobime tak, ze predelime cha-
rakteristicky polyném vyrazom x. Takto dostaneme charakteristicky polyném 6-regularneho
grafu.

Teraz mo6Zeme porovnavat’ charakteristické polynémy komplementu 5-reguldrneho grafu
s polynémami 6-reguldrneho grafu. Pocet zhod je: 11 766, rozdelenie vyskytov mdzeme
vidiet'v tabulke. Ako méZeme vidiet' ku kazdému 5-reguldrnemu grafu sme nasli aspoii jeden

vyskyt.

Pocet vyskytov 1 2 3 4 | 516 |78
Pocet grafov | 5159 | 1998 | 393 | 184 | 25 | 60 | 21 | 8

Tabulka 5.1: Pocet vyskytov

V zdrojovom kdéde prislucha k tejto Casti trieda s nazvom CompareCharacPolyno-
mial.java. Vyratanie komplementov charakteristickych polynémov 5-reguldrnych grafov a
ich nasledovné porovnanie s charakteristickymi polynémami 6-reguldrneho grafu trvalo

9.182s.
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5.1.3 Systém linearnych rovnic matice B

V tejto Casti je uvedeny algoritmus na zostrojenie systému linedrnych rovnic z lineédrne;j

nutnej podmienky @.3))

Algoritmus 1 Vytvorenia linearnych rovnic matice B z matic A; a A,
Predpoklady: int[][] al, int[][] a2

Vysledok: int[][] solution
1: fort=1— 12do
2: a2[i][i] < a2[i][i] + 1 {v naSom pripade — (A — p) je rovny +1}
3: end for
4: fort=1—12do

5: forj=1—12do

6: fork=1—12do

7: solution [ * 12 + 5] [i * 12 + k] < solution [ * 12 + j] [ * 12 + k] + al [K][/]
8: solution [7 * 12 + 7] [k * 12 + j] < solution [7 x 12 + j] [k x 12 + j] + a2 [i][k]
9: end for

10:  end for

11: end for

Riesenim nehomogenného systému rovnic (solution) dostaneme hladant maticu B.
Hodnost'nehomogenného systému rovnic je rozny pre matice A; a A, ako mdzeme vidiet’

v tabulke:

Hodnost 75-100 | 101 —110 | 111 =120 | 121 -130 | 131 -140 | 141 — 144

Pocet systémov 9 18 67 489 5342 5841

Tabulka 5.2: Tabulka hodnosti

Hladanim rieSenim nehomogenného systému linedrnych rovnic pomocou GEM (Gaus-
sova elimina¢nd metéda) v programe G AP funkciami SolutionMat a NullSpaceMat sme
dostali rieSenie rovnic, ktoré boli v raciondlne. Rétanie systému linedrnych rovnic trvalo
vySe diia. Ani po tprave na celé ¢isla sme nedostali hl'adany tvar koretiov 0 a 1 a preto sme

hladali dal$ie alternativy.
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5.1.4 Gurobi Optimalization

Pre konkrétne poziadavky hladanych korefiov sme vyskusali komerény program Gurobi
Optimalization. Program ponutka pre akademické ucely bezplatni akademicku licenciu na
rok. Po prestudovani manuélu a in$télacie API do javy sme implementovali problém hl'adania
rieSeni rovnic. Vyuzili sme LP (linear program) model, kde premenné sme nastavili na
Boolean. PouZitim prikazu Optimize ndm program zrdtal linedrne rovnice s poZadovanymi
parametrami.

Z 11766 sistav rovnic naiel 5159 rieSeni, ktoré spifiaji rovnicu (.3). Po otestovani
dalsich dvoch nutnych podmienok (@.1) a (4.2) zostali ndm uZ iba 4. Tieto rieSenia sd uz
hladané silne reguldrne grafy s parametrami (25, 12, 5, 6). V zdrojovom kéde prislicha k
tejto Casti triedy s ndzvami Gurobi.java a Multiplication.java. RieSenie linedrnych rovnic
trvalo 1837.5s (31m).

Dovody, preco sme nasli iba 4 rieSenia z 15 su také, Ze program Gurobi hlad4 iba jedno
optimélne rieSenie linedrnych rovnic. Ak ststava rovnic obsahuje viac rieSeni vyberie iba
jedno z nich. S kombindciou QP (quadratic program) ndm model spravne nefungoval, ratal
prili§ dlho a nakoniec priSiel k zlému vysledku. Po komunikécii na oficidlnom fére a s
autormi programu sme prisli k zdveru, Ze program Gurobi nie je stavany na rieSenie nasho
problému (je to hlavne optimalizadny softvér). Preto sme navrhli vlastny sposob hladania

rieSeni linedrnych rovnic.

5.1.5 Vlastny sposob riesenia

Ked?Ze program Gurobi nebol uspesny pri hladani rieSeni, navrhli sme vlastny spdsob hladania
rieSeni linedrnych rovnic. Jeho zdkladnou myslienkou je rozumne vyskusat v§etky moZnosti,
pri¢om uZ pri generovani budeme kontrolovat’ kvadratické podmienky.

Aby bolo mozné generovat’' moznosti, je nutné previest’ maticu linedrnych rovnic na
trojuholnikovy tvar. Tu sme vyuZzili program GAP, ktory ma na to funkciu TriangulizedMat.
Ako vstupom do programu bola matica s rozmermi 144 x 145, pretoZe systém linedrnych
rovnic je nehomogénna ststava. Posledny stipec v matici pozostdval zo samych 6 (1 = 6).
Vypocet trval cely den (pre vicSie vstupy GEM nie je priliz efektivny). Ako vystup sme dostali
stibor s velkostou 779.2 MB, ktory obsahoval 11766 trojuholnikovych matic v tvare zlomku.
Upravou na celé &isla sme dostali matice na pozadovany tvar. Upravend trojuholnikovi

maticu budeme oznacovat tr.
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Dalej je nutné upravit rovnice (@.1) a (#2)) na tvar:

B'B=(u—1)J—A?+ O\ — A + (k—p)
BBT = puJ — A* + (A — p)Ag + (k — p)I

Pravé strany rovnic si vypocitame, v naSom pripade dostaneme:

B'B=5J—A?— A, +6I (5.2)
BB =6J — A% — Ay + 61 (5.3)

Vysledni maticu z (5.2) budeme oznacovat ¢; a vysledni maticu z (5.3) budeme oznacovat’
@2- V zdrojovom kdéde prislicha k tejto Casti trieda s ndzvom Graph.java.

Zakladnd myslienka algoritmu je zaloZend na postupnom generovani riadkov matice B,
pricom odhadovat’ budeme od konca. Na zaciatku si vygenerujeme vSetky moznosti 0 a 1 na
12 miest, pri¢om vieme, Ze pocet 1 a 0 je rovny 6 (vyplyva to z[2.5)). Z kombinatoriky vieme,
Ze pocet moZnosti je (162) = 924. Potom postupne otestujeme vSetky nutné podmienky (najprv
linedrne a potom kvadratické) a zahodime tie rieSenia, ktoré ich nespliiaji. Takto postupne
generujeme dalSie riadky, priCom si pamitdme vSetky moZzné rieSenia predtym. Vysledok
nakoniec bude pole riesent, ktoré spifiajii nutné podmienky silne reguldrneho grafu.

V popise algoritmu budeme pouZzivat’ dynamicku Struktdru ArrayList, ktory predstavuje
dynamické pole s metédami: add(prvok) prida prvok na koniec pola, get(int i) vrati i-ty prvok

v poli, size() vrati dizku pola.
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Algoritmus 2 Hladanie matice B skii$anim vsetkych moZnosti
Predpoklady: int[][] tr, int[][] q1, int[][] g2

Vysledok: ArrayList <int[][]> solution
1: int[144] solution < 2 {2 nam predstavuje, Ze na danom mieste moze byt’ 1 alebo 0}
2: ArrayList <int[] > gen < generuj() {vygeneruje 924 moznosti}
3: fori=1—12do
4:  ArrayList <int[] > newSolution < inicializicia

5. for j =1 — solution.size() do

6: for k =1 — gen.size() do

7: int[] tmp «+ solution.get(j)

8: for | =144 —i%x 12 — 144 — ((i — 1) x 12) do
9: tmp [1] < gen.get(k)[l — (144 — 1 % 12)]

10: end for

11: newSolution.add(tmp)

12: end for

13:  end for

14:  newSolution < otestuje linedrne rovnice, tr
15:  nmewSolution < otestuje kvadratické rovnice, ¢; a o
16:  solution < newSolution

17: end for

V zdrojovom kode prislicha k tejto Casti triedy s ndzvami BruteForce.java a Solver.java.
Trieda Solver.java vyuziva iné poradie generovania moznosti, ktoré v niektorych pripadoch
je rychlejsie ako uz v spominanom algoritme.

Hl'adanie matice B vo vSetkych systémoch linedrnych rovnic, ktorych je 11766 trvalo
tyzden (kod bol spusteny na viacerych pocitacoch). Ak by bol kéd spusteny len na jednom
trvalo mohlo by to trvat aj mesiac. Pre niektoré Specifické priklady ndm program dokonca
(8 pripadov) kvoli nedostatku pamite, pretoze hodnost’ tychto matic je priliz nizka (menej
ako 100 z 144) a potrebovali sme pamitat’ vela moZnosti. Preto sme navrhli lepsi sposob
hladania, ktory vyuZiva prehladdvanie do hibky. Jej pamitové zloZitost je ovela mensia
nakoniec doriesili zvy$né pripady. V zdrojovom kdéde prislucha k tejto Casti trieda s ndzvom

BruteForce2.java. Tabulku poctov silne regularnych grafov sme rozdelili do dvoch Casti.
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Cislo systému | 8270 | 8980 | 10964 | 10993 | 11131 | 11383
Pocet grafov 4 2 2 4 4 8

Cislo systému | 9668 | 9691 | 9712 | 9714 | 11130 | 11735
Pocet grafov 84 | 552 | 96 128 16 12

Tabulka 5.3: Pocet silne reguldrnych grafov

Spolu silne reguldarnych grafov je 912. Po teste izomorfizmu medzi sebou ndm ostalo

vSetkych 15 silne reguldrnych grafov. Vysledky boli totoZné s uZ znamymi grafmi.

5.1.6 Problém izomorfizmu

Vo vSeobecnosti problém izomorfizmu grafov je velmi tazkym problémom. Na jeho rieSenie
sme vyuZili program Nauty. Je to program, ktory je napisany v programovacom jazyku
C a pre nekomer¢né ucely je zadarmo. Po prestudovani manuélu sme sa rozhodli pouZzit
podprogram Dreadnaut, ktory je na problém izomorfizmu uréeny. Ako vstup si dané dva
grafy reprezentované zoznamami susedov a ako vystup program vracia informéciu o tom, ¢i
st izomorfné alebo nie.

Na zaciatku bolo nutné grafy preformdtovat na zoznam susedov a vytvorit’ vstup pre
program, kde vyskudSame kazdé rozne dvojice grafov. Potom ndm staci vystup programu
sparsovat’a zistit' kolko je medzi sebou neizomorfnych grafov. Vystup programu sme sparso-
vali do tabulky, kde pre dany riadok grafu ndm urcuje, s ktorym grafom je izomorfny. Potom
lahkym prehladavanim po stipcoch sa da zistit kolko grafov je neizomorfnym so vetkymi
grafmi.

V zdrojovom kéde prislicha k tejto Casti triedy s ndzvami Isomorphism.java a MySRGI-
somorphism.java. Velkost suboru pre vstup je 352.4 MB. Spracovanie Nauty trvalo 77.749s.
Vysledny stibor mé velkost’ 39.4 MB.
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5.2 Vysledok

Aplikdciou nasej metdédy sme nasli vSetky 15 silne regularnych grafov s parametrami (25,
12, 5, 6). Na niektoré $pecifické pripady sme museli vyuZit ini metédu hl'adania rieSenia.
Ako sme pozorovali, vo vicSine pripadov systému linedrnych rovnic sme nedostali Ziadne
rieSenie matice B, resp. Ziadne silne reguldrne grafy. Tento a dalSie fakty ndm v buddcnosti

moZu pomdct pri hl'adani silne reguldrnych grafov s parametrami (37, 18, 8, 9).

5.3 Odhad pre silne regularne grafy s parametrami
(37,18, 8,9)

V tejto Casti sa budeme zaoberat' moZnostou hl'adania silne reguldrnych grafov s parametrami
(37, 18, 8, 9) naSou metédou. Ako vyplyva z tabulky sd to najmensie konferencné grafy,

ktorych pocet je nezndmy, ale je dokdzand ich existencia.

SRG s parametrami | (25, 12,5,6) | (29, 14,6,7) | (33,16,7,8) | (37, 18, 8,9)
Pocet grafov 15 41 0 ?

Tabulka 5.4: Pocet konferen¢nych grafov

Prvym a zérovei najtazsim krokom by bolo vygenerovanie vSetkych regularnych podgra-
fov silne reguldrneho grafu. Presny pocet suvislych 8-regularnych grafov na 18 vrcholoch,
resp. 9-regularnych grafov na 18 vrcholoch nie je zndmy, zndme su len odhady. Z tabulky
zo stranky programu Genreg [9] moZeme len odhadnit, Ze pocet takychto grafov ma 17
cifier. Ak by sa ndm podarilo vygenerovat tieto grafy nejakym sofistikovanym spdsobom
(ndjst’ dalSie nutné podmienky), potom by sme vedeli aplikovat’ De Caenov vysledok a hla-
dali zvySok matice susednosti — maticu B. Aplikdcia De Caenového vysledku nie je ¢asovo
zloZit4. Dostali by sme stistavu 324 linedrnych rovnic o 324 nezndmych, ktord by sme rieSili
vylepSenym algoritmom hl'adania korefiov. Tu mdZe byt Casovd aj pamitova zloZist' velkd,
ale bolo by mozné ju optimalizovat. Naro¢nost’ problému izomorfizmu grafov nie je velka
vdaka programu Nauty.

Takymto sposobom by sme vedeli zistit’ pocet silne regularnych grafov s parametrami

(37, 18, 8, 9) naSou metddou.



Zaver

V prici sme sa venovali vlastnostiam a hl'adaniu silne reguldrnych grafov. Navrhli sme
vlastnd met6du ich hladania, v ktorej sme vyuZili vysledok z odborného ¢lanku [1]]. Po
implementécii nasej metddy sme pre silne reguldrny graf s parametrami (25, 12, 5, 6) nasli
vSetkych 15 neizomorfnych grafov. Motivaciou pouZitia nasej metddy na uzZ zndme grafy je
jej mozné pouzitie na hl'adanie zloZitejSich silne regularnych grafov, ktorych celkovy pocet je
zatial neznamy. V budicnosti by sme preto chceli optimalizovat’ pamétovd a asovi zloZitost’
algoritmu a implementovat’ naSu metddu na triedu silne regularnych grafov s parametrami

(37,18, 8,9).

29



Dodatok A

Linearna algebra

V dodatku si zhrnieme zdkladné vedomosti z linedrnej algebry. Vychddzame zo zdkladnych

definicii a tvrdeni skript [10] a [11]. Dokazy ku tvrdeniam nebudeme uvadzat.

Definicie

Reguldrna matica je §tvorcova matica, ktorej determinant je rozny od 0. Riadky aj stipce sd
linedrne nezavislé. Hodnost’matice (rank) A je Cislo, ktoré uruje maximalny pocet linearne
nezdvislych riadkov matice A, ozn. h(A). Ak matica A je Stvorcovd n X n, potom sucet
diagondlnych prvkov matice sa nazyva stopa matice(trace), ozn. Tr(A).

Dve stvorcové matice A, B n X n si podobné, ak existuje regularna matica P takd, Ze
B = PAP™.

c € F sa nazyva vilastné Cislo (eigenvalue) matice A, ak Ja # (0,...,0), taky, Ze
aA = ca. Ak matica A je Stvorcovd, potom spektrum matice A nazyvame mnoZinu jej
vSetkych vlastnych ¢isel. Polyndm cha(x) = |z — A| sa nazyva charakteristicky polyném
matice A, kde ndm matica / predstavuje jednotkovd maticu (identity matrix).

Vektor a # (0, ...,0) € F™ sa nazyva vlastny vektor (eigenvector) matice A, ak 3¢ € F
také, Ze A = ca. Mnozina vSetkych vlastnych vektorov s rovnakym vlastnym ¢islom ¢ sa

nazyva priestor vlastnych vektorov, ozn. € (1).
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Vety

Veta A.1. Nech A je redlna symetrickd matica, potom je ortogondlne podobnd s (redlne)

diagondlnou maticou

Z tejto hlavnej vety vyplyvaji nasledovné dosledky:

Nech A je $tvorcova matica typu n x n nad polom F'. Potom A je podobna s diagondlnou
maticou prave vtedy, ked’ spomedzi vlastnych vektorov vieme vybrat bazu.

Nech A, B su $tvorcové matice typu n X n nad polom v. Ak A a B st podobné, tak
cha(x) = chp(z).

Hodnost’ h(A) symetrickej matice A je rovnd poétu nenulovych vlastnych &isel. Dokaz
tvrdenia:

Ak A je symetrickd matica nad R. Potom su vSetky jej vlastné ¢isla redlne.

Ak matica A je redlna symetrickd matica a « a § st vlastné vektory matice A s réznymi
vlastnymi ¢islami matice A, tak v a § st ortogondlne (kolmé).

Dokazy k tymto tvrdeniam sa nadchadzaju v [10} str. 32-42]

Ak A je Stvorcova matica n X n s redlnymi alebo komplexnymi prvkami a ak Ay, ..., \,

s w2

st vlastné ¢isla matice A, potom plati:

tr(A)=> X\

Dokaz tvrdenia: 11, str. 395].



Literatura

[1]

(2]

(3]

[4]

[9]

[10]

[11]

D. de Caen. The spectra of complementary subgraphs in a strongly regular graph.

European Journal of Combinatorics, 19:559-565, 1998.
R.E.A.C. Paley. On orthogonal matrices. J. Math. Phys., 12:311-320, 1933.
C. D. Godsil. Algebraic Combinatorics. Chapman & Hall, 1993.

A. J. L. Paulus. Conference matrices and graphs of order 26. Technische Hogeschool

Eindhoven, report WSK 73/06, Eindhoven, 1973.

M. Meringer. Fast generation of regular graphs and construction of cages. Journal of

Graph Theory, 30:137-146.
The GAP Group. GAP — Groups, Algorithms, and Programming, Version 4.6.4, 2013.

Inc. Gurobi Optimization. Gurobi optimizer reference manual. http://www.

gurobi.com, 2013.

B.D.McKay and A.Piperno. Nauty and traces user’s guide (version 2.5). http:

//pallini.di.uniromal.it/Guide.html, 2013.

M. Meringer. Regular graphs page. http://www.mathe2.uni-bayreuth.de/

markus/reggraphs.html, 2013.

Martin Sleziak. Pozndmky k predndSke algebra 3. http://thales.doa.fmph.
uniba.sk/sleziak/vyuka/2010/alg3/alg3.pdf, 2011.

Pavol Zlatos. Linearna algebra a geometra. http://thales.doa.fmph.uniba.

sk/zlatos/la/LAG_A4.pdf, 2011.

32


http://www.gurobi.com
http://www.gurobi.com
http://pallini.di.uniroma1.it/Guide.html
http://pallini.di.uniroma1.it/Guide.html
http://www.mathe2.uni-bayreuth.de/markus/reggraphs.html
http://www.mathe2.uni-bayreuth.de/markus/reggraphs.html
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/2010/alg3/alg3.pdf
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/sleziak/vyuka/2010/alg3/alg3.pdf
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/la/LAG_A4.pdf
http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/la/LAG_A4.pdf

	Úvod
	Základné definície a vety
	Teória grafov
	Vlastnosti matice susednosti

	Silne regulárne grafy
	Definícia
	Základné vlastnosti
	Komplement
	Závislost parametrov
	Integrálne kritérium

	Typy

	Výsledok D. de Caena
	Ciel práce
	Popis metódy

	Implementácia a výsledky metódy
	Implementácia metódy
	Generovanie a spracovanie regulárnych grafov
	De Caenov výsledok
	Systém lineárnych rovníc matice B
	Gurobi Optimalization
	Vlastný spôsob riešenia
	Problém izomorfizmu

	Výsledok
	Odhad pre silne regulárne grafy s parametrami (37, 18, 8, 9)

	Záver
	Lineárna algebra
	Literatúra

