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Abstrakt

Práca sa zaoberá jazykmi generovanými L-systémami 0L, dospelými
jazykmi triedy A0L, jazykmi generovanými L-systémami s viacero tabu©kami
pravidiel na odvodzovanie T0L a dospelými jazyky triedy AT0L.
�alej jazykmi generovanými systémami s interakciou IL, triedou dospelých
jazykov AIL a vz´ahmi medzi triedami jazykov generovanými L-systémami
a jazykmi Chomského hierarchie.



Abstrakt

The thesis deals with languages generated by L-systems 0L, adult
languages of the A0L set, languages generated by L-systems with more
tables of inferencing rules T0L and adult languages of AT0L set.
Furthermore with languages generated by systems with interactions
IL, set of adult languages AIL and relationships between languages
generated by L-systems and languages of Chomsky hierarchy.
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Úvod

Aristid Lindenmayer (17. November 1925 - 30 Október 1989),
ma¤arský biológ, ktorý v roku 1968 vytvoril typ formálnych jazykov ktoré
teraz nazývame L-systémy, alebo lindenmayerove systémy.
S pomocou nich sa dá modelova´ správanie bunkových systémov rastlín.
Lindenmayer sa zaoberal najmä kvasinkami, vláknitými hubami, a skúmal
rôzne druhy rias.
Typický zaujímavý príklad z jeho skúmania pre demon²tráciu popisnej sily
najjednoduch²ích L-systémov (túto triedu konkrétne ozna£ujeme 0L, Linden-
mayerove systémy bez interakcie - presná de�nícia bude uvedená neskôr) bola
modrozelená riasa Anabaena Catenula.
Táto riasa je význa£ná tým, ºe po£et jej buniek v jednotlivých okamihoch
po delení tvorí prvky �bonacciho postupnosti.
Iné moºnosti poskytované L-systémami sú napr. kreslenie fraktálov.

Svojou podstatou je kaºdý systém spätý s mnoºinou slov - jazykom,
podobne ako sú so svojim jazykom späté formálne gramatiky. Rozdiel je
ale v odvodzovaní, ktoré prebieha paralelne.
V prírode sa ve©mi £asto vyskytujú organizmy, ktoré sa zrodia v po£ia-
to£nej forme, postupne sa rozvíjajú, aº nakoniec dospejú a ich bunky len
regenerujú. Toto motivovalo vznik teórie okolo dospelých jazykov, nako©ko
Lindenmayerových systémoch sa vyskytuje dospelé správanie slov tomuto
podobné.

Práca má tri kapitoly.
V prvej kapitole sa zaoberáme najjednoduch²ími 0L systémami s jednou
tabu©kou pravidiel, ich dospelými jazykmi a roz²íreniami.
V prvej kapitole sa zaoberáme o nie£o zloºitej²ími T0L systémami kde je
tabu©iek pravidiel viac, ich dospelými jazykmi a roz²íreniami.
V tretej kapitole skúmame L-systémy s interakciou a k nim dospelé jazyky.
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1 Dospelé jazyky k 0L systémom

0L ozna£uje Lindenmayerove systémy bez interakcie, t.j. pravidlá na ©avej
strane majú iba jeden symboj, teda sa prepisujú bez oh©adu na kontext. V
tejto kapitole budeme skúma´ aj roz²írenia 0L systémov o ¤al²ie tabu©ky pra-
vidiel (T0L systémy), vy£lenenie terminálov v abecede (E0L systémy, ET0L
systémy)

1.1 Základné pojmy a tvrdenia

Aby sme mohli skúma´ vlastnosti 0L systémov, potrebujeme ma´ presne
de�nované ich základné vlastnosti. Ako kaºdé systémy generujúce formálne
jazyky, aj 0L systémy obsahujú pravidlá na prepis symbolov, mnoºinu sym-
bolov a úvodné slovo.

De�nícia 1.1.1. 0L systém je de�novaný ako trojica S=(V,P,x), kde
V 6={}, V je kone£ná mnoºina symbolov(nazývame ju aj abeceda),
P je mnoºina pravidiel, P ⊆ V ×V ∗, ktorá je tieº kone£ná, zárove¬ musí by´
úplná (t.j. ∀a ∈ V ∃(a, α) ∈ P )
Pozn.: Pre jednoduch²ie porozumenie budeme túto dvojicu (a, α) zapisova´
v tvare a → α). Aby sme u²etrili miesto, môºeme zapisova´ pravidlá, ktoré
majú ©avú stranu rovnakú, napr a→ α, a→ β skrátene vo forme a→ α | β.
Mnoºinu P nazývame ob£as aj tabu©ka pravidiel.
V prípade ºe tabu©ka pravidiel obsahuje vºdy práve jedno pravidlo pre kaºdý
symbol z abecedy V, ide o podskupinu 0L systémov, nazývanú D0L(deterministické
0L).

x ∈ V + je axióma, po£iato£né slovo.

De�nícia 1.1.2. Krok odvodenia v 0L systéme S=(V,P,x) je de�novaný
nasledovne:
Nech v = a1a2a3...ak ∈ V ∗, ai ∈ V, i = 1...k ∈ N
w ∈ V ∗
potom v =⇒ w (v systéme S) vtedy a len vtedy,
ak ∃w = α1α2α3...αk, k ∈ N, ai → αi(i = 1...k)

Viac krokov znázor¬ujeme v
k

=⇒ w pre daný po£et krokov k resp. v +
=⇒ w

pre ©ubovo©ný kladný po£et krokov.

De�nícia 1.1.3. Jazyk generovaný systémom S=(V,P,x) je mnoºina
L(S)′ = {v ∈ V ∗| x ∗

=⇒ w} kde ∗
=⇒ je re�exívno-tranzitívny uzáver.

Najjednoduch²í príklad na 0L systém sú bunky, ktoré zdvojnásobia svoj
po£et kaºdým krokom odvodenia, pri£om máme iba jeden druh buniek.
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Príklad 1.1.1. De�nujme Systém S1=(V,P,x)
kde V={a}
P={a→ aa}
x=a

Uve¤me nieko©ko krokov odvodenia:

x=a =⇒ aa =⇒ aaaa =⇒ aaaaaaaa =⇒ ...

Je zjavné, ºe takýto systém generuje jazyk L1 = {a2n|n ≥ 0}

Nech S2=(V',P',x'), V'=V, x'=x. Uvaºujme, ºe chceme ma´ jazyk L2 =
L(S2), ktorý obsahuje okrem slov z L1 aj prázdne slovo (toto budeme oz-
na£ova´ obvyklým zna£ením: ε ).
Ke¤ºe axióma x musí by´ neprázdne slovo, musí existova´ pravidlo ktoré vy-
mazáva symboly. Na²a abeceda obsahuje len jeden symbol, teda S' obsahuje
pravidlo a→ ε(ozna£me ho (2)).
Pre generovanie jazyka L1 potrebujeme pravidlo a → aa(ozna£me ho (1)).
Pokia© budeme ma´ obidve pravidlá v P', vzniknú v S ′aj slová mimo L2.
Uve¤me jedno také odvodenie :
a =⇒ aa =⇒ aaaa =⇒ aaaaaaε = aaaaaa = a6

V prvom kroku odvodenia aplikovalo pravidlo (1), v druhom kroku sa apliko-
valo pravidlo (1) na obidva symboly, v tre´om kroku sa aplikovalo pravidlo
(1) na prvé 3 symboly, na ²tvrtý sme pouºili pravidlo (2). Slovo a6 jednoz-
na£ne nie je v L2, teda L(S ′) 6= L2. Obe spomenuté pravidlá bezpodmiene£ne
potrebujeme na vygenerovanie slov z L2, ale okrem nich sa generujem S ′ aj
iné slová teda L2 nepatrí do triedu jazykov 0L.
�al²í prípad jazyka ktorý sa nedá vygenerova´ 0L systémom je L3 = {a, a2}
Vo©ba axiómy je na nás. Vezmime nový systém S3 = (V3, P3, x3)
1) x3 =a
V tomto prípade bude tabu©ka pravidiel obsahova´ len pravidlo (1). Ale ni£
nevylu£uje odvodzovanie ¤al²ích slov zo slova a2 odvodením z axiómy, £iºe
vo©ba axiómy bola pravdepodobne nesprávna.
2) x3 =aa
V tomto prípade potrebujeme pravidlo ktoré nám vymaºe symbol a, £iºe P
bude pozostáva´ z pravidla (2), a pravidla a → a, aby sme mali moºnos´ aj
zachova´ symbol(zmaza´ potrebujeme len jeden). Existuje ale odvodenie, ktoré
zmaºe oba symboly, a vznikne nám prázdne slovo ktoré nie je v L3.
Teda ani L3 sa nedá vygenerova´ 0L systémom.
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�alej preskúmajme systémy ktoré obsahujú viac ako jeden druh sym-
bolov.

Príklad 1.1.2. Nech S=(V,P,x), V={a,b}, P={a→ b | bb, b→ a}, x=b
Tu je je vidno, ºe tento systém generuje jazyk L={a+} ∪ {b+}

Príklad 1.1.3. Nech S=(V,P,x), V={a,b}, P={a→ bb, b→ a}, x=b
Systém generuje jazyk L={a2n| n ≥ 0} ∪ {b2n| n ≥ 0}

Príklad 1.1.4. 0L v praxi
De�nujme Systém S=(V,P,x)
kde V={a, b}
x=b
P obsahuje nasledovné pravidlá:
a→ ab
b→ a
Na základe pravidiel vieme, ºe tento systém je skupiny D0L, £o je taká pod-
skupina 0L, ktorá má deterministické pravidlá (prepis symbolov v jednom
kroku odvodenia je jednozna£ne daný. Táto skupina systémov má niº²iu popisnú
schopnos´).
Vypí²me nieko©ko krokov odvodenia.
b =⇒ a =⇒ ab =⇒ aba =⇒ abaab =⇒ abaababa =⇒ ....
Tu je zaujímavé si v²imnú´ nasledovnú vlastnos´ systému:
d¨ºka odvodeného slova po k krokoch odvodenia je rovná hodnote k-teho prvku
Fibonacciho postupnosti.

1.2 Dospelý jazyk v 0L systémoch

Dospelé jazyky obsahujú len slová, ktoré sa ¤alej nevyvíjajú, teda zo ºiad-
neho slova dospelého jazyka neodvodíme nové slovo. Triedu dospelých jazykov
ozna£ujeme A0L.

De�nícia 1.2.1. Dospelý jazyk k 0L systému
Nech S = (V,P,x) je 0L systém. Potom dospelým jazykom k S nazývame
LA(S) = {v ∈ L(S) | ak(v =⇒ w)tak(v = w)}
Slovo v ∈ LA(S) nazývame stabilné slovo.

Príklad 1.2.1.
De�nujme Systém S=(V,P,x)
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kde V={a,A}
x=A
P obsahuje nasledovné pravidlá:
a→ a
A→ aA | a

Je zjavné, ºe mnoºina odvodených slov by narastala nasledovne:
{A} =⇒ {a, aA} =⇒ {a, aa, aaA} =⇒ {a, aa, aaa, aaaA} =⇒ ...
Ke¤ºe sa symbol a prepisuje len na samého seba, je zjavné, ºe slová obsahu-
júce iba symboly a sú stabilné.
To znamená, ºe dospelý jazyk je:
LA = {a+}
Tento istý jazyk vieme odvodi´ v systéme 0L, ale tam by rast musel prebieha´
rýchlej²ie, vzh©adom na nedeterminizmus ktorý by sme museli pouºi´ v podobe
pravidiel
a→ aa,
a→ a
£o by znamenalo, ºe vývoj môºe po k krokoch vyprodukova´ aº slovo d¨ºky 2k,
v dospelom jazyku je najdlh²ie stabilné slovo po k krokoch d¨ºky k.

Príklad 1.2.2.
Sú ale jazyky ktoré vieme odvodi´ ako dospelý jazyk triedy A0L, ale nevieme
odvodi´ ako jazyk generovaný 0L.

Ideálny príklad na toto je L = {anbn|n > 0}

De�nujme teda systém 0L ku ktorému bude tento jazyk dospelým jazykom.

S = (V,P,x), V = {A, a, b}, x = A,P = {a→ a, b→ b, A→ aAb,A→ ab}
V kaºdom kroku odvodenia sa okolo symbolu A zjavia v rovnakom po£te sym-
boly a, b, popritom A môºe ale nemusí zaniknú´.
Ke¤ºe a, b sú nemenné po£as odvádzania, slová obsahujúce výhradne a,b pa-
tria do dospelého jazyka.
LA(S) = L

Príklad 1.2.3. �al²í zaujímavý príklad je jazykL = {akbn|k > n > 0}.
Tento bude dospelým jazykom k L systému z predchádzajúceho príkladu, s
tým rozdielom, ºe do mnoºiny P pridáme pravidlo A → aA. Tým zaru£íme
v kaºdom okamihu moºnos´ prida´ ¤al²ie samostatné znaky a do výsledného
slova.

De�nícia 1.2.2. Dospelá abeceda
Nech S = (V,P,x) je 0L potom dospelou abecedou nazývame mnoºinu
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VA(S) = {a|(a ∈ V ) ∧ (∃v ∈ LA(S) : #a(v) > 0}
Ozna£me abc(v) = {a ∈ V | #a(v) > 0)} potom VA(S) =

⋃
v∈LA

abc(v)

Pre a ∈ V Budeme ozna£ova´ Xa, ak platí a +
=⇒ Xa V Xa

De�nícia 1.2.3. Relácia V je de�novaná nasledovne:
X V Y

def.⇔ ((x =⇒ y) ∧ (x =⇒ y′)) =⇒ (y′ = y),

Relácia
n

V obdobne.
[Pozn.: Potom LA(S) = {w ∈ L(S) | w V w}.
Pre a ∈ V budeme ozna£ova´ dané slovo Xa ak platí a +

=⇒ Xa V Xa ]

Pozn.: Existuje efektívnej²í algoritmus h©adania VA:

V1 =
⋃

a∈V,a +
=⇒ xaVxa

abc(Xa)

V2 = {a ∈ V1 | ∃v ∈ V + ∩ L(S) : #av > 0}
VA = V3 =

⋃
a∈V2

a
n

V xa

Príklad 1.2.4. Aplikácia algoritmu, nájdenie dospelej abecedy k ne-
jakému jazyku.
Nech S = (V,P,x) je 0L Systém, V=(a,b,c,A)
x = A
P = { A → Aa | a | dB
a→ab
b→c
c→ ε
B→ B2 }
V1 = {a, b, c, d}, pretoºe v kone£nom dôsledku vedie odvodenie z kaºdého z
daných písmen vedie k nejakému stabilnému slovu.

V2 = {a, b, c}, kaºdé z týchto písmen je dosiahnute©né z axiómy, vyskytuje
sa v jazyku generovanom 0L

V3 = {a, b, c}, pretoºe pri symbole A nemáme zaru£ené pre kone£né n, ºe
na n krokov sa ur£ite v kaºdom prípade dostaneme do stabilného slova. Táto
mnoºina písmen sp¨¬a aj pôvodnú de�níciu dospelej abecedy.

Výsledný jazyk: L(S) = {(abc)n | n > 0}
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Je vhodné si v²imnú´, ºe aj symboly, ktoré sa prepisujú, ale sú £lenom re-
generujúcej re´aze (v tomto prípade abc), patria do dospelej abecedy.

Lema 1.2.1. Nech S = (V, P, x) je 0L. Nech a ∈ VA, a → α ∈ P. Potom
platia nasledovné tvrdenia:
1)(#aα ≤ 1) ∧ (a→ β ∈ P ) =⇒ (β = α)
2)(#aα = 0) =⇒ Xa = ε
3)Nech |V|=m, potom ∀

a∈Va

∃
n≤m

a
n

=⇒ Xa V Xa

Dôkaz:
1) SPOROM. Nech w ∈ LA pri£om #aw ≥ 1 (toto môºeme predpoklada´,
lebo a ∈ VA, a pravidlo a → β pri£om α 6= β. Ke¤ºe je slovo w z dospelého
jazyka, musí pod©a de�nície plati´ pre ©ubovo©né odvodenie v S, ºe w ostane
nemenné. Vezmime teda odvodenie, ktoré obsahuje pravidlo a→ α:
w = w1aw2 =⇒ w′1αw

′
2 = w, pri£om w1 =⇒ w′1, w2 =⇒ w′2.

Ak v tomto odvodení nahradíme práve tento prepis pod©a pravidla a → α
pravidlom a → β,aby vyzeral nasledovne(odvodenia na £asti w1 a w2 ostanú
rovnaké):
w = w1aw2 =⇒ w′1βw

′
2.

Ak α 6= β tak w′1αw
′
2 6= w′1βw

′
2 £o je spor s predpokladom w ∈ LA.

2)Sporom: Nech (#aα = 0) ∧Xa 6= ε
Nech existuje w ∈ LA,#a(w) > 0. Z de�nície platí, ºe ©ubovo©ným odvodením
dostaneme to isté slovo: w =⇒ w. Vezmime pevný symbol
b ∈ VA,#b(w) > 0 musí existova´ odvodenie b +

=⇒ w′,#a(w
′) > 0, lebo inak

by sa hodnota #a(w) menila, £o je v slove dospelého jazyka neprípustné.

Postup I: Po istom kone£nom po£te krokov odvodenia vznikne zo
symbolu b slovo zaru£ene obsahujúce symbol a, z ktorého následne kone£ným
po£tom odvodení odvodíme Xa. Z de�nície Xa vieme, ºe nezaniká.

Pretoºe platí aj w +
=⇒ w, ur£ite po tomto kone£nom po£te odvodení v pos-

tupe I bude stále prítomný symbol b. Ke¤ºe týmto postupom vieme vyrobi´
symbol a, po£et symbolov z Xa bude vo w narasta´, £o je spor s w ∈ LA.

3) Na základe bodu 1) tejto lemy vieme, ºe pre kaºdý symbol dospelej abecedy
existuje práve jedno pravidlo z P kde je na ©avej strane. Z de�nície dospelej
abecedy a stabilných slov je zjavné, ºe symboly z α sú rovnako z dospelej
abecedy. Pre kaºdý symbol p ∈ Xa vieme presne ur£i´ poradie pravidiel pomo-
cou ktorých bol odvodený. Nako©ko môºe by´ symbolov dospelej abecedy najviac
m, musí by´ aj týchto pravidiel ktoré viedli k odvodeniu p najviac m, £ím sme
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dokázali tvrdenie.

Veta 1. Pre kaºdý 0L systém S existuje ekvivalentný 0L, ºe LA(S) = LA(S ′)
a pre v²etky symboly a ∈ VA(S) existuje jediné pravidlo a→ a v systéme S ′

Dôkaz: Kon²trukciou.
Zave¤me nasledovný homomor�zmus:

h(a)={
Xa | a ∈ VA,
a | a 6∈ VA }
S jeho pomocou vygenerujeme novú mnoºinu pravidiel ktorá bude tvaru:
P ′ = {a→ a | a ∈ VA} ∪ {a→ h(α) | a 6∈ VA}
Dôleºité je pomocou homomor�zmu vygenerova´ novú axiómu.

Veta 2. Platí A0L = L(CF)
A0L ⊆ L(CF )
Nech G = (VG,Σ,R,σ) je bezkontextová gramatika. Pre ©ubovo©ný systém 0L
S = {V, P, x}vieme vytvori´ ekvivalentný systém pomocou Vety 1, ktorý bude
ma´ dôleºité vlastnosti pre kon²trukciu bezkontextovej gramatiky.
Druhý krok bude identi�kova´ terminály a neterminály.
Terminály budú v²etky symboly z dospelej abecedy. VG = VA
Neterminály budú ostatné symboly: Σ = V − VA
Pravidlá v R budú identické s pravidlami v P, s výnimkou pravidiel z P, ktoré
majú na ©avej strane symbol z VA. Tie budú vynechané, následne e²te treba
prida´ pravidlo σ → x aby sme dostali obvyklý tvar gramatiky:
R = {a→ α | a 6∈ VA} ∪ {σ → x}

Príklad 1.2.5. Bezkontextová gramatika na základe A0L
Budeme postupova´ podla vety 2.
Nech S = (V, P, x), V = {X,A,B, a, b, c, d}
Pre demon²tráciu uvedieme viacero druhov pravidiel

P = {X → A |B,A→ aAbAa | a,B → aBc | b, a→ a, b→ bc, c→ d, d→ ε}
x = XaXb
Pretransformujeme 0L systém pod©a Vety 1. Zistíme si, ako vyzerá homomor-
�zmus h pre tento systém, musíme zisti´ Xa pre znaky z dospelej abecedy.
Je zjavné, ºe a, b patrí tieº do dospelej abecedy, rovnako c a d. (Toto si
môºeme overi´ aj algoritmom na h©adanie dospelej abecedy).
Xa = a Xb = bcd Xc = ε Xd = ε
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P = {X → A |B,A → aAbcdAa | a,B → aB | bcd, a → a, b → b, c →
c, d→ d}
x = XaXbcd
Kon²trukcia gramatiky:
Musíme prida´ pravidlo σ → x kde za x dosadíme aktuálnu axiómu.
σ → XaXbcd
Vynecháme pravidlá pre písmená dospelej abecedy
Ur£íme terminály a neterminály .

Terminály: {a,b,c,d}, táto mnoºina je rovnaká ako dospelá abeceda.
Neterminály: {σ,X,A,B}

�iºe bezkontextová gramatika byde vyzera´ nasledovne:

G=(V,Σ,R,σ) kde V={σ,X,A,B}, Σ={a,b,c,d},

R={ σ → XaXbcdX → A |B,A→ aAbcdAa | a,B → aB | bcd, }

Veta 3. Platí A0L− L(0L) 6= ∅ ∧ L(0L)− A0L 6= ∅

Nasledujúce dve triedy jazykov sú neporovnate©né. Ako dôkaz uvedieme príklad
na jazyk triedy 0L ktorý nie je v triede A0L a naopak, £o nie je prekvapujúce,
pretoºe tr. bezkontextových jazykov a tr. jazykov 0L sú neporovnate©né.

Nech S = (V, P, x) je 0L. Nech L1 = {a2n | n ≥ 0}. Aby L1 = LA(S),
muselo by existova´ nejaké pravidlo/pravidlá ktoré by vytvorili stabilné slovo
z beºného nestabilného.
A→ a ∈ P .
Ak by takéto pravidlo neexistovalo, nemáme ako vygenerova´ najkrat²ie slovo
v L1. Stabilné slová zloºené iba zo symbolov a, ktoré sú ¤alej nemenné.
Môºeme uvaºova´ x=A, pretoºe pokia© by bola axióma dlh²ia, muselo by exis-
tova´ pravidlo ktoré má na pravej strane prázdne slovo, £o by zaru£ene viedlo
výskytu prázdneho slova v jazyku.
Na základe pravidla A→ a môºeme prehlási´, ºe slová v jazyku generovanom
0L systéme, ktoré nie sú dospelé, musia ma´ jednozna£ne tvar A2n , n ≥ 0,
lebo inak by ur£ite v dospelom jazyku bolo aj slovo mimo L1.
Slová tohoto tvaru vytvoríme z axiómy odvodením pomocou pravidla A→ AA,
nech je teda v P. Iným by sme nedostali v²etky slová spomenutého tvaru.
Tu ale nastáva problém:
Nasledovné odvodenie v S vygeneruje stabilné slovo, ktoré nie je v L1: A →
AA→ AAa→ aaa
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Tým sme dokázali, ºe existuje jazyk z L(0L) ktorý nie je z L(A0L).
Príklad na jazyk z ktorý je z L(A0L) a zárove¬ nie je z L(0L) je L =
{anbn|n > 0}, ktorý je rie²ený v príklade 1.2.2
�al²í zaujímavý príklad na jazyk z A0L ktorý nie je 0L je L2 = {a, a2}
Je generovaný systémom S2 = ({A, a}, {A→ a | aa, a→ a}, a)

1.3 E0L

Roz²írením 0L systémov o terminálne symboly (terminály) získame E0L sys-
témy.

De�nícia 1.3.1.
E0L systém S je de�novaný ako ²tvorica (V, P, x,Σ) , kde platí, ºe S ′ =
(V, P, x) je 0L systém, ∅ 6= Σ ⊆ V a L(S) = L(S ′) ∩ Σ∗.

Na základe jednoduchej úvahy vieme dokáza´ nasledovnú vetu

Veta 4. Platí A0L ( L(E0L)
Dôkaz:
Pre ©ubovo©ný systém 0L S = (V, P, x) vieme skon²truova´ E0L systém S ′ =
(V ′, P ′, x′,Σ) nasledovným spôsobom tak, ºe bude plati´ LA(S) = L(S ′):
Na základe jednej z predo²lých viet môºeme predpoklada´,ºe k systému S ex-
istuje S§ = (Vx, Px, xx) ktorých dospelé jazyky A0L sú rovnaké, pri£om platí
∀

a∈LA

a→ α =⇒ a = α Potom E0L systém bude vyzera´ nasledovne:

VA(S) = Σ, Px = P ′, xx = x′ .
Aby sme ukázali, ºe E0L má vy²²iu popisnú schopnos´ ako A0L, uvedieme
nasledovný príklad:
Nech S1 = (V1, P1, x1,Σ1), V1 = {S, a, b},
P1 = {S → a, S → b, a→ aa, b→ bbb}, x1 = S,Σ1 = {a, b}
Je zjavné, ºe tento jazyk nepatrí do A0L, pretoºe ani a2n nevieme vygenerova´
ako dospelý jazyk k 0L systému.

Veta 5. L ∈ L(E0L) je z triedy bezkontextových jazykov ak k nemu
existuje E0L systém S taký, ºe L(S) = L a zárove¬ pre terminály
a ∈ Σ existujú iba pravidlá a → a K E0L jazyku S = (V, P, x,Σ) jed-
nozna£ne existuje 0L S ′ = (V ′, P ′, x′) taký, ºe dospelý jazyk k S ′, a platí
V=V'∪{F}, x = x′.
Aby LA(S ′) = L(S), musíme zaru£i´, aby VA(S ′) = Σ. To zabezpe£íme pri-
daním pravidiel do P'.
P'=P ∪ {a→ F | a ∈ V − Σ} ∪ F → FF , pri£om F je nový symbol.
Týmito pravidlami zaru£íme, ºe neterminálne symboly nebudú v dospelej
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abecede. Sporom: Vezmime neterminálny symbol s, ktorý je v dospelej abecede
LA.
Teda existuje stabilné slovo ktoré tento symbol obsahuje. Ur£ite ale existuje
pravidlo pre s, ktoré vedie do symbolu F, ktorý sa neobmedzene mnoºí. To
znamená, ºe zo stabilného slova odvodíme nové slovo, pretoºe symbol F nie
je v dospelej abecede. Toto je spor.

Veta 6. Ku kaºdému E0L systému S existuje ekvivalentný syn-
chronizovaný S ′, kde v ∈ L(S) sa odvodia synchronizovane (t.j.
∀

a∈Σ
a

+
=⇒ v, v 6∈ Σ+)

Dôkaz:
Zave¤me nasledovný homomor�zmus:
h(a) = {
ā | a ∈ Σ
a | a ∈ V − Σ
}
Σ̄ = {ā | a ∈ Σ}, tieto symboly sa nevyskytujú vo V
S ′ = (V ′, P ′, x′,Σ)
V ′ = V ∪ Σ̄ ∪ {F}, kde F 6∈ V
x'=h(x)
P ′ = {a→ F | a ∈ Σ∪{F}}∪{ā→ h(α) | a ∈ V, a→ α ∈ P}∪{ā→ a | a ∈
Σ} Pre slová v ∈ L(S) vºdy v S ′ pred vznikom terminálneho slova existuje
neterminálne, ktoré má symboly s pruhom. Pri nesynchronizovanom odvodení
sa terminálny symbol, ktorý sa prepísal skôr, pri nasledovnom kroku odvode-
nia prepí²e na zamietací symbol, ktorý je neterminálny. Tým zaru£íme, ºe
nesynchronizovaným odvodením nevzniknú slová jazyka L(S ′).

Príklad 1.3.1. Uvedieme príklad na jednoduchý systém E0L, ktorý bude v
synchronizovanom tvare.
Nech L = {anbncn | n > 0}. Tento jazyk vieme pomerne jednoducho vy-
generova´ E0L systémom, pokia© zavedieme správnu axiómu a odvodzovacie
pravidlá.
Nech S = {V, p, x,Σ},
V = {A,B,C, a, b, c, ā, b̄, c̄, F}
x = ABC,
P = {A→ Aā | a
B → Bb̄ | b
C → Cc̄ | c
ā→ ā | a
b̄→ b̄ | b
c̄→ c̄ | c
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r → F, r ∈ {a, b, c, F}}Σ = {a, b, c} Týmito pravidlami máme zaru£ené,
ºe pokia© symboly A,B,C, ktoré sú zodpovedné za rast slova, sa premenia na
terminálne, tak uº to musia urobi´ v²etky naraz. V ¤al²om kroku odvodenia
v²etky terminálne znaky sa zmenia na neterminálny zamietací symbol F. Z
de�nície E0L do jazyka patria len slová zloºené z terminálov, teda zaru£ene
sa nám budú odvodzova´ v²etky slová synchronizovane.

Lema 1.3.1. Platí L(E0L) − L(T0L) = A1 6= ∅ ∧ L(T0L) − L(E0L) =
A2 6= ∅
Príklad na jazyk z mnoºiny A1 : L1{a, a2}
Príklad na jazyk z mnoºiny A2 : L2{a2n3m}
L1 nie je z L(T0L), pretoºe uº musí existova´ pravidlo na mnoºenie sym-
bolov a, £o by viedlo k neobmedzenému mnoºeniu, a naopak, ak by sme na to
i²li z opa£nej strany, pravidlo na zmazanie symbolov a by zmazalo v jednom
okamihu v²etky, a teda by vzniklo aj prázdne slovo, ktoré nie je z jazyka L1

L2 nie je z L(E0L), pretoºe by vyºadoval nezávislé pouºitie pravidiel a→ aa,
a→ aaa, £o inak ako pouºitím viacerých tabuliek nevieme.
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2 Dospelé jazyky k T0L systémom

2.1 Základné pojmy a tvrdenia

T0L systémy sú 0L systémy, ktoré sú roz²írené o ¤al²ie tabu©ky pravidiel.

De�nícia 2.1.1. T0L Systém je de�novaný ako trojica S = (V,P , x)
kde platí: P je kone£ná mnoºina tabuliek pravidel, pri£om platí ∀P∈P(V, P, x)
je 0L systém

De�nícia 2.1.2. Odvodenie v T0L
Vezmime S z de�nície 1.2.1, nech v ∈ V +, w ∈ V ∗, tak odvodenie z v do w
(ozna£ujeme v +

=⇒ w)existuje,
ak existujú P1, P2, ..., Pn ∈ P , n > 0 také, ºe w =⇒

P1

w1 =⇒
P2

w2... =⇒
Pn

w

De�nícia 2.1.3. Jazyk generovaný T0L systémom
Nech S z de�nície 1.2.1, tak jazyk generovaný T0L systémom je nasledovná
mnoºina L(S) = {w ∈ V ∗ | x ∗

=⇒ w}

Je zjavné, ºe popisná sila T0L systémov je vy²²ia, ako popisná sila 0L,
nako©ko 0L systém je T0L systém s jednou tabu©kou pravidiel.

Príklad 2.1.1. �o môºeme spravi´ v T0L ale v 0L nie
Chceli by sme ma´ jazyk generovaný T0L systémom, ktorý by sa skladal zo
zjednotenia dvoch 0L systémov. Ako príklad vezmeme nasledovné dva jazyky
generovate©né 0L systémami:

L1 = {a2k | k ≥ 0}

L2 = {bl | l ≥ 0}

L3 = L1 ∪ L2 Pri 0L systémoch máme k dispozícii iba jednu tabu©ku pravi-
diel. Slová kaºdého z jazykov L1 aj L2 obsahujú len jedno ²peci�cké písmeno
pre daný jazyk (Abeceda jazyka je jednopísmenová), zárove¬ sú tieto písmená
rôzne. Ak by sme sa pokúsili jazyk L3 vygenerova´ 0L jazykom, narazili by
sme na nasledovné problémy:

1. aká by mala by´ axióma?
2. ak sú slová zloºené iba z jedného druhu písmen, ako sa dostaneme k
druhému?
3. ako zariadime, ºe nám nevzniknú iné slová ako slová z jazyka L3?

Odpovede na problémy:
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1. Pokia© by sme modelovali iba L1, musela by by´ jednozna£ne jednopísmen-
ová. Ak by sme dali viacpísmenovú axiómu, nebolo by moºné vygenerova´
slová krat²ie ako axióma, ktoré by s istotou patrili do L1. Toto je z dôvodu,
ºe jediná moºnos´ ako vymazáva´ znaky, je pravidlom a→ ε, ktoré nevieme v
0L presne kontrolova´. Vyberme teda náhodné slovo z L1 ako axiómu. Naprík-
lad a8. Aby sme zaru£ili, ºe vieme vygenerova´ nasledujúce slovo v jazyku,
musí existova´ v systéme pravidlo a → aa. Ale zárove¬ chceme získa´ aj
krat²ie slová, teda existuje aj skracujúce pravidlo. Iné ako a→ ε v 0L neexis-
tuje. Dôsledkom pouºitia týchto dvoch pravidiel vieme nasledovne získa´ slovo
mimo jazyka. Uvedieme príklad odvodenia takého slova z axiómy:
slovo a a a a a a a a prepí²eme jedným z moºných spôsobov pod©a pravi-
diel ktorých existenciu v 0L systéme sme vydedukovali:
aa ε ε ε ε ε ε ε
Takto sme dostali krat²ie slovo z jazyka L1

Ale ved©aj²í ú£inok je nasledovné odvodenie z axiómy:
aa aa aa ε ε ε ε ε
toto slovo zaru£ene nepatrí do jazyka L1.

Pri systéme generujúcom L2 tvar axiómy nehrá ve©kú rolu. Jediná podmienka
v tomto prípade je, aby bola slovom z L2, nako©ko tento jazyk obsahuje prázdne
slovo.
Z vlastností by sme vedeli nasledovnými pravidlami vygenerova´ v²etky krat²ie
slová jazyka L2 ako axióma:
b→ ε | b
Vysvetlenie: pri kaºdom symbole teraz vybranej axiómy sa rohodne, £i po
kroku odvodenia symbol zanikne, alebo sa zachová. Z h©adiska po£tu písmen
v slove teda máme moºnos´ zmaza´ ©ubovo©ný po£et písmen slova, £o nám
zaru£uje nedeterminizmus pouºitia pravidiel.
Zaru£i´ ale musíme aj rast slova, £iºe pridáme pravidlo ktoré pridáva sym-
boly. V tomto prípade je úplne nepodstatné, ko©ko ich pridáme, nako©ko máme
pravidlo ktoré môºe v ¤al²om kroku odvodenia zachova´ ich po£et, prípadne
zníºi´ o 1.
b→ bk, k > 1 pre ©ubovo©né pevne zvolené k zaru£í správny rast.

2. Na túto otázku máme rôzne odpovede. Ale pravidlo na zmenu symbolu má
zaiste v tomto prípade tvar a→ bk, k > 0. Je to preto, ºe ak by sme uvaºovali
jazyk L′1 = {b2k | k ≥ 0}, tak by sme si v²imli nasledovné: L1 ⊂ L2. V inom
prípade musíme vyrie²it, £i by sme prepisom nedostali slová mimo jazyka L2.
Ak by sme chceli prepisova´ z jazyka L2 do L1, zistíme, ºe by sme muselo
plati´ ∀k∃l : bk =⇒ a2l

3. Tu za£ína by´ vidno rozdiel v popisnej sile 0L a T0L, najmä v²ak nutnos´
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pouºitia T0L systému na generovanie jazyka L3

Ak by sme pravidlá popísané v bodoch 1 a 2 mali v 0L systéme, nevedeli
by sme zaru£i´ vlastnos´, ºe sa nám v²etky symboly a prepí²u naraz pravid-
lom a → bk, k > 0. Pokia© chceme zaru£i´ správne generovanie jazyka L3,
musíme zavies´ druhú tabu©ku, ktorá bude zaru£ova´, ºe sa prepis stane naraz
pre v²etky symboly.

Výsledný T0L systém generujúci jazyk L3:

S = (V,P , x), V={a, b}, P = {P1, P2}
P1 = {a→ aa, b→ b}
P2 = {a→ b, b→ bb | b | ε}
x=a

Poznámka: Sta£ilo by zvoli´ nesprávne podmienky na k a l, a uº by
nebolo moºné urobi´ takéto zjednotenie jazykov.

Veta 7. Platí L(0L) ( L(T0L)
Dôkaz:
Pod©a de�nície je zjavné, ºe T0L systém s jednou tabu©kou je ekvivalentný 0L
systému, teda L(0L) ⊆ L(T0L) Ostáva vylú£i´ rovnos´ týchto dvoch skupín
jazykov.
Na základe predchádzajúceho príkladu je zjavné, ºe existuje jazyk z T0L ktorý
nie je z 0L.
Uvedieme ale e²te jeden, elegantnej²í.
S = (V,P , x), V={a}, P = {P1, P2}
P1 = {a→ aa} P2 = {a→ aaa}
x=a

Výsledný jazyk v tomto prípade je

L = {a2k3l | k, l > 0}

Príklad 2.1.2.
Vezmime pevné m, m ≥ 1 a nasledovné jazyky:

L′1 = {a2k | k ≥ m},
L′2 = {bl | l ≥ 0}
L′3 = L1 ∪ L2

Na základe predchádzajúceho príkladu vieme ur£i´, ºe axióma môºe by´ na-
jmen²ie slovo z jazyka L′1, pretoºe jediné nepríjemnosti nám robilo pravidlo
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a→ ε.

Pri zachovaní podmienky na premennú l v L2 môºeme jednoducho vydeduko-
va´, ºe systém z predchádzajúceho príkladu nie je nutné meni´, aº na axiómu.
Výsledný T0L systém generujúci jazyk L′3:

S = (V,P , x), V={a, b}, P = {P1, P2}
P1 = {a→ aa, b→ b}
P2 = {a→ b, b→ bb | b | ε}
x=a2m

Príklad 2.1.3.
Vezmime pevné m,n,x prirodzené, platí m ≥ 1 a nasledovné jazyky:

L′1 = {a2k | k ≥ m,m ≥ 0},
L′2 = {bl | l ≥ n}
L′3 = L1 ∪ L2

L3 je generovate©né T0L systémom práve vtedy, ke¤ je zvolené n = 2k ∗ x

Odôvodnenie je jednoduché: pokia© by sme z axiómy priamo spravili krok odvo-
denia pod©a pravidla a → bx, vznikne nám najkrat²ie slovo z jazyka L′2. Ak
by nebolo najkrat²ie, bolo by nutné zmen²ova´ po£et b, a tým by sme dostali
slová ktoré sú mimo jazyka L′2 nako©ko jeho najkrat²ie nie je prázdne slovo, a
pravidlom na zmen²ovanie po£tu b by sme sa k prázdnemu slovu ur£ite dostali.

T0L systém potom vyzerá nasledovne:

S = (V,P , x), V={a, b}, P = {P1, P2}
P1 = {a→ aa, b→ b}
P2 = {a→ bx, b→ bb | b}
x=a2m

Príklad 2.1.4.
Viacerými tabu©kami máme zabezpe£enú aj moºnos´ kontrolovaného rastu:
Vezmime T0L systém s abecedou a,b, axiómou a, a nasledovnými tabu©kami
pravidiel:

P1 = {a→ bb, b→ b} P2 = {b→ aa, a→ a}

Je zjavné, ºe generovaný jazyk bude L = {a22n , b22n+1 | n ≥ 0}. V tomto
prípade vygenerovaný jazyk síce je z triedy 0L, ale po£et krokov odvodenia
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nutný na odvodenie slova je neur£itý - v kone£nom dôsledku je kaºdé slovo z
jazyka odvodené.
Ak by sme tento jazyk generovali 0L systémom, bolo by isté, ºe slovo d¨ºky
2k by bolo odvodené po k krokoch. Táto vlastnos´ vyplýva z potreby determin-
istických pravidiel, ak chceme generova´ slová z L.
(Nedeterministické pravidlá by celkom iste viedli k moºnosti narastaniu d¨ºky
slova pomal²ie ako exponenciálne v závislosti od po£tu krokov.)

Príklad 2.1.5.
Viaceré tabu©ky nám roz²irujú moºnosti synchrónneho rastu pre niektoré jazyky.
L1 = {a2nb2n | n ≥ 0} odvodi´ v 0L systéme síce vieme.
(Pravidlá a→ aa, b→ bb, axióma x = ab.)
L2 = {akb2n | n ≥ 0, k ≥ 2n} je pre ©ubovo©né prirodzené k nemoºné. V
0L máme jedinú ²ancu toto ovplyvni´ pridaním druhého pravidla pre a, ktoré
bude pridáva´ nieko©ko symbolov a v niektorom kroku. Lenºe to dáva pre k isté
obmedzenia, pretoºe v 0L systéme ktorý by generoval jazyk L2 premenná n
zaru£ene udáva po£et krokov. Ak by existovalo pravidlo na zachovanie po£tu b
v danom kroku odvodenia, nedeterminizmus z pravidiel b→ b | bb by zaru£il,
ºe platí ∃w∀n #b(w) 6= 2n, Teda by sa generovali aj slová mimo jazyka L2.
Takýto jazyk ale vieme vygenerova´ T0L systémom:

Vezmime T0L systém S1 s abecedou a,b, axiómou a, a nasledovnými tabu©kami
pravidiel:

P1 = {a→ aa, b→ bb} P2 = {a→ a | aa, b→ b}

Pravidlá pre a z tabu©ky P2 nám zaru£ia zvy²ovanie premennej k nezávisle
od n Pravidlá z tabu©ky P1 nám zaru£ia zvy²ovanie n nezávisle od k.

�al²í jazyk ktorý sa bude rie²i´ obdobným spôsobom je
L3 = {a2n+k

b2n | n ≥ 0, k ≥ 0}.
Vezmime T0L systém S2 s abecedou a,b, axiómou a, a nasledovnými tabu©kami
pravidiel:

P1 = {a→ aa, b→ bb} P2 = {a→ aa, b→ b}
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De�nícia 2.1.4. Tn0L budeme ozna£ova´ T0L systémy s maximálne n tabu©kami.

Veta 8. Platí L(Tn0L) ( L(Tn+10L)

Dôkaz:
Z de�nície je zjavné, ºe L(Tn0L) ⊆ L(Tn+10L)
Dokáºeme, ºe tieto dve mnoºiny pre ©ubovo©né n nie sú rovnaké.
Pre kaºdé n existujú unikátne prvo£ísla p0, p1, p2, ..., pn

Vezmime jazyk L={ap
n0
0 p

n1
1 ...pnn

n }
Je zjavné, ºe takýto jazyk nevieme skon²truova´ T0L systémom s n tabu©kami,
ale T0L systém s n+1 tabu©kami áno. Pre kaºdé pi, i < n + 1 je nutné, aby
existovala jedna tabu©ka s jediným pravidlom a =⇒ api.
Nako©ko je prvo£ísel je n+1, potrebovali by sme n+1 tabuliek.

2.2 Dospelos´ jazykov k T0L systémom

Dospelos´ jazyka je pri T0L systémoch de�novaná podobne ako pri 0L.

De�nícia 2.2.1. Dospelý jazyk AT0L
Nech S = (V,P , x) je T0L systém, kde P = {P1, ..., Pn}, kde n je po£et tab-
uliek T0L systému. Potom dospelým jazykom k S nazývame
LA(S) = {v ∈ L(S) | ak(v =⇒

Pk

w)tak(v = w)}

Takéto slovo v nazývame stabilné slovo.

Pri dospelých jazykoch k TOL je dospelá abeceda de�novaná podobne
ako pri A0L.

De�nícia 2.2.2. Dospelá abeceda k AT0L jazyku Vezmime S z pred-
chádzajúcej de�nície. Potom platí VA(S) = {a|∃w : w ∈ LA(S)∧#a(w) > 0}

Príklad 2.2.1. Nech L = {anbncn|n > 0}. Tento jazyk nepatrí do skupiny
jazykov L(CF ), teda nepatrí ani do A0L. Vieme ale nájs´ taký T0L systém
S, ºe LA(S) = L
Nech teda S = (V,P , x), V = {a, b, c, A,B}, x = AB,P = {P1, P2}
P1 = {A→ ε, B → ε} ∪ {a→ a|a ∈ {a, b, c}}
P2 = {A → aAb,B → Bc} ∪ {a → a|a ∈ {a, b, c}} Je zjavné, ºe po kaºdom
kroku odvodenia pod©a P2 narastie po£et symbolov a,b,c rovnakou rýchlos´ou.
Po odvodení pod©a P1 vzniknú stabilné slová, nako©ko iné A,B prostredníctvom
ktorých by sme mohli generova´ ¤al²ie písmená, nebudú existova´ v odvode-
nom slove.
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Príklad 2.2.2. Platí L2 = {a2n , a3n | n ≥ 0} ∈ AT0L Tento jazyk nevieme
generova´ T0L systémom. Je ale dospelým jazykom k nasledujúcemu T0L sys-
tému:
S = (V,P , x)
P = {P1, P2, P3}
V = {A,B, a, S}
P1 = {A→ A2, B → B3, a→ a, S → S}
P2 = {S → A | B,A→ a,B → a, a→ a}
x = S

Odvodenie prebieha z axiómy pomocou druhej tabu©ky, tu sa rozhodne, £i sa
bude generova´ jazyk a2n v prípade, ºe sa z axiómy odvodí slovo A,
alebo a3n v prípade, ºe sa z axiómy odvodí slovo B.
Hodnota premennej n v stabilnom slove je podmienená po£tom odvodení pod©a
tabu©ky P1.
Po nieko©kých odvodeniach pod©a tabu©ky P1 sa pouºije tabu©ka P2 a vznikne
stabilné slovo.

Veta 9. Kaºdý jazyk z L(T0L) patrí do triedy AT0L

Dôkaz:
Nech existuje L ∈ L(T0L) a L = L(S),S = (V, P, x)
Skon²truujeme T0L systém (S ′) = (V ′,P ′, x), ºe L = LA(S ′) nasledovne:
Nech V ′ = V ∪ {ax|a ∈ V }, nech x'=h(x), kde h je homor�zmus de�novaný
takto: h(a) = ax, a ∈ V, ax 6∈ V
Pravidlá v tabu©kách upravíme nasledovne: kaºdé pravidlo a→ α premeníme
na a′ =⇒ h(α).
Pridáme novú tabu©ku pravidiel PA = {ax → a|a ∈ V }. Navy²e do kaºdej
tabu©ky pridáme pravidlá ∀

a∈V
a→ a

Táto tabu©ka nám zaru£í generovanie dospelého jazyka.
Z kon²trukcie je zjavné, ºe aº do prvého pouºitia tabu©ky PA platí nasledovné:
∀

w∈L(S)
∃

w′∈L(S′)
h(w) = w′ Pouºitím tabu©ky PA dostaneme zaru£ene stabilné

slovo.
Nako©ko odvodenie pod©a tabu©ky PA je totoºné s inverzný homomor�zmom k
h, je zjavné, ºe po odvodení pod©a tejto tabu©ky vzniknú slová z L(S), a teda
na²a veta platí.

Dôsledok: Kaºdý jazyk z triedy L(0L) patrí do triedy AT0L.
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2.3 ET0L

ET0L systémy sú roz²írením T0L systémov o neterminály, majú podobné
vlastnosti ako E0L systémy.

De�nícia 2.3.1. ET0L systém je S = (V,P , x,Σ) kde S ′ = (V,P , x) je T0L
a platí, ºe ∅ 6= Σ ⊆ V (tieto symboly obvykle nazývame terminály).
Potom L(S) = {v ∈ Σ∗ | x =⇒ ∗v}(t.j.L(S) = L(S ′) ∩ Σ∗}

Veta 10. ku kaºdému ET0L systému S = (V,P , x,Σ) existuje ekviva-
lentný systém S = (V ′,P ′, x′,Σ), ºe |P ′| ≤ 2

Dôkaz:
Nech r = |P| > 2.
Potom P ′ = {P ′1, P ′2} a P = {P1, P2, ...Pr}
Kon²trukcia je nasledovná:
V ′ = V ∪ {a(i) | a ∈ V, i = 1, 2, 3, ..., r − 1}
P ′1 = {a→ a(1) | a ∈ V } ∪ {a(i) → a(i+1) | a ∈ V, i = 1, 2, 3, ..., r − 1} ∪
∪ {a(r) → a(r) | a ∈ V }

P ′2 = {a(i) → α | a→ α ∈ Pi} ∪ {a→ a | a ∈ V }

V prípade pouºitia tohoto tvaru sa vºdy na za£iatku rozhodne prepismi po-
mocou pravidiel v P ′1, ktorá tabu©ka pôvodného ET0L systému bude pouºitá,
a následne odvodením v tabu©ke P ′2

Príklad 2.3.1.
Vezmime jednoduchý E0L systém S = (V,P , x,Σ) kde:
V=Σ={a}
P = {{a→ a2}, {a→ a3}, {a→ a5}}
x = a
Pod©a vety vytvoríme ekvivalentný ET0L systém s dvoma tabu©kami:
V'=V ∪ {a(1), a(2), a(3)}
Σ = {a}
P ′1 = {a→ a(1), a(1) → a(2), a(2) → a(3), a(3) → a(3)}
P ′2 = {a(1) → a2, a(2) → a3, a(3) → a5}

Veta 11. Ku kaºdému ET0L systému S = (V,P , x,Σ) existuje ekvi-
valentný synchronizovaný S ′ = (V ′,P ′, x′,Σ), kde v ∈ L(S) sa odvodia
synchronizovane
Dôkaz:
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Nech (V ′, P ′, x′,Σ) je synchronizovaný E0L systém k (V, P, x,Σ) pre kaºdú
tabu©ku P ∈ P

Potom S ′ = (V ′,P ′, x′,Σ) je synchronizovaný ET0L systém, kde P ′ =
{P ′ | P ∈ P} - mnoºina tabuliek pravidiel zo synchronizovaných E0L systé-
mov spomenutých vy²²ie.

Veta 12. o normálnom tvare so zamietnutím Ku kaºdému ET0L sys-
tému S = (V, P, x,Σ) existuje ekvivalentný systém S ′ = (V ′, P ′, S,Σ), pri£om
∀

P∈P ′
∀

a∈Σ
a→ α ∈ P =⇒ α = a a existuje ukon£ovacia tabu©ka PT ∈ P,

v ktorej platí ∀
a∈V−Σ

a→ R.

R je zamietací symbol, R 6∈ V .
Dôkaz:
V ′ = V ∪ Σ̄ ∪ {S,R}, S, R 6∈ V, pri£om symbol S pridávame v prípade, ºe
axióma x bola dlh²ia ako jeden znak

Zavedieme homomor�zmus
ā = {
ā, a ∈ Σ,
a, a ∈ V − Σ }

Nech PI = {S → X̄} ∪ {a→ a | a ∈ V ′ − {S}}

PT = {ā→ a | a ∈ Σ} ∪ {a→ a | a ∈ Σ ∪ {S,R}} ∪ {a→ R | a ∈ V − Σ}

P = {PI , PT} ∪ {P̄ | P ∈ P} kde P̄ = {a → a | a ∈ Σ ∪ {S,R}} ∪ {ā →
ᾱ | a→ α ∈ P}

V kaºdom systéme prebehne odvodenie nasledovne:
Z axiómy vznikne axióma prepísaná homomor�zmom. Kaºdý symbol bude
ma´ teda nad sebou pruh.
Potom prebieha odvodenie medzi symbolmi s pruhom pod©a tabuliek z pôvod-
ného systému S prepísaných homomor�zmom bara. Na záver sa sa prepí²u
symboly slov s pruhom na terminály, ak v pred aplikovaním homomor�zmu
boli terminálmi, alebo na zamietací symbol v prípade, ºe terminálmi neboli.
Toto zaru£uje rovnos´ jazykov.

(Pozn.: Symbolu R hovoríme aj zamietací symbol.
O zamietnutí hovoríme preto, ºe tabu©ka PT je tabu©ka, ktorá ur£uje, kedy
slovo v jazyku dospeje do kone£ného ²tádia.
Terminály sa pod©a predpokladov ¤alej neprepisujú, a po prepise PT sa uº
slová vôbec nevyvíjajú, vzh©adom tvar pravidiel pre R, a pravidiel pre ter-
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minály z mnoºiny Σ
Zárove¬ vieme, ºe pokia© pred prepisom neboli v²etky písmená v slove ter-
minály s pruhom, slovo nebude v jazyku, lebo R nie je terminál. Pre neter-
minály je v tabu©ke PT pravidlo zamietnutia.)

Lema 2.3.1.
Pre kaºdý T0L systém S existuje ekvivalentný T0L systém S ′ taký, ºe LA(S) =
LA(S ′), a pre v²etky symboly a ∈ VA(S) existuje v kaºdej tabu©ke systému S ′
jediné pravidlo a→ a.
Dôkaz: Zavedením správneho homomor�zmu zmeníme tvar pravidiel z S na
výsledný tvar v S ′, podobne ako vo vete 1.
h(a) = {
Xa | a ∈ VA,
a | a 6∈ VA}
P ′ = {a→ a | a ∈ VA} ∪ {a→ h(α) | a 6∈ VA}
Je znovu nutné vygenerova´ aj správnu axiómu.
x'=h(x)

Veta 13. Mnoºina jazykov generovaná ET0L systémami je ekviva-
lentná s mnoºinou dospelých jazykov k T0L systémom.

Dôkaz :
Pre kaºdý ET0L systém existuje T0L systém, ktorý generuje dospelý jazyk
ekvivalentný s jazykom generovaným ET0L systému:

Nech S = (V,P , x,Σ) je ET0L systém v normálnom tvare so zamiet-
nutím.
Na základe tvaru pravidiel v tabu©kách systému§ vieme, ºe po odvodení pod©a
pravidiel v tabu©ke PT sa ºiadnym ¤al²ím odvodením nevytvorí nové slovo.

To znamená, ºe pokia© vezmeme T0L systém S ′ = (V,P , x), v jeho dospelom
jazyku budú v²etky slová, ktoré vzniknú prepisom pod©a tabu©ky PT .
Slová ktoré neboli odvodené pouºitím tabu©ky PT nie sú stabilné, pretoºe prepísaním
pod©a tejto tabu©ky vzniknú nové slová.
Ostáva zamedzi´ výskytu zamietnutých slov v dospelom jazyku k S ′. Pridaním
pravidla R → RR do tabu©ky PT dosiahneme, ºe zamietnuté slová z jazyka
LS nebudú stabilné.
Touto kon²trukciou je zaru£ené, ºe L(S) = LA(S ′).
Dokázali sme, ºe pre kaºdý jazyk generovaný ET0L systémom existuje dospelý
jazyk z triedy AT0L.
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Druhý krok je dokáza´, ºe ku kaºdému dospelému jazyku z triedy AT0L exis-
tuje ET0L systém, ktorý bude generova´ rovnaký jazyk.

Táto £as´ je pomerne jednoduchá:
Nech SA = (V,P , x) je T0L systém, pri£om môºeme predpoklada´, ºe pre
kaºdý symbol dospelej abecedy a existuje kaºdej tabu©ke práve jedno pravidlo
tvaru a→ a
Cie©om je skon²truova´ ET0L systém SX = (V ′,P ′, x′,Σ), ktorý bude gen-
erova´ jazyk LA(SA).
Kon²trukcia:
Σ = VA(SA),
V ′ = V
P ′ = P
x′ = x

Pre slová obsahujúce len symboly z dospelej abecedy odvodite©né v SA, £iºe
slová dospelého jazyka LA(SA), je z tvaru pravidiel v SA zjavné, ºe budú
existova´ aj v L(S). Iné slová v tomto jazyku nebudú, pretoºe by museli obsa-
hova´ neterminál resp. písmeno mimo dospelej abecedy, £o je podla de�nície
jazyka generovaného ET0L systémom nezmysel.
Týmto je dokázané, ºe LA(SA) = L(SX )
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3 Dospelé jazyky k L-systémom s interakciou

Doteraz sme sa zaoberali systémami ktoré mali pravidlá s jedným sym-
bolom abecedy na ©avej strane. V tejto kapitole sa budeme zaobera´ takými,
ktoré majú na ©avej strane jeden hlavný symbol pravidla a jeho kontext, t.j.
nieko©ko symbolov na©avo od hlavného symbolu a nieko©ko symbolov napravo
od hlavného symbolu.
Po£et symbolov v ©avom alebo pravom kontexte môºe by´ nulový. Sú£et kon-
textov musí by´ kladný, inak by i²lo o L-systém bez interakcie. Takéto sys-
témy ozna£ujeme IL systémy.

3.1 Základné pojmy a tvrdenia

De�nícia 3.1.1. IL systém
je de�novaný ako ²tvorica S = (V, g, P, x), kde g 6∈ V je symbol, ktorý oz-
na£uje prázdny symbol kontextu, V je kone£ná abeceda, V 6= ∅, x ∈ V + je
axióma.
P je mnoºina pravidiel, platí P ⊂ (

m⋃
i=0

{g}m−iV i)× V × (
n⋃

j=0

V i{g}n−j)× V ∗.

Premenné m,n sú v tomto prípade d¨ºky ©avého resp. pravého kontextu.
Pravidlá potom zapisujeme v tvare
α < a > β → γ
(α, a, β)→ γ
alebo (α, a, β, γ).

V prípade systémov s kontextom len na jednej strane pouºijeme skrátený
zápis α < a→ β resp. a > α→ β
Rovnako ako pre 0L systémy, musí plati´, ºe pre v²etky kombinácie symbolov
a kontextov musí existova´ pravidlo v P.

De�nícia 3.1.2. Kontext symbolu
Zoberme ako príklad slovo w=a1a2...ak, k>0 generované (m,n)L systémom.
De�nujeme ai = g pre i < 1 ∨ i > k.
Potom ©avý kontext sybolu ai v slove w je slovo lc(ai) = ai−mai−m+1...ai−1

Pravý kontext sybolu ai v slove w je slovo rc(ai) = ai+1ai+2...ai+n

De�nícia 3.1.3. Krok odvodenia v IL systémoch
Nech S = (V, g, P, x) je IL systém. Nech v=a1a2...ak, k>0, v ∈ V ∗, w =
α1α2...αk

Potom v =⇒
S

w je krok odvodenia, ak platí

∀
1≥i≥k

lc(ai) < ai > rc(ai)→ αi ∈ P
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De�nícia 3.1.4. Jazyk generovaný IL systémom Nech S = (V, g, P, x)
je IL systém. L(S) = (w | x =⇒ ∗w) kde * je re�exívnotranzitívny uzáver.

Príklad 3.1.1. Pomerne jednoducho vieme (1,0)L aj (0,1)L systémom vy-
generova´ jazyk L = (anbncn | n > 0). Vezmime ako príklad (1,0)L systém
S = (V, g, P, x)
V = {a, b, c}
P = {g < a→ aa
x < a→ a | x ∈ {a, b, c}
a < b→ bb
x < b→ b | x ∈ {g, b, c}
b < c→ cc
x < a→ a | x ∈ {g, a, c}
}
x=abc
Tento systém zjavne generuje poºadovaný jazyk. Pravidlá pre (0,1)L systém
vyzerajú obdobne.

De�nícia 3.1.5. Triedy IL systémov Vo v²eobecnosti ozna£ujeme triedy
systémov s interakciou pod©a d¨ºky kontextu v pravidlách (m,n)L,
pri£om m je d¨ºka ©avého kontextu a n je d¨ºka pravého kontextu v pravidlách.
�peciálne ozna£ujeme zjednotenie tried jazykov (1,0)L a (0,1)L: 1L. Triedu
jazykov (1,1)L ozna£ujeme 2L.

Lema 3.1.1. Triedy jazykov (1,0)L a (0,1)L sú neporovnate©né.
Ukáºeme príklad jazyka z triedy (1,0)L ktorý nepatrí do (0,1)L a naopak.
Nech L1 = {a3, ba3+n | n > 0}
Potom zjavne existuje (1,0)L systém, ktorý generuje tento jazyk.
(S) = (V, g, P, x),
x = a3

P = {g < a→ baa,
a < a→ a
b < a→ aa
x < b→ b | x ∈ {g, b, a}}

Tento jazyk sa evidentne nedá spravi´ (0,1)L systémom.
Vo©bu axiómy máme z dvoch moºností: baaa, aaa.
V prvom prípade by sme potrebovali pravidlo na zmazanie symbolu b, ale to
nám znovu nezamedzí zmaza´ symbol b aj v iných slovách, neº len axióme,
lebo pravý kontext symbolu b je stále rovnaký.
V druhom prípade by sme potrebovali nejakým spôsobom k ©avému krajnému
symbolu odvodením prida´ symbol b. Lenºe v slove aaa existuje ¤al²í symbol,
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ktorý má rovnaký kontext ako ©avý krajný symbol, £o by znamenalo, ºe znovu
vygenerujeme slovo mimo jazyka L1.
Obdobne môºeme postupova´ opa£ným smerom pre jazyk L2 = {a3, a3+nb | n >
0}, ktorý bude generovate©ný (0,1)L systémom, a (1,0)L systémom nebude.

Lema 3.1.2. Je v²eobecne známe podla [3], ºe platia vz´ahy na nasledovnom
diagrame:

Interpretova´ tento diagram môºeme ako orientovaný graf. Platí, ºe trieda
jazykov (1) je podmnoºinou triedy jazykov (2), pokia© sa vieme kone£ným
po£tom hrán dosta´ z vrcholu (1) reprezentujúceho triedu jazykov (1) do vr-
cholu (2) ktorý reprezentuje triedu jazykov (2).

3.2 Dospelý jazyk v IL systémoch

Dospelý jazyk k IL systému je de�novaný presne ako 0L systému, teda nesmie
existova´ odvodenie zo slova dospelého jazyka také, ºe vznikne nové slovo.

De�nícia 3.2.1. Dospelý jazyk k IL systému
Nech S = (V,g,P,x) je IL systém. Potom dospelým jazykom k S nazývame
LA(S) = {v ∈ L(S) | ak(v =⇒ w)tak(v = w)}
Slovo v ∈ LA(S) nazývame stabilné slovo.

De�nícia 3.2.2. Dospelá abeceda
Nech S = (V,g,P,x) je IL potom dospelou abecedou nazývame mnoºinu
VA(S) = {a | (a ∈ V ) ∧ (∃v ∈ LA(S) : #a(v) > 0}
Ozna£me abc(v) = {a ∈ V | #a(v) > 0)} potom VA(S) =

⋃
v∈LA

abc(v)

26



Pre a ∈ V Budeme ozna£ova´ Xa, ak platí a +
=⇒ Xa V Xa

Príklad 3.2.1. Vezmime jazyk L1 = {a2n}. Tento sme vedeli generova´ 0L
systémom, ale nebol dospelým jazykom triedy A0L, pretoºe nie je z triedy
bezkontextových jazykov, ale vieme ho generova´ ako dospelý jazyk k T0L
systému.
Teraz sa pokúsime ho vygenerova´ ako dospelý jazyk k 2L systému.

Nech S = (V,g,P,x) je 2L systém,
V = {A, a, F}

x = A
P = {
g < A > g → A2 | a,
g < A > A→ A2 | a
A < A > A→ A2 | a
A < A > g → A2 | a
- týmito pravidlami zaru£ujeme rast a dospievanie slov
g < a > a→ a
g < a > g → a
a < a > a→ a
a < a > g → a
- týmito pravidlami zaru£íme stabilnos´ slov dospelého jazyka
A < a > x→ F,
x < a > A→ F,
x < F > x′ → F,
x, x′ ∈ {A, a, g, F},
y < A > y′ → F,
y, y′ ∈ {A, a, g, F} ∧ (y ∈ {a, F} ∨ y′ ∈ {a, F}) }
- týmito pravidlami zaru£íme zamietnutie nesprávneho, nesynchronizovaného
dospievania slov, ktorého dôsledkom by vniklo slovo mimo poºadovaného jazyka.
Pokúsime sa rovnaký jazyk vygenerova´ ako jazyk triedy A(1,0)L. Jednoz-
na£ne vieme rozlí²i´, kedy jazyk nedospel synchronizovane aj s absenciou
pravého kontextu, pretoºe v tomto prípade vºdy existuje aspo¬ jeden symbol
A ktorý má ©avý kontext a alebo aspo¬ jeden symbol a ktorý má ©avý kontext
A (£o je znakom nesynchronizovaného odvodenia).
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Nech S = (V,g,P,x) je (0,1)L systém,
V = {A, a, F}
x = A
P = {g < A→ A2 | a
A < A→ A2 | a
A < a→ F
F < a→ F
a < A→ F
F < A→ F
a < a→ a
g < a→ a
y < F → F | y ∈ V }

Máme aj príklad jazyka, ktorý vieme generova´ ako dospelý jazyk triedy
AT0L, E0L systémom, ale T0L systémom ani IL systémom ho generova´
nevieme. Ukáºeme, ºe sa dá generova´ ako jazyk triedy. A(1,0)L

Príklad 3.2.2. L = {a2n , a3n | n ≥ 0}

Nech existuje (1,0)L systém S = (V,g,P,x)
Aby generoval tento jazyk ako dospelý, zaru£ene pravidlá
g < a→ a, a < a→ a
patria do tabu©ky pravidiel P.
Ke¤ºe potrebujeme rozlí²i´, £i sme v aktuálnom stave odvodenia v £asti jazyka
a2n alebo a3n, zavedieme nové symboly A,B, po£iato£ný symbol S a zamietací
symbol F.
x=S
V={S,A,B,a,F}
V tabu©ke pravidiel budú �gurova´ dve pravidlá, zapísané v skrátenom tvare
g < S → A | B
ktoré v po£iato£nom stave systému rozhodnú, do ktorej vetvy jazyka bude
smerova´ odvodenie.
Nasledova´ budú dôleºité pravidlá na rozmnoºenie symbolov:
g < A→ AA
A < A→ AA
g < B → BBB
B < B → BBB
Dôleºité je synchronizovane ukon£i´ odvodzovanie, £ím získame stabilné slovo.
Nesynchronizovane odvodené slová nebudú v jazyku, pretoºe ich v ¤al²om
kroku znestabilníme zamietacím symbolom F.
Preto sú pravidlá pre F v tvare
y < F → FF, y ∈ V ,
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Zamietnutie nesynchrónneho odvodenia zabezpe£íme týmito pravidlami:
g < a→ a
a < a→ a
y < a→ F,
a < y → F, y ∈ V − {a, g}

Synchrónne odvodenia vedú do stabilného slova, a to obsahuje výhradne sym-
boly a, v inom prípade bude v odvodenom slove prítomný zamietací symbol.

Dospelos´ slova zabezpe£íme synchrónnym prepisom pod©a týchto pravidiel v
závislosti od vetvy jazyka do ktorého bude spada´ stabilné slovo.
r < A→ a, r ∈ {g, A}
s < B → a, s ∈ {g,B}
Ostatné pravidlá budú ma´ na pravej strane F, pretoºe budú prepisova´ sym-
boly ktoré majú neºiaduci kontext.

Veta 14. Platí vz´ah L(IL) ( AIL
Jazyk z predchádzajúceho príkladu sa dá pouºi´ na dôkaz existencie dospelého
jazyka triedy AIL ktorý nie je z generovate©ný IL systémom.
Na základe kontextu nie je moºné ur£i´, £i je systém práve vo vetve odvodenia
generujúceho a2n alebo a3n, pretoºe kontext môºe by´ len kone£né slovo, teda
tento jazyk ur£ite nevieme generova´ systémom z triedy IL.
Pre preh©adnos´ ukáºeme dôkaz len pre L((0, 1)L) ( A(0, 1)L, pre ostatné
podtriedy by bol dôkaz podobný.
Majme (1,0)L systém S = (V,g,P,x).
Potom existuje (1,0)L systém S ′ = (V',g,P',x') taký, ºe platí L(S) = LA(S ′)

Kon²trukcia je nasledovná:
zavedieme homomor�zmus h(x), ktorým zavedieme nové symboly, ktoré neb-
udú v dospelej abecede. h(x) = {x̄ | x ∈ V }
x'=h(x)
V ′ = V ∪ {h(x) | x ∈ V } ∪ {F}
P ′ =
(0) {h(c) < h(b)→ h(α) | (c < b→ α) ∈ P} ∪
(1) ∪{h(x) < h(a)→ a | a ∈ V ∧ x ∈ V } ∪
(2) ∪{x < a→ FF | x ∈ (V ′ − V ) ∧ a ∈ V } ∪
(3) ∪{a < x→ FF | x ∈ (V ′ − V ) ∧ a ∈ V ∪ {g}} ∪
(4) ∪{b < a→ a | a ∈ V ∧ b ∈ V ∪ {g}} ∪
(5) ∪{x < F → FF | x ∈ V ′ ∪ {g}} ∪
(6) ∪{F < x→ FF | x ∈ V ′}
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Pravidlá z mnoºiny v riadku (0) zaru£ujú správanie systému pri odvodzo-
vaní nedospelých slov pod©a pôvodného (0,1)L systému.
V riadku (1) vidíme mnoºinu obsahujúcu pravidlá na dospievanie.
V riadku (4) vidíme pravidlo, ktoré zachováva dospelé symboly, pokia© majú
pre nás správny kontext, a to symboly dospelej abecedy (ktorá je presne rov-
naká ako abeceda pôvodného systému).
Ostatné riadky zaru£ujú detekciu nesynchrónneho odvodenia.
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Záver

Spísané fakty a tvrdenia by mali zrozumite©ným spôsobom ozrejmi´ umi-
estnenie Lindenmayerových systémov v teórii formálnych jazykov a paralel-
ných výpo£tov, k nim zodpovedajúce dospelé jazyky a roz²írenia systémov
zaradi´ do hierarchie. Tieº by mali vysvetli´ dôleºité vlastnosti a porovna´
jazyky generované Lindenmayerovými systémamy s Chomského hierarchiou.

Známy výsledok zverejnený v [6] je, ºe trieda dospelých jazykov k 0L
systémom je identická s triedou bezkontextových jazykov. �al²í známy fakt
dokázaný v [2] je rovnos´ triedy rekurzívne vy£íslite©ných jazykov a triedy
jazykov generovaných EIL systémami, ktoré sa zárove¬ rovnajú triede jazykov
generovaných E(1,0)L systémami.

Výsledkom, ktorý nebol doteraz skúmaný, nako©ko prax tento fakt
nevyºadovala, je identickos´ triedy dospelých jazykov k T0L systémom
a triedy jazykov generovaných ET0L systémami.

V budúcnosti by mohlo by´ zaujímavé zisti´, aký vz´ah je medzi jazykmi
generovanými EIL systémami a dospelými jazykmi k IL systémom. Pred-
pokladá sa ale rovnos´, podobne ako pri jazykoch generovaných systémami
triedy ET0L a triedy dospelých jazykoch AT0L. To by znamenalo, ºe trieda
dospelých jazykov AIL by bola identická s triedou rekurzívne vy£íslite©ných
jazykov.

�al²ia moºnos´ výskumu by sa mohla orientova´ na vz´ah IL systémov a
ich roz²írení ku kontextovým gramatikám.
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