UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A
INFORMATIKY

Dospelé jazyky k Lindenmayerovym systémom

Rok predlozenia: 2012

Jozef Fekiad



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A
INFORMATIKY

Dospelé jazyky k Lindenmayerovym systémom
Bakalarska praca

Studijny program: Informatika

Studijny odbor: 9.2.1 Informatika

Cislo studijného odboru: 2508

Skoliace pracovisko: Katedra Informatiky FMFI
Skolitel: RNDr. Maria Pastorova

Bratislava, 2011

Jozef Fekiad



64598018

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Jozef Fekiac

Studijny program: informatika (Jednoodborov¢ stadium, bakalarsky I. st., denna
forma)

Studijny odbor: 9.2.1. informatika

Typ zaverecnej prace: bakalarska

Jazyk zaverecnej prace: slovensky

Nazov: Dospel¢ jazyky k Lindenmayerovym systémom

Ciel: Skiimat’ niektoré typy Lindenmayerovych systémov bez interakcie, 1 s

interakciou, vzhl'adom na dospelost’. Porovnanie vybranych tried jazykov.

Veduci: RNDr. Maria Pastorova
Katedra: FMFILKI - Katedra informatiky

Datum zadania: 24.10.2011

Datum schvalenia: 25.10.2011 doc. RNDr. Daniel Olejar, PhD.

garant Studijného programu

Student veduci prace



Abstrakt

Praca sa zaobera jazykmi generovanymi L-systémami 0L, dospelymi
jazykmi triedy AQL, jazykmi generovanymi L-systémami s viacero tabulkami
pravidiel na odvodzovanie TOL a dospelymi jazyky triedy ATOL.

Dalej jazykmi generovanymi systémami s interakciou IL, triedou dospelych

jazykov AIL a vztahmi medzi triedami jazykov generovanymi L-systémami
a jazykmi Chomského hierarchie.



Abstrakt

The thesis deals with languages generated by L-systems OL, adult
languages of the AOL set, languages generated by L-systems with more
tables of inferencing rules TOL and adult languages of ATOL set.
Furthermore with languages generated by systems with interactions
IL, set of adult languages AIL and relationships between languages
generated by L-systems and languages of Chomsky hierarchy.
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Uvod

Aristid Lindenmayer (17. November 1925 - 30 Oktober 1989),
madarsky biolog, ktory v roku 1968 vytvoril typ formalnych jazykov ktoré
teraz nazyvame L-systémy, alebo lindenmayerove systémy.

S pomocou nich sa d4 modelovat spréavanie bunkovych systémov rastlin.
Lindenmayer sa zaoberal najmé kvasinkami, vlaknitymi hubami, a skimal
rozne druhy rias.

Typicky zaujimavy priklad z jeho skiimania pre demons$traciu popisnej sily
najjednoduchsich L-systémov (tato triedu konkrétne ozna¢ujeme 0L, Linden-
mayerove systémy bez interakcie - presnd definicia bude uvedena neskor) bola
modrozelend riasa Anabaena Catenula.

Tato riasa je vyznac¢na tym, Ze pocet jej buniek v jednotlivych okamihoch
po deleni tvori prvky fibonacciho postupnosti.

Iné moznosti poskytované L-systémami st napr. kreslenie fraktalov.

Svojou podstatou je kazdy systém spéty s mnozinou slov - jazykom,

podobne ako st so svojim jazykom spété formalne gramatiky. Rozdiel je
ale v odvodzovani, ktoré prebieha paralelne.
V prirode sa velmi ¢asto vyskytuju organizmy, ktoré sa zrodia v pocia-
to¢nej forme, postupne sa rozvijaji, az nakoniec dospeju a ich bunky len
regeneruju. Toto motivovalo vznik tebrie okolo dospelych jazykov, nakolko
Lindenmayerovych systémoch sa vyskytuje dospelé spravanie slov tomuto
podobné.

Praca ma tri kapitoly.

V prvej kapitole sa zaoberame najjednoduchsimi OL systémami s jednou
tabulkou pravidiel, ich dospelymi jazykmi a roz$ireniami.

V prvej kapitole sa zaoberdme o nieco zlozitejsimi TOL systémami kde je
tabuliek pravidiel viac, ich dospelymi jazykmi a rozsireniami.

V tretej kapitole skiimame L-systémy s interakciou a k nim dospelé jazyky.



1 Dospelé jazyky k OL systémom

OL oznacuje Lindenmayerove systémy bez interakcie, t.j. pravidla na lavej
strane maji iba jeden symboj, teda sa prepisuji bez ohladu na kontext. V
tejto kapitole budeme sktimat aj rozsirenia 0L systémov o dalSie tabulky pra-
vidiel (TOL systémy), vy¢lenenie terminalov v abecede (EQOL systémy, ETOL
systémy)

1.1 Zakladné pojmy a tvrdenia

Aby sme mohli skiimat vlastnosti 0L systémov, potrebujeme mat presne
definované ich zakladné vlastnosti. Ako kazdé systémy generujice formalne
jazyky, aj OL systémy obsahuju pravidla na prepis symbolov, mnoZzinu sym-
bolov a tivodné slovo.

Definicia 1.1.1. 0L systém je definovany ako trojica S=(V,P,z), kde

VA{}, V je koneénd mnozina symbolov(nazijvame ju aj abeceda),

P je mnoZina pravidiel, P CV X V*, ktord je tieZ konecnd, zdroven musi byt
uplnd (t.j. Ya € V3(a,a) € P)

Pozn.: Pre jednoduchsie porozumenie budeme tito dvojicu (a,a) zapisovat

v tvare a — a). Aby sme uSetrili miesto, moZeme zapisovat pravidld, ktoré
magi lavi stranu rovnakd, napr a — o, a — 8 skrdtene vo forme a — « | f.
Mmnozinu P nazgvame obéas aj tabulka pravidiel.

V pripade Ze tabulka pravidiel obsahuje vidy prdve jedno pravidlo pre kazdy
symbol z abecedy V, ide o podskupinu OL systémov, nazijvanid DOL(deterministické

0L).

x € VT je axidma, pociatocné slovo.

Definicia 1.1.2. Krok odvodenia v 0L systéme S=(V,P,z) je definovany
nasledovne:

Nech v = ayasas...ap, € V*,a; € Vii=1...k € N

weV*

potom v —> w (v systéme S) vtedy a len vtedy,

ak Jw = ayasas...ap, k € Nya; — a;(i = 1...k)

Viac krokov zndzornujeme v :k w pre dany pocet krokov k resp. v == w
pre lubovolny kladny pocet krokowv.

Definicia 1.1.3. Jazyk generovany systémom S=(V,P,z) je mnoZina
L(S) ={veV*| v = w} kde = je reflexivno-tranzitivny uzdver.

Najjednoduchsi priklad na OL systém st bunky, ktoré zdvojnasobia svoj
pocet kazdym krokom odvodenia, pricom mame iba jeden druh buniek.



Priklad 1.1.1. Definujme Systém S;=(V,P,z)
kde V={a}

P={a — aa}

r=a

Uvedme niekolko krokov odvodenia:
I—a = a0 = aaaa = aaaaaaad — ...
Je zjavné, Ze takijto systém generuje jazyk Ly = {a*"'|n > 0}

Nech So=(V’,P’x’), V=V, z’=x. UvaZujme, Ze chceme matl jazyk Lo =
L(S,), ktory obsahuje okrem slov z Ly aj prazdne slovo (toto budeme oz
nacovat obvyklym znacenim: e ).

KedzZe axioma x musi byt neprdzdne slovo, musi existoval pravidlo ktoré vy-
mazdva symboly. NaSa abeceda obsahuje len jeden symbol, teda S’ obsahuje
pravidlo a — €(oznacme ho (2)).

Pre generovanie jazyka Ly potrebujeme pravidlo a — aa(oznaéme ho (1)).
Pokial budeme mat obidve pravidld v P’, vznikni v S’ aj slovd mimo Lo.
Uvedme jedno také odvodenie :

a = aa = aaaa = aaaaaac = aaaaaa = a’
V prvom kroku odvodenia aplikovalo pravidlo (1), v druhom kroku sa apliko-
valo pravidlo (1) na obidva symboly, v tretom kroku sa aplikovalo pravidlo
(1) na prvé 3 symboly, na Stvrty sme pouZili pravidlo (2). Slovo a® jednoz-
nacne nie je v Lo, teda L(S") # Lo. Obe spomenuté pravidld bezpodmienecne
potrebujeme na vygenerovanie slov z Lo, ale okrem nich sa generujem S’ aj
iné slovd teda Ly nepatri do triedu jazykov OL.

Dalsit pripad jazyka ktory sa nedd vygenerovat OL systémom je Lz = {a,a*}
Volba axiomy je na nds. Vezmime novy systém Sz = (V3, P3, x3)

1) z3 =a

V tomto pripade bude tabulka pravidiel obsahovat len pravidlo (1). Ale nié
nevylucuje odvodzovanie dalsich slov zo slova a® odvodenim z axidmy, ciZe
volba azidmy bola pravdepodobne nesprdvna.

2) x3 =aa

V tomto pripade potrebujeme pravidlo ktoré nam vymazZe symbol a, ciZe P
bude pozostivatl z pravidla (2), a pravidla a — a, aby sme mali moznost aj
zachovatl symbol(zmazat potrebujeme len jeden). Eristuje ale odvodenie, ktoré
zmaze oba symboly, a vznikne ndm prdazdne slovo ktoré nie je v Ls.

Teda ani L3 sa nedd vygenerovat 0L systémom.



Dalej preskimajme systémy ktoré obsahuja viac ako jeden druh sym-
bolov.

Priklad 1.1.2. Nech S=(V,P,z), V={a,b}, P={a — b | bb,b — a}, z=b
Tu je je vidno, Ze tento systém generuje jazyk L={at} U {b"}

Priklad 1.1.3. Nech S=(V,P,z), V={a,b}, P={a — bb,b — a}, z=b
Systém generuje jazyk L={a®"| n > 0} U {b*"| n > 0}

Priklad 1.1.4. OL v prax:

Definujme Systém S=(V,P,x)

kde V={a,b}

z=b

P obsahuje nasledovné pravidld:

a — ab

b—a

Na zdklade pravidiel vieme, Ze tento systém je skupiny DOL, c¢o je takd pod-
skupina OL, ktord md deterministické pravidla (prepis symbolov v jednom
kroku odvodenia je jednoznacne dany. Tdto skupina systémov md niZsiu popisni
schopnost).

Vypisme niekolko krokov odvodenia.

b — a = ab = aba = abaab — abaababa —> ....

Tu je zaujimavé si vsimnut nasledovni vlastnost systému.:

dlZka odvodeného slova po k krokoch odvodenia je rovnd hodnote k-teho proku
Fibonacciho postupnosti.

1.2 Dospely jazyk v OL systémoch

Dospelé jazyky obsahuju len slova, ktoré sa dalej nevyvijajua, teda zo ziad-
neho slova dospelého jazyka neodvodime nové slovo. Triedu dospelych jazykov
oznacujeme AQL.

Definicia 1.2.1. Dospely jazyk k OL systému
Nech § = (V,P,x) je OL systém. Potom dospelym jazykom k S nazyjvame
La(S)={veL(S)|ak(v = w)tak(v=w)}

Slovo v € L(S) nazgvame stabilné slovo.

Priklad 1.2.1.
Definugme Systém S=(V,P,x)



kde V={a, A}

z=A

P obsahuje nasledovné pravidld:
a—a

A—aA | a

Je zjavné, Ze mnozina odvodengch slov by narastala nasledovne:

{4} = {a,ad} = {a,aa,a04A} = {a,aa,aaa,a00A} = ...

Kedze sa symbol a prepisuje len na samého seba, je zjavné, Ze slovd obsahu-
Juce iba symboly a siu stabilné.

To znamend, Ze dospely jazyk je:

La={a"}

Tento sty jazyk vieme odvodit v systéme 0L, ale tam by rast musel prebiehat
rijehlejsie, vzhladom na nedeterminizmus ktory by sme museli pouzit v podobe
pravidiel

a — aa,

a—a

¢o by znamenalo, Ze vijvoj moéze po k krokoch vyprodukovat aZ slovo dizky 2%,
v dospelom jazyku je najdlhsie stabilné slovo po k krokoch dizky k.

Priklad 1.2.2.
S ale jazyky ktoré vieme odvodit ako dospelyj jazyk triedy AOL, ale nevieme
odvodit ako jazyk generovany OL.

Idedlny priklad na toto je L = {a"b"|n > 0}
Definugme teda systém OL ku ktorému bude tento jazyk dospelym jazykom.

S =(V,Pz), V={Aab},r=AP={a—ab—bA— aAb, A — ab}
V kazZdom kroku odvodenia sa okolo symbolu A zjavia v rovnakom pocte sym-
boly a, b, popritom A moze ale nemusi zaniknit.

Kedze a, b si nemenné pocas odvddzania, slovd obsahujice vyhradne a,b pa-

tria do dospelého jazyka.

La(S)=1L

Priklad 1.2.3. Dalsi zaujimavy priklad je jozykL = {a*V"|k > n > 0}.
Tento bude dospelym jazykom k L systému z predchddzajiceho prikladu, s
tym rozdielom, Ze do mnoZiny P pridame pravidlo A — aA. Tym zarucime
v kaZdom okamihu moZnost pridal dalsie samostatné znaky a do vysledného
slova.

Definicia 1.2.2. Dospeld abeceda
Nech § = (V,P,z) je OL potom dospelou abecedou nazjvame mnoZinu
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Va(S) ={al(a € V) A (v € La(S) : #a(v) > 0}
Oznacme abc(v) = {a €V | #4(v) > 0)} potom Va(S) = U,y , abe(v)
Pre a € V. Budeme oznacovat X,, ak plali a = X, = X,

Definicia 1.2.3. Reldcia = je definovand nasledovne:

X2 Y4 (@ = yie =y) = ¢/ =y)

Reldcia % obdobne.

[Pozn.: Potom La(S)={w € L(S) | w= w}.

Pre a € V budeme oznacovat dané slovo X, ak plati a =+ X, = X, ]

Pozn.: Existuje efektivnejsi algoritmus hladania Vj:

Vi= U abe(X,)
a€V,a :+> =

Vo={a€eVy | e VTNL(S): #.,0 >0}
VA:%:UQGVQCLE-’Ba

Priklad 1.2.4. Aplikdcia algoritmu, ndjdenie dospelej abecedy k ne-
jakému jazyku.

Nech § = (V,P,z) je OL Systém, V=(a,b,c,A)

z=A

P={A— Aa]a]dB

a—ab

b—c

c— €

B— B*}

Vi = {a,b,c,d}, pretoze v konecnom désledku vedie odvodenie z kaZdého z
dangjch pismen vedie k nejakému stabilnému slovu.

Vo = {a,b,c}, kazdé z tijchto pismen je dosiahnutelné z ariomy, vyskytuje
sa v jazyku generovanom 0L

Vs = {a,b,c}, pretoZe pri symbole A nemdme zarucené pre konecné n, Ze
na n krokov sa urcite v kaZdom pripade dostaneme do stabilného slova. Tdto
mnozina pismen splia aj povodni definiciu dospelej abecedy.

Viysledny jazyk: L(S) = {(abc)” | n > 0}



Je vhodné si vSimnut, Ze aj symboly, ktoré sa prepisuju, ale su clenom re-
generujicej retaze (v tomto pripade abe), patria do dospelej abecedy.

Lema 1.2.1. Nech § = (V, P,x) je OL. Nech a € Vy,a — « € P. Potom
platia nasledovné tvrdenia:

#a <) A(a—BEP) = (B=a)

2)(F#Ho=0) = X,=¢

8)Nech |[V]=m, potom ¥ 3 a = X,= X,

aceVyn<m
Dokaz:
1) SPOROM. Nech w € La pricom #,w > 1 (toto moézZeme predpokladal,
lebo a € V4, a pravidlo a — [ pricom o # 5. KedZe je slovo w z dospelého
jazyka, musi podla definicie platit pre lubovolné odvodenie v S, Ze w ostane
nemenné. Vezmime teda odvodenie, ktoré obsahuje pravidlo a — «:
W= wiaws, = wiawh = w, pricom wy, —> Wy, Wy = W).
Ak v tomto odvodeni nahradime prdve tento prepis podla pravidla a — «
pravidlom a — [3,aby vyzeral nasledovne(odvodenia na éasti wy a wy ostany
rovnaké):
w = wiawy = wPuws.

Ak a # B tak wiaw), # wiPwh co je spor s predpokladom w € Ly.

2)Sporom: Nech (#q.,0 =0) N X, # €

Nech ezistuje w € La, #q(w) > 0. Z definicie plati, Ze lubovolngm odvodenim
dostaneme to isté slovo: w = w. Vezmime pevnyj symbol

b e Vi, #(w) > 0 musi existoval odvodenie b == w', #4(w') > 0, lebo inak
by sa hodnota #,(w) menila, ¢o je v slove dospelého jazyka nepripustné.

Postup I: Po istom konec¢nom pocte krokov odvodenia vznikne zo
symbolu b slovo zarucene obsahujice symbol a, z ktorého ndsledne konecngm
poctom odvodeni odvodime X,. Z definicie X, vieme, Ze nezanikd.

Pretoze plati aj w = w, urcite po tomto konecnom pocte odvodeni v pos-
tupe I bude stdle pritomny symbol b. KedzZe tymto postupom vieme vyrobit
symbol a, pocet symbolov z X, bude vo w narastat, co je spor s w € L 4.

3) Na zdklade bodu 1) tejto lemy vieme, Ze pre kazdy symbol dospelej abecedy
existuje prave jedno pravidlo z P kde je na lavej strane. Z definicie dospelej
abecedy a stabilnych slov je zjavné, Ze symboly z o su rovnako z dospelej
abecedy. Pre kazZdij symbol p € X, vieme presne urcit poradie pravidiel pomo-
cou ktorijch bol odvodenyj. Nakolko moze byt symbolov dospelej abecedy najviac
m, must byt aj tyjchto pravidiel ktoré viedli k odvodeniu p najviac m, ¢im sme
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dokdzali tvrdenie.

Veta 1. Pre kazdy OL systém S ezistuje ekvivalentny 0L, Ze Lo(S) = La(S')
a pre vsetky symboly a € VA(S) existuje jediné pravidlo a — a v systéme S’

Doékaz: Konstrukciou.
Zavedme nasledovnyj homomorfizmus:
h(a)={
Xa | a &€ VA,
alagVal}
S jeho pomocou vygenerujeme novi mnozinu pravidiel ktord bude tvaru:
P={a—al|aceVitU{a—hla)| agVa}

Daélezité je pomocou homomorfizmu vygenerovat novi ariomu.

Veta 2. Plati AOL = L(CF)

AOL C L(CF)

Nech G = (Vg, X,R,0) je bezkontextovd gramatika. Pre fubovolng systém 0L
S = {V, P, x}vieme vytvorit ekvivalentny systém pomocou Vety 1, ktory bude
mat dolezité vlastnosti pre konstrukciu bezkontextovej gramatiky.

Druhyj krok bude identifikovat termindly a netermindly.

Termindly budu vsetky symboly z dospelej abecedy. Vg = Vy

Netermindly budi ostatné symboly: X =V — V),

Pravidla v R budu identické s pravidlamsi v P, s vgnimkou pravidiel z P, ktoré
maji na lavej strane symbol z V. Tie budi vynechané, ndsledne este treba
pridat pravidlo o — x aby sme dostali obvykly tvar gramatiky:

R={a—a | agVi}U{o—z}

Priklad 1.2.5. Bezkontextovd gramatika na zdklade AOQL
Budeme postupovat podla vety 2.

Nech § = (V,P,z),V ={X, A, B,a,b,c,d}

Pre demonstrdciu uvedieme viacero druhov pravidiel

P={X — A|B,A— aAbAa|a,B — aBc|b,a — a,b — be,c — d,d — €}
r=XaXb

Pretransformujeme 0L systém podla Vety 1. Zistime si, ako vyzerd homomor-
fizmus h pre tento systém, musime zistit X, pre znaky z dospelej abecedy.
Je zjavné, Ze a, b patri tieZ do dospelej abecedy, rovnako ¢ a d. (Toto si

mozeme overit aj algoritmom na hladanie dospelej abecedy).
Xo=a Xp=bcd X.=¢ Xgj=c¢€



P ={X — A|B,A - aAbcdAa|a,B — aB|bcd,a — a,b — b,c —
c,d — d}

xr = XaXbcd

Konstrukcia gramatiky:

Musime pridal pravidlo o — x kde za z dosadime aktudlnu ariomu.

o — XaXbcd

Vynechdme pravidld pre pismend dospelej abecedy

Uréime termindly a netermindly .

Termindly: {a,b,c,d}, tdto mnozina je rovnakd ako dospeld abeceda.
Netermindly: {o,X,A,B}

Cize bezkontextovd gramatika byde vyzerat nasledovne:
G=(V.X,R,0) kde V={0,X,A,B}, ¥={a,b,c,d},

R={ 0 — XaXbcdX — A| B, A — aAbcdAa|a, B — aB | bcd, }
Veta 3. Plati AOL — L(0L) # 0 A L(0L) — AOL # ()

Nasledujiice dve triedy jazykov si neporovnatelné. Ako dokaz uvedieme priklad
na jazyk triedy OL ktory nie je v triede AOL a naopak, co nie je prekvapujice,
pretozZe tr. bezkontextovijch jazykov a tr. jazykov 0L si neporovnatelné.

Nech S = (V,P,x) je OL. Nech Ly = {a* | n > 0}. Aby Ly = La(S),
muselo by existovat nejaké pravidlo/pravidld ktoré by vytvorili stabilné slovo
z bezného nestabilného.

A—a€P.

Ak by takéto pravidlo neexistovalo, nemdme ako vygenerovat najkratsie slovo
v Li. Stabilné slovd zloZené iba zo symbolov a, ktoré si dalej nemenné.
MoéZeme wvaZovatl t=A, pretoZe pokial by bola axioma dlhSia, muselo by exis-
tovat pravidlo ktoré md na pravej strane prazdne slovo, ¢o by zarucene viedlo
vyskytu prazdneho slova v jazyku.

Na ziklade pravidla A — a moZeme prehldasit, Ze slovd v jazyku generovanom
OL systéme, ktoré nie si dospelé, musia mal jednoznacne tvar A*" ,n > 0,
lebo inak by urcite v dospelom jazyku bolo aj slovo mimo L.

Slovd tohoto tvaru vytvorime z axidmy odvodenim pomocou pravidla A — AA,
nech je teda v P. Ingm by sme nedostali vsetky slovd spomenutého tvaru.

Tu ale nastdva problém:

Nasledovné odvodenie v S vygeneruje stabilné slovo, ktoré nie je v L1: A —
AA — AAa — aaa




Tgm sme dokdzali, Ze existuje jazyk z L(OL) ktory nie je z L(AOL).

Priklad na jazyk z ktory je z L(AOL) a zdroven nie je z L(0L) je L =
{a"b"n > 0}, ktory je rieseny v priklade 1.2.2

Dalsi zaujimavy priklad na jazyk z AOL ktory nie je OL je Ly = {a,a’®}

Je generovany systémom Sy = ({A,a},{A — a | aa,a — a},a)

1.3 EOL

Roz&irenim OL systémov o terminélne symboly (terminaly) ziskame EOL sys-
témy.

Definicia 1.3.1.
EOL systém S je definovany ako $tvorica (V, P,z,%) , kde plati, Ze §' =
(V, P,x) je OL systém, ) # X CV a L(S) = L(S") N XZ*.

Na zaklade jednoduchej uvahy vieme dokézat nasledovnu vetu

Veta 4. Plati AOL C L(EOL)

Dokaz:

Pre lubovolng systém 0L S = (V, P, x) vieme skonstruovat FOL systém S’ =
(V' P 2’ ¥) nasledovngm spdsobom tak, Ze bude platit La(S) = L(S'):

Na zdklade jednej z predoslych viet moZeme predpokladat,Ze k systému S ex-
istuje Sy = (Vy, Py, x;) ktorgch dospelé jazyky AOL si rovnaké, pricom plati

VL a— a = a=«a Potom EOL systém bude vyzerat nasledovne:
aclig

Val§)=%X,P, =Pz, =2a".

Aby sme ukdzali, Ze EOL md vyssiu popisni schopnost ako AOL, uvedieme
nasledovny priklad:

Nech §; = (Vi, P1,x1,%1), Vi = {S,a,b},

P ={S—a,S—0ba— aab— bbb}, z; = 5,5 = {a,b}

Je zjavné, Ze tento jazyk nepatri do AOL, pretoze ani a®" nevieme vygenerovat
ako dospely jazyk k OL systému.

Veta 5. L € L(EOL) je z triedy bezkontextovych jazykov ak k nemu
existuje EOL systém S taky, Ze L(S) = L a zdroven pre termindly
a € ¥ existuji tba pravidld a — a K EOL jazyku S = (V, P,x, %) jed-
noznacne ezistuje 0L 8" = (V' P’ a2') taky, Ze dospely jazyk k S', a plati
V=VU{F},z =2

Aby La(S') = L(S), musime zarucit, aby Va(S') = X. To zabezpecime pri-
danim pravidiel do P’.

P=PU{a— F |a€V -=X}UF — FF, pricom F je novy symbol.
Tymito pravidlam: zarucime, Ze netermindlne symboly nebudu v dospelej
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abecede. Sporom: Vezmime netermindlny symbol s, ktorij je v dospelej abecede
Ly.

Teda existuje stabilné slovo ktoré tento symbol obsahuje. Urcite ale existuje
pravidlo pre s, ktoré vedie do symbolu F, ktory sa neobmedzene mnozi. To
znamend, Ze zo stabilného slova odvodime nové slovo, pretoZe symbol F nie
je v dospelej abecede. Toto je spor.

Veta 6. Ku kaZdému EOL systému S existuje ekvivalentny syn-
chronizovany S', kde v € L(S) sa odvodia synchronizovane (t.j.
Va == v,0gX")

aEx

Dokaz:

Zavedme nasledovnyj homomorfizmus:

hla) = {

alaeX

alaeV -X%

;

Y ={a| ae€ X}, tieto symboly sa nevyskytuji vo V

S' = (V' P2 %)

V' =VUSU{F}, kde F ¢V

z’=h(r)

P={a— F|laeXU{F}}u{a— h(a)|aeV,a—saePtu{a—alac
X} Pre slovd v € L(S) vidy v 8" pred vznikom termindlneho slova existuje
netermindlne, ktoré md symboly s pruhom. Pri nesynchronizovanom odvodent
sa termindlny symbol, ktory sa prepisal skér, pri nasledovnom kroku odvode-
nia prepiSe na zamietaci symbol, ktory je netermindlny. Tym zarucime, Ze
nesynchronizovangm odvodenim nevznikni slovd jazyka L(S').

Priklad 1.3.1. Uvedieme priklad na jednoduchy systém EOL, ktory bude v
synchronizovanom tvare.

Nech L = {a"b"c™ | n > 0}. Tento jazyk vieme pomerne jednoducho vy-
generovat EOL systémom, pokial zavedieme sprdvnu axidmu a odvodzovacie
pravidld.

Nech § ={V,p,z, ¥},

V ={A B,C,a,b,c,a,b,c F}

x = ABC,

P={A— Aala

B—Bb|b

C—Cclc

11



r — Fir € {a,b,¢, F}}¥ = {a,b,c} Tymito pravidlami mdme zarucené,
ze pokial symboly A,B,C, ktoré si zodpovedné za rast slova, sa premenia na
termindlne, tak uZ to musia urobit vsetky naraz. V dalsSom kroku odvodenia
vsetky termindlne znaky sa zmenia na netermindlny zamietaci symbol F. Z
definicie FOL do jazyka patria len slovd zloZené z termindlov, teda zarucene
sa ndm budi odvodzovatl vsetky slovd synchronizovane.

Lema 1.3.1. Plati L(EOL) — L(TOL) = Ay # 0 A L(TOL) — L(EOL) =
Ay # 0

Priklad na jazyk z mnoziny A, : Li{a,a®}

Priklad na jazyk z mnoZiny Ay = Lo{a®"3"}

Ly nie je z L(TOL), pretoZe uz musi existovat pravidlo na mnoZenie sym-
bolov a, co by viedlo k neobmedzenému mnoZeniu, a naopak, ak by sme na to
185l z opacnej strany, pravidlo na zmazanie symbolov a by zmazalo v jednom
okamihu vsetky, a teda by vzniklo aj prdazdne slovo, ktoré nie je z jazyka Ly
Ly nie je z L(EOL), pretoZe by vyZadoval nezdvislé pouZitie pravidiel a — aa,
a — aaa, ¢o inak ako pouZitim viaceryjch tabuliek nevieme.
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2 Dospelé jazyky k TOL systémom

2.1 Zakladné pojmy a tvrdenia
TOL systémy su OL systémy, ktoré su rozsirené o dalsie tabulky pravidiel.

Definicia 2.1.1. TOL Systém je definovany ako trojica S = (V, P, x)
kde plati: P je konecnd mnozina tabuliek pravidel, pricom platiVpep(V, P, x)
je 0L systém

Definicia 2.1.2. Odvodenie v TOL
Vezmime S z definicie 1.2.1, nech v € V', w € V*, tak odvodenie z v do w
. + L
(oznacujeme v = w)ezistuge,
ak existuju P, Py, ..., P, € P,n > 0 také, Ze w ? wy —?—> W... —?—> w
1 2 n
Definicia 2.1.3. Jazyk generovany TOL systémom
Nech S z definicie 1.2.1, tak jazyk generovany TOL systémom je nasledovnd
mnoZina L(S) = {w e V* |z == w}

Je zjavné, 7ze popisna sila TOL systémov je vyssia, ako popisna sila 0L,
nakol'ko OL systém je TOL systém s jednou tabulkou pravidiel.

Priklad 2.1.1. Co mézZeme spravit v TOL ale v OL nie

Cheeli by sme mat jazyk generovany TOL systémom, ktory by sa skladal zo
zjednotenia dvoch 0L systémov. Ako priklad vezmeme nasledovné dva jazyky
generovatelné 0L systémami:

Ly ={a® | k>0}
Ly={b' | 1 >0}

L3z = Ly U Ly Pri 0L systémoch mdme k dispozicii iba jednu tabulku pravi-
diel. Slovd kazdého z jazykov Ly aj Lo obsahuju len jedno Specifické pismeno
pre dany jazyk (Abeceda jazyka je jednopismenovd), zdrover si tieto pismend
rozne. Ak by sme sa pokusili jazyk Ls vygeneroval OL jazykom, narazili by
sme na nasledovné problémy:

1. akd by mala byt axioma?

2. ak su slovd zloZené iba z jedného druhu pismen, ako sa dostaneme k
druhému?

3. ako zariadime, Ze ndm nevznikni iné slovd ako slovd z jazyka L3 ?

Odpovede na problémy:
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1. Pokial by sme modelovali iba L1, musela by byt jednoznacne jednopismen-
ovd. Ak by sme dali viacpismenovi axiomu, nebolo by mozné vygenerovat
slovd kratsie ako azxioma, ktoré by s istotou patrili do L,. Toto je z dovodu,
Ze jedind moznost ako vymazdvat znaky, je pravidlom a — €, ktoré nevieme v
0L presne kontrolovat. Vyberme teda nahodné slovo z Ly ako axiomu. Naprik-
lad a8. Aby sme zarucili, Ze vieme vygenerovat nasledujice slovo v jazyku,
musi existoval v systéme pravidlo a — aa. Ale zdroverni chceme ziskat aj
kratsie slovd, teda existuje aj skracujice pravidlo. Iné ako a — € v 0L neexis-
tuje. Dosledkom pouZitia tyjchto dvoch pravidiel vieme nasledovne ziskat slovo
mimo jazyka. Uvedieme priklad odvodenia takého slova z axiomy:

slovo a a a a a a a a prepiSeme jednym z moznijch spésobov podla pravi-
diel ktorych existenciu v OL systéme sme vydedukovali:

aa € € € € € €€

Takto sme dostali kratsie slovo z jazyka Ly

Ale vedlujsi vicinok je nasledovné odvodenie z axiomy:

aa aa ag € € € € €

toto slovo zarucene nepatri do jazyka L.

Pri systéme generujicom Lo tvar azidmy nehrd velki rolu. Jedind podmienka
v tomto pripade je, aby bola slovom z Lo, nakolko tento jazyk obsahuje prdazdne
slovo.

7 vlastnosti by sme vedeli nasledovnymi pravidlami vygenerovat vsetky kratsie
slovd jazyka Lo ako azioma:

b—e | b

Vysvetlenie: pri kaZdom symbole teraz vybranej axiomy sa rohodne, ¢i po
kroku odvodenia symbol zanikne, alebo sa zachovd. Z hladiska poclu pismen
v slove teda mdme mozZnost zmazat [ubovolny pocet pismen slova, ¢o ndm
zarucuje nedeterminizmus pouZitia pravidiel.

Zarucit ale musime aj rast slova, c¢iZe pridime pravidlo ktoré priddva sym-
boly. V tomto pripade je iplne nepodstatné, kolko ich pridime, nakolko mdame
pravidlo ktoré moéze v dalsom kroku odvodenia zachovat ich pocet, pripadne
nizit o 1.

b—b* k> 1 pre lubovolné pevne zvolené k zaruci sprdvny rast.

2. Na tito otdzku mdme rozne odpovede. Ale pravidlo na zmenu symbolu md
zaiste v tomto pripade tvar a — b*, k > 0. Je to preto, Ze ak by sme uvaZovali
jazyk Ly = {0 | k> 0}, tak by sme si vSimli nasledovné: Ly C Ly. V inom
pripade musime vyriesit, ¢i by sme prepisom nedostali slovd mimo jazyka L.
Ak by sme chceli prepisovat z jazyka Lo do Ly, zistime, Ze by sme muselo
platit VK31 : ¥ = o2

3. Tu zacina byl vidno rozdiel v popisnej sile OL a TOL, najma vSak nutnost
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pouzitia TOL systému na generovanie jazyka Ls

Ak by sme pravidld popisané v bodoch 1 a 2 mali v OL systéme, nevedeli
by sme zarucit vlastnost, Ze sa ndm vsetky symboly a prepisu naraz pravid-
lom a — b,k > 0. Pokial chceme zarucit sprdvne generovanie jazyka Ls,
musime zaviest druhi tabulku, ktord bude zarucoval, Ze sa prepis stane naraz
pre vsetky symboly.

Viysledny TOL systém generujici jazyk Ls:

S = (‘/7 P?'CE): V:{aa b}; P = {P17P2}
P ={a— aa,b — b}
Po={a—bb—0bb|b]| €}

r—=a

Poznamka: Stacilo by zvolit nespravne podmienky na k a 1, a uz by
nebolo mozné urobit takéto zjednotenie jazykov.

Veta 7. Plati L(0L) C L(TO0L)

Dokaz:

Podla definicie je zjavné, Ze TOL systém s jednou tabulkou je ekvivalentng 0L
systému, teda L(OL) C L(TOL) Ostdva vylicit rovnost tgchto dvoch skupin
jazykov.

Na zdklade predchddzajiceho prikladu je zjavné, Ze existuje jazyk z TOL ktory
nie je z OL.

Uvedieme ale esSte jeden, elegantnejst.

S=(V,P,x), V={a}, P ={P, P}

P ={a — aa} P, = {a — aaa}

T=a

Vysledny jazyk v tomto pripade je

L={a?® | k1> 0}

Priklad 2.1.2.
Vezmime pevné m, m > 1 a nasledovné jazyky:

Ly ={a® | k>m},

Ly ={v' | 1 =0}

Li=1L,ULy

Na ziklade predchddzajpiceho prikladu vieme urcit, Ze axioma moéZe byt na-
gmendie slovo z jazyka L, pretoZe jediné neprijemnosti ndm robilo pravidlo
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a — €.

Pri zachovani podmienky na premenni [ v Ly méZeme jednoducho vydeduko-
vat, Ze systém z predchddzajiceho prikladu nie je nutné menit, aZ na ariomu.
Visledny TOL systém generujici jazyk Lf:

S = (‘/7 7)7'/”U)7 V:{CL, b}; P = {P17P2}
P ={a— aa,b — b}
Py={a—bb—0bb | b]| ¢}

m
r=a?

Priklad 2.1.3.
Vezmime pevné m,n,x prirodzené, plati m > 1 a nasledovné jazyky:

Ly ={a® | k>m,m >0},
Ly={' | 1 >n}
Ly =Ly UL,

Ls je generovatelné TOL systémom prdve vtedy, ked je zvolené n = 2% x x

Odoévodnenie je jednoduché: pokial by sme z axiomy priamo spravili krok odvo-
denia podla pravidla a — b®, vznikne ndm nagkratsie slovo z jazyka LY. Ak
by nebolo nagkratsie, bolo by nutné zmensoval pocet b, a tym by sme dostali
slovd ktoré su mimo jazyka LY nakolko jeho najkratsie nie je prazdne slovo, a
pravidlom na zmensovanie poctu b by sme sa k prazdnemu slovu urcite dostali.

TOL systém potom vyzerd nasledovne:

S= (V;P,ZEL V:{CL, b}; P = {PbPQ}
P ={a— aa,b — b}
Py={a—b",b—0bb | b}

m
r=a?

Priklad 2.1.4.

Viacerymi tabulkami mdme zabezpeceni aj moznost kontrolovaného rastu:
Vezmime TOL systém s abecedou a,b, axidmou a, a nasledovngmi tabulkamsi
pravidiel:

P ={a— bbb — b} P, ={b— aa,a — a}

Je zjavné, Ze generovany jazyk bude L = {a22n,622n+1 | n > 0}. V tomto
pripade vygenerovany jazyk sice je z triedy 0L, ale pocet krokov odvodenia
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nutny na odvodenie slova je neurcity - v konecnom déosledku je kaZdé slovo z
jazyka odvodené.

Ak by sme tento jazyk generovali 0L systémom, bolo by isté, zZe slovo dizky
2% by bolo odvodené po k krokoch. Tdto vlastnost vyplijva z potreby determin-
wstickych pravidiel, ak chceme generovat slovd z L.

(Nedeterministické pravidld by celkom iste viedli k moznosti narastaniu dlzky
slova pomalsie ako exponencidlne v zdvislosti od poctu krokov.)

Priklad 2.1.5.

Viaceré tabulky ndm rozsiruji moznosti synchronneho rastu pre niektoré jazyky.
Ly ={a*"b*" | n >0} odvodit v OL systéme sice vieme.

(Pravidld a — aa,b — bb, arioma x = ab.)

Ly = {a**" | n > 0,k > 2"} je pre lubovolné prirodzené k nemoiné. V
0L mdme jedinid Sancu toto ovplyvnit pridanim druhého pravidla pre a, ktoré
bude priddvat niekolko symbolov a v niektorom kroku. LenZe to ddva pre k isté
obmedzenia, pretoZe v OL systéme ktory by generoval jazyk Lo premennd n
zarucene uddva pocet krokov. Ak by existovalo pravidlo na zachovanie poctu b
v danom kroku odvodenia, nedeterminizmus z pravidiel b — b | bb by zarudil,
ze plati JwVn #,(w) # 2", Teda by sa generovali aj slovd mimo jazyka Lo.
Takito jazyk ale vieme vygenerovat TOL systémom.:

Vezmime TOL systém Sy s abecedou a,b, axidmou a, a nasledovnijmi tabulkams
pravidiel:

P, ={a — aa,b — bb} P,={a—a | aa,b — b}

Pravidld pre a z tabulky P, ndm zarucia zvySovanie premennej k nezdvisle
od n Pravidld z tabulky Py ndm zarucia zvySovanie n nezdvisle od k.

Dalsi jazyk ktory sa bude riesit obdobnym sposobom je

Ls = {a®""0®" | n >0,k > 0}.

Vezmime TOL systém Sy s abecedou a,b, azidmou a, a nasledovnijmi tabulkams
pravidiel:

P, ={a — aa,b — bb} Py, ={a — aa,b — b}
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Definicia 2.1.4. T,,0L budeme oznacovat TOL systémy s mazimdlne n tabulkami.

Veta 8. Plati L(T,0L) € L(T,,,10L)

Dokaz:
Z definicie je zjavné, Ze L(T,0L) C L(T,+10L)
DokdzZeme, Ze tieto dve mnoZziny pre lubovolné n nie su rovnaké.
Pre kazdé n existuji unikdtne prvocisla po, p1, P2, .-, Pn

Vezmime jazyk L—{apo’Pi"--P" ]

Je zjavné, Ze takyto jazyk nevieme skonstruovat TOL systémom s n tabulkami,
ale TOL systém s n+1 tabulkami dno. Pre kaZdé p;,1 < n + 1 je nutné, aby
existovala jedna tabulka s jedingm pravidlom a = aP.

Nakolko je prvocisel je n+1, potrebovali by sme n+1 tabuliek.

2.2 Dospelost jazykov k TOL systémom
Dospelost jazyka je pri TOL systémoch definovana podobne ako pri OL.

Definicia 2.2.1. Dospely jazyk ATOL
Nech § = (V,P,x) je TOL systém, kde P = {Pi, ..., P,}, kde n je pocet tab-
uliek TOL systému. Potom dospelym jazykom k S nazijvame
La(S)={veL(S) | ak(v = w)tak(v =w)}

k

Takéto slovo v nazyvame stabilné slovo.

Pri dospelych jazykoch k TOL je dospeld abeceda definovand podobne
ako pri AOL.

Definicia 2.2.2. Dospeld abeceda k ATOL jazyku Vezmime S z pred-
chddzajicej definicie. Potom plati Va(S) = {a|Fw : w € La(S) A #.(w) > 0}

Priklad 2.2.1. Nech L = {a"b"c"|n > 0}. Tento jazyk nepatri do skupiny
jazykov L(CF), teda nepatri ani do AOL. Vieme ale ndjst taky TOL systém
S, ze LA(S) =1L

Nech teda S = (V,P,z),V ={a,b,c,A,B},x = AB,P = {P,, P,}

P ={A—¢B—e}U{a—alae{ab,c}}

P, ={A — aAb,B — Bc} U {a — ala € {a,b,c}} Je zjavné, Ze po kaZdom
kroku odvodenia podla P, narastie pocet symbolov a,b,c rovnakou rijchlostou.
Po odvodent podla Py vznikni stabilné slovd, nakolko iné A,B prostrednictvom
ktorijch by sme mohli generovat dalSie pismend, nebudi existovat v odvode-
nom slove.
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Priklad 2.2.2. Plati Ly, = {a*",a*" | n > 0} € ATOL Tento jazyk nevieme
generovat TOL systémom. Je ale dospelym jazykom k nasledujicemu TOL sys-
tému:

S=(V,P,x)
P:{PDPZ)PS}
V ={A,B,a,S}

P ={A— A2 B— B3a—a,S— S}
P,={S—A|B,A—a,B—a,a—a}
rx=.S9

Odvodenie prebieha z axiomy pomocou druhej tabulky, tu sa rozhodne, ¢i sa
bude generovat jazyk a*" v pripade, Ze sa z axiomy odvodi slovo A,

alebo a®" v pripade, Ze sa z aziomy odvodi slovo B.

Hodnota premennej n v stabilnom slove je podmienend poctom odvodeni podla
tabulky P;.

Po niekolkyjch odvodeniach podla tabulky Py sa pouZije tabulka P> a vznikne
stabilné slovo.

Veta 9. KaZdy jazyk z L(TOL) patri do triedy ATOL

Dokaz:

Nech ezistuje L € L(TOL) a L = L(S),S = (V, P, x)

Skonstruujeme TOL systém (S') = (V',P',z), Ze L = La(S") nasledovne:
Nech V! =V U{a,la € V'}, nech ©’=h(z), kde h je homorfizmus definovanyg
takto: h(a) = az,a € Via, ¢ V

Pravidld v tabulkdch upravime nasledovne: kazdé pravidlo a — o premenime
na a = h(a).

Pridame novi tabulku pravidiel Py = {a, — ala € V}. Navyse do kaZdej
tabulky priddme pravidld aevva —a

Tdto tabulka ndm zaruci generovanie dospelého jazyka.
Z konstrukcie je zjavné, Ze az do prvého pouzitia tabulky Py plati nasledovné:

N 3 h(w) = w' Pouzitim tabulky Pa dostaneme zarucene stabilné
weL(S)w'eL(S)
slovo.

Nakolko odvodenie podla tabulky Py je totoZné s inverzng homomorfizmom k
h, je zjavné, Ze po odvodeni podla tejto tabulky vznikni slovd z L(S), a teda
nasa veta plati.

Désledok: Kazdy jazyk z triedy L(0L) patri do triedy ATOL.
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2.3 ETOL

ETOL systémy st rozSirenim TOL systémov o neterminaly, maji podobné
vlastnosti ako EOL systémy.

Definicia 2.3.1. ETOL systém je S = (V,P,z, %) kde §' = (V, P, x) je TOL
a plati, Ze ) # X C V (tieto symboly obvykle nazgvame termindly).
Potom L(S) ={ve ¥ |z = *v}(t.y.L(S) = L(S")N¥*}

Veta 10. ku kaZdému ETOL systému S = (V,P,z,Y) existuje ekviva-
lentnyg systém S = (V', P, 2", X), Ze |P'| <2

Dokaz:

Nech r = |P| > 2.

Potom P' ={P|,P;} a P={P., Ps,..P,}

Konstrukcia je nasledovnd:

Vi=Vu{d? |acV,i=1,23,..,r—1}

Pl={a—a¥ |acV}u{a? —=a™ | aecV,i=1,23 .. r—1}U
U{a" —a" | acV}

Po={ad9 —wala—aecP}U{a—a|acV}

V pripade pouzitia tohoto tvaru sa vZdy na zaciatku rozhodne prepismi po-
mocou pravidiel v P|, ktord tabulka pévodného ETOL systému bude pouZitd,
a ndsledne odvodenim v tabulke P

Priklad 2.3.1.
Vezmime jednoduchy EOL systém S = (V,P,x, %) kde:

V=x={a}
P={{a—a} {a—d} {a—a}}

Podla vety vytvorime ekvivalentny ETOL systém s dvoma tabulkami:
V’:V U {a(l)’ a(g)’ a(S)}

X ={a}

Pll = {a — a(1)7 a(l) —> a(2)7 a(z) —> a(3)7 a(g) — a(3)}

Py ={aV — a%a® — a® a® = a°}

Veta 11. Ku kaZdému ETOL systému S = (V,P,z,Y) existuje ekvi-
valentny synchronizovany S’ = (V', P, 2’ ¥), kde v € L(S) sa odvodia
synchronizovane

Dokaz:

20



Nech (V') P' 2’ %) je synchronizovany EOL systém k (V, Pz, %) pre kazdu
tabulku P € P

Potom 8§ = (V', P, 2, %) je synchronizovany ETOL systém, kde P’ =
{P' | P € P} - mnozina tabuliek pravidiel zo synchronizovanijch EOL systé-
mov spomenutych vyssie.

Veta 12. o normdlnom tvare so zamietnutim Ku kaZdému ETOL sys-
tému S = (V, Pz, %) existuje ekvivalentny systém S’ = (V', P', S, %), pricom

V. YVa—a€eP = a=a a eristuje ukoncovacia tabulka Pr € P,
PeP’! acXx

v ktorej plati ‘y XY — R.
acV —
R je zamietaci symbol, R € V.
Dokaz: B
V=V UXU{S,R},S, R &V, pricom symbol S priddivame v pripade, Ze
axioma ¢ bola dlhSia ako jeden znak

Zavedieme homomorfizmus
a={

a,a € X,

a,a €V —-%}

Nech Pr=1{S — X}U{a—a|acV' —{S}}
Pr={a—alacl}U{a—a|laceXU{S,R}}U{a—>R|acV -X%}

P={P,Pr}U{P | PeP}kde P={a—a|acSU{SR}U{a—
ala—aeP}

V kaZdom systéme prebehne odvodenie nasledovne:

Z azxiomy vznikne axidoma prepisand homomorfizmom. KaZdy symbol bude
mat teda nad sebou pruh.

Potom prebieha odvodenie medzi symbolmi s pruhom podla tabuliek z povod-
ného systému S prepisanych homomorfizmom bara. Na zdver sa sa prepisu
symboly slov s pruhom na termindly, ak v pred aplikovanim homomorfizmu
boli termindlmi, alebo na zamietact symbol v pripade, Ze termindlmi neboli.
Toto zarucuje rovnost jazykowv.

(Pozn.: Symbolu R hovorime aj zamietaci symbol.

O zamietnuti hovorime preto, Ze tabulka Pr je tabulka, ktord urcuje, kedy
slovo v jazyku dospeje do konecného stddia.

Termindly sa podla predpokladov dulej neprepisuju, a po prepise Pr sa uz
slovd vobec nevyvijaji, vzhladom tvar pravidiel pre R, a pravidiel pre ter-
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mindly z mnoZiny X

Zdroven vieme, Ze pokial pred prepisom neboli vietky pismend v slove ter-
mindly s pruhom, slovo nebude v jazyku, lebo R nie je termindl. Pre neter-
mindly je v tabulke Pr pravidlo zamietnutia.)

Lema 2.3.1.

Pre kazdyj TOL systém S existuje ekvivalentny TOL systém S’ taky, Ze L4(S) =
La(S'), a pre vsetky symboly a € V4(S) ezistuje v kazdej tabulke systému S’
jediné pravidlo a — a.

Doékaz: Zavedenim spravneho homomorfizmu zmenime tvar pravidiel 2 S na
vysledny tvar v S', podobne ako vo vete 1.

ha) = {

X, | a € Vy,

a|adVa}

P={a—a|laeVitU{a— hla)|adgVa}

Je znovu nutné vygeneroval aj spravnu ariomu.

z’=h(x)

Veta 13. MnoZina jazykov generovand ETOL systémams: je ekviva-
lentnd s mnozZinou dospelych jazykov k TOL systémom.

Dokaz :
Pre kazdy FETOL systém existuje TOL systém, ktory generuje dospely jazyk
ekvivalentny s jazykom generovanym ETOL systému:

Nech § = (V,P,x,%) je ETOL systém v normdlnom tvare so zamiet-
nutim.
Na ziklade tvaru pravidiel v tabulkdch systému§ vieme, Ze po odvodeni podla
pravidiel v tabulke Pr sa Ziadnym dalsim odvodenim nevytvori nové slovo.

To znamend, Ze pokial vezmeme TOL systém S" = (V, P, x), v jeho dospelom
jazyku budi vietky slovd, ktoré vznikni prepisom podla tabulky Pr.

Slovd ktoré neboli odvodené pouzitim tabulky Pr nie su stabilné, pretoZe prepisanim
podla tejto tabulky vznikni nové slovd.

Ostdva zamedzit vijskytu zamietnutijch slov v dospelom jazyku k S’. Pridanim
pravidla R — RR do tabulky Pr dosiahneme, Ze zamietnuté slovd z jazyka

Lg nebudi stabilné.

Touto konstrukciou je zarucené, Ze L(S) = La(S').

Dokdzali sme, Ze pre kaZdy jazyk generovang ETOL systémom existuje dospelyj
jazyk z triedy ATOL.
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Druhy krok je dokdzat, Ze ku kaZdému dospelému jazyku z triedy ATOL exis-
tuje ETOL systém, ktory bude generovat rovnaky jazyk.

Tdto cast je pomerne jednoduchd:
Nech S4 = (V,P,z) je TOL systém, pricom moézZeme predpokladat, Ze pre
kazdy symbol dospelej abecedy a existuje kaZdej tabulke prdve jedno pravidlo
tvaru a — a
Cielom je skonstruovat ETOL systém Sy = (V', P’ 2/, %), ktory bude gen-
erovat jazyk La(Sa).

Konstrukcia:
Y =Va(Sa),
V=V

P =P

¥ =x

Pre slovd obsahujice len symboly z dospelej abecedy odvoditelné v Sa, cize
slovd dospelého jazyka La(Sa), je z tvaru pravidiel v Sy zjavné, Ze budi
existovat aj v L(S). Iné slovd v tomto jazyku nebudi, pretoZe by museli obsa-
hovat netermindl resp. pismeno mimo dospelej abecedy, co je podla definicie
jazyka generovaného ETOL systémom nezmysel.

Tymto je dokdzané, Ze Ls(Sa) = L(Sx)
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3 Dospelé jazyky k L-systémom s interakciou

Doteraz sme sa zaoberali systémami ktoré mali pravidla s jednym sym-
bolom abecedy na lavej strane. V tejto kapitole sa budeme zaoberat takymi,
ktoré maji na Tavej strane jeden hlavny symbol pravidla a jeho kontext, t.j.
niekol'ko symbolov nalavo od hlavného symbolu a niekolko symbolov napravo
od hlavného symbolu.

Pocet symbolov v Tavom alebo pravom kontexte moze byt nulovy. Sucet kon-
textov musi byt kladny, inak by i§lo o L-systém bez interakcie. Takéto sys-
témy oznacujeme IL systémy.

3.1 Zakladné pojmy a tvrdenia

Definicia 3.1.1. IL systém

je definovany ako Stvorica S = (V, g, P, x), kde g & V' je symbol, ktory oz-
nacuje prazdny symbol kontextu, V je koneénd abeceda, V # 0,z € VT je
arioma.

P je mnoZina pravidiel, plati P C (J{g}™ V') x V x (UVH{g}"7) x V*.
i=0 =0

Premenné m,n si v tomto pripade dizky lavého resp. pravého kontextu.
Pravidla potom zapisujeme v tvare

a<a>p—7y

(a,a,B8) =

alebo (a,a, 8,7).

V pripade systémov s kontextom len na jednej strane pouZijeme skrdateny
zapis a < a — [ resp. a > o — f3
Rovnako ako pre 0L systémy, musi platit, Ze pre vsetky kombindcie symbolov
a kontextov musi existovat pravidlo v P.

Definicia 3.1.2. Kontext symbolu

Zoberme ako priklad slovo w=ayas...ay, k>0 generované (m,n)L systémom.
Definujeme a; = g pre i < 1V i > k.

Potom lavy kontext sybolu a; v slove w je slovo l.(a;) = Qi—pm@i—mi1..-0i—1
Pravy kontext sybolu a; v slove w je slovo r.(a;) = aiy1Git9...Gity

Definicia 3.1.3. Krok odvodenia v IL systémoch

Nech § = (V,g,P,x) je IL systém. Nech v=ajasy...ax, k>0, v € V* w =
a109... .0

Potom v :S> w je krok odvodenia, ak plati

Vo lo(a;) < a; >re(a;)) > a; €P
1>i>k
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Definicia 3.1.4. Jazyk generovany IL systémom Nech S = (V,g, P, x)
je IL systém. L(S) = (v | v = *w) kde * je reflexivnotranzitivny uzdver.

Priklad 3.1.1. Pomerne jednoducho vieme (1,0)L aj (0,1)L systémom vy-
generovat jazyk L = (a™b"c" | n > 0). Vezmime ako priklad (1,0)L systém
S=(V,g,P )

V ={a,b,c}

P={g9g<a—aa

r<a—alxe{abc}

a<b—bb

r<b—b|xe{gbc}

b<c—cc

r<a—alxe{ga,c}

}

r=abc

Tento systém zjavne generuje pozadovany jazyk. Pravidld pre (0,1)L systém
vyzerajiu obdobne.

Definicia 3.1.5. Triedy IL systémov Vo vseobecnosti oznacujeme triedy
systémov s interakciou podla dlzky konteztu v pravidldch (m,n)L,

pricom m je dizka lavého kontextu a n je dizka pravého kontextu v pravidldch.
Specidlne oznacujeme zjednotenie tried jazykov (1,0)L a (0,1)L: 1L. Triedu
jazykov (1,1)L oznacujeme 2L.

Lema 3.1.1. Triedy jazykov (1,0)L a (0,1)L si neporovnatelné.
Ukdzeme priklad jazyka z triedy (1,0)L ktory nepatri do (0,1)L a naopak.
Nech Ly = {a?,ba>™ | n > 0}

Potom zjavne ezistuje (1,0)L systém, ktory generuje tento jazyk.
(8)=(V,g,P. ),

r=a’

P ={g <a— baa,

a<a-—a

b<a—aa

r<b—b|xe{gbal}

Tento jazyk sa evidentne nedd spravit (0,1)L systémom.

Volbu axiémy mdme z dvoch moznosti: baaa, aaa.

V prvom pripade by sme potrebovali pravidlo na zmazanie symbolu b, ale to
ndm znovu nezamedzi zmazat symbol b aj v inych slovdch, neZ len axiome,
lebo pravy kontext symbolu b je stdle rovnaks.

V druhom pripade by sme potrebovali nejakym sposobom k lavému krajnému
symbolu odvodenim pridat symbol b. Lenze v slove aaa existuje dalsi symbol,
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ktory md rovnaky kontext ako lavy krajny symbol, ¢o by znamenalo, Ze znovu
vygenerujeme slovo mimo jazyka L.

Obdobne moézZeme postupovat opacniyjm smerom pre jazyk Lo = {a®,a>™"b | n >
0}, ktory bude generovatelny (0,1)L systémom, a (1,0)L systémom nebude.

Lema 3.1.2. Je vSeobecne zndme podla [3], Ze platia vztahy na nasledovnom

diagrame:
(p,q);“ P -
(p,q
(m+1,0)L l L. prg < m (0,m+1)L

A D,‘q >
(m,0)L : (0,m)L

#
3 a

/(2‘1)L=(1‘2)L\
(3.01L (1.1L (03)1L

i
/

(2,0)L (DT’/‘_)L
(1.0)L (0,1)L

/
\

(0,0)L = OL

Interpretovat tento diagram moéZeme ako orientovany graf. Plati, Ze trieda
jazykov (1) je podmnoZinou triedy jazykov (2), pokial sa vieme konecngm
poctom hrdn dostat z vrcholu (1) reprezentujiceho triedu jazykov (1) do vr-
cholu (2) ktory reprezentuje triedu jazykov (2).

3.2 Dospely jazyk v IL systémoch

Dospely jazyk k IL systému je definovany presne ako OL systému, teda nesmie
existovat odvodenie zo slova dospelého jazyka také, ze vznikne nové slovo.

Definicia 3.2.1. Dospely jazyk k IL systému

Nech § = (V,g,P,z) je IL systém. Potom dospelym jazykom k S nazjvame
La(S)={veL(S) | ak(v = w)tak(v =w)}

Slovo v € L4(S) nazyjvame stabilné slovo.

Definicia 3.2.2. Dospeld abeceda

Nech § = (V,g,P,x) je IL potom dospelou abecedou nazgvame mnoZinu
Va(S)={a| (a€V)A(Jue La(S): #.(v) >0}

Oznacme abe(v) = {a €V | #4(v) > 0)} potom Va(S) = U,y , abe(v)
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Pre a € V. Budeme oznacovat X,, ak plati a == X.=> X,

Priklad 3.2.1. Vezmime jazyk L, = {a*'}. Tento sme vedeli generovat 0L
systémom, ale nebol dospeliym jazykom triedy AOL, pretoZe nie je z triedy
bezkontextovych jazykov, ale vieme ho generovat ako dospely jazyk k TOL
Systémau.

Teraz sa pokisime ho vygenerovat ako dospely jazyk k 2L systému.

Nech § = (V,q,P,x) je 2L systém,

V={Aa F}
z=A
P={

g<A>g— A?]a,

g<A>A— A?|a

A<A>A— A% |a

A<A>g—A%|a

- tymato pravidlami zarucujeme rast a dospievanie slov

g<a>a—a

g<a>g—a

a<a>a—a

a<a>g—a

- tymato pravidlami zarucime stabilnost slov dospelého jazyka
A<a>z—F,

r<a>A—F,

r< F>x = F

z,2' € {A a,g, F},

y<A>y —F,

v,y €{A,a,9. F} N (y €{a, F}Vy €{a,F}) }

- tymito pravidlami zarucime zamietnutie nespravneho, nesynchronizovaného
dospievania slov, ktorého désledkom by vniklo slovo mimo poZadovaného jazyka.
Pokiusime sa rovnaky jazyk vygeneroval ako jazyk triedy A(1,0)L. Jednoz-
nacne vieme rozlisit, kedy jazyk nedospel synchronizovane aj s absenciou
pravého kontextu, pretoZe v tomto pripade vZdy existuje asporni jeden symbol
A ktory md lavy kontext a alebo aspoti jeden symbol a ktoryy md lavy kontext
A (¢o je znakom nesynchronizovaného odvodenia,).
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Nech § = (V,g,P,x) je (0,1)L systém,
V={Aa, F}
r=A
P={g<A—A%|a
A<A— A% a
A<a—F
F<a— F
a<A—F
F<A—F
a<a—a
g<a—a
y<F—=>F|lyeV}

Mame aj priklad jazyka, ktory vieme generovat ako dospely jazyk triedy
ATOL, EOL systémom, ale TOL systémom ani IL systémom ho generovat
nevieme. Ukazeme, 7e sa d& generovat ako jazyk triedy. A(1,0)L

Priklad 3.2.2. L = {a*",a*" | n > 0}

Nech ezistuje (1,0)L systém S = (V,g,P,z)

Aby generoval tento jazyk ako dospely, zarucene pravidld

g<a—a, a<a—a

patria do tabulky pravidiel P.

Kedze potrebujeme rozligit, ¢i sme v aktudlnom stave odvodenia v éasti jazyka
a®" alebo a®", zavedieme nové symboly A,B, pociatoénsj symbol S a zamietact
symbol F.

z=5

V={S,A,B,a,F}

V tabulke pravidiel budi figurovat dve pravidld, zapisané v skrdtenom tvare
g<S—A|B

ktoré v pociatocnom stave systému rozhodni, do ktorej vetvy jazyka bude
smeroval odvodenie.

Nasledovat budi doélezité pravidld na rozmnoZenie symbolov:

g<A— AA

A< A— AA

g< B — BBB

B < B — BBB

Daélezité je synchronizovane ukoncit odvodzovanie, ¢im ziskame stabilné slovo.
Nesynchronizovane odvodené slovd nebudi v jazyku, pretoZe ich v dalSom
kroku znestabilnime zamietacim symbolom F.

Preto su pravidld pre F v tvare
y<F—>FFyeV,

28



Zamietnutie nesynchronneho odvodenia zabezpecime tymito pravidlami:
g<a—a

a<a—a

y<a—F,

a<y— FyeV—{ayg}

Synchronne odvodenia vedi do stabilného slova, a to obsahuje vghradne sym-
boly a, v inom pripade bude v odvodenom slove pritomnij zamietact symbol.

Dospelost slova zabezpecime synchronnym prepisom podla tijchto pravidiel v
zdawislosti od vetvy jazyka do ktorého bude spadat stabilné slovo.
r<A-—a,re{g A}

s< B —a,se{g, B}

Ostatné pravidld budi mat na pravej strane F, pretoZe budi prepisovat sym-
boly ktoré maju neziaduct kontext.

Veta 14. Plati vztah L(IL) C AIL

Jazyk z predchddzagiceho prikladu sa dd pouzit na dokaz existencie dospelého
jazyka triedy AIL ktory nie je z generovatelny IL systémom.

Na zdklade kontextu nie je mozné urcil, ¢i je systém prdave vo vetve odvodenia
generujiceho a®" alebo a®", pretoze kontext moze byt len konecné slovo, teda
tento jazyk urcite nevieme generovat systémom z triedy IL.

Pre prehladnost ukdzZeme dokaz len pre L((0,1)L) € A(0,1)L, pre ostatné
podtriedy by bol dokaz podobny.

Magme (1,0)L systém S = (V,q,P,x).

Potom ezistuje (1,0)L systém S’ — (V’,q,P’,x’) taky, Ze plati L(S) = La(S’)

Konstrukcia je nasledovnd:
zavedieme homomorfizmus h(z), ktorym zavedieme nové symboly, ktoré neb-
udi v dospelej abecede. h(z) = {z | z € V'}

z’=h(r)
V' =VU{h(z) |z V}U{F}
P/

(0) {h(c) < h(b) = h(a) | (c<b— a) € P}U

(1) U{h(z) < h(a) 2 a|acV ANxeV}U
(2)U{z<a—FF|ze(V =V)ANaeV}U

() U{a<z—FF|ze(V -=V)ANaeVU{g}}U
(4)Uib<a—alaeVAbeVU{g}}U

(5)U{x < F - FF|xzeV' U{g}}U

(6) {F <x— FF|zeV'}
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Pravidld z mnoZiny v riadku (0) zarucuji sprdvanie systému pri odvodzo-
vani nedospelych slov podla pévodného (0,1)L systému.

V riadku (1) vidime mnoZinu obsahugjicu pravidld na dospievanie.

V riadku (4) vidime pravidlo, ktoré zachovdva dospelé symboly, pokial magi

pre nds spravny kontext, a to symboly dospelej abecedy (ktord je presne rov-
nakd ako abeceda povodného systému,).

Ostatné riadky zarucuji detekciu nesynchronneho odvodenia.
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Zaver

Spisané fakty a tvrdenia by mali zrozumitelnym spdsobom ozrejmit umi-
estnenie Lindenmayerovych systémov v tedrii formélnych jazykov a paralel-
nych vypoctov, k nim zodpovedajice dospelé jazyky a rozsirenia systémov
zaradit do hierarchie. Tiez by mali vysvetlit dolezité vlastnosti a porovnat
jazyky generované Lindenmayerovymi systémamy s Chomského hierarchiou.

Znamy vysledok zverejneny v 6] je, ze trieda dospelych jazykov k OL
systémom je identicka s triedou bezkontextovych jazykov. Dalsf znamy fakt
dokézany v [2]| je rovnost triedy rekurzivne vyéislitelnych jazykov a triedy
jazykov generovanych EIL systémami, ktoré sa zarovei rovnaju triede jazykov
generovanych E(1,0)L systémami.

Vysledkom, ktory nebol doteraz skiimany, nakolko prax tento fakt
nevyzadovala, je identickost triedy dospelych jazykov k TOL systémom
a triedy jazykov generovanych ETOL systémami.

V budtcnosti by mohlo byt zaujimavé zistit, aky vztah je medzi jazykmi
generovanymi EIL systémami a dospelymi jazykmi k IL systémom. Pred-
poklada sa ale rovnost, podobne ako pri jazykoch generovanych systémami
triedy ETOL a triedy dospelych jazykoch ATOL. To by znamenalo, Ze trieda
dospelych jazykov AIL by bola identicka s triedou rekurzivne vydcislitelnych
jazykov.

Dalgia moznost vyskumu by sa mohla orientovat na vztah IL systémov a
ich rozsireni ku kontextovym gramatikam.
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