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Abstrakt

Préca sa zaoberd Kempe-grafmi farbeni, najmi Kempe-ekvivalentnostou hra-
novych farbeni kubickych grafov. Najprv si zavedieme vseobecné pojmy z tedrie
grafov a nasledne tiez pojmy Kempe-prepnutie, graf farbeni, Kempe-ekvivalencia.

V dalsom texte ukaZeme niekolko teoretickych vysledkov o grafoch far-
beni odvodenych z farbenia hran kubickych grafov, ktoré st uz zname a boli
publikované v [6].

Nasleduje popis algoritmov, ktoré sme pouzivali na generovanie grafov
farbeni a testovanie parametrov.

V dalsej kapitole vyslovime a dokdzeme niekolko tvrdeni o grafoch far-
beni, napr. odhad stupniov vrcholov. Vd'aka niektorym je mozné vylepsit
efektivitu algoritmov. TieZ sme sa snazili pochopit a zjednodusit pohlad
na Struktiru grafov farbeni pomocou rozdelenia mnoziny vrcholov na také
triedy, ze nimi indukované podgrafy si navzajom izomorfné.

V poslednej kapitole sme reagovali na problém uvedeny v [6], ktory znie:
,Pre ktoré kubické bipartitné grafy G je graf hranovych 3-farbeni suvisly?“
a ukazali sme, ze podmienky, ktoré stanovil Fisk, vo svojom dokaze Specidlneho
pripadu nie si nutné.

KItcové slova: tedria grafov, grafy farbeni, Kempe-ekvivalencia grafov
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Uvod

Nezainteresovany pozorovatel by mohol z letmého pohladu do tedrie grafov
ustdit, Ze ide o vedny odbor, v ktorom nie je ndroéné dopracovat sa k novym
zisteniam. Staéi si predsa zadefinovat novi oblast skimania a k nejakym
elementarnym vysledkom sa predsa vzdy dopracujeme. V skuto¢nosti to
vsak s tedriou grafov vobec nie je také jednoduché a problémy, ktorymi sa
matematici v tejto oblasti zaoberaji maju svoj realny povod. Preto rieSenie
¢iastkovych tiloh, ktoré zdanlivo v praxi nevieme aplikovat, ma velky vyznam.

Jednou zo zaujimavych oblasti tedrie grafov, je problematika Kempeho
prepnuti. Predstavme si graf, ktory je zafarbeny. Kempeho prepnutie je
operécia, ktord nejakym sposobom (nizsie ho presne zadefinujeme) farby
zmen{ a teda dostaneme nové farbenie. Hned ndm napadni prirodzené otézky,
ako napriklad: Vieme pomocou takychto prepnuti dostat akékolvek farbenie
grafu? Ak &no, tak najmenej na kolko prepnuti? Ak by sme na podlahu
kazdej z miestnosti velkého bludiska namalovali jedno farbenie grafu a chod-
bami pospdjali miestnosti s obrdzkami, medzi ktorymi sa da ,,prepnit*, ako
vlastne vyzera také ,bludisko“? D4 sa dostat z kazdej miestnosti do kazde;j?
A d4 sa také bludisko vyrobit na rovine alebo bude treba schody? Dopredu
prezradime, Ze nase bludiskd budi schody potrebovat.

Skimanim Kempeho prepnuti a Kempeho ekvivalentnych farbeni sa za-
oberaju matematici uz nejaky cas, ¢o samé svedci o dolezitosti problému.
Poktisime sa teda touto pracou doplnit jestvujice vysledky.



Kapitola 1

Z.akladné definicie

Definicia 1. Jednoduchy neorientovany graf G je usporiadand dvojica (V, E),
kde V' je mnozina a F je mnozina dvojprvkovych podmnozin mnoziny V. Ak
nie je napisané inak, tak sa grafom mysli jednoduchy neorientovany graf.
Prvky mnoziny V' sa nazyvaju wvrcholy a prvky mnoziny FE sa nazyvaju
hrany. Mnozinu vrcholov grafu G oznacujeme aj V' (G). Mnozinu hran grafu
G oznacujeme aj E(G).

Definicia 2. Hrana {u, v} je incidentnd s vrcholom w, ak plati, w € {u,v}.

Definicia 3. Stupen vrchola v grafe je poc¢et hran incidentnych s vrcholom.
Stupen vrchola v v grafe G sa oznacuje deg(v)

Definicia 4. Dve hrany {uy,us} a {v1, v} si incidentné, ak nie si totozné
a sucasne ak v grafe existuje vrchol w, s ktorym su incidentné.

Definicia 5. Ezcentricita vrchola grafu e(v) v suvislom grafe je maximalna
vzdialenost medzi v a lubovolnym vrcholom grafu. Pre nesuvisly graf majui
vSetky vrcholy definitoricky excentricitu nekonecno. (e(v) = 00)

Definicia 6. Polomer grafu je definovany ako minimum zo vSetkych excen-
tricit vrcholov grafu.

Definicia 7. Priemer grafu je definovany ako maximum zo vSetkych excen-
tricit vrcholov grafu.

Definicia 8. Reguldrne hranové farbenie grafu je zobrazeniec: E — {1,... k}
také, ze pre kazdé dve incidentné hrany e, e’ plati, c¢(e) # c(e’). Hranovym
k-farbenim sa mysli regularne hranové k-farbenie, ak nie je napisané inak.
Cislo c(v) sa nazyva farba vrchola v.

Definicia 9. Najmensie k také, Ze existuje regularne hranové k-farbenie
grafu G sa nazyva chromaticky index grafu G a oznacuje sa x'(G).
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Definicia 10. Graf G'(V', E’) je podgraf grafu G(V, E), ak plati V! C V
a stcasne £/ C (E N (%))

Definicia 11. Graf G'(V', E’) je podgraf gratu G(V, E) indukovany mnoZzinou
hran D C E, ak plati E' = D a sucasnev € V' < v €V Ade € E' taki,
ze e a v st incidentné. Graf G’ oznacujeme G(D).

Definicia 12. Majme graf G a farbenie c¢. Nech a,b € 1,...,k st rozne
farby. Oznacme G(a,b) podgraf grafu G indukovany mnozinou tych hran
{e1,...,€i, ...}, pre ktoré plati, ze ich farba c(e;) je a alebo b.

Definicia 13. Kazdy suvisly komponent K grafu G(a,b), kde a,b su rozne
farby, nazyvame K-komponent (skratka od Kempe komponent). Vymenou
farieb @ a b v niektorom komponente dostaneme nové reguldrne hranové
farbenie. Ttto operdciu nazyvame K-prepnutie.

1 1 2
e 3 a2 2 5 {
3
2
b) c)

a)
Obr. 1.1: Priklad K-prepnutia. a) hranové 3-farbenie grafu C'Ly, b) K-
komponent C'Ly(1,2), ¢) K-komponent CL4(1,2) po K-prepnuti, d) nové
hranové 3-farbenie grafu C'L,

d)

Definicia 14. Dve k-farbenia ¢y, ¢y st K-ekvivalentné (Kempe ekvivalentné,
oznacujeme aj K*-ekvivalentné, ak chceme zdoraznit pocet farieb vo far-
benf), ak existuje postupnost K-prepnuti, pomocou ktorych zmenime farbe-
nie ¢ na cs.

Definicia 15. Majme graf G. Mnozinu vsetkych regularnych hranovych
k-farbeni grafu G oznacime V'. Nech E’ je takd mnozina dvojprvkovych
podmnozin V', 7ze plati ¢i,co € E' prave vtedy, ked existuje K-prepnutie,
pomocou ktorého z ¢; dostaneme cy. Dvojicu (V', E') nazveme graf k-farbeni
grafu G a oznacime F(G, k).

Rozhodli sme sa pre tiplnost poniknut dokaz toho, Ze K-ekvivalencia je
reléciou ekvivalencie. Tdto vlastnost je implicitne pouzivand v [6].

Veta 1.1. Reldcia K-ekvivalentny je reldciou ekvivalencie.



Dékaz. Relécia je zjavne reflexivna - moézme pouZit prazdnu postupnost K-
prepnuti. Majme tri k-farbenia ¢y, ¢, c3. Ak su K-ekvivalentné c¢; a co, tak
existuje postupnost K-prepnuti, ktord c¢; zmeni na c,. Podobne ak si K-
ekvivalentné ¢, a c3, tak existuje postupnost K-prepnuti, ktord ¢, zmeni na
c3. Spojenim tychto dostdvame postupnost, ktord zmenf ¢; na cs, ¢ize reldcia
je tranzitivna. Ak c¢; je K-ekvivalentné s ¢y, tak existuje postupnost, tito
aplikujeme v opa¢nom poradi, vd'aka ¢omu dostaneme z ¢, naspit c¢;. Teda
relacia je symetricka. O]

Definicia 16. Komponent grafu G je neprazdna mnozina vrcholov A C
V(G) takd, ze pre kazdu dvojicu vrcholov {v,w} C A plati, ze v grafe G
existuje cesta, ktora ich spdja a pre kazdu dvojicu vrcholov {v, w} taku, ze
v € Ajw € V(G) — A plati, ze v grafe G neexistuje cesta, ktord ich spéja.

Definicia 17. Stuper vrcholovej suvislosti je |V |—1 ak je graf kompletny a ak
je graf nekompletny, je to minimalny poéet vrcholov, ktoré treba odstranit,
aby pocet komponentov bol viac ako 1. Stupen vrcholovej suvislosti grafu G
oznacujeme k(G).

Definicia 18. Stupen hranovej stuvislosti je minimdalny pocet hran, ktoré
treba odstrdnit, aby pocet komponentov bol viac ako 1. Stupeii hranovej
suvislosti grafu G' oznacujeme A(G).

Definicia 19. Grafy G; = (V4, E1) a Gy = (Va, Es) si izomorfné, ak existuje
bijektivne zobrazenie f: Vi — Va, ze pre kazdu dvojicu vrcholov {v,w} C V;
plati {v,w} € Ey & {f(v), f(w)} € Ey

Definicia 20. Dve vrcholové farbenia ¢, co grafu G su izomorfné, ak Vo, w €
V(G) plati ¢;(v) = c1(w) & ca(v) = c2(w).

Definicia 21. Dve hranové farbenia ¢y, ¢ grafu G si izomorfné, ak Veq, es €
E(G) plati ¢i(e1) = c1(e2) < ca(er) = caler).

Definicia 22. Grafy (vrcholové farbenia, hranové farbenia) st neizomorfné
prave vtedy, ked nie st izomorfné.

Definicia 23. Trojuholnik v grafe G je taka trojica vrcholov {vy, v, v3} C
V(G), ze {{Ul, UQ}, {Ul, ’03}7 {U27 Ug}} - E(G)

Definicia 24. Graf je plandrny ak existuje k nemu izomorfny graf G, pre
ktory plati:

1. V(G) C R?

2. kazda hrana je krivka medzi dvomi vrcholmi
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. TOozne hrany maju rozne mnoziny koncovych bodov

. pre kazdy bod kazdej hrany okrem jej koncovych bodov plati, ze nepatri
inej hrane

. pre kazdy bod kazdej hrany okrem jej koncovych bodov plati, Ze nie je
vrcholom



Kapitola 2

Zname vysledky

Za zaklad préce sme si vzali ¢lanok [6] Bojana Mohara. Uvadza v nom
zaujimavé vysledky o farbeni hrén grafov, ktoré sa pokiisime zhrnit v tejto
kapitole.

Veta 2.1. Nech A je mazimdlny stupen grafu G. Ak k > x'(G) + 2 potom
F(G, k) je suvisly.

Dokaz je uvedeny v [6].
Mohar vyslovil aj hypotézu, ktora sa viaze na Vetu 2.1.

Hypotéza 2.2. Ak G je graf s A(G) < 3, potom F(G,4) je suvisly.

Moharovi sa v ¢lanku teda nepodarilo tvrdenie dokézat, nebudeme sa
o to pokiusat ani my, overime vsak v praci niekolko grafov s imyslom néjst
protipriklad k danej hypotéze.

Dalsie tvrdenie, ktoré Mohar vyslovil a dokézal je nasledovné.

Veta 2.3. Nech A je maximalny stupen bipartitného grafu G. Ak k > A+1
F(G,k) je suvisly.

Dokaz je opét uvedeny v [6].

Dalej sa pyta, pre ktoré kubické bipartitné grafy G je graf farbeni F(G, 3)
stvisly. Uvadza riesenie pre $pecidlny pripad, ktoré dokézal Fisk v [5]. Tymto
rieSenim je tvrdenie: 3-suvislé kubické planarne bipartitné grafy maju stuvisly
graf farbeni F(G, 3).

Mohar vyslovil predpoklad, ze planarita grafu je v tomto pripade dolezita,
pretoze graf farbeni F'(K33,3) grafu K33 nie je suvisly, ale ma dva kompo-
nenty.

Uvedené tvrdenia a predpoklady nas viedli k presvedéeniu, ze skiimanie
grafov farbeni kubickych grafov pre farbenie 3 a 4 farbami moéze viest k odpove-
diam na dané otézky a pomoct k zaplneniu medzier v tedrii.



Kapitola 3

Analyza

3.1 Uvod

Dalsou ¢astou prace je analyza niektorej triedy grafov. Vybrali sme si kubické
grafy, ktoré budeme farbif 3 a 4 farbami. Pre kazdy bude treba vygenerovat
graf farben{ a ten ndsledne otestovat na nami vybrané parametre. Zo zis-
tenych vysledkov pre dostatoény pocet grafov vyslovime hypotézy o grafoch
farbeni tejto triedy grafov.

3.2 Programovaci jazyk a pouzity software

Urcite je potrebné naprogramovat niekolko ndstrojov, pomocou ktorych mozeme
triedu grafov farbeni generovat a analyzovat. Na tento ticel sme si vybrali
jazyk C. Jeho jednozna¢énymi vyhodami oproti inym jazykom s rychlost
a prenositelnost. TotiZ na vetkych poéitacoch, ktoré sme mohli pouzivat bol
k dispozicii kompildtor C. NavysSe aj d'alsie programy, z ktorych sme pouzivali
kniznice alebo vystupy, boli napisané v jazyku C, takze praca s nimi bola o to
jednoduchsia.

Kratky vypis programov, ktoré sme pouzivali pri praci s grafovymi struktirami
(v zétvorke je autor alebo vlastnik programu):

e Genreg (Dr. Markus Meringer, 2004)
e yEd (yWorks, 2000-2009)
e Simplified O(n) Planarity by Edge Addition. (John M. Boyer 2005) [1]

Vsetky programy vyborne plnili svoju tilohu a mézeme ich vrelo odporuéit.
Pouzitie programov bude podrobnejsie vysvetlené vzdy v prislusnej sekcii.

10



3.3 (Generovanie grafov

Cielom tejto fazy je vygenerovat niekolko navzajom neizomorfnych grafov, na
ktorych budeme testovat atribity. Pre tento el je pouzity hotovy program
genreg!, autorom je Dr. Markus Meringer. Tento pre zadané k, n generuje k-
regularne grafy na n vrcholoch. Vyborne sa hodil pre tcely tejto bakaldrske;
prace vzhladom k tomu, Ze je velmi rychly a jeho vystup vieme priamo
pouzivat ako vstup pre dalsi program. NavySe je naprogramovany v pro-
gramovacom jazyku C, takisto ako d’alsie programy, ktoré vznikali pre tcely
bakalarskej prace.

Vstup: n, k, kde n je pocet vrcholov grafu a k je stupen kazdého vrchola
grafu

Vystup: Vsetky k-reguldrne n-vrcholové grafy zapisané ako zoznam susednych
vrcholov.

3.4 Generovanie grafov farbeni

Pre kazdy vygenerovany graf G je potrebné ndjst jeho graf farbeni. Na to je
potrebné vykonat niekolko krokov.

1. Transformécia zoznamu susednych vrcholov pre kazdy vrchol na zoz-
nam susednych hran pre kazda hranu.

2. Néjdenie vsetkych regularnych farbeni grafu G.
3. N4jdenie tych dvojic farbeni, pre ktoré existuje K-prepnutie.

Vstup: 3-regularne n-vrcholové grafy
Vystup: Graf farbeni pre kazdy vstupny graf zapisany ako zoznam susednych
vrcholov pre kazdy vrchol.

3.4.1 Zmena reprezentacie grafu

Pre farbenie hran je velmi vhodné, aby sme mali k dispozicii graf reprezento-
vany ako zoznam susednych hrén pre kazdd hranu. Toto riesenie vedie k lepse;j
vypoctovej zlozitosti, ako keby sme mali k dispozicii povodnu reprezentaciu
grafu.

Inymi slovami potrebujeme pre dany graf G' vygenerovat line-graph H =
L(G). Tm. V(H) = E(G) a {ei,e;} € E(H) prave vtedy, ked e; a e; si
incidentné v G. Priklad takejto transformacie vidime na obrazku 3.1.

Program genreg je mozné zadarmo stiahnuf z internetovej stranky autora:
http://www.mathe2.uni-bayreuth.de /markus/reggraphs.html.
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Obr. 3.1: Konverzia grafu do line-grafu

Pre kazdd dvojicu vrcholov algoritmus zistuje, ¢ tvoria hranu a ak éno,
priradi hrane susedné hrany. Pomocny algoritmus, ktory pre zadané dva vr-
choly vréti ¢islo hrany (toto bud néjde v poli, alebo pridd do pola ak sa
s hranou este nepracovalo) potrebuje O(|E|) krokov. Na Tubovolni hranu sa
pyta maximdlne 4-krat, teda celkovo treba O(|V > + |E|?) krokov.

Grafy, pre ktoré riesime tento problém, si malé, maji maximalne 20
vrcholov a 30 hran, preto nebola snaha algoritmus optimalizovat.

3.4.2 Reguarne farbenia

Najdenie vsetkych regularnych farbeni. Na to je pouzity algoritmus back-
track.

Funkcia skontroluj zisti, ¢i aktualne zadavana farba vyhovuje doterajsiemu
zafarbeniu grafu. Pracuje v konstantnej casovej zlozitosti.

Funkcia g2n zmeni reprezentaciu grafu v poli na prirodzené prirodzené
¢islo od 0 do k™ — 1, kde k je pocet farieb a n pocet vrcholov. Nech vrcholy

st oznacené vy, ...,v,_1 a c¢(v) je farba vrchola v. Potom ¢islo farbenia je
Clec) = c(vg) - k° + -+ + c(vp_1) - k"L
int koniec = 0;

while (!koniec) {

//MAXFARABA obsahuje maximalny pocet farieb
//t.j. bud cislo 3 alebo 4

//POCET_-HRAN je pocet hran povodneho grafu
//count sluzi na ratanie farbeni

while (!skontroluj(i) && farba[i]<MAXFARBA)
farba [i]4++;
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if (farba[i]>=MAXFARBA) {
farba[i]=0;

1——;

farba [i]4++;

}

else i++;

if (i=POCETHRAN) {
farbenie [count] =
count++;
1——;
farba [1]++;

g2n(farba );

if (i==—1) {
koniec = 1;

3.4.3 Kempe prepinanie

Ulohou je najst také dvojice farbeni a,b, ze sa dd z a do b dostaf jednym
K-prepnutim. K-prepnutie je jednoznacne urcené hranou a farbou, na ktorui
sa m4 hrana ,prepntt®.

Funkcia kempe_switching teda pre kazdid trojicu (farbenie, hrana, nova
farba) skusa K-prepnit. O toto prepnutie sa postard funkcia kempe_switch,
ktora pre dané prepnutie a povodnu farbu vrati nova farbu.

Dalsie pomocné funkcie n2e, n2farba: prvé z ¢iselného vyjadrenia farbenia
a Cisla hrany vrati farbu hrany v danom farbeni a druh& naplni pole farba
takymi farbami, ktoré si zakédované v danom prirodzenom cisle.

long long kempe_switch(long in, int hrana, int nova_farba)

{

short int stara_farba=n2e(in, hrana);
int i;

for (i=0; i<POCETHRAN; i++)

zmenena [ 1]=0;
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n2farba(in);
zmenena [ hrana|=1;
vymen (hrana, stara_farba , nova_farba);

return g2n(farba);

¥
short int zmenena [MAXPOCET HRAN];

void vymen(short int hrana, short int sf, short int nf) {
if (farba[hranaj==sf)
farba [hrana]=nf;

else if (farba[hrana]==nf)
farba [hrana|=sf;

int i;

for (i=0; i<4; i++) {
if ( ((farba[hrany[i][hrana]]==sf) ||
(farba [hrany[i][hranal]==nf)) &&
(zmenena [ hrany [i ][ hrana]]==0) )

{

zmenena [ hrany [1]]
vymen (hrany [i][hrana], sf, nf);

3.5 Analyzovanie grafov

Povodné grafy aj grafy farbeni boli testované na niekolko atribuitov:

1. Pocet vrcholov grafu

2. Polomer a priemer grafu
3. Bipartitnost

4. Stupne vrcholov grafu

5. Stupen vrcholovej stvislosti grafu
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6. Stupen hranovej suvislosti grafu
7. Pocet komponentov grafu
8. Pocet trojuholnikov v grafe

9. Plandrnost grafu

3.5.1 Pocet vrcholov grafu farbeni

Algoritmus mé konstantni vypoctovi zloZitost. Pocet vrcholov je priamo
zapisany vo formate, ktory som pouzil na zépis grafov farbeni.

3.5.2 Polomer a priemer grafu

Pouzili sme Floyd-Warshallov algoritmus na hladanie najkratsej cesty medzi
kazdou dvojicou vrcholov.
Casové zlozitost algoritmu je O(|V[?).

int floyd_warshall () {
int cesta[N][N];
int i, j, k;
int e¢[N];

for (i=0; i<N; i++) {
for (j=0; j<N; j++)
if (i=j) cestal|i
else if (gf_get(i
else cesta[i][j]=

j)::l) cestali][]j]=1;

{
Ilil=
iQ*N

for (k=0; k<N; k++)
for (i=0; i<N; i++)
for (j=0; j<N; j++)
if (cesta[i][j] > cesta[i][k]+cestalk][]j])
cesta|i][j]=cesta[i][k|+cestalk][]j];

for ( ; i++) {

fO (J—O,J<N j++)
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if (cesta[i][]j]>e]il]) e[i]=cestali][]];

}

int priemer=0, polomer=12xN;

for (i=0; i<N; i++) {
if (e[i]>priemer) priemer=e[i];
if (e[i]<polomer) polomer=e][i];

}

fprintf (g, "%d;%d;”, polomer, priemer);

return 0;

3.5.3 Bipartitnost

Pouzity je algoritmus prehladdvania do $irky. Vrcholy sa oznacuju greedy
(pazravo) dvomi farbami a ak niektory vrchol nemozno oznacit (pretoze
susedi s vrcholmi oboch farieb), graf nie je bipartitny. Backtrack nema v tomto
pripade vyznam, pretoze jedind zmena, ktort by mohol vykonat pri ndvrate,
je farba prvého vrchola, ¢o ale neovplyvni celkovy vysledok.

Vypoctovd zlozitost prehladdvania do Sirky a teda daného algoritmu je
O(IV| + | ).

3.5.4 Stupne vrcholov grafu farbeni

Algoritmus m4 linedrnu vypoctovi zloZitost v zvislosti od poétu hran grafu
farbeni. Je trividlny, staci zratat incidentné hrany.
O teoretickych vysledkoch hovoria Vety 4.1 a 4.5.

3.5.5 Stupen vrcholovej stivislosti

Na ratanie stupna vrcholovej sivislosti povodného grafu a grafu farbeni bol
pouzity Dinic algoritmus - verzia vyvinutd S. Evenom a J. Hopcroftom [4].
Algoritmus hladd maximalny tok na sieti.

Nech v orientovanom grafe G je kazdej hrane e priradena kapacita c(e) >
0. Jeden z vrcholov je zdroj (oznaceny s) a jeden je tstie (oznaceny t). Ulohou
je njst funkciu maximélneho toku, to znamend najst funkciu f: £ — RJ
taki, ze 0 < f(e) < c(e) a celkovy tok, ktory vstupuje do vrchola rézneho od s
a t a celkovy tok, ktory z neho vychddza sa musia rovnat. Zo vSetkych takych
tokov chceme ten, pre ktory je celkovy tok, ktory vychadza z s, maximéalny.
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Bezi v nanajvys |V| — 1 fazach. Zaciname s nulovym tokom, teda Ve €
E: f(e) = 0. V kazej faze behu algoritmu sa celkovy tok zvysi. Dalsie fazy
st aplikované az kym zvysenie nie je mozné. V tom momente je dokaz max-
imality toku rovnaky ako pri Ford-Fulkerson algoritme.

Predpokladajme, Zze mdme tok f(e). Hrana je pouzitelnd v prednom
smere, ak f(e) < c(e) a v zadnom smere ak f(e) > 0.

Kazd4 fiza zacne prehladdvanim grafu do sirky z vrchola s. Vrcholy
zacneme oznacovat od s, teda A(s) = 0. Dalej oznacime A(v) = 1 vietky vr-
choly v dosiahnutelné z s jednou hranou pouzitelnou v smere z s do daného
vrchola. T4to akcia sa nazyva skenovanie (z angl. scanning). Ked' sa naskenuje
vrchol v, vetky neoznacené vrcholy dosiahnutelné z v sa oznacia A\(v) + 1.
Ked sa oznac¢i t pocas skenovania vrchola w, pokracujeme so skenovanim
vSetkych oznacenych nenaskenovanych vrcholov v, pre ktoré A(v) = A(w).
Prehlad4vanie prerusime v momente, ked dosiahneme vrchol v ¢akajici na
naskenovanie, pre ktory plati A(v) > A(w).

Pripravime si képiu vsekych vrcholov a hran, ktoré sme prehladali. Pre
kazdy vrchol v budeme mat zoznam hran, ktoré si z neho pouzitelné do
vrchola, ktory je oznaceny A(v)+1. Celkovy pocet krokov, ktoré na toto treba,
je O(]E]), ak datova struktira grafu je dand ako zoznam incidentnych hran
pre kazdy vrchol. Novopripravenu struktiru nazvime pomocny graf. Vsetky
cesty z s do t v pomocnom grafe maju dizku A(t) hran.

Teraz pouZijeme pomocny graf na hladanie zlepsujicich ciest z s do
t. Tieto ndjdeme pomocou prehladdvania do hibky. Zacneme z vrchola s,
prechddzame cez pouzitelni hranu do vrchola oznaceného 1, odtial do vrchola
oznaceného 2 atd. Ak dosiahneme ¢, mame zlepsujicu cestu a posleme fiou
maximélny mozny tok. VSetky hrany, ktoré prestali byt pouzitelné (v danom
smere), vymazeme z pomocného grafu. Zjavne takd hra existuje aspor jedna.
Ak prehladdvanie do hibky skonc¢i v slepej ulicke, teda néjde vrchol v, z ktorého
neexistuje pouzitelnd cesta do vrchola oznaceného \(v) + 1, tak sa vratime
na vrchol, z ktorého sme sa dostali do v a posledni hranu vymazeme z po-
tencidlnej zlepsujticej cesty aj z pomocného grafu a pokrac¢ujeme v prehladavani.
Ak nevieme pokracovat z s, fiza je skoncena.

Pri testovani stupiia stvislosti je vhodné pouzit model, v ktorom Ve €
E: c(e) = 1. Popisany algoritmus nikdy nezavedie necelo¢iselny tok. Takze
bude platit Ve € E: f(e) =0V f(e) = 1.

To znamend, ze vzdy, ked ndjdeme zlepsujicu cestu, tak prirastok do
celkového toku bude prave 1 a kazda hrana v pomocnom grafe, ktord sme
pouzili, uz nebude pouzitelnd, takze ju mozno hned odstranit. Taktiez vzdy,
ked sa vratime o niektori hranu (lebo z vrchola nevedie pouzitelnd hrana),
tak vymazeme dani hranu.

Tento algoritmus aplikujeme na hladanie stupiia vrcholovej stvslosti.
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Pre neorientovany graf G(V, E) skonstruujeme ori entovany graf G(V, E)
tak, ze V =V a E je mnozina orientovanych hran. Pre kazdi hranu e € F
budd v E hrany ¢/, ¢”, pricom tieto budi spéjat tie isté dva vrcholy ako hrana
e orientovane v opacénych smeroch. Kazdy vrchol rozny od s,t bude mat ka-
pacitu 1. Ttto pretransformujeme na kapacitu hrany tak, ze pre kazdy vrchol
v € V budu v novom grafe dva vrcholy v',v”. Hrany, ktoré boli povodne in-
cidentné s v rozdelime na tie, ktoré do vrchola vchadzaji a v novom grafe
budi vchddzat do v’ a na tie, ktoré z vrchola v vychddzaji a v novom grafe
budi vychadzat z v”. Nakoniec priddme jednu hranu, z v’ do v” s kapacitou
rovnou 1. Priklad tejto zmeny pre graf K33 je mozné vidiet na obrdzku 3.2.

®
° ot I‘:,K t \:_—\_y. t
\J \ °
® ® oO<———3 0 \V(—Iﬁ\
A A
Y \ Y>>
® ® g<:>. 54 \.
S

Obr. 3.2: Transformécia grafu K33 na orientovany graf pre ucely testovania
stuptia vrcholovej sivislosti.

Maximalny tok v takomto grafe je rovny minimélnemu poctu vrcholov,
ktoré treba odstranit na to, aby s a t boli v réznych komponentoch. To zna-
mend, Ze staci pre vetky dvojice s a t spustit popisany algoritmus a minimum
z vratenych hodnot je stupen vrcholovej sivislosti.

Algoritmus na hladanie stupiia vrcholovej suvislosti podla [4] vykona

O(|V|3|E|) krokov.

3.5.6 Stupen hranovej suvislosti grafu

Pri testovani stupna hranovej suvislosti postupujeme podobne ako pri vr-
cholovej stvislosti. Netreba vsak aplikovat transforméciu popisanti na konci
prechddzajicej casti. NavySe si staci vybrat jeden vrchol v a skisat len dvo-
jice v, w pre vSetky w € GG. Vyplyva to z toho, ze ak existuje mnozina hran,
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ktora rozdeli suvisly graf na viac komponentov, a vrchol v patri do jedného
7 tychto komponentov, musf existovat vrchol z mnoziny V(G) —v, ktory patri
do iného komponentu.

Algoritmus na hladanie stupiia hranovej stvislosti podla [4] vykona O(|V|-
|E| min{| V|2, |E|2}) krokov.

3.5.7 Pocet komponentov grafu

Na testovanie poc¢tu komponentov grafu farbeni bol pouzity algoritmus, ktory
postupne z izolovanych vrcholov tvori také stromy, ze ak existuje cesta medzi
dvomi vrcholmi v povodnom grafe, tak sa dané dva vrcholy budi nachddzat
v jednom strome. Nakoniec staéi s¢itat pocet stromov.

Nech testujeme n-vrcholovy graf. MnoZinu stromov budeme reprezentovat
tak, Ze pre kazdy vrchol si budeme pamitat jeho rodica. Ak je rodicom
vrchola samotny vrchol, tak je vrchol korenom stromu. Na zaciatku teda
bude teda rodicom kazdého vrchola ten isty vrchol.

Pre kazdu hranu {v,w} spojime strom, v ktorom sa nachadza vrchol v
so stromom, v ktorom sa nachadza w tak, ze korenu jedného zo stromov
nastavime ako rodica korenn druhého stromu. (Ak sa oba vrcholy nachadzaji
v jednom strome, tak sa ni¢ nezmeni, pretoze korenovému vrhcolu £ sa nas-
tavi ako rodi¢ opit k, takze je stdle korefiom.)

Definicia 25. ([3]) Nech F(0) = 1 s nech F(i+1) = 27® pre i > 0. Potom
log*(n) = min{k|F (k) > n}.

Casové zlozitost je O(n log*(n)) podla [3].

3.5.8 Pocet trojuholnikov v grafe

Algoritmus pre kazdi dvojicu (hrana, vrchol) testuje, ¢i hrana spolu s vr-
cholom tvoria trojuholnik. Zlozitost je O(|E| - |V])
O pocte trojuholnikov v grafe farbeni 3 farbami hovori Veta 4.11.

3.5.9 Planarnost grafu

Na zistovanie informécie, ¢i graf je alebo nie je plandrny sme pouzili hotovy
program [1] od John M. Boyera.

19



3.6 Vysledky

V samotnej realizacii sme najprv vygenerovali vSetky kubické grafy s poctom
vrcholov mensim alebo rovnym 20. Ku vSetkym sme vygenerovali grafy far-
beni pre 3 farby. Na oboch triedach grafov sme previedli vSetky dostupné
testy, teda testy na: polomer, priemer, bipartitnost, stupen hranovej, vr-
cholovej stvislosti, pocet komponentov, pocet trojuholnikov, plandrnost.

Dalej sme s pouzitim Vety 4.11 zistili pocet komponentov grafov farbenf
F(G,4) pre kubické grafy G so 14 a menej vrcholmi. Na tejto vzorke sme
nenasli kontrapriklad k Moharovej hypotéze 2.2.

V nasledujticej prehladnej tabulke uvadzame, pre ktoré triedy grafov sme
dosiahli vysledky:

IV(G)| pocet grafov G G, F(G,3) F(G,4)
polomer, priemer, pocet
bipartitnost, komponentov

stupen hranovej,
vrcholovej suvislosti,
pocet komponentov,
trojuholnikov, plandrnost

4 1 v 4
6 2 v 4
8 5 4 4
10 19 4 4
12 85 4 4
14 509 v 4
16 4060 4
18 41301 v
20 510489 v
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Kapitola 4

Teoretické vysledky

4.1 Kubické grafy

Najprv vyslovime Vetu, ktora hovori o stupnioch vrcholov v grafe farbeni.
Toto obmedzenie stupna sme si uvedomili uz pri vytvarani programu, takze
poskytlo isté vylepSenie paméitovej narocnosti.

Veta 4.1. Majme graf G. Pre lubovolny vrchol w grafu farbeni F(G, k) plati:
degpap(w) < |E(G)| - (k —1). Pre kubicky graf G a vrchol w grafu farbeni

F(G,3) plati degpq 5 (w) < B2 = V(G).

Doékaz. Kazdé K-prepnutie sa d4 urc¢it hranou a novou farbou, ktord mé
nadobudat hrana v novom farbeni. Hran v grafe je |F(G)| a novych farieb
(bez tej, ktori mé hrana prave teraz) je k — 1.

V kubickom grafe s hranovym reguldrnym 3-farbenim ¢ pre lubovolné
dve farby a, b plati, ze kazdd hrana, ktora ma farbu a je incidentna s dvomi
hranami, ktoré maju farbu b. Teda pre kazdu dvojicu (hrana, nové farba)
existuji aspoi 2 d'alsie takéto dvojice, ktoré uréuju to isté K-prepnutie. Preto

degpgy(v) < HEI2 = V(G). 0

Grafy farbeni mozu byt relativne neprehladné uz pre maly pocet far-
beni, ak sa na ne chceme ruéne pozriet. Preto je uzitoéné zaujimat sa o to,
ako vyzera podgraf F’ grafu farbeni F, ktory je tvoreny takymi vrcholmi,
ze kazdd dvojica vrcholov z F' reprezentuje navzajom neizomorfné farbenia
a mnozina vrcholov F’ je maximéalna vzhladom na inkliziu. Priklad grafu G
a prislusného grafu farbeni F' s vyznacenymi podgrafmi I’ je mozné vidiet
na obrazkoch 4.1 a 4.2.

Prakticky pre hranové 3-farbenia a hranové 4-farbenia kubickych grafov
dostaneme F” tak, ze si vyberieme tri navzajom incidentné hrany v povodnom
grafe a zvolime ich farby. Oznac¢me si teda hrany ey, es, e3 a ich farby aq, as, as
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Obr. 4.1: Graf CLy (z anglického cyclic ladder)

v tomto poradi. Hrany e, e, e3 budeme v d'alsom texte nazvyvat zafizované.
Dalej budeme uvazovat len tie farbenia ¢, pre ktoré cle;) = a; pre i €
{1,2,3}. Graf farbeni, ktory obsahuje len farbenia ¢, je podgrafom daného
oznacme [, . . alebo ak farby nebudi dolezité, zostaneme pri oznaceni F”.
(pozn.: Pre hranové 3-farbenia by stacilo uviest dve farby a tretia by uz
bola jednoznacne urcend, takze by sme si vystacili so zapisom F) , . Pre
zjednotenie zépisu aj s hranovymi 4-farbeniami sme sa vSak rozhodli pre

azas”)
aijaza3”
V nasledujticom texte vyslovime a dokdZeme niekolko tvrdeni o novodefi-
novanych podgrafoch F” grafu farbeni F. Viackrdt budeme potrebovat vsetky
,pripustné postupnosti ay, as, as, najprv si ich teda zadefinujeme.

Definicia 26. Pripustné postupnosti ay,as, a3 pre F(G, k), kde k € {3,4}
st také, ze a; € {1,...,k}ai#j = a;#a;prei €1,2,3.

Inymi slovami su to farby aq, as, ag zafixovanych hrén ey, es, e3.

Veta 4.2. Mnoziny vrcholov V (F! ) pre vSetky pripustné postupnosti ay, as, as

ajazas
tvoria rozklad mnoziny vrcholov grafu farbeni V(F').

Dokaz. Dokazeme, ze kazdé farbenie sa nachadza prave v jednej z mnozin vr-

cholov V(F}, ,,.,)- Toto vyplyva priamo z konstrukeie F. Staéi sa pozriet na
zafixované hrany e;, es, e3. Ich farby v danom poradi priamo urc¢uji podmnozinu
V (Fél aza3 ) ° D

Mnozinu farben{ grafu (vrcholov grafu farbenf) moézme rozlozit na triedy
ekvivalencii podla reldcie, ktort si definujeme nasledovne. Dva vrcholy grafu
farbenia st v relacii prave vtedy, ak farbenia, ktoré reprezentuju, si navzajom
izomorfné. Ak v I je n vrcholov, potom je tychto tried n a moézme ich oznaéit
A, A,

Kazdy vrchol grafu farbeni teda mézeme jednoznacne urcit prislusnostou
k niektorému podgrafu F’ a k niektorej triede A;. V(F} )N A; je teda

ajazas
mnozina obsahujica jeden vrchol, ktory si mozme oznacit va,ayas—i-
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Obr. 4.2: Graf farbeni F'(C'Ly,3) s vzynacenymi podgrafmi F”
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Veta 4.3. Grafy F pre vetky pristupné postupnosti ay, as, as si 1zomorfne.

1a2a3
Dokaz. Zjavne ak do F, , .. patri vrchol ¥4, a5a;—i, potom existuje vrchol
Ubybobs—i € Félebg. Dalej ak st vrcholy vg,40a5—i @ Vajasas—j SPOjené hranou

/ . / . 7’ !
V E} 4has> POLOM & U by —i & Vpybby—j SU spojené hranou v Fy , . []

Veta 4.4. Pocet vrcholov |V (F(G,k))| je ndasobok k!.

Doékaz. Pre k farieb existuje k! permutdcii farieb, to znamend k! vrcholovo
disjunktnych podgrafov F’ grafu farbeni F. Z Vety 4.3 vyplyva, Zze pocet
vrcholov v kazdom podgrafe F” je rovnaky, nech je n, potom |V (F(G, k))| =
n -kl m

Vdaka rozkladu mnoziny farbeni (alebo vrcholov grafu farbeni) mozeme
zlepsit odhad stupiia vrchola grafu farbeni z Vety 4.1.

Veta 4.5. Majme kubicky graf G. Pre k € {3,4} nech existuje n réznych
hranovijch k-farbent grafu G (t.j. |V (F (G, k))| = n), potom pre vietky vrcholy
v grafu farbeni F(G, k) plati:

k n k
(2> < degpgp(v) < i 1+ <2)

Dékaz. Vezmime si jeden podgraf F,; (nezalezi na tom, ktory). V tomto
podgrafe je 75 vrcholov. Cize kazdy méze mat stupen nanajvys 7 — 1.V grafe
F maju vrcholy V(F],3) navyse este tie hrany, ktoré si incidentné s vrcholmi
z inych podgrafov Fy ..., a1 # 1 alebo ay # 2 alebo a3z # 3. Pocet tychto
hrén vieme urcit presne. Tak4to hrana existuje prave vtedy, ked pre niektoré
dva vrcholy existuje K-prepnutie, ktoré zmeni farbu reprezentovanu vrcholom
z F|y5 na farbu reprezentovanu vrcholom z iného podgrafu F.

Pozrime sa na na zafixované hrany. Do iného F}, , .. sa dostaneme tak, ze
zmenime farby tychto hréan. To moézeme urobit K-prepnutim, ktoré vymeni
farby dvoch z troch zafixovanych hran, alebo takym, ktoré vymeni farbu
niektorej zafixovanej hrany za stvrti farbu, ktora nie je v mnozine {a1, az, as}.
Teda v pripade 3-farbenia ide o vyber dvojice z troch farieb a v pripade 4-
farbenia o vyber dvojice zo Styroch farieb. Preto je takychto K-prepnuti (g)

Spolu je teda maximalny stuper 7;—1+ (g) a minimdlny stupen (v pripade,

ze by v podgrafe Fj,; mal vrchol stupen 0) je (g) ]

Poznamka 4.6. Pozrime sa, ako vyzerd nerovnica (g) < deg(v) < & —
1+ (g) z Vety 4.5 pre kubické grafy, ktoré nie si zafarbitelné 3 farbami pre
k = 3. Pocet vrcholov grafu farbeni |F(G,k)| = n = 0 a teda po dosadeni
k=3 an =0 dostdvame nerovnost 3 < deg(v) < 2. Zjavne Ziadny vrchol
nevyhovugje takejto nerovnici. Treba si véak uvedomit, Ze Veta plati pre véetky
vrcholy grafu farbent, ktory je v tomto pripade prazdny.
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Takyto odhad je uplne tesny ak sa v podgrafe F’ nachadza vrchol spo-
jeny so vSetkymi ostatnymi vrcholmi daného podgrafu F’. (t.j. aj vtedy, ak F”
tvori len jeden vrchol). Odpozorovali sme s vysledkov, ze ¢im je pévodny graf
G vicsi, tym je odhad menej dobry. Pri programovani algoritmov pracujucich
s grafmi farbenti je vSak odhad napriek tomu uzitoény, pretoze znacne obmedzuje
mnozstvo pouzivanej paméte, ak grafy farbeni reprezentujeme ako zoznamy
susednych vrcholov pre kazdy vrchol a miesto v paméti chceme alokovat iba
raz.

Pozrime sa teraz na to, ako st navzajom spojené grafy F”.

Definicia 27. Graf H definujeme nasledovne. Nech grafy F! pre vsetky

aiaza3

pristupné postupnosti ay,az, as si vrcholmi grafu H a dva vrcholy Fj . ..
a Fy 4.5, s4 v H spojené hranou prave vtedy, ak existuje hrana {v.w} € E(F)

L / /
takd, ze v € F, .. aw € Fp ...

Veta 4.7. Graf H je suvisly.

Dokaz. Vrcholmi grafu H su F), , .., pre vietky pripustné postupnosti ai, a, as.
Z postupnosti 1,2, ...,k vieme dostat postupnost 2,1,...,k tak, Ze vo
vsetkych K-komponentoch grafu farbeni pre farby 1 a 2 vykoname K-prepnutie.
Teda na to, aby bol H suvisly, staci vediet dostat kazdu permutdciu z us-
poriadanej postupnosti 1,2, ...,k pomocou postupnosti vzajomnych vymien
2 farieb. Toto je trivialne. O]

Graf H pre 3 farby je K33 a je ho mozné aj s oznacenymi postupnostami
aiasas vidiet na obrdzku 4.3. Pre 4 farby tvori graf, ktory je zlozeny zo 4
grafov K33 ako to mozno vidiet na obrdzku 4.4.

312

321 ’

Obr. 4.3: Graf H pre 3 farby je K33

Veta 4.8. Ak je graf F' suvisly, je suvisly aj graf farbeni F.

Dékaz. Dokézeme, Ze medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi v, w € F existuje
cesta. Ak si oba z rovnakého F’, existencia cesty vyplyva z predpokladu vety.

Nech si z roznych F’'. Podla Vety 4.7 je H stvisly. To znamend, Ze
pre fubovolné podgrafy F’ existuji vrcholy v/, w’ z tychto podgrafov, medzi
ktorymi vedie cesta. Zo suvislosti podgrafov I’ vyplyva, ze existuje cesta
medzi v a v" a cesta medzi w a w'. O
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Obr. 4.4: Graf H pre 4 farby

Tento vysledok m4 pre testovanie grafov farbeni na stvislost velky vyznam.
Totiz ak farbime kubicky graf G tromi farbami, netreba generovat a testo-
vat cely graf farbeni F, ale staci jeden podgraf F”, ktory mé 6-krat menej
vrcholov. Pri farbeni Styrmi farbami je to dokonca 24-krat menej vrcholov
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v grafe F’ oproti grafu I, o ktorom ked zistime, Ze je suvisly, vieme, Ze je
suvisly aj graf farbeni F.
Vyslovime hypotézu, ktora je zosilnenim Vety 4.8.

Hypotéza 4.9. Pocet komponentov F' je rovny pocétu komponentov F.

Hypotéza 4.9 je overend pre vsetky grafy farbeni F'(G, 3), kde G je kubicky
graf s 20 alebo menej vrcholmi.

Veta 4.10. Kazvd/y’ K-komponent kubického grafu pri farbeni 3 farbami je
kruznica parnej dizky.

Dokaz. Kazdy vrchol v kubickom grafe je incidentny s 3 hranami, ktoré musia
mat rozne farby. Takze podgraf G(a,b), grafu G obsahuje vietky vrcholy, ale
kazdy ma len stupen 2 a je incidentny s hranami, ktoré maju farbu a alebo
b. Kazdy komponent grafu G(a,b) (t.j. K-komponent) je teda suvisly graf,
ktorého vsetky vrcholy st stupna 2, teda je to kruznica. Ma parnu diZku,
inak by sa na nej nemohli striedat farby. O

Dalsou zistenou informéciou o grafoch farbeni pre 3 farby bolo, ze takyto
graf nemoze obsahovat trojuholniky. Toto si lahko dokdZeme.

Veta 4.11. Nech G je kubicky graf. Potom pocet trojuholnikov v F(G,3)
je 0.

Dokaz. Nech pre rozne hranové 3-farbenia ¢y a cp grafu G, existuje K-prepnutie,
ktoré zmeni ¢; na cs.

Hrany, ktoré maji v ¢; a ¢y rozne farby si oznacime ey, ..., e,. (Inymi
slovami su to hrany prislusného K-komponentu). Farby hran nech si bez
ujmy na vsSeobecnosti 1 a 2 v oboch farbeniach.

Nech existuje c také, ze existuju K-prepnutia medzi c, ¢y, co. Zjavne ¢ musi
byt rozne od oboch farbeni ¢y, c,.

Teraz preskiimame, aké mozu byt farby hrdn e, ..., e, vo farbeni c. Ak st
rovnaké ako vo farbeni ¢y, tak jednym K-prepnutim dostaneme z ¢ farbenie
co iba ak ostatné hrany st v c tiez rovnako zafarbené ako v ¢q, ¢o je spor
s predpokladom, Ze ¢ je rozne od ¢;. Z rovnakého dovodu nemdzu mat hrany
€1,...,e, v ¢ rovnaku farbu ako v c,.

Z toho teda vyplyva, ze aspon jedna z hran ey, ..., e, ma farbu 3, nech
je to e;. Musime teda vyuzif K-prepnutie na to, aby sme farbu hrany e; vo
farbeni ¢ zmenili na ¢;(e;) (resp. ca(e;)).

Hrana e; 1 (teda hrana K-komponentu, ktord je incidentnd s e;) nemoze
mat farbu c(e;) (teda ci(e;) # c(e;_1)), pretoze po K-prepnuti, ktoré m4
zmenit ¢ na ¢; by tdto mala farbu 3. Nemoze mat ani farbu cy(e;), lebo
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pri K-prepnuti, ktoré m4 zmenit c na c,, by opitf nadobudla farbu 3, teda
CQ(@Z') 7é C(Gi_l).

Ostéva uz len farba 3, ale farbenie ¢ ma byt reguldrne a teda c(e;_1) #
c(e;).

Také farbenie ¢ teda neexistuje. O

Vyslovime este jednu hypozézu, ktorou je mozné v budtucnosti sa za-
oberat a overend je pre triedu grafov farbeni F'(G, 3), kde G st kubické grafy
s maximéalne 20 vrcholmi.

Hypotéza 4.12. Nech G je kubicky graf. Potom pre graf farbeni F(G,3)
plati, Ze sa jeho vrchlovy a hranovy stupen siuvislosti rovnaji k(F) = A(F).

4.2 Bipartitné kubické grafy

Mohar sa v [6] pyta, pre ktoré kubické bipartitné grafy G je graf farbeni
F(G, 3) suvisly. Uvadza tiez rieSenie pre $pecialny pripad, ktoré dokézal Fisk
v [5]. Tymto rieSenim je tvrdenie: 3-stivislé kubické plandrne bipartitné grafy
maju suvisly graf farbeni F'(G, 3).

My overime, Ze tieto predpoklady (graf ma byt 3-stvisly a plandrny) nie
st nutnymi podmienkami, aby bol graf 3-farbeni bipartitného grafu suvisly.

Teda najdeme také bipartitné grafy, ktoré si planarne 2-sivislé, neplanarne
2-suvislé a neplandrne 3-suvislé tak, ze ich graf farbeni F/(G, 3) je suvsily.

V skutocnosti je jednoduché ndjst také grafy pomocou vysledkov analyzy.
Staci ich vyfiltrovat z tabuliek. Pre konkrétne priklady vsak vzdy pontkneme
dokazy, nech st tvrdenia zrejmé aj bez kontrolovania spravnosti programu.

4.2.1 Neplanarne 3-suvislé bipartitné kubické grafy

Existuje nekonecéna trieda neplanarnych nesuvislych bipartitnych grafov, ktoré

maju stivisly graf 3-farbeni. Prvé tri grafy z takej triedy mozno vidiet na

obrazku 4.5. Oznacme takéto grafy P;, kde ¢ je pocet Stvorvrcholovych blokov.
Pre tito triedu dokazeme, ze ich grafy 3-farbeni su suvislé.

Veta 4.13. Grafy P; pre 1 > 3. maju suvisly graf 3-farbenia.

Dokaz. Grafy sa skladaji zo 6-hranovych blokov (na obrézkoch su aj 2 hrany
z d'alsieho bloku), aké vidime na obrézku 4.6. Na tomto obrdzku tiez vidime
vsetky mozné neizomorfné hranové 3-farbenia bloku.

Vsimnime si, Ze hrany, ktoré spdjaji bloky, maji bud vsetky rovnaku
farbu, alebo sii nalavo dve rozne farby a napravo tie isté dve farby (v réznom
poradf). Z toho priamo vyplyva, ze farbenia mozeme rozlozit do dvoch tried.
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Obr. 4.5: Priklad triedy neplanarnych 3-sivislych bipartitnych grafov, ktoré
maju suvisly graf 3-farbeni

1. vsetky spojovacie hrany majui tu istd farbu

2. kazdé dva susediace bloky spojené hranami dvoch farieb, pricom tieto
dve farby su pre vsetky dvojice susediacich blokov rovnaké

V tomto momente vyuzijeme techniku z predchédzajicej sekcie, kedy sme
zafixovali farby okolo jedného vrhola. To znamend, Ze zafixujeme aj farbu
jednej spojovacej hrany. Nech su farby tak ako na obrazku 4.7 a d'alej budeme
pracovat len s farbeniami, ktoré maju tie farby, ktoré si na danom obrézku.
Ak ukdzeme, Ze tieto farbenia st K-ekvivalentné, potom podla Vety 4.8 s
K-ekvivalentné vsetky farbenia.

Najprv ukazeme, ze farbenia z prvej triedy si K-ekvivalentné. Teda vsetky
spojovacie hrany maju farbu 1. Dve takéto farbenia sa lisia farbami vo vnutri
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Obr. 4.7: Zafixované farby troch navzajom incidentnych hran

bloku (farbenia a a b z obrazku 4.6), pricom tieto si navzajom nezdvislé
a mozno ich prepinat K-prepnutiami. TakZe takéto farbenia sa daji popisat
ako postupnost i—1 niil a jednotiek, kde 7 je pocet blokov. (N1l a jednotiek nie
je i, ale len ¢ — 1 pretoze jeden blok m4 zafixované farby.) Kazd4 postupnost
znamena jedno také farbenie, vymena nuly za jednotku znamena jedno K-
prepnutie. Zjavne graf farbeni tvori ¢« — 1-rozmerni kocku pre P; a tato je
suvisla.

Teraz dokazeme, ze pre kazdé farbenie z druhej triedy existuje K-prepnutie,
ktoré zmeni farbenie na niektoré z prvej triedy.

Kazdé farbenie z druhej triedy je urcéené dvojicou farieb, informaciou
hovoriacou o tom, v ktorych blokoch ostani farby rovnaké na tych istych
liniach, a v ktorych sa farby vymenia (farbenia ¢ a d z obrazku 4.6). Tych
blokov, v ktorych sa farby vymenia, je zjavne parny pocet (aby bol graf
spojeny). Preto su v grafe dva vrcholovo disjunktné K-komponenty G(1,2).
Vyberiem si na prepnutie ten, ktory neobsahuje zafixovany vrchol. Po jeho
prepnuti sa farby v tomto komponente posuni tak, ze na vsetkych spajajucich
hranach budi rovnaké farby a teda dostaneme farbenie z prvej triedy. ]

4.2.2 Neplanarne 2-suvislé bipartitné kubické grafy

V mnozine testovanych grafov (kubické s 20 a menej vrcholmi) boli 2 grafy
splinajice vlastnosti: neplanarny 2-suvisly bipartitny kubicky grafy so stivislym
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grafom farbeni. Grafy je mozné vidiet na obrazku 4.8 Uz len objavenim tychto
grafov sme potvrdili, Ze 3-stivislost nie je nutnd podmienka. Vieme viak pove-
dat viac.

Obr. 4.8: Neplanarne 2-suvislé bipartitné kubické grafy so suvislym grafom
farbeni

Dokazeme stvislost grafu farbeni pre tieto grafy. Z obrazkov je vidno, ako
grafy vznikli - jedna hrana v P; sa odstrani, jedna hrana v kocke sa odstrani
a spoja sa vrcholy vzniknutych grafov. Alebo inak sa dé povedat, Ze jednu
hranu v P3 sme nahradili blokom, o ktorom aj teraz dokazeme, zZe sa naozaj
Lsprava“ ako hrana.

1 B 3 1
3
1 1
3
! 3 I A__C
B
D |
1 3 1
D
3
2 1
3
3

1

Obr. 4.9: Vsetky neizomorfné farbenia bloku (kocky)

Vsetky neizomorfné farbenia bloku (kocky) je mozné vidiet na obrazku 4.9.
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Koncové (spojovacie) hrany maju vzdy rovnaki farbu. V kazdom zo 4 farbeni
bloku plati, ze K-komponent, ktory obsahuje jednu koncovi hranu, obsahuje
aj druhi koncovi hranu. Cize navonok sa skutotne mozeme na takyto blok
pozerat ako na hranu. Medzi farbeniami A, B,C' , D je mozné prepinat bez
toho, aby sme zmenili koncové hrany. (Graf farbeni bloku je tiez na obrazku
4.9.) Akékolvek farbenie viem dostat z povodného tak, ze natavim farby
v grafe P; s tym, ze na blok (kocku) sa pozeram ako na hranu a nakoniec
nastavim farby vo vnutri bloku.

Takto mozno zrejme pokracovat d'alej a lubovolni hranu grafu opit
nahradit ,kockovym* blokom tak, Ze sa zachovaji vietky vlastnosti. Toto
dokonca mozme aplikovat aj na lubovolny iny graf z predchadzajiicej sek-
cie a dostaneme graf s pozadovanymi vlastnostami. Skonstruovali sme teda
nekonece vela grafov, ktoré si neplandrne 2-sivislé bipartitné kubické so
suvislym grafom farbeni.

4.2.3 Planarne 2-stvislé bipartitné kubické grafy

Ak existuju planarne bipartitné 3-suvislé grafy a tiez neplanarne bipartitné
2-s1vislé grafy, nemohli by existovat aj plandrne 2-stivislé bipartitné kubické
grafy so stvislym grafom farbeni?

Medzi grafmi, ktoré sme analyzovali sa aj také vyskytuju: staci podobne
ako v predchddzajiicej sekcii spojit dva plandrne grafy (v kazdom odobrat
hranu a potom prepojit vrcholy). Na obrdzkoch 4.10 a 4.11 st vsetky takéto
grafy s 20 a menej vrcholmi.
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Obr. 4.10: Priklady planarnych 2-suvislych bipartitnych kubickych grafov

i

Obr. 4.11: Dalsie priklady plandrnych 2-stvislych bipartitnych kubickych
grafov
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Zaver

V préci sme sa venovali hranovym farbeniam kubickych grafov. Nasou tilohou
bolo naprogramovat program na testovanie roznych parametrov grafu Kem-
peho farbeni. Tento sme vytvorili a vykonali sme experimenty.

V rdmci snahy pochopit struktiru grafov sme pontkli sposob, akym je
mozné pozriet sa len na ¢ast vrcholov, pricom cely graf farbeni sa sklada
z niekolkych takychto ¢asti a tieto st navzdjom izomorfné. Je to teda velmi
prakticky pristup k nahliadaniu na grafy farbeni, ktory sa d4 d’alej vyuzivat
aj pri analyze inych tried grafov farbeni. Dokazali sme tiez implikaciu, ze ak
je jedna zo spominanych casti suvisla, tak cely graf farbeni je suvisly.

Dokézali sme niekolko tvrdeni o Struktire grafov farbeni, napriklad ze
pocet trojuholnikov v grafe 3-farbeni kubickych grafov je rovny nule. Tiez
sme odhadli stupen vrcholov v kubickych grafoch pomocou celkového poctu
farbeni povodného grafu.

Nasli sme niekolko nekoneénych tried grafov so zaujimavymi vlastnostami,
t.j. bipartitné grafy, ktoré su 2-suvislé, 3-sivislé, planarne, neplanarne (kom-
bindcie moznosti).

Zd4 sa, 7e d alsie experimentovanie by mohlo viest k vseobecnejsim vysledkom.

Vyslovili sme v praci aj niekolko hypotéz vyplyvajicich priamo z vyko-
nanych experimentov na velkej vzorke grafov, napriklad hranové a vrcholova
stvislost grafov 3-farbeni kubickych grafov sa rovné. Dalou zaujimavou hy-
potézou je zosilnenie spominanej implikacie o suvislosti grafu farbeni na tvr-
denie, ze pocet komponentov jednej c¢asti je rovnaky ako pocet komponentov
celého grafu farbeni. Dokazy tychto tvrdeni by priniesli dobré vysledky pre
zlepsenie algoritmickej zlozitosti testovania parametrov pripadne by mohli
viest k vSeobecnej$im zisteniam o danych grafoch farbeni.
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Dodatok A

Vysledky testov

A.1 Vysvetlivky k tabulkdm

V tabulkdch st v riadkoch vsetky neizomorfné grafy danej triedy. Stipce su:
e id - identifikdtor grafu
e 1, 1’ - polomer (radius) grafu G, polomer grafu farbeni F’
e d, d’ - priemer (diameter) grafu GG, priemer grafu farbeni F’
e B - bipartitnost grafu G. 1 - je bipartitny, 0 - nie je bipartitny
e )\ - stupen hranovej (edge) suvislosti grafu G
e r - stupen vrcholovej suvislosti grafu G
e N - pocet vrcholov v grafe G
e T - pocet trojuholnikov grafu G

e P - planarita grafu GG. 1 znamena planarny graf, 0 znamen4d, Ze nie je
planarny

e B’ - bipartitnost grafu farbeni F. 1 - je bipartitny, 0 - nie je bipartitny
e )\ - stupen hranovej suvislosti grafu farbeni F'

e x' - stupen vrcholovej suvislosti grafu farbeni F

e N’ - pocet vrcholov v grafe farbeni F

e K’ - pocet komponentov grafu farbeni F
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e K” pocet komponentov v jednom podgrafe F’ grafu farbeni F’

e )’ minimalny stupen vrchola v grafe

e A’ maximalny stupen vrchola v grafe

A.2 Kubické grafy, 8 vrcholov, 3 farby

graf farbeni F(G,3)

o A

d7 B7 )\7 K;’ N’ K) K”

I.’

graf GG

d B X< NTP

r

id

8
4
2

8
8

0o 3 3 0 2 2

1
2

2 3 0 3 3

0o o

2 2 0 3 3 8

0

0 3 3 8

2

2

A.3 Kubické grafy, 10 vrcholov, 3 farby
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A.4 Kubické grafy, 12 vrcholov, 3 farby
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