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Praca sa zaoberd algoritmami na vypocitanie vzdialenosti a podobnosti slov a jazy-
kov. Venuje sa editac¢nej vzdialenosti, A-podobnosti a Tubovolnej vzdialenosti, ktord moze
byt definovana a-prekladacom (prekladacova vzdialenost). Prezentuje doteraz zname al-
goritmy na vypocitanie editacnej a prekladacovej vzdialenosti dvoch regularnych jazykov.
Prinasa algoritmy na vypocitanie editacnej a prekladacovej vzdialenosti regularneho jazyka
od bezkontextového jazyka a algoritmus na vypocitanie A-podobnosti dvoch regularnych
jazykov. V praci je dokazané, ze pre vacsinu tried Chomského hierarchie jazykov neexistuje
algoritmus, ktory vypocita vzdialenost dvoch jazykov z danej triedy.

KrucovE SLOVA: Edita¢né vzdialenost, A-podobnost, vzdialenost jazykov.



Predhovor

Vzdialenosti definované na slovach maju siroké uplatnenie. Najjednoduchsim prikladom je
kontrola pravopisu implementovana v roznych textovych editoroch, e-mailovych klientoch
¢i internetovych prehliadacoch. V bioldgii, obzvlast v genetike, sa porovnavaju DNA, ¢
RNA refazce, kde sa k slovu opit dostavaju vzdialenosti slov. Vedief porovnévat retazce
je tiez uzitocné pri odhalovani plagiatorstva. Pri vSetkych tychto aplikaciach dosiahneme
zlepSenie vykonu, ak nebudeme porovnavat len jednotlivé retazce, ale celé jazyky. Vzdia-
lenosti jazykov maju tiez uplatnenie v rozpoznavani reci.

Cielom tejto bakalarskej prace je skimat vzdialenosti definované na jazykoch a algo-
ritmy na ich vypocitanie. Zaobera sa algoritmami na vypocitanie vzdialenosti jazykov z
jednotlivych tried a dvojic tried z Chomského hierarchie jazykov. Praca prinasa algoritmy
na vypocitanie editacnej a prekladacovej vzdialenosti regularneho jazyka od bezkontexto-
vého jazyka a algoritmy na vypocitanie A-podobnosti dvoch regularnych jazykov.
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Kapitola 1

Uvod

Podobne, ako na mnozine redlnych ¢isiel, tak aj na mnozine slov si mozeme definovaft
vzdialenost. Vzdialenost dvoch slov nam vlastne hovori, ako st dve slova podobné. Pomoze
nam to vyriesit napriklad nasledovny problém.

Problém 1.0.1 Uzivatel pise v textovom editore text a robi preklepy. Nasou tulohou je
napisat program, ktory mu bude chyby opravovat. Predpokladdme, Ze korekiné slovd si tie,
ktoré patria do jazyka L (L je konecny jazyk).

RieSenie. V prvom rade musime mat zadefinovani nejaka vzdialenost, podla ktorej bu-
deme porovnavat roznost slov. Kedze uzivatel piSe na klavesnici, tak najcastejSie chyby,
aké mozu nastat s nenapisanie nejakého pismena, napisanie nejakého pismena namiesto
iného pismena, a stlacenie takej klavesy, ktorti sme nechceli pripadne vymenenia poradia
dvoch susednych pismen. Za vzdialenost slov si zoberieme minimélny pocet chyb, ktory
bol nutny spravit tak, aby sme namiesto jedného slova napisali to druhé. V pripade, Ze by
sme chceli byt este doslednejsi, tak by sme mohli chyby ohodnotit. Pomylenie si pismen
,a”7 a 8" je totiz pravdepodobnejsie ako pomylenie si pismen ,a” a ,p”, kedze ,a” a ,s”
st na klavesnici k sebe fyzicky ovela blizsie.

Nasledne sa pokusime najst také slova v € L, Ze ich vzdialenost je najblizsie k zadanému
slovu a nechéme si uzivatela vybrat, ktoré slovo myslel.

Toto riesenie je efektivne (za predpokladu, Ze najblizsie slovo nehladdme prezeranim
vietkych slov, ale nejako efektivnejsie) a je viac menej pouzivané. Moderné kontroly pra-
vopisu (ako napriklad Aspell[Asp]) robia skoro to isté.

Vediet zistit, ¢i st nejaké slova podobné, ndm déva moznost riesit problémy aj v inych
oblastiach, ako napriklad v biolégii (porovnavanie DNA a RNA retazcov), pripadne pri
odhalovani plagiatorstva.

Pri narocnejsich aplikdciach, ako napriklad rozoznavanie re¢iiMPR02] sa dostavame k
problému, Ze mame dva jazyky (viéSinou regularne) a chceme néjst taka dvojicu slov z
tych jazykov, Ze ich vzdialenost je miniméalna.

Na konci tejto kapitoly sa venujeme zékladnym definiciam a neexistencii algoritmov
na vypocitanie vzdialenosti jazykov z niektorych tried Chomského hierarchie. V kapitole 2
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sa venujeme algoritmom na vypocitanie editacnej vzdialenosti. V kapitole 3 sa venujeme
zovseobecneniu editacnej vzdialenosti pomocou a prekladaca. V oboch kapitolach popisu-
jeme zname algoritmy na vypocet vzdialenosti dvoch regularnych jazykov a predkladame
vlastny algoritmus na vypocitanie vzdialenosti regularneho jazyka od bezkontextového ja-
zyka. Kapitola 4 sa venuje A-podobnosti a predstavuje dva vlastné algoritmy na vypoci-
tanie A-podobnosti dvoch regularnych jazykov.

1.1 Pouzité oznacenia

Predpokladame, Ze Citatel pozna pojmy ako abeceda, slovo, jazyk a pozné jednotlivé triedy
Chomského hierarchie jazykov. Uvedieme len oznacenia, ktoré budeme pouzivat. Oznacenia
sme prebral z [JH79].

e Y - konecna abeceda abeceda

e ¢ - prazdne slovo

A= (K,3%,0,q,F) je nedeterministicky koneény automat.

T = (K,%,%2, H,q, F) je a-prekladac, kde H je mnoZina pravidiel.

G = (N,T,P,0) - G je gramatika, N je mnozina neterminalov, 7' je mnozina termi-
nalov, P je mnozina pravidiel a ¢ € N je pociato¢ny symbol.

Pre krok vypoctu automatov pouzivam symbol F a pre krok odvodenia gramatiky
pouzivam symbol = .

1.2 Vzdialenosti a podobnosti

Najskor si zadefinujeme, ¢o je to vzdialenost a podobnost.

Definicia 1.2.1 Nech M je lubovolnd mnoZina, nech u,v,w € M. Nech s : M x M —
R U {oo} je funkcia spliiajiica nasledovné podmienky:

1. d(u,v) >0

2. d(u,v) =0< u=v (reflexivnost)

3. d(u,v) = d(v,u) (symetria)

4. d(u,v) + d(v,w) > d(u,w) (trojuholnikovd nerovnost)

Potom funkciu d nazgvame vzdialenostou na mnoZine M.

Definicia 1.2.2 Nech M je lubovolnd mnozina, nech u,v € M. Nech s : M x M — R je
funkcia splriajica nasledovné podmienky:
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1. 0 < s(u,v) <1
2. s(u,v) =14 u=v (reflexivnost)
3. s(u,v) = s(v,u) (symetria)
Potom funkciu s nazjvame podobnostou na mnoZine M.

Definicia 1.2.3 Nech ¥ je konecnd abeceda a d je vzdialenost definovand na ¥*. Nech
Ly, Ly € ¥*. Potom vzdialenost jazykov Ly, Loy definujeme nasledovne:

d(Ll, Lg) = 1nf{d(u, U)|U S Ll, NS LQ}

Definicia 1.2.4 Nech ¥ je konecénd abeceda a s je podobnost definovand na X*. Nech
Ly, Ly € ¥*. Potom podobnost jazykov Ly, Ly definujeme nasledovne:

s(Ly, Ly) = sup{s(u,v)|u € Ly,v € Ly}

Ak to pojde, tak namiesto inf budeme pouzivat minimum a namiesto sup budeme
pouzivat maximum. Vzdialenosti dvoch jazykov by sa dali definovat aj ina¢ a tak, aby
zaviseli od viac ako dvoch slov, avSak takéto vzdialenosti sa v praxi zatial vobec nepouzivaji
a preto sa im nebudeme venovat.

Prva vec, ktort si treba priznat je, Ze takto definované vzdialenosti (podobnosti) nie st
vzdialenostami (podobnostami) nad ¥*, ked%e nespliiajii hned druhi podmienku definicie
vzdialenosti (podobnosti). Ako priklad pre podobnost aj vzdialenost uvedieme jazyky L; =
{a,b} a Ly = {a, c}. Napriek tomu, v praxi maji vyznam a preto sa nimi budeme zaoberat.
Skor ako sa budeme zaoberat algoritmami na vypocitanie vzdialenosti jazykov si zistime,
¢o sa uz neda vypocitat.

Veta 1.2.5 Neezistuje algoritmus, ktory pre lubovolné dva bezkontextové jazyky vypocita
ich vzdialenost.

Doékaz. Ak by sme vedeli najst vzdialenost dvoch bezkontextovych jazykov, tak by sme
vedeli rozhodovat ¢i ich prienik je prazdny, lebo vzdialenost dvoch jazykov je nula prave
vtedy, ked obsahuju rovnaké slovo. Dokaz toho, Zze problém prézdnosti prieniku dvoch
bezkontextovych jazykov je nerozhodnutelny, sa da najst v [JH79]. O

Veta 1.2.6 Neexistuje algoritmus, ktory vypocita vzdialenost requldrneho jazyka od kon-
textoveho jazyka.

Dokaz. Dokaz je podobny, ibaze v tomto pripade by sme vedeli rozhodnif, ¢i je kontextovy
jazyk prazdny. Staci zobrat za regularny jazyk jazyk >*. Dokaz toho, Ze problém prazdnosti
kontextového jazyka je nerozhodnutelny, sa nachadza v [JH79]. OJ

Z poslednych dvoch tvrdeni mozeme vyvodif zéver, Ze nemd zmysel hladat algoritmy
na vypocitanie vzdialenosti nielen pre bezkontextové jazyky, ale aj kontextové, rekurzivne,
¢i rekurzivne vycislitelné jazyky. Najvyssie, ako sa vieme v Chomského hierarchii jazykov
dostat je vzdialenost regularneho jazyka od bezkontextového jazyka.



Kapitola 2

Editac¢na vzdialenost

Najznamejsou vzdialenostou definovanou na slovach je nepochybne editacné vzdialenost
[Kul06, Moh03]. V principe ndm hovori, kolko krat musime editovat jedno slovo, aby sme
dostali druhé. Na zaciatku tejto kapitoly definujeme edita¢nii vzdialenost a predstavime
algoritmus na vypocitanie editac¢nej vzdialenosti dvoch slov. V dalSej ¢asti sa budeme
venovaf uz existujicemu algoritmu na vypocitanie editacnej vzdialenosti dvoch reguldrnych
jazykov a na zaver predstavime vlastny algoritmus na vypocitanie editacnej vzdialenosti
reguldrneho jazyka od bezkontextového jazyka.

Oznacenie 2.0.7 Nech ¥ je abeceda. Potom mnoZinu

2E:{(Z)|a,bez}u{<2)|aez}u{(z>|a62}

budeme nazyval editacnou abecedou nad abecedou . Proky mnoziny ¥; = {(5)]a € T}
budeme nazyvat vioZenia. Proky mnoZiny Sp = {(¢)|a € X} budeme nazgjvat vymazania.
Pruky mnoZiny S = {(})|a,b € £} budeme nazyvat zmeny.

Mnozina g nam definuje mnozinu transformécii. Vsimnime si, ze Y = X7 U Xp U
Y7, ¢o znamend, ze povolené transformécie su vlozenie pismena, vymazanie pismena a
zmena pismena. Taktiez si vS§imnite, Ze posledna transformadcia je zbyto¢na a da sa zlozit z
vymazania a vloZenia a teoreticky by sme ju potom nemuseli uvazovat, ale pri praktickom
vyziti vyznam mé, napriklad ak chceme mat jednoduchii kontrolu pravopisu (Aspell[Asp]
vo svojich prvych verziach pouzival takto definovant edita¢nt vzdialenost, neskor pridal aj
moznost vymenenia dvoch susednych pismen). Teraz si definujeme jednoduchi hodnotiacu
funkciu.
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Definicia 2.0.8 ¥ : X3, — R je funkcia definovand nasledovne:

T(Ee) = 0

@((Z)) = 0aeyx

w(Z)) = la#babeXU{e}
)

U(w) = S Ww)we HA|w| > 2

Cislo ¥ (w) budeme nazyvat cena slova w. Nechu,v € X% a ¥U(u) < ¥(v). Potom hovorime,
Ze u je lacnejsie ako v.

Kazdé pridanie, zmazanie a zmenenie pismena nas stoji 1 nezmenenie pismena nas nic
nestoji. Tato hodnotiacu funkciu budeme pouzivat v celej tejto kapitole. Tak isto, ako
nasledujiice homomorfizmy h; a hs.

Definicia 2.0.9 hq, hy st homomorfizmy definované nasledovne:
a
h1(<b>) =a,a,b € XU {e}
a
hg((b>) = b,CL,b exuy {5}

Definicia 2.0.10 Nech X je abeceda a X k nej prislichajica editacnd abeceda. Funkciu
dp : ¥* x ¥* — R budeme nazyvat editacnou vzdialenostou, prave vtedy, ked

dp(u,v) = min{¥(w)|w € X% A hi(w) = u A ho(w) = v}

Ak u,v € ¥* tak cislo dg(u,v) budeme nazyvat editacnou vzdialenostou slov u a v. Také
slovo w € X, ktoré spliia podmienku h(w) = dg(u,v) A hi(w) = u A ho(w) = v budeme
nazyvat editacné slovo slov u a v.

Priklad: Nech u = abbbb a v = cbbb. Edita¢na vzdialenost slov u a v je 2. Editacné slova

slov ua v sti nasledovné slova: (2) (0) ;) ) ) (2) Q) () () () () () (D G) ) (DG G) Q) B

(‘Z) (Z) (Z) (Z) (g) Kazdé z nich ma na hornom poschodi v a na spodnom poschodi v a cena
kazdého slova je 2. Lubovolné iné slovo w € 3% spliiajtice hi(w) = u A ho(w) = v uZ nie je
editacné slovo, lebo méa viicsiu cenu. Ako priklad pouZijeme slovo w = (a) (E) (b) (2) (Z) (Z),

ktorého cena je 3 a teda ¥(w) = 3.

Definicia 2.0.10 sa 1isi od pévodnych definicii, ale pre nase potreby je vhodnejsia a az na
jednu lemu, dékazy s nou budu jednoduchsie. Lahko vidiet, Ze tato definicia je ekvivalentna
s povodnou definiciou, ktora sa da najst napriklad v [Kul06].

Pre tplnost a na zvyknutie ¢itatela na notacie, uvadzame nasledovni lemu. Dokaz tejto
lemy pre povodnt definiciu sa nachadza v [Kul06].
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Lema 2.0.11 FEditacnd vzdialenost je vzdialenostou nad X*.

Dokaz. Najskor si ukdzeme Ze dg(u,v) je konecné ¢islo. Nech k = |u| + |v|. Je zrejmé,
ze dg(u,v) < k (najskor pouzijeme |u| krat vymazanie pismena a potom |v| krat pridanie
pismena). Z definicie ¥ vyplyva, ze ¥(w) > 0 pre Tubovolné w € ¥p.

Reflexivnost vyplyva z toho, ze ¥((?)) = 0. Nech u € ¥*. Definujme homomorfizmus
h(a) = (),a € X. Nech w = h(u). Zrejme plati, ze u = hy(w) = hy(w). Taktiez plati
U(w) = 0, ¢o znamena, ze dg(u,u) = 0.

Symetria sa d& tiez dokézaf jednoducho. Nech u,v € ¥* a w € Xg je editacné slovo
slov v a w. Definujme si homomorfizmus h,,; nasledovne: hmt((g)) = (Z).a, beXuU{e}
Nech w' = h,o(w). Plati, ze ¥(w') = V(w) = dg(u,v) A hi(w') = v A he(w') = u. Stadi
uz len dokéazaf, ze ¥(w') = dg(v,u). To dokdZeme sporom. Nech ¥ (w') > dg(v,u). Potom
ale existuje editacné slovo z € X3, slov u a v. AvSak U(h,o(x)) < ¥(w) A hy(hrot(z) =
u A ho(heot(x)) = v, Cize w nemodze byt editaénym slovom slov u a v.

Dokézat trojuholnikovii nerovnost bude zlozitejsie. Nech u, v, w € ¥*. Nech x je editacné
slovo slov uw a v, y nech je editacné slovo slov v a w. Teraz najdeme také editacné slovo
z, pre ktoré plati hi(z) = u a he(2) = w a zaroven ¥(x) + ¥(y) > ¥(z), z ¢oho priamo
vyplyva platnost trojuholnikovej nerovnosti. Vymazme zo slova x vSetky pismena tvaru
(z),a € ¥ a zo slova y vSetky pismend tvaru (Z),a € ¥. Ostant nam slova 2’ a . Musi
platif, Ze ho(2') = hy(y'). Pozrime sa teraz na pismena z a y;,1 < i < |2/|. Zostrojime
slovo 2’ € (S U{()})*, |2/| = |2/|. MdZzu nastat 4 pripady.

L= () Ay =(),abces: 2= (%)
2. 2= () Ayi=(Daex: 2= ()

3. 2,= () Ayl =(9),a,b€%: 2 = ()
4o ap= () ryi=(D)ab e 2 = ()

Je zrejmé, ze plati ze hi(z') = hi(2') A ha(2') = ha(y’). Chceme ukéazat® ze U(z') <
U(z") + ¥(y'). Pozrime sa na jednotlivé pismend x},y., 2. Ak nastal prvy pripad a a = ¢,
tak cena pismena v ¥(z}) =0 < U(z}) + U(y)). Ak a # ¢, tak ¥(2]) = 1 ale bud ¥(z}) =1
alebo U(y!) = 1 a preto W(z) < ¥(z}) + ¥(y.). Ak nastal druhy pripad, tak U(z]) =0 <
U(x)) 4+ ¥(y). Pri trefom a Stvrtom pripade je U(z)) =1 a U(x}) + ¥(yi) > 1.

Dostali sme, ze pre vsetky ¢ je W(2]) < ¥(z}) + V(y!) a teda aj ¥(2') < ¥(z") + U(y).
Zoberme teraz slovo 2/ a vymazme z neho pismené tvaru (z), ¢im dostaneme slovo 2”,
pri¢om slovo z” mé rovnaké vlastnosti ako slovo z’. Pridajme teraz do slova z” tie pismena,
ktoré sme predtym vymazali zo slov x a y a vytvorme nové slovo z tak, aby platilo h;(z) =
u A ha(z) = w. Pozrime sa na cenu slova z. Ozna¢me si pocet vymazanych pismen zo slov
x a y ¢islom k. Potom sme do slova z” tych k pismen naspiit (Kazdé také pismeno méa cenu
1). Cize W(2) = k + U(2"). Zéaroven ¥(z) + ¥(y) = k + ¥(2') + ¥(y'). Z toho vyplyva, Ze
U()=k+P(")<k+9()+P()="T(x)+ h(y). O

1Za predpokladu, ze ¥ rozsirime o \I/((z)) =0.
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Oznacenie 2.0.12 Nech u € X+, Potom [u]; budeme nazjvat prefiz slova u dizky i, teda
[ul; = v,u =vw,v,w € X, |v| =1

Zdrover u; budeme oznacovat i-te pismeno slova u, ¢iZe u; = ¢,u = vew,v,w € L* N ¢ €
YAl =1—-1

Teraz sa budeme zaoberat tym, ako vypocitat editaént vzdialenost dvoch slov. Efek-
tivne vypocitanie vzdialenosti slov v a v nad abecedou ¥ zalozime na nasledovnej leme

(ddkaz pre povodnt definiciu ako aj algoritmus na vypocitanie edita¢nej vzdialenosti sa da
najst v [Kul06]).

Lema 2.0.13 Nech u,v € ¥*. Potom platia nasledovné vztahy:
1. dp([ulo, [v]o) = 0

dp([ul;, [v]o) = 4,7 >0

dp([ulo, [v];) = i,i >0

Ak u; # vj, tak

dp([u]s, [v];) = min{dp([uli-1, [v];-1)+1, dp((uli, [v]j-1)+1, de((u]i-1, [v];)+1},4,5 > 0
5. Ak w; = v;, tak

dp([ul;, [v];) = min{dp([uli-1, [v];-1), de([u];, [v]-1) + 1, de([u)i-1, [v];) + 1},4,5 >0

Doékaz. Prvy vztah vyplyva priamo z definicie. Pri druhom a trefom si sta¢i uvedomit, ze
mozeme pouzit bud |u| krat vymazanie, alebo |v| krat pridanie a Ze ziadnu int operaciu
nemozeme pouzit.

Stvrty a piaty vzfah dokdZeme zloZitejsie. Nech w je editacné slovo slov [u]; a [v];.
Posledné pismeno slova w je bud (Z;) alebo (*') alebo (UE]) Nech w' = [w]-1. Nech
u = hi(w') a v = hy(w). Potom w' je editacné slovo slov v’ a v'. DokéZzeme to sporom.
Nech z je edita¢né slovo slov v/ a v’ a ¥(z) < ¥(w') a nech s je posledné pismeno slova w.
Potom slovo zs je lacnejsie ako w a hy(xs) = [u]; a ho(zs) = [v]; a U(xs) < ¥(w), ¢o je v
spore s tym, Ze w je editacné slovo slov [u]; a [v];.

Aké je cena editacného slova w? ¥(w) = ¥(w') + ¥(s). Ak s = (¢),a € %, tak ¥(w) =
U(w') a ina¢ ¥(w) = ¥(w') + 1.

Jednotlivé pripady, vyzeraju nasledovne:

1. s=(}),a,b€X,a#b. Vtedy dp([u];, [v];) = de([u]i-1, [v];-1) + 1
2. s=(%),a € X. Vtedy dg([ul;, [v];) = dp([u);_1, [v];-1)
(9),a € . Vtedy dg([u];, [v];) = dp([uli-1, [v];) + 1

3. s
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4. 5= (5),a € . Vtedy dg([u];, [v];) = dp([ul;, [v]j41) + 1

Otézkou uz iba ostéva, ¢i sa nemdze stat, ze w kon¢i pismenom s = (Z) ,a,b € X a # b,
teda dg([ul;, [v];) = de([uli—1, [v]j—1) + 1 ale dg([u]i—1,[v];) + 1 bude mensie? Toto sa
stat nemoze, lebo v takom pripade vieme zostrojit také slovo w” s cenou dp([ul;—1, [v];) +1
(editacné slovo slovo [u];_1, [v]; zretazené s (), a teda dg([ul;, [v];) < dg([uli-1, [v];-1)+1)
¢o je spor. Ostatné moznosti vyzeraju analogicky. [

Teraz uz mame dostatok informacii aby sme zostrojili efektivny algoritmus na vypoci-
tanie editacnej vzdialenosti dvoch slov. Pre zjednodusenie oznacenia, si zavedieme funkciu
A4, 5) = dg([ul;, [v];). KedZe dp(u,v) = de([u]ju, [v]j), tak potom dg(u,v) = A(|ul, |v]).
Ak chceme vypoditat editaéni vzdialenost slov u a v, potrebujeme vypocitat A(|ul, |v]).
Priamym aplikovanim lemy 2.0.13 by sme dostali algoritmus s exponencidlnou ¢asovou
zlozitostou. My vyuzijeme fakt, ze vysledok A(i,j) zéavisi len od parametrov i a j, ¢o zna-
mena, ze si mozeme vypocitané vysledky zapamitat a potom ta istt hodnotu nemusime
vypocitat viac krat. Takto dostaneme algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(Ju||v|) a rovna-
kou pamiitovou zlozitostou. Pamitova zlozitost sa vSak dé zlep$if pouzitim dynamického
programovania. Na vypocet hodnot A(7, j),0 < j < |v| ai je pevné, ndm staci poznat hod-
noty A(i —1,7),0 < j < |v|. Teda naraz si potrebujeme pamitat iba hodnoty A(i —1,j) a
A(i,7),0 < j < |v| a funkciu A poéitat postupne, teda najskor pre i = 0, potom pre i = 1,
atd.

Kéd algoritmu vyzera nasledovne:

1) distance(string u,string v):

2) for i=0 to |v| do:

3) A[0,i]=1;

4) for i=1 to |ul do:

5) Ali,0]=1;

6) for j=1 to |v| do:

7) Ali mod 2,jl=min(A[i mod 2,j-1]+1,A[(i+1) mod 2,j]+1)
8) if ulil=v[j]:

9) Ali mod 2,jl=min(A[i mod 2,j1,A[(i+1) mod 2,j-11)
10) else:

11) Ali mod 2,jl=min(A[i mod 2,j],A[(i+1) mod 2,j-1]+1)
12) return Allal,|bl];

Dostali sme algoritmus, ktory ma casovi zlozitost O(|u||v|) a spotrebuje iba O(|v])
pamite. Paméfova zlozitost algoritmu vieme jednoducho redukovaf na O(min{|ul, |v|}),
ak algoritmus rozsirime tak, Ze ak |u| < |v|, tak nebudeme pocitat A po ,riadkoch”, ale
po ,stipcoch”.

2.1 Vzdialenost dvoch regularnych jazykov

Algoritmus na hladanie editacnej vzdialenosti dvoch reguldrnych jazykov sa nachédza tiez v
[Moh03], avSak ten pouziva Dijsktrov algoritmus[CLR90] lebo uvazuje vSeobecnejsie ohod-
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notenia (takymi sa budeme zaoberaf v kapitole 3). Z toho dévodu méa horsiu ¢asovi zlozitost
ako algoritmus prezentovany v tejto kapitole.

Definicia 2.1.1 Nech Ly, Ly C ¥*. Potom dg(Ly, Ly) = min{dg(u,v)|lu € L1 ANv € Ly} a
dg(Ly, Ly) budeme nazgvat editacnou vzdialenostou jazykov Ly a Lo.

Algoritmus na vypocitanie vzdialenosti dvoch slov pomocou dynamického programo-
vania nam déava navod , ako vypocitat editacni vzdialenost dvoch regularnych jazykov.
Predpokladajme, ze mame zadané dva regularne jazyky Li, Lo a k nim dva konec¢né auto-
maty Ay = (K1, 2,01, q1, F1), As = (K3, X, 09, g2, F3), pricom plati L(A;) = L;,i € {1,2}.

Pre jednoduchost budtcich konstrukeii si potrebujeme dokazat nasledovné dve lemy. V
dokazoch uvedieme len konstrukcie, Gplné znenia dékazov sa nachadzaja v [JHT79.

Lema 2.1.2 Ku kaZdému NKA A = (Ka,%,04,qa4, Fa) ezistuje ekvivalentny NKA B =
(Kp,%,0p,q5, F) taky, ktory neobsahuje € prechody, t.j. L(A) = L(B) AVq € Kp :
|6B(Q78)| =0.

Doékaz. Uvedieme len konstrukciu: B bude maf rovnak(i mnozinu stavov, rovnaki abecedu
a rovnaky pociato¢ny symbol ako A.

Pre kazdy stav ¢, taky, Ze existuje p € da(q,e) bude v p' € dp(q,u) < (p,u) H
(p",u) Fa (P, €). Ostatné pravidla d4 funkcie do 05 funkcie skopirujeme.

Mnozinu akcepta¢nych stavov automatu B bude tvorif nasledovnd mnozina: Fg =

{pl(p.e) i (¢.€),qg € Fa}. O

Lema 2.1.3 Ku kazdému NKA A = (Ka,%,04,qa, Fa) ezistuje ekvivalentny NKA B =
(Kp,X,0p,q5, Fg) taky, ktory v kaZdom kroku vypise prdve jedno pismeno, t.j. L(A) =
L(B) AVq € Kp,Vu € ¥* : |u| # 1 = |d(¢q,u)| = 0.

Dokaz. Opit uvedieme len konstrukciu: Z predchadzajtcej lemy vieme, Ze existuje taky
NKA A’ ktory neobsahuje ¢ prechody. Z dékazu predchadzajicej lemy preberieme oznace-
nia.

B bude obsahovat stavy, ktoré mé automat A a eSte nejaké stavy navyse, ktoré sa
vyskytni v nasledovnej konstrukcii: Nech p € d4/(q,u), |u| = n. Potom do automatu B
priddme unikatne stavy ¢s,qs, -+ ¢, a pravidla ¢ € dp(q,u1),¢i-1 € d5(gi,u;),3 < i <n
a pravidlo p € dp(qy,, u,). Ak pravidlo akceptuje prave jedno pismeno, do automatu B ho
skopirujeme.

Akceptacné stavy automatu B budi totozné s akceptacnymi stavmi automatu A’. Do-
stali sme ekvivalentny automat, ktory v kazdom kroku vypise prave jedno pismeno. [

Vdaka poslednej leme, mézeme odteraz predpokladat, Ze pracujeme iba s automatmi,
ktoré v kazdom kroku akceptuji prave jedno pismeno, ¢o ndm znacne zjednodusi konstruk-
ciu.

Teraz si zostrojime novy NKA C = (K¢, Xg, 0c, qe, Fc). Automat bude mat ako stavy
dvojice z K1 X K5 a bude pracovat nad abecedou Y. Vypocet bude vyzerat tak, ze bud
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sa automat ,posunie” v automatoch A; aj A, (a akceptuje symbol (Z;), pricom automat
A; by akceptoval symbol a;) alebo iba v jednom z nich (vtedy v druhom z nich vypocet
,St0ji” a na patri¢nom poschodi bude ¢). Formélne konstrukcia vyzera nasledovne:

KC:K1XK2

a

; ) < 3dp,q€ Ky,3r,s € Ky, Ja,b e X :p € di(q,a),r € 5a(s,b)

(p,r) € 00((g, 5),

S|

9
(p,s) € 6c((q, s), (8)) & dp,ge Ki,3s € Ky, Ja € ¥ :p € d1(q,a)
(1

(q,7) € 0c((q, s), 2 ) & Jge Ky,3r,s€ Ky,dbe X1 € (s, b)
gc = (¢1,¢)
FC = F1><F2

Tento automat hra klticova tlohu v nasom algoritme. Akceptuje také slova z X%, Ze ich
horné c¢ast patri do L; a spodné cast patri do L. Zaroven kazdé pismeno slova je nejakéa
povolena operacia. Teraz dokazeme, zZe sa tam nachadza aj také slovo, ktorého cena bude
rovna editacnej vzdialenosti jazykov L; a Lo a ze lacnejsie slovo tam nebude.

Definicia 2.1.4 Nech Ly, Ly st lubovolné jazyky nad abecedou Y. Potom jazyk nad edi-
tacnou abecedou Yg definovany nasledovne:

L7t = {wlw € £ A hy(w) € Ly A ha(w) € Ly}

nazveme editacny jazyk jazykov Ly, Lo a oznacime ho Lf; Takeé slovo w € X, pre ktoré
plati hy(w) € Ly A heo(w) € Loy AV (w) = dg(Ly, La) nazveme editacné slovo jazykov Ly a
Ls.

Veta 2.1.5 Jazyk L(C) = Lf;

Doékaz. Najskor si indukciou dokdzeme nasledovné tvrdenie: Nech w € X%, |w| = n a nech
u = hy(w),v = ha(w). Potom

((QI;Q2)7U})) l_Z‘ ((p7 Q),é?) <~ (Qhu) |_’16 (pv 6) A (Q2>U) l_; (%5)

1. n = 0. Automat C je v pofiatoénom stave (qi,q2) a automat A; je v stave ¢,
automat A; = ¢ a Ay = ¢o. KedZe automaty A;, Ay, C' nemaju prechody na ¢, tak
na akceptovanie prazdnych slov nemozu byt v inych stavoch.

2. Nech indukény predpoklad plati pre n. Nech w € ¥* |w| =n+ 1. Nech s € Xp,w' €
Y w=w's anech u' = hy(w'),v" = hy(w'). Teraz dokdzeme jednotlivé ¢asti ekviva-
lencie:
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e .=": Nech (¢o,w) F& ((p,q),€). Potom ((¢c,w’) F& ((p,q),€) pre nejaké p €
Ki,q € Ks. Potom podla indukéného predpokladu (g1, u’) H5 (p/,€) A (go, V') 5
(¢, ). Mdzu nastat 3 pripady:

(a) u # u' Av # v Kedze ((0',q'), ) Fo ((p,q).¢) < (P, hu(s)) b1 (p,e) A
(¢, ha(s)) o (g,€) (definicia dc funkcie), tak aj (q1,u) Fj (p,e) A (g2, u) 5
(q-€).

(b) uw # ', Av =" Kedze ((¢',q), ) Fe ((p.q).€) < (', ha(s)) b1 (p,€) (opit
z definicie 0 funkcie), tak aj (q1,u) i (p, e) A (qa,u) F5 (q.€).

(©) =1 Ao £ v Kedie ((p.4).5) e (0.0).2) <> (¢, hals)) F1 (4.) (opit
z definicie 0¢ funkcie), tak aj (q1,u) i (p, £) A (qa,u) F5 (q.€).

e ,<": Nech (q1,u) Fi (p,e) A (g, v) F5 (g, ). Potom (g1, u') F§ (p',€) A (g, V') F
(¢',€). Podla indukéného predpokladu (go, w') F& (7, ¢'), ). Tu mdzu tiez na-
stat 3 pripady:

(a) u # w' Ao # v Ak (qr,u) BT (p,€) A (g2,v) 5 (g,€) tak aj (qu,u)
(P, e) N (g2,v") F5 (¢, €). Z indukéného predpokladu vyplyva, ze (qc, " *c
(7€), ). Kedze (¢, ha(s)) 1 (5, )N, hals)) b () tak aj (9, 5) Fe
((p, ) €) a teda (gc, w) Fe ((p,q), €)-

( ) 7é U ANV = U Ak (Q17 ) l_T (p7€) A (Q2av) |_; (Q7€) tak aj (QIvu/) l_T

u
P, €). Z indukéného predpokladu vyplyva, ze (¢o, w') & () q), €). Kedze
C

#',h ()) 1 (pe) takaj (¢, ), 8) o ((p,q), )ateda(m ) Fo (), ©)-

(c) u=u Av # v Ak (q,u) F] (p,€) A (g2,0) b5 (g, ) tak aj (qz,v') 3
q ,8) Z indukéného predpokladu vyplyva, ze (qc, NFEL((p,d), €). Kedze

(
(Q7h2( )) 2 ((L )takaJ (( b, q )75) (( D, q ) )ateda(q07 )FC ((p,Q),5>-

Teraz mozeme pristipit k samotnému dokazu. Inklizie dokdZeme oddelene.

e L(C)C Lf;: Nech w € L(C). Podla predchadzajtuceho tvrdenia hy(w) € Ly Ahe(w) €
Ly ateda w € Lf;

e L(C) D Lji: Nech w € L7!. Teda hy(w) € Ly Aho(w) € Ly a podla predchadzajtceho
tvrdenia w € L(C).

g

Nasledujtica veta je velmi délezita, lebo ju vyuzijeme aj neskor pri hladani vzdialenosti
regularneho jazyka od bezkontextového jazyka.

Veta 2.1.6 Nech Ly, Ly st lubovolné jazyky a Lf; je ich editacny jazyk. Nech w € Lf; a
Y € Lf; : U(w) < ¥(v). Potom ¥(w) = dg(Ly, Ls) = dr(hi(w), ha(w)).

Dékaz. Rovnost ¥(w) = dg(hy(w), ha(w)) vyplyva z definicie dp.

Zvysnu rovnost dokédzeme sporom. Nech u € Li,v € Lo st také slova, ktoré maju
editac¢né slovo w’ a U(w') < ¥U(w). Ale w' € Lf;, ¢o je v spore s predpokladom, ze VU (w) je
najlacnejsie slovo z Lf; 0
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Podla viet 2.1.5, 2.1.6, ndm stac¢i najst editac¢né slovo w € L(C) (t.j. najlacnejsie slovo
z L(C)). Potom ¥(w) bude hladanou vzdialenostou.

Teraz si tlohu preformulujeme. Na automat C' pozrieme ako na graf GG, kde stavy
st vrcholy a jednotlivé casti ¢ funkcie s hrany, pricom cena hrany je rovna cene pis-
mena, ktoré sa v danom kroku vypoctu vygeneruje. Cena najlacnejsieho slova z L(C') sa
rovné dlzke najkratsej cesty v grafe G. Na hladanie najlacnejSej cesty sa oby¢ajne pouziva
Dijsktrov[CLR90] algoritmus, ktory je vSak v tomto pripade zbytotné pouzit, ked si uve-
domime, Ze graf mé hrany s dlzkou 0 alebo 1. V takomto pripade staci pouzit upravené
prehladavanie do $irky s deque[Knu97| namiesto frontu. Vrcholy so vzdialenostou 0 budeme
vkladaf na zaciatok deque a zvys$né vrcholy budeme vkladat na koniec deque.

Graf G bude obsahovat multihrany a preto kvoli redukeii poc¢tu hrén si zapamiitdme
ku kazdej dvojici vrcholov iba tt najkratsiu. Dlzku najkratSej cesty to nezmend.

V nasledovnom pseudokdde algoritmu neuvadzame kod zostrojenia grafu. Vysvetlenie
identifikatorov: deque.push_front vlozi prvok na zaciatok deuqe, deque.pop_front vyberie
prvok zo zadiatku deque a deque.push_back vlozi prvok na koniec deque. G.edges(vertex) je
zoznam hran, ktoré vychadzaju z vrchola vertex. Ak e je hrana, tak e.where je vrchol, do
ktorého hrana smeruje. G.was/v/ je pravdivostna hodnota, ktora hovori o tom, ¢i vrchol v
bol navstiveny.

1) create_graph G.
2) deque.push_front((q_c,0))
3) while not deque.front.first in F_C do:

4) (vertex,distance)=deque.pop_front

5) G.was[verter]=true

6) for each e in G.edges(vertex) do:

7) if not G.was[e.where] then:

8) if e.length = 0 then:

9) deque.push_front ((e.where,distance))
10) else:

11) deque.push_back((e.where,distance+1))

12) return deque.front.first

V tejto Casti sa budeme zaoberat ¢asovou a pamétovou zlozitostou algoritmu. Najskor
potrebujeme zostrojit automat C'. Ten ma | K| x | Ks| stavov a |01] X |d2| 4 |01]]d2| pravidiel
v 0¢ funkcii. To znamena, ze graf G bude mat |K;| x |K3| vrcholov a najviac min(|d;| x
02| + |01]|02], | K1 || K2|?) hran. Vytvorenie automatu bude v ¢ase O(|K;| x |Ky| + |61] X
|02] +191|02]). Prehladédvanie ma linedrnu ¢asovi zlozitost od velkosti grafu a preto celkova
casova zlozitost algoritmu je O(|K7| x |K3| + [01] X |d2| + |01]]02])-

Pri pamitovej zlozitosti mame dva varianty. Rozdiel je v sposobe, ako si pamitame
graf G. Ak si pamétame hrany ako maticu susednosti vrcholov, tak pamitova zlozitost
bude O(|K;|* x |K,|?) (napriek tomu, ze dc modze byt ovela vicsia, staci si pri vytvarani
automatu C' pamiétat pre dvojicu stavov len najlacnejsi prechod medzi nimi).

Ak si budeme pamétat hrany v zozname hran pre kazdy vrchol, tak potom bude pa-
miétova zlozitost algoritmu O(|K7| % |Ka| + [01] X |d2| + [01]|02|). Tento variant sa hodi
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obzvlast ak dopredu vieme, Ze nas graf bude mat mélo hran, alebo napriklad vtedy, ak
mame na vstupe nie nedeterministické, ale deterministické automaty. Vtedy bude C' tiez
deterministicky automat a nebudeme musiet redukovat pocet hran.

Pamitovéa zlozitost sa da tiez redukovat pouzitim takzvanej ,,on the fly” implementécie
algoritmu, a teda zostrojovanim grafu pocas vypoc¢tu. Vtedy sa spracuja len tie hrany,
ktoré treba spracovat a teda nam to v niektorych pripadoch prinesie urychlenie algoritmu.
Najhorsi pripad nam to ale nezlepsi.

2.2 Vzdialenost regularneho a bezkontextového jazyka

V tejto casti prezentujeme vlastny algoritmus na vypocitanie vzdialenosti reguldrneho ja-
zyka od bezkontextového jazyka. Zakladna idea je rovnaka ako pri regularnych jazykoch,
ale samotny algoritmus je uz iny.

Zadanie mame nasledujtce: Nech L je regularny jazyk (dostaneme ho ako NKA

A:(K72767QO7F)

) a Ly je bezkontextovy jazyk (dany bezkontextovou gramatikou G = (Ng, X, Pg,0¢)).
Nasou tlohou je najst

dg(Li, Ly) = min{dg(u,v)|u € Ly Av € Ly}

Dokazeme, ze ku kazdej bezkontextovej gramatike existuje ekvivalentna gramatika v
tvare, ktory sa podoba na prisny Chomského normalny tvar. Jediny rozdiel je, ze Chom-
ského normélny tvar nedovoluje pravidla tvaru A — B, kde A, B s neterminély. Nam
takéto pravidla problémy robif nebudu a preto ich povolime, a nebudeme sa musiet za-
oberaf s ,,chain rules’. NavySe v ,naSom” tvare je mozné z pociatoéného neterminélu
vygenerovat €. Viac o Chomského normalnom tvare sa da najst v [JH79].

Veta 2.2.1 Pre kaZdi bezkontextovi gramatiku G = (N, T, P, o) existuje gramatika G' =
(N',T,P' o), ktord obsahuje pravidld z mnoziny N' — (N' x N'UN'UT) alebo pravidlo
o — ¢ a navyse L(G) = L(G").

Dokaz. Uvedieme len konstrukciu. Az na odstranovanie ,chain-rules” je nasa konstrukcia
rovnaka v [JH79)]

Najskor odstranime z G pravidla tvaru A — . Potom vypocitame mnozinu pravidiel
M = {n|n € N,n =* ¢}, ktort vieme najst nasledovnym postupom. Nech M, = {n|n €
N,n — e € N}. Nech M; = M;,_1U{n|n € N,n — u € Pu € M}, Je zrejmé, ze ak
M; = My tak M; = My, k > i a teda |[N| = Myj41 = M, lebo v M; nemoze byt viac
ako |N| neterminalov. Nova sada pravidiel sa bude volat P, a bude tvorena nasledovni
mnozinou:

{A—ujue (NUT)  u=uvovy - v, A— vgAy--- A € Pl >0,v; € (NUT)", A; € M}
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Ak ¢ € L(G) tak pridame do P; pravidlo o — ¢.

Teraz sme dostali ekvivalentnt sadu pravidiel, ktoré negeneruji . Teraz odstranime
z pravych stran terminaly nasledovne: Pre kazdy terminal ¢ € T, priddme neterminal
g. Zoberme si homomorfizmus h taky, ze h(n) = n,n € N a h(t) = ,t € T. Potom
N'"=NU{glte T}, P" ={e, — tlt e T} U{A — h(u)|A — u € P}, ¢&im sme dostali
gramatiku G” = (N",T, P", o), ktora je ekvivalentna z G.

Ostéva nam odstranit pravidla, ktoré maji na pravej strane viac ako 2 neterminély. To
spravime nasledovnou konstrukciou: P’ = Upepr P'(p) kde P'(p) = {p} akp = A — u, Ju| <
2 a ind¢ P'(p) = {A — BP. B} — BBy B — ByBy---B | — By_1Bilp = A —
BiBy---By,A,B;€ N" k> 2} a N'(p) = {B?, BP,--- \B” |p=A — BBy--- By, k >
2yaN'(p) =0akp=A — u,|u| < 2. Nova sada neterminalov bude N' = NU(U,e N'(p)).

Gramatika G' = (N', T, P',0) je v poZadovanom tvare a je ekvivalentna s G. [J

Pri hladani algoritmu na vypocitanie vzdialenosti reguldrneho jazyka od bezkontexto-
vého jazyka budeme postupovat v podstate rovnako, ako v predchadzajtcej ¢asti. Najskor
si zostrojime bezkontextovi gramatiku G g, ktora bude generovaf jazyk Lf; a potom v nej
najdeme najlacnejsie slovo. Pre zjednodusenie konstrukcie, budeme predpokladat, ze G je
v tvare podla lemy 2.2.1. Budeme tiez predpokladat, A tvare podla lemy 2.1.3 (v kazdom
kroku akceptuje préave jedno pismeno).

Myslienka konstrukcie je nasledovna. Neterminédly gramatiky G g bude tvorit mnoZina
K x Ng U{&} x K U{o}. Netermindl & pridame do gramatiky G tak, ze sa bude dat
vygenerovat z kazdého neterminalu a bude vedief vygenerovat fubovolne vela neterminédlov
&.. Tak, ako pri hladani edita¢nej vzdialenosti regularnych jazykov, tak neterminal &, bude
fungovat rovnako ako nevykonanie kroku nejakého automatu, a teda bude na spodnom
poschodi vysledného slova generovat e. Pravidla v gramatike G budt zodpovedat pra-
vidlam v gramatike (G, ¢o zaruci, ze na spodnom poschodi vysledného slova bude slovo z
Lo. Navyse, v kazdej vetnej forme budi dva susedné neterminaly na seba nadvézovat (ak
st to netermindly (p, A,q) a (r, B,s), tak ¢ = r) a prvy netermindl je tvaru (g, 4,q) a
posledny netermindl je tvaru (p, 4, qr), ¢r € F'. Nadvizovanie neterminalov a tvar prvého
a posledného neterminalu zaruci, ze na hornom poschodi bude slovo z L. Prepisovanie
neterminalov na terminaly bude zodpovedat akceptovaniu automatom A; a generovaniu
gramatikou G. Neterminél (p, 4, q) sa prepiSe na (}) ak A — b € P; a g € §(p, a). Neter-
mindl (p, A, p) sa prepise na (2) ak A — b € Py a neterminal (p, ., ¢) sa prepise na (Z) ak
q € 0(p,a). Formalne G vyzera nasledovne:

GE:(N7T7P>U)7

kde
N=KxNgU{{} x KU{c}

T=%g
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P = {(pAq) — (p,B,r)(r,C,q)[(A— BC€P;VA=B=C=¢,)Aa,qr €K}
U{(p,A,q) = (p,B,q)lpe K NA— B € Pg}
U{(p,A q) = (0, AP, ¢ d)lp,g € KNA€ Ng}

U{(p, A, q) = (0, &0, A, q)lp.g € K NA € Ng}

(p, A, q) —

u{ (Z)|q€5(p,a)/\A—>b€PG}

™

U{(p, A,p) — (

U{(p,&.q) — ( )Iq € d(p,a)}
U{U - (QO70G7 )’f € F}

Ak € € Lo, tak navyse P obsahuje aj pravidlo o — ¢.
Pred dékazom toho, ze gramatika G generuje Lf; si dokazeme nasledujicu lemu.

)|p€K,A—>CL€P0}

ISEIRS

Lema 2.2.2 Nechs € N*,0 =% s,|s| = n. Potom s; = (qo, A,p) as, = (p,A,q7),A € Ng
a‘v’i,l S 1< n: S = (p7AJQ) /\Si—i-l - ((LBJT)aAvB € NG;pa(Lr € K.

Dokaz. Nech m je pocdet krokov odvodenia. Dokaz urobime indukciou vzhladom na m.

1. m = 1 Jediné pravidla, ktoré sa daja pouzit su tvaru ¢ — (qo, 06, f)|f € F a teda
vetna forma ostane v pozadovanom tvare.

2. Nech tvrdenie plati pre m. Nech o =™ ¢ |s'| = n' a & = s Podla indukéného
predpokladu, s} = (g, A,p) a s, = (p, A, qf) aVi,1<i<n =, A q) NS =
(¢, B,r). Nech s, je ten netermlnal ktory sa prepise v odvodem vetnej formy s.
st = (p,A,q) pre nejaké p,q, A. Jediné pripustné? pravidld sa tvaru (p, A,q) —

(p, B,7)(r,C,q) alebo (p,A,q) — (p,B,q) a teda s bude spliiaf vietky podmienky

tejto lemy.
O
Veta 2.2.3 L(Gg) = L}
Dokaz. Dokaz sa sklada z dokazov mensich tvrdeni.

(a) Nech w € L(Gg), |w| = n. Potom hy(w) € Ly: Nech S je takd vetna forma z odvodenia
slova w, ktora obsahuje iba netermindly a pri kazdom dalSom kroku odvodenia slova
w sa pouzije pravidlo tvaru A — ¢, A € N,t € T. Pre s platia podmienky z lemy 2.2.2.
Teraz z kazdého neterminalu s; odvodime terminal w; a dostaneme slovo w. Tvrdime,
ze hi(w) € Ly. Odvodenie sa da zostrojif induktivne:

1. m = 0. Odvodenie zac¢ina v stave qp.

2Kedze, 7e chceme dostat len neterminaly.
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2. m. Spracovali sme prvych m pismen a teda sme v stave g,,. Nech s,, = (p, A, ¢m)
anech a € £,b € SU{e}, ¢, qmi1 € K,A € Ng. Ak (¢, A, gms1) — (5), tak
Gm+1 = 0(qm,a). Ak (¢m, A, Gmi1) — (Z), tak ¢n = ¢ma1. Inymi slovami, ak sme
vyrobili e, tak sa nekonal Zziadny krok odvodenia a ked sme vyrobili pismeno, tak
sme vedeli spravit krok odvodenia.

Po skonceni procesu skonéi vypocet v akceptacnom stave a teda hi(w) € Ly.

(b) Nech w € L(Gg). Potom he(w) € Ls: Zoberme strom odvodenia slova w. Pozrime sa
na netermindl &.. Z neho na spodnom poschodi vygenerujeme len €. To znamena, ze zo
stromu odvodenia moézeme vymazat vetvy, ktoré maju ako koren £.. Nech nam ostal
strom S. Zoberme si Iubovolny vrchol v (okrem koretia). Z tohto stromu vyrobime
strom odvodenia slova he(w). Z vetiev tvaru (p, A,q) — (p, B,r)(r,C,q) vyrobime
vetvy tvaru A — BC a z vetvy tvaru (p, A, q) — (p, B, q) vyrobim vetvu tvaru A — B
(z konstrukcie G'g je jasné, ze v gramatike E také pravidla existuju. Ostédvaji nadm
odvodenia listov. Tie st v8ak tvaru (p, A,q) — (Z) a tie nahradime A — b, ktoré
zase existuje. Takto sme zostrojili strom odvodenia slova hy(w) s gramatikou G a teda

hg(U)) € LQ.

(c) Nech w € Lf; Tato cast dokazu je prili§ technickd a preto uvediem iba mySlienku
dokazu. Najdeme strom odvodenia slova ho(w) v gramatike G. Priddme odvodenia
prazdnych slov pomocou neterminalu &, tak, aby odvodené slovo sedelo na spodné
poschodie slova w. Potom neterminaly, z ktorych sa vygenerovali terminaly, prerobime
na netermindly z Gp tak, aby sledovali akceptovanie slova na hornom poschodi w.
Ostatné neterminaly v strome uZ vieme jednoznacne prerobif na neterminaly s Gp.
Nakoniec priddme odvodenie zo o.

Z tvrdeni (a), (b) vyplyva, ze L(G) C Lf; Tvrdenie (¢) dokazuje opa¢nt inkliziu. [

Teraz nam uz iba ostava najst najlacnejsie slovo z L(Gg). Nech C(k) je cena najlacnej-
sieho slova odvoditelného z neterminédlu k. Ak k je termindl, tak C'(k) je cena terminélu,
teda C(k) = ¥(k). Nech s € (NUT)* |s| = n. Potom C(s) = X' ,C(s;). Plati, ze
C(k) = min{C(s)|k — s € P}. Tato rovnost vSak nie je tplne vhodné pouzif priamo na
vytvorenie algoritmu, lebo by mal prili§ velki ¢asov zlozitost. Algoritmus bude podobny
Dijkstrovmu|CLR90| algoritmu na hladanie najkratsej cesty v grafe. Najskor vypocitame
C(k) pre terminaly. Potom v kazdom kroku najdem také pravidlo k& — s, Ze na k je
nespracovany neterminél, s obsahuje len terminély a spracované netermindly a C(s) je
najmensia mozna. Vtedy uréime C(k) = C(s). Toto budeme postupne opakovat, az kym
sa nedostaneme k neterminalu . Vtedy sme nasli C(0) = dg(L1, Lo).

Argument preco je algoritmus spravny je podobny ako v dokaze Dijkstrovho algoritmu
[CLR90]: Nech C(k) je mensie, ako sa ndm podarilo vypocitat (nech sa nam podarila
vypocitat cena M > C(k))a nech v najlacnejsom slove odvoditelnom z neterminéalu & bolo
pouzité pravidlo £ — s. Kazdy prvok s ma mensiu cenu ako C'(k) a preto bol spracovany
skor ako k a teda M < C(k), ¢o je v spore s tym, ze M > C'(k).
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Predchadzaji postup nam sice dal spravny algoritmus, ale vieme vyuzit Struktiru gra-
matiky G a dosiahnut lepsiu ¢asovu zlozitost. Problém je v hladani spravneho pravidla,
pozeranie vSetkych pravidiel je ,drahé”. Kedze G je v tvare podla lemy 2.2.1, tak kazdé
pravidlo, ktoré ma na pravej strane neterminaly je tvaru A — BC' alebo A — B. Spraco-
vanie druhého typu pravidiel je priamociare na rozdiel od pravidiel tvaru A — BC'" Pre
kazd(i dvojicu netermindlov z Ng si budeme pamitat aké neterminaly z Ng dani dvojicu
generuju (a rozsirime to aj to netermindl & ). NavySe si pre kazdy netermindl B € Ng a
stav ¢ € K budeme pamitaf, ktoré netermindly tvaru (p, B, q) a (¢, B, p) sme uz spraco-
vali. Z tohto vieme potom efektivne (v linedrnom ¢ase) vygenerovat tie netermindly, ktoré
sa stali ,dosiahnutelné?”. Dosiahnutelné neterminaly budeme drzat v prioritnom fronte,
aby sme vedeli rychlo vybraf nespracovany dosiahnuteny netermindl s minimalnou cenou.

Teraz sa pozrieme na ¢asovu zlozitost algoritmu. V najhorsom pripade kazdy neterminal
raz vyberieme z prioritnej fronty a pri kazdom pravidle zmenime hodnotu neterminalu vo
fronte a preto ¢asova zlozitost algoritmu je O((|N| + |P|)log(|/V])). Vzhladom na to, Ze
|IN| = |K]*|N¢| + 1 a |P| = O(|K|*|Pg|), tak pamitova zlozitost celého algoritmu je
O((JK|?|N¢|+|K|?*|Pg|) log(| K |(|Ne)+|Pg|)). Ak si nebudeme pamétaft vietky pravidla, ale
dopoditavat siich podla potreby, tak algoritmus bude mat pamétovi zlozitost O(| K|?| Ng|+
|Nel?)

V [Kul06] sa nachédza algoritmus na vypocitanie vzdialenosti slova od bezkontextového
jazyka. M4 prirodzene lepsiu ¢asovii zlozitost a preto je vhodnejsi v pripade, Ze mame jedno
slovo, alebo kone¢ny? jazyk namiesto regularneho jazyka.

3Prvky na pravej strane st uz spracované,
4Je jednoduché rozsirit techniky dynamického programovania na orientované acyklické grafy.



Kapitola 3

Prekladacova vzdialenost

V praktickych aplikaciach, ako napriklad kontrola pravopisu pri pisani v textovom editore
sa moze stat, Ze niektoré transformécie su viac pravdepodobné, ako iné, a preto pouzitie
obycajnej editacnej vzdialenosti nedosahuje optiméalne vysledky. Vtedy je lepsie si ohod-
notit niektoré transformécie ind¢. Obcas sa ale stane, Ze dvom susednym pismenam iba
vymenime poradie a tu ndm uz ani takto upravend editacné vzdialenosf nepomoze. Ak
chceme pracovat s Hammingovou[AB02] vzdialenostou, musime niektoré transformacie za-
kézat. Jednou s moznosti by bolo robit zvlast algoritmus pre kazdy novy typ vzdialenosti,
ale rozumnejsie je si vSetky takéto vzdialenosti popisat a pouzit v8eobecny algoritmus.

V [Moh03] sa nachadza zovSeobecnenie editacnej vzdialenosti pomocou ohodnoteného
a-prekladaca. V celej tejto kapitole sa budeme venovat tejto vzdialenosti. Najskor uve-
dieme zakladné definicie a algoritmus na vypocitanie prekladacovej vzdialenosti dvoch
slov, potom prezentujeme algoritmus na vypocitanie vzdialenosti dvoch regularnych jazy-
kov z [Moh03], pri¢om rozoberieme niekolko variantov ohodnotenia a-prekladaca. Nakoniec
uvedieme vlastny algoritmus na vypocitanie vzdialenosti reguldrneho jazyka od bezkontex-
tového jazyka.

Definicia 3.0.4 Nech T = (K,%1,%, H,qo, F) je a-preklada¢ a C : H* — R U {o0} je
hodnotiaca funkcia, pricom plati: C(uv) = C(u) + C(v). Nech pry,pra, prs, pry si homo-
morfizmy definované nasledovne: pr;((ai, as,asz,aq)) = a;, 1 <i < 4.

Potom cenu prekladu slova u na slovo v definujeme ako funkciu Cp(u,v), pricom platia
nasledovné vztahy:

1. Ak v € T(u), tak
Cr(u,v) = min{C(w)|(w € H*) A (pre(w) = u) A (pr3(w) = v) A (pri(wy) = o)A
(pra(wyw)) € F) A (Vi, 1 <i < |w| : pra(w;) = pri(wis1))}

2. Ak v ¢ T(u), tak
Cr(u,v) = o0

Hovorime, Ze Cr je hodnotiaca funkcia prekladov a-prekladaca T a hodnotiacej funkcie C'.

18
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Definicia 3.0.5 [Moh03] Nech T je a-prekladac s hodnotiacou funkciou C' a nech u,w si
slova nad abecedou .. Potom prekladacova vzdialenost slov u a v je dr(u,v) = Cr(u,v).

Takto definovand vzdialenost v skutoc¢nosti nie je vzdialenost. Nie je tazké vymysliet
stroj, ktory nebude spliiaf trojuholnikovii nerovnost: Nech ¥ = {a,b,c}, a dr(a,b) =
0,dr(b,c) = 0),dr(a,c) = 47. Taky stroj T ktory toto spliia je na obrazku 3.1. Ten zodpo-
vedé a-prekladacu s nasledovnou mnozinou H = {(qo,a, ¢, qo), (qo,a,b,q0), (g0,b,¢,q0)} a
hodnotiacou funkciou C'((qo, a, ¢, q0)) = 47, C'((qo,a, b, q0)) = 0, C((qo, b, ¢, q0)) = 0.

(a,b)/0

(b,¢)/0

Obr. 3.1: Priklad a-prekladaca, ktorého vzdialenost nesplita trojuholnikovti nerovnost.

Samozrejme, daju sa zostrojit a-prekladace a ohodnotenia také, Ze dr bude dobre de-
finovana vzdialenost. Editacné vzdialenost je v skuto¢nosti iba $pecidlnym pripadom pre-
kladacovej vzdialenosti. Staci pouzit nasledovny a-prekladac¢ z obrazku 3.2. Na obrazku
a,b € ¥ aa#b. Vyraz (a,b)/x znamena, Ze a-prekladac¢ nacita a, vypiSe b a této operacia
ho stoji z.

Obr. 3.2: Automat pre editacnt vzdialenost a automat pre Hammingovu vzdialenost

Na obrazku 3.2 je taktiez automat, ktory predstavuje Hammingovu vzdialenost. Ham-
mingova vzdialenost je definovand ako pocet miest, kde sa slova lisia. Preto prirodzene nie
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je definovana na slovich roznej dizky. Dalsie prvky, ktoré sa daji zakomponovat do prekla-
dacovej vzdialenosti st napriklad vymeny susednych pismen, zistovanie, ¢i slovo obsahuje
nejaké iné slovo ako podslovo a podobne. Tiez sa da spravit automat, ktory skontroluje,
¢i slova nemaju len zamenené pismena alebo skupiny pismen. Ako vidime, prekladacova
vzdialenost zastupuje Siroku triedu vzdialenosti definovanych na jazykoch.

Pre zjednodusenie dalsich konstrukcii si dokdzeme nasledovnu lemu:

Lema 3.0.6 Ku kaZdému a-prekladacu T = (K, %1, %, H, qo, F') ezistuje ekvivalentny a-
prekladac taky, Ze H C K X X1 X Yo Xx KUK x ¥ x {e} x KUK x{e} x ¥y x K.

Doékaz. Stadci si uvedomit, Ze konstrukciu uz mame napisant v Leme 2.1.3. Je potrebné si
vSimnit, Ze na a-prekladac sa da pozrief ako na nedeterministicky konecny automat nad
abecedou X U C)’ kde (i) budeme povazovat za . [J

Odteraz budeme predpokladaft, Ze kazdy a-preklada¢ s ktorym pracujeme bude tvare,
o ktorom hovori predchadzajtuca lema.

3.1 Vzdialenost dvoch slov

V tejto Casti sa budeme venovaft algoritmu na vypocitanie prekladacovej vzdialenosti dvoch
slov. Nech T' = (K, 31,35, H,qo, F), K = {qo0, q1, - - - , |x|-1}. Budeme postupovat podobne
ako pri edita¢nej vzdialenosti, teda dynamickym programovanim. Postupne budeme pocitat
funkciu D(i, j, k), ktora hovori aky existuje najlacnejsi preklad slova [u]; na [v]; taky, ze
a-prekladac skonéi v stave g (je ndm jedno, ¢i k-ty stav je akceptacny, alebo nie). Kedze
a-prekladac¢ v kazdom kroku nacita, alebo vypiSe jedno pismeno, dé sa D(i, j, k) vypocitat
zD(Gi—1,7—1,m),D(i—1,7,m),D(i,j —1,m),m € K hladanim minima.

Lema 3.1.1
(a) D(0,0,0) =0
(b) D(0,0,k) =00,k >0
(¢) D(i,j, k) =
min{C(t)+ D(¢, ', k')t € K,t = (pw,a,b,pr),a,b € SU{e}, [u]; = [u]ya, [v]; = [v];b}
Dokaz.
(a,b) Z lemy 3.0.6 vyplyva, Ze prazdne slovo prelozime na prazdne slovo iba tak, Ze nepouzi-

jeme ziadne pravidlo. Preto ak 7" ni¢ nenacital, ani nevypisal, tak nemoze byt v inom,
ako pociatocnom stave.
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(c) Nech m = min{C(t) + D(7,j', k)|t € K,t = (pw,a,b,pr),a,b € XU {e},[u]; =
[u]ya, [v]; = [v]yb}. To, ze D(i,j,k) je asponn m vyplyva z toho, ze D(i,j, k) sle-
duje nejaky preklad slov u a v. To, Ze sleduje minimalny sa da ukézat sporom. Nech
D(i,j, k) je mensie. Nech ¢ = (k',a,b, k) je to pravidlo a-prekladaca, ktoré bolo pou-
zité ako posledné pri danom preklade. Nech [u]; = [u]ia a [v]; = [v];b. Potom plati, ze
D(i,j,k) = D(,j', k') + C(t), ¢im sme sa dostali do sporu.

g

Poznamka: Ind moznost, ako dokazat tvrdenie 3.1.1, je pozriet sa na trojice (i, j, k) ako
na vrcholy grafu a orientované a ohodnotené hrany budu tvorif prechody a-prekladaca.
Stac¢i potom ukéazat, ze graf neobsahuje cyklus.

Algoritmus na vypocitanie prekladacovej vzdialenosti bude jednoduchy a podobny ako
pri pocitani editacnej vzdialenosti. Vysvetlenie identifikatorov: pravidla_tvaru(k,a,b,*) je
zoznam vsetkych pravidiel a-prekladaca T, ktoré vedu zo stavu k, nacitaji a a vypisu b .
Pravidla reprezentujeme ako pole so Styrmi prvkami (prvy index je 1).

1) D(0,0,0)=0;
2) for i=1 to |K|-1 do:

3) D(0,0,i)=infty

4) for i=0 to |v| do:

5) for j=0 to |ul do:

6) for k=0 to |K|-1 do:

7) for 1 in pravidla_tvaru(k,ul[i],v[j],*) do:

8) D(i+1,3+1,1[41)=min(D(i,j,k)+Psi(1),D(i+1,3+1,1[4]))
9) for 1 in pravidla_tvaru(k,uli],epsilon,*) do:

10) D(i+1,j,1[4])=min(D(i,j,k)+Psi(1),D(i+1,j,1[4]))

11) for 1 in pravidla_tvaru(k,epsilon,v[j],*) do:

12) D(i,j+1,1[4])=min(D(i,j,k)+Psi(1),D(i,j+1,1[4]))

Algoritmus mé ¢asovu zlozitost O(|ul|v|(|K|+|H|)). Pamétova zlozitost je O(|ul|v|| K|+
|H|). V praktickych aplikdciach budt dizky vstupnych slov ovela vicsie ako velkost a-
prekladaca, a preto v takych pripadoch moézeme velkost a-prekladaca zanedbat. Paméfova
narocnost algoritmu sa da este vylepsit a to na O(| K| min{|u|, |v|} +|H|) ak si uvedomime,
7e si nepotrebujeme pamitat celt tabulku D, ale iba ,riadok” alebo ,stlpec” (podobne ako
pri editacnej vzdialenosti).

3.2 Vzdialenost dvoch regularnych jazykov

V tejto casti sa budeme zaoberat algoritmom na vypocitanie prekladacovej vzdialenosti
dvoch regularnych jazykov. Pévodne sa tento algoritmus vyskytol v [Moh03].

Budeme predpokladat, Ze obidva jazyky st nad rovnakou abecedou. Nie je to nutné,
ale ulah¢i to vyjadrovanie.
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Definicia 3.2.1 Nech Ly, Ly C ¥* o T je a-prekladac s ohodnotenim C. Potom dp(Ly, Ls) =
min{dy(u,v)|u € Ly Av € Lo}. dr(Ly, Ly) budeme volat prekladacovou vzdialenostou jazy-
kov Ly a Lo

Teraz mame nasledujticu tlohu: Nech L, Ly st regularne automaty a
Ay = (K1,%,01,q1, F1), Ay = (K2, 3,02, qo, F), pricom plati L(A;) = Ly a L(As) = L.
Navyse nech T' = (K7, %, %, H, qo, F') je a-preklada¢ s hodnotiacou funkciou C'. Hladdame
dr(Lq, Ls).

Budeme predpokladat, ze Ay, Ay st v tvare podla lemy 2.1.3 a T je v tvare podla lemy
3.0.6.

Zavedieme nové oznacenie a to prekladacovi. abecedu. Bude plnit rovnaka funkciu ako
edita¢na abeceda.

Oznacenie 3.2.2 Nech ¥ je abeceda a T je a-prekladac¢ s mnoZinou stavov K. Potom
a €

mnoZinu Xy = {| b la,b € XU {e},p,q € Kr} —{[| ¢ lp,q € Kr} budeme

p,q p,q
nazyvat prekladadovou abecedou nad abecedou X a prekladacom T.

V skutocnosti je to iba iny zapis pravidiel a-prekladaca, ale jednoduchsie v nom vidno
paralelu s edita¢nou vzdialenostou®.
Tak, ako v minulej kapitole, aj teraz si definujeme nasledovné homomorfizmy:

Definicia 3.2.3 hy, ho, hs, hy si homomorfizmy definované nasledovne:

a a a a
ha(l b |)=ahe(| b |)=bhs(| b |)=pha(| b |)=24q
P,q P,q P,q P,q

a,be X U{e},p,q € Kr
A taktiez si definujeme hodnotiacu funkciu prekladacovej abecedy.
Definicia 3.2.4

a
Ue(@)=0,Vc=| b | =C(pabq) Ve(w) =" Uc(w),we =
p.q

Ue(w) budeme nazyvat cena slova w.

Tak ako sme si v prechadzajicej kapitole definovali editacny jazyk, tak si tak isto
definujeme prekladacovy jazyk.

Definicia 3.2.5 Nech Li,Ly C ¥* a T = (K¢, %, %, Hr,qr, Fr). Nech w € ¥%. Potom
w e Tf; prave vtedy, ak spliia nasledovné podmienky:

LA hlavne je to ¢itatelnejsie.
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1. hi(w) € Ly, ho(w) € Ly

2. V1 <@ <|wl|: (hs(w;), hi(w;), ho(w;), ha(w;)) € Hp,
3. V1 <i < |wlhy(w;) = ha(wii1)

4. ha(w1) = qr, ha(wyp)) € Fr

Jazyk Tf; budeme nazyvat prekladacovy jazyk jazykov L1, Ly a a-prekladaca T. Slovd,
ktore patria do Tf; budeme nazyvat prekladacové slova jazykov Ly, Lo a prekladaca T .

Vsimnime si, ze w € Tf; nam jednoznacne popisuje nejaky preklad slova hi(w) na ho(w).
Je to v skutocnosti iba postupnost prvkov mnoziny H a-prekladaca 1" v poradi, v akom sa
pouziju pri vypocte.

Dokazeme, ze cena najlacnejsieho slova prekladacového jazyka je rovna vzdialenosti
jazykov Lq a Lo. Na to si ale potrebujeme najskor dokézat nasledovni lemu.

v

Lema 3.2.6 Nech u € Ly av € Ly av € T(u). Potom existuje také slovo w € ij;, Ze
hi(w) = u A ha(w) = v A ¥e(w) = d(u,v) a zdroveri w bude prekladacové slovo.

Dokaz. Nech {p;}¥_, je t4 najlacnejsia postupnost stavov a-prekladaca T pri preklade

slova u na v. Nech {a;}*=! st tie prvky zo ¥ U {e}, ktoré sa ¢itali v i-tom kroku prekladu

T a {b;}*=} st tie prvky, ktoré sa zapisovali. Nech

a1 a2 ap—1
w = by by e br—1
P1,P2 P2,P3 Pk—1, Pk

Je zrejmé, Ze w spliia vietky podmienky na to, aby bolo prekladacové slovo. O

Veta 3.2.7 Nech Ly, Lo st lubovolné jazyky nad abecedou X3 a nech T je a-prekladac a Tf;
je k nim prislichajici prekladacovy jazyk. Nech w € szl a Vv € Tf; cVeo(w) < Ye(v).
Potom Vo (w) = dr(Ly, Le) = dp(hy(w), he(w)).

Dokaz. Kazdé slovo z jazyka Tf; zodpoveda nejakému korektnému? prekladu a-prekladaca
T a preto nutne Ve (w) < dr(Lq, Ls).

Nech existuju v’ € Ly,v" € Lo také, ze dr(Ly, Ly) = dp(u',v") < ¥e(w). Potom ale
podla lemy 3.2.6 existuje také prekladacové slovo w’, ze hy(w') = v/ Ahg(w') = VAV (w') =
dr(u',v"), ¢o je spor s tym, ze w je najlacnejsie slovo a teda ¥eo(w) = dp(Ly, La) =
dr(hi(w), ha(w)). O

2Priamo z definicie.
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Budeme pokradovat zostrojenim automatu, ktory bude generovat jazyk TAA;. Automat
ma mnozinu stavov K; X Kr X Ky a funguje podobne, ako automat z predchadzajicej
kapitoly, iba je rozsireny o stavy a-prekladaca. Ak a-preklada¢ nacita aj vypiSe pismeno,
tak sa ,,posunieme” vo vSetkych troch zlozkach stavu (vykondme krok vypoctu v Ay, T aj
Ay). Ak a-prekladac¢ iba nacita pismeno, tak sa ,neposunieme” v poslednej zlozke stavu
(¢o zodpoveda tomu, Ze automat A, stoji). Ak a-prekladac iba vypiSe pismeno, tak stoji
automat A;. Forméalne vyzera konstrukcia nasledovne:

B = (Ky x Kr X Ko, %7,0,(q1,q,q2), F1 X Fr, xFy), kde

(p.q,r)€d((.d.r"), | b |) & (¢ a.b,q) € Hr Ap=25(,a) Ar=d(r',b)

(p.q,r) € (¢ r), | € |) & (d,a,e,9) € HrAp=25(p,a)

(p,q,7) € 6((p, ¢, 7", b ) & (d,e,b,q) € Hr Ar = 5(1",b)

kde a,b e X,p,p' € Ki,q,¢ € Kr,r,v" € K.
Veta 3.2.8 L(B) = T}!

Doékaz. Nech w € 3%, |w| = n, hi(w) = u, ho(w) = v. Indukciou vzhladom na n dokazeme
nasledovné tvrdenie:

((Q1’Qt7Q2)7w) l_*B ((p,q,r),a) And (Q17u) l_jzh (p7 6) A (Q27U) "22 (7’, 6) A (Qt7u’€) l_i:l“ (q>57u)

1. n = 0. Kedze A, Ay, T, B neobsahuju epsilonové prechody (pri 7' je to prechod
¢itajuci aj zapisujuci €) a jedind moznost, ako mat prazdne slovo w je neurobit
ziadny krok.

2. Indukény predpoklad plati pre n. Nech |w| = n + 1,w" = [w]jy-1 & g = Wy, v =
hi(w),v" = ha(w), @ = ujy|, b = v},|. Podla indukéného predpokladu plati:

((q1, G, q2),w') F (P, 6, 77), €)
=
(q17 ul) l_zl (p/7 8) A (Q27 UI) *A2 (rla 8) A (qt7 ’U,/, 8) |_’>;’ (q/7 g, Ul)

7 konstrukcie automatu B vyplyva:
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a a
¢ g = b |: (pgr) € o((p,d,7"), | b |) e (¢,a,bq) € Hr Ap =
q.q q.q
n(p,a) ANr=2d(r',b)
a
©g = e | (pgr) € 8(,dsr), | ¢ |)® (d,a6,9) € Hr Np =
q.q q,q
51(plaa)
19 19
©g = b |: (pgr) € 6(pd,7), | b |) e (d,ebq) € Hr A7 =
q.q q.q
(52(7",b)

A teda ((Q1aQt7Q2)>w) |_*B ((pa%r)?g) And (q17u> j(41 (p75) A (Q2av) l_:k42 (Ta 5) N
(qtauv‘g) F} (Q757U)

Teraz pristupime k samotnému dokazu vety:

e [(B)C Tf;: Nech w € L(B). Podla predchadzajiceho tvrdenia hi(w) € LiAhy(w) €
Ly A ho(w) € T'(hi(w)). A teda w € Tf;.

e L(B) D Tf;: Nech w € Tf;. Potom hi(w) € Ly, ho(w) € Ly a ho(w) € T'(hi(w)).
Pouzitim predchadzajiceho tvrdenia dostaneme w € L(B).

g

Ideme sa venovat hladaniu najlacnejSiecho vypoctu. Postupovat budeme podobne, ako
v predchadzajucej kapitole. Predstavime si nas a-preklada¢ ako graf. Stavy buda vrcholy
a prechody budi ohodnotené hrany. V takomto grafe ndm staci najst najkratsiu cestu z
pociatocného stavu do nejakého akceptacného stavu. Tu sa nam vsSak cesty rozdelia. Ak
ohodnotenia prechodov a-prekladaca st rovnaké (ale kladné), postac¢i ndm pouzit prehla-
davanie do Sirky a mame algoritmus s linedrnou casovou zlozitostou od velkosti grafu.
Ak je ohodnotenie a-prekladaca bud nula, alebo nejakd kladnd konstanta, tak je mozné
pouzit rovnaky algoritmus ako v predchédzajicej kapitole. Ak st ohodnotenia vrcholov
kladné, pouzijeme Dijkstrov|CLR90| algoritmus a v opa¢nom pripade pouZzijeme Bellman-
Fordov[CLR90] algoritmus.

Graf mé |K,||Ky||Kr| vrcholov a hran je O(|61]|Hr||02]). Preto ¢asové a pamifové
zloZitosti algoritmov budi nasledovné: Pri odhade pamiitovej zloZitosti predpokladame, Ze
si nepamitame cely graf, ale hrany si vieme v konstantnom ¢ase vypocitat (konstrukcia
automatu B to umoziuje).

V pripade, ze mame k dispozicii iba konecné jazyky, tak vieme zostrojit algoritmus s
linedrnou casovou zlozitostou pre lubovolné ohodnotenie. Treba si uvedomit, ze automat
pre kone¢ny jazyk tvori acyklicky orientovany graf’. Z toho vyplyva, ze automat B je tiez

3 Ak obsahuje cyklus, tak do cyklu sa neda dostaf z pociatoéného stavu, alebo sa z cyklu neda dostat
do akceptacného stavu a také cykly jednoducho z grafu odstranime.
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Tabulka 3.1: Casova zlozitost algoritmu

Algoritmus | Casova zlozitost Pamiitova zlozitost

Prehl. do sirky | O(| K[| K| K| + 0| Hr||d2]) | O( KL || Ks|[Kp| + [Hr| +161] 4 |02])
Dijkstra O((| K| K| Kr|)?) O(4 || K| | Kr| + [Hr| +[01] + [02])
Bellman-Ford | O(| K1 || K| Kr||01]|Hr||d2]) | O( K| K| K| + |Hr| 4 |61] + [02])

acyklicky orientovany graf (kazdd hrana zodpovedd odvodeniu bud v oboch automatoch
Aj, Aq, alebo aspori v jednom z nich, pri¢om nezalezi, ¢i T obsahuje cyklus alebo nie). Najst
najkratsiu cestu v takom automate je uz jednoduché. Staci si vrcholy grafu topologicky
usporiadat a potom s pouzitim dynamického programovania vypocitat najkratsiu cestu.
Casova zlozitost takéhoto algoritmu je linedrna od velkosti automatu B5.

3.3 Vzdialenost reguldrneho od bezkontextového ja-
zyka

V tejto casti uvedieme vlastny algoritmus na vypocitanie vzdialenosti regularneho jazyka
od bezkontextového jazyka. Algoritmus na vypocitanie editacnej vzdialenosti regularneho
jazyka od bezkontextového jazyka je Specidlnym pripadom tohto algoritmu.

Nech L je regularny jazyk, Ly je bezkontextovy jazyk a T' je a-prekladac¢ s hodnotiacou
funkciou C'. Nasou tlohou je najst dr(Lq, Ls).

Nech G = (Ng, 3, P, 0¢) je bezkontextova gramatika L(G) = Loa A = (K4, %,0,qa, Fa)
je NKA L(A) = L. Nech T' = (Kr, %, %, H, g7, Fr). Budeme predpokladat, ze G je v tvare
podla lemy 2.2.1, A je v tvare podla lemy 2.1.3 a T' v tvare podla lemy 3.0.6.

Teraz zostrojime bezkontextovil gramatiku G taki, ktora bude generovat jazyk Tf;.
Princip konstrukcie je podobny ako v predchadzajicej kapitole. V tomto pripade okrem
stavu automatu je potrebné si v neterminali pamiitat aj stav a-prekladaca. Forméalne kon-
strukcia vyzera nasledovne:

Nech Gt = (N, X7, P, o), kde
N:KAXKTX (N(;U{fg}) XKTXKAUO'
(p,q, A,r,8) — (p,q, B,m,n)(n,m,C,r,s) e P< A— BC e PaVA=B=C=¢
(p7Q’A7T7 S) - (p7Q7A7m’n)(n’m7§€7r7 S) E P

(pa%Aar;S) - (p7q7£€7m7n>(n7m7147r75) S
(pacIaA?TvS) - (pa(LB,T;S)EP@A—)BGPG
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a
(p,q,A,r,s) — b eP<(q,a,b,r)e HNA—bE P As€dp,a)
q,T
a
(p7Q7§€7T7S) - € GP@(Q,G,ﬁ,T)EHASG(S(p,a)
q,T
€
(p,q,A,mp) — b | €ePe(qebr)e HNA—bE Pg
q,T

kde p,s € Ka,q,r € K7, A,B,C € Ng U{&.},a,b e 3.

og — c€EPscel,
oqg — (QA7(]T70ap7Q)GP@PEFT/\QEFA}

Na to, aby sme si mohli pohodlne dokézaf, ze gramatika G generuje TZ‘;, potrebujeme
dokézat nasledujice lemy.

Lema 3.3.1 Nech s € N*. Ak 0 =¢, s, tak platia nasledovné podmienky:
1. s1=(qa,qr, A p.q)
2. s = (0.4, A, qryf, qay)
3. VL <i<|s|:si=(p,q,A,r,s)Asi1=(s,m,B,¢,p).

kde qay € Fa,qry € Fr,A,B € Ng,p,p',s € Ka,q,¢',7 € Kr

Dokaz. Nech m je pocet krokov odvodenia. Dokaz urobime matematickou indukciou
vzhladom na m.

1. Ak m = 17 tak s = (qA7QT70G7paQ)7p € FTaq € FA

2. Nech tvrdenie plati pre m a nech o¢, =" s’ =, s a s, je taky neterminal, ktory sa
pouzije v poslednom kroku odvodenia. Nech s, = (p, ¢, A, r, s). Neterminél s, sa moze
prepisat len na (p, q, B, u,v)(v,u,C,r, s) alebo (p,q, B,r,s) a teda vSetky podmienky
lemy budt zachované.

0

Lema 3.3.2 Nech s € N*. Nech h je homomorfizmus definovany nasledovne:

a a
h( b ):h2( b )7h((pﬂQ7A7/raS)):AaAGNGah(p7Q7€5ar7s):g
p,q p,q

Nech s € (Ng UTg)", s # 0. Potom ak 0¢, =7 s, tak og =* h(s).
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Dokaz. Nech m je pocet krokov odvodenia. Dokaz spravime matematickou indukciou
vzhladom na m.

1. Ak m =1, tak s = (qa,qr,06,0,9),0 € Fr,q € F4 a teda h(s) = 05 a teda plati, ze
og =" h(S)

2. Nech tvrdenie plati pre m. Nech ¢ =™ s’ = s. Kedze pre kazdé pravidlo p — r € P
plati, ze
hp) — h(r) € Fo < ((h(p) # €) V (h(p) = h(r))),
tak nutne musi platit, ze h(s") =¢ h(s) alebo h(s") = h(s) a z toho a z indukéného
predpokladu vyplyva, Ze og =5 h(s).
]
Lema 3.3.3 Nech s € N, pricom platia nasledujice podmienky:
® 51 = (QAv qr, Aa r, 5)
® S5 = (p7 q, Ba fT7 fA)
e V1<i<|s|:s=(p,q A1 s)Nsiy1=(s,r,B,q, D)

kde fT € FT;fA € FAypaplas € KA7q7q/7T € KTaAaB € NG
Nech h je taky homomorfizmus, Ze h((p,q, A,r,s)) = A, h((p, q,&,7,8)) = €. Potom ak
oq =g h(s) tak o =, s.

Dokaz. Nech m je pocet krokov odvodenia slova h(s). Dékaz urobime matematickou in-
dukciou vzhladom na m.

1. Ak m =0, tak h(s) = og. Ale 0 =¢, (qa,qr,06,q7,qaf) a teda tvrdenie plati.

2. Nech tvrdenie plati pre m. Nech o =4*" h(s), Nech? o5 =% h(s') =¢ h(s).
Rozdelime to na dva pripady:
(a) h(s") = h(s) pouziti pravidla A — B. Nech A = h(s'); a B = h(s);. Nech
s" = uslv,s = usv,s; = (p,q,B,7,8), 8! = (p,q,A,7,5). Je zrejmé, 7e s” splita
predpoklady tejto lemy a s” =, s a navyse og¢ = h(s”) a teda z indukéného
predpokladu o =¢,. s” a teda o =7, s.

(b) h(s') = h(s) pouziti pravidla A — BC. Polozme A = h(s');, B = h(s); a
C = h(s)iy1. Nech s; = (p,q,B,7",s') a s; = (t,0,C,r,s) aVk,i < k < j :
h(sk) = & (také musi existovat, lebo h(s) sa d& odvodit). Nech s” = us/v, kde
S =us;Sit1---s;v a sl =(p,q, A, s). Je zrejmé, ze

" 1 " " " *
s" =ap ulp,q, B,r", ") (8", 7", Cir,8) =6, s

(posledné odvodenie vyuzije vygenerovanie neterminédlu &, a ,mnoZenie” & tolko
krat, kolko treba) a o¢ ={% h(s"). Podla indukéného predpokladu o =, s" a
teda o =, 5.l

4Treba si uvedomit, Ze nemusi platit s’ =g, s
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Teraz uz mame dokazané vSetko potrebné na to, aby sme vedeli pohodlne dokazat, ze
konstrukcia gramatiky Gr je spravna (ze L(Gr) = Tf;).

Veta 3.3.4 L(Gr) = Tf;

Dokaz. Jednotlivé inkluzie si dokdzeme oddelene.

e L(G)C Tf;: Nech w € L(G). Potom podla lemy 3.3.2 hy(w) € L.

V bezkontextovej gramatike vieme preusporiadat kroky odvodenia tak, Ze prepiso-
vanie na terminaly sa pouzije az na konci. Nech s € N* je takd vetna forma, Ze
o =" s =" w a navyse pri odvodeni slova w z vetnej formy s sa pouziju len prepiso-
vania na terminaly. Nech s; = (p, ¢, A, 7, s). Potom s; sa prepiSe na terminal

a
b ,s € 0(p,a).
q,T
€
Ak s; = (p,q, A, 1, p) tak s; sa prepiSe na b . Ak teraz pouzijeme lemu 3.3.1,
q,T

tak dostaneme, ze hy(w) € Ly a hs(w;) = hy(w;—1) a teda w € Tf;

e L(G) D Tf;: Nech w € TAA;, u = hi(w),v = he(w). Zostrojime strom odvodenia
slova w. Zo slova w zostrojime také slovo s € N, aby splital nasledovné podmienky:
(a) s =g, w
(b) S1 = (QAa qr, A) r, S) A S|s| = (pa q, Bv fT7 fA)
(C) V1<i< |S| $S8 = (p>Q7Aar7$) N Sit1 = (S>T7B7q/7p/)
)

(d S; =G Wi

kde p,p',s € K4,q,q',7 € KrA,B € Ng

Je zrejmé, 7e s uréite existuje. Ked%e hy(w) € Lo, tak s spliia vietky podmienky lemy
3.3.3 a teda 0 =, s Co znamena, ze 0 =, w.

H

Teraz nadm uz ni¢ nebrani pouzit algoritmus na najdenie najlacnejsieho slova bezkontex-
tovej gramatiky z casti 2.2 s jedinou zmenou: netermindl (p, g, A, r, s) budeme povazovat
sa netermindl ((p, q), 4, (s, ). Kedze |N| = |Kal?| K72 Nel a |P| = O(|K A" | Kr || Pol),
tak casova® zlozitost algoritmu je

O((|KalP| KT (| Na| + [ Kal*| Kz’ Pe|) log (| K al K ||| Ne]))

®Dostali sme ju iba dosadenim velkosti gramatiky Gz do ¢asovej zloZitosti algoritmu z predchadzajiicej
kapitoly.
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a pamétova zloZitost algoritmu je O(|K 4|?|K7|*|Ne| + | Ng|?).

Algoritmus z cCasti 2.2 funguje len v pripade, Ze ohodnotenie a-prekladaca T je vsade
nezaporné. Ak ohodnotenie moze byt zaporné, tak pouzijeme podobnii myslienku, ako v
Bellman-Fordovom|[CLR90] algoritme. Najkér sa pozrime na Bellman-Fordov algoritmus.

Bellman-Fordov algoritmus je jednoduchy. Nech V' je mnozina vrcholov. Na zaciatku
mé kazdy vrchol okrem podciatoéného vrcholu vzdialenost oo, pociatoény vrchol ma 0.
Potom sa |V| — 1 krat poktsame pouzif kazda hranu a teda skusit zlepsit najlepsiu cestu
z pociatocéného vrcholu hrany do koncového vrcholu hrany pouzitim danej hrany. Ak sa na
konci da pouzitim nejakej hrany zmensit vzdialenost nejakého vrcholu, tak graf obsahuje
zaporny cyklus. Dékaz preco to funguje je jednoduchy a dé sa najst v [CLR90]. Pseudokdd
algoritmu vyzera nasledovne (F je mnozina hran):

1) for v in V do:

2) v.distance=infty
3) start.distance=0;

4) for i=0 to |V|-2 do:

5) for e in E do:

6) e.to.distance=min{e.to.distance,e.from.distance+e.length}
7) for e in E do:

8) if e.to.distance>e.from.distance+e.length:

9) return -1

Tento isty princip pouzijeme aj pri zostrojovani algoritmu. Samozrejme, aby existo-
valo najlacnejsie odvodenie, tak ani gramatika G nesmie obsahovat ,zaporny cyklus”.
,Zaporny cyklus” je netermindl, ktory vie vygenerovat nekonecne vela neterminalov, ktoré
vedia vygenerovat slovo so zapornou cenou. Toto bude vediet nas algoritmus zistit.

Nech u je najlacnejsie slovo, ktoré sa da odvodif z neterminalu A. Potom existuje
odvodenie slova u také, ze v ziadnej vetnej forme, ktora vznikne pri odvadzani slova u
sa netermindl A nenachddza. Ak by sa tam totiz nachadzal, tak by sme mohli zobraf
jeho posledny vyskyt a slovo v, ktoré sa z neho vygenerovalo a nahradit celé odvodenie
odvodenim toho slova. Ak v je drahsie, tak to znamend, Ze sme nasli ,zadporny cyklus”
(lebo posledny vyskyt A by sme nahradili odvodenim z prvého A, teda namiesto v by sme
odvodili znova u a dostali by sme este lacnejsie slovo). Z toho vyplyva, Ze ak tam nemame
wzaporny cyklus”, tak to slovo v musi byt rovnako lacné, alebo lacnejsie. A teda existuje
strom odvodenia, v ktorom nie st dva rovnaké neterminaly pod sebou a teda nema vicsiu
hibku ako |N|.

Nasleduje presudokéd algoritmu. Vysvetlivky ku kédu: Pravidla st reprezentované dvo-
jicou. Ak p je pravidlo, takp.left je netermindl na Tavej strane, p.right je pole neterminélov
na pravej strane pravidla (indexované od 0). N/0] je poc¢iatoény neterminal. Kazdy neter-
minal méa navyse vlastnost n.dist, ktora obsahuje cenu najlacnejSiecho slova, aké vieme z
neho zatial odvodit. Psi je funkcia W.
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1) for n in N do:

2) n.dist=infty

3) for p in P do:

4) if p.right[0] is terminal:

5) p.left.dist=Psi(p.right[0])

6) for i=1 to |N|-1 do:

7) for p in P do:

8) if p.right.size=2:

9) p.left.dist=min{p.left.dist,p.right[0].dist+p.right[1].dist}
10) else:

11) p.left.dist=min{p.left.dist,p.right[0].dist}
12) for p in P do:

13) if p.right.size=2:

14) if p.left.dist>p.right[0].dist+p.right[1].dist:
15) return NEGATIVE_CYCLE

16) else:

17) if p.left.dist>p.right[0].dist:

18) return NEGATIVE_CYCLE

19) return N[0].dist

Prvy cyklus nastavi kazdému neterminélu, ze nevie odvodit Ziadne slovo. Druhy cyklus
najde najlacnejsie odvodenie pre neterminaly, ktoré vedia priamo odvodit nejaky termi-
nal. Cyklus od riadku 6 po riadok 11 v kazdej iteracii vypocita pre kazdy neterminal,
aké je najlacnejsie odvodenie z neho so stromom odvodenia s maximalnou hibkou i + 1.
Posledny cyklus kontroluje, ¢i sa v gramatike nenachidza zaporny cyklus. Casova zlo-
zitost algoritmu je O(]N||P|) a da sa implementovat tak, aby mal paméfova zlozitost
O(|N| + |P|). Celkova ¢asova zlozitost algoritmu je O(|K4l°|K7|°|Pg|) a pamiitova zlozi-
tost je O(K a2l K2 [ Ne| + [ 48| Kz ]| P,

V tejto aj predchadzajucej kapitole, sme hladali vzdialenost reguldrneho jazyka od
bezkontextového jazyka. Ak uvazujeme prekladacovi vzdialenost, tak t4 nemusi byt sy-
metricka a v takom pripade, by konstrukcia gramatiky Gr vyzerala inac¢ a to tak, ze na
hornom poschodi by sa generoval bezkontextovy jazyk a na strednom poschodi by sa ge-
neroval kontextovy jazyk.



Kapitola 4

A-podobnost

A-podobnost na rozdiel od predchadzajtcich vzdialenosti zohladiiuje aj dizku slov a teda
slova s dlzkou 100 000 lisiace sa v desiatich znakoch st podobnejsie ako slova bb a cc, ktoré
st zase blizSie napriklad pri editacnej vzdialenosti. Povodne bola A-podobnost definované
inym spdsobom, ako v tejto praci, ale povodna definicia je zlozitejsia. Dokaz ekvivalentnosti
definicii sa d4 najst napriklad v [Kul06]. V tej istej praci sa d& tiez najst algoritmus
na vypocitanie A-podobnosti slova a bezkontextového jazyka. V tejto kapitole strucne
predstavime algoritmus na vypocitanie A-podobnosti dvoch slov a predstavime dva vlastné
algoritmy, na vypocitanie A-podobnosti dvoch regularnych jazykov.

Definicia 4.0.5 Nech X je konecénd abeceda a nech u,v € ¥*. Potom w je najdlhsia spo-
lo¢na podpostupnost slov v a v prave vtedy ked existujii také indexy i1,49, - - i)y a také
indexy ji,J2, s Jjw|, 2€ spliiaji nasledovné podmienky:

1LVEI<Ek<|wl:1<ip<|ulAl<j <|v]

2. Vk,1 <k <|wl:w,=1u; =vj,

3.V, 1 <k <|w|:ip <igr1 AJr < Jri1-
Najdihsiu spoloéni podpostupnost slov u a v budeme oznacovat LCS(u,v).
Definicia 4.0.6 [Kul06] Nech ¥ je konecnd abeceda a nech u,v € ¥*. Potom

A( )72-LCS(U,U)
S T+

Hovorime, Ze ¢islo A(u,v) je A podobnost slovu a v.
Veta 4.0.7 A-podobnost je podobnost definovand na mnozine ¥*.
Dékaz. Prva podmienka je jednoducha, LCS(u,u) = |ul, takze A(u,u) = 1. Ak u # v,

tak LC'S(u,v) < max{|u|, |v|} — 1 a teda A(u,v) < 0.
Druha podmienka vyplyva z toho, ze LC'S(u,v) = LCS(v,u). O

32
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4.1 Podobnost dvoch slov

Ak vieme vypocitat LC'S(u,v), tak potom vieme vypoéitat aj A(u,v). LC'S sa da vypocitat
podobne ako edita¢né vzdialenost.

Lema 4.1.1 Nech u,v € ¥* |u| = m, |b| = n. Potom
1. LCS(g,e) =0
2. LCS(u,e) = LCS(e,u) =0
3. Ak u,, = v,, tak
LCS(u,v) = max{LCS([u|m-1, [v]n_1 + 1, LCS(u, [v]n—1, LCS([t]m-1,v)}

4. Ak u,, # v,, tak
LCS(u,v) = max{LCS([u]m_1, [v]n_1, LCS(u, [v]—1, LCS([tt]m-1,v)}

Dokaz. Prvé dve rovnosti st zrejmé.

Nech u,, = v,. Je zrejmé, ze LC'S(u,v) = LCS([u]m-1, [v]n-1) + 1.
LCS(u, [v],-1) ani LOS([u)m—1,v) nemdze byt vicsie (Sporom: nech je to vicsie a je to K,
Potom K — 1 < LCS([u]m-1, [v]n-1) & potom K > LCS([u]m—1, [v]n-1) +1).

Ak w,, # v, tak LCS(u,v) = max{LCS(u,[v],-1), LCS([t}m-1,v)}, vyplyva to z
definicie LC'S. O

Téato lema nam priamo dava navod ako vypocitat LC'S v ¢ase O(Ju||v|) a paméti O(|u|+
|v|) rovnakym sposobom, ako pri editacnej vzdialenosti. Existuje vSak lepsi algoritmus, s
ktorym sa da vypocitat LCS rychlejsie v o¢akdvanom case (O(|u| + |v])log(|u| + |v])).
Algoritmus sa prvy krat objavil v ¢lanku [HS77].

4.2 Podobnost dvoch regularnych jazykov

V tejto Casti budeme prezentovat dva vlastné algoritmy na vypocitanie A-podobnosti.
Jeden vypocita A-podobnost presne a druhy, ktory bude rychlejsi, bude vediet vypocitat
A-podobnost s Tubovolnou presnostou.

Definicia 4.2.1 Nech X je konecnd abeceda a nech Ly, Lo € ¥*. Potom A(Ly, Ls) =
sup{A(u,v)|u € Ly,v € Ly}.

Je dobré si v§imnut, Ze pouzitie maxima nie je mozné. Moze sa totiz stat, ze maximalny
prvok neexistuje. Zoberme si nasledovny priklad: Ly = {a"|n € N}, Ly = {a"b| € N}. Je
zrejmé, Ze pre kazdu dvojicu slov u € Ly, v € Ly plati, ze A(u,v) < 1. Presnejsie

2 - min{m, n}

Ala™,a™) = === =
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.....

néjst také slovad u € Li,v € Lo, ze A(u,v) > k. Napriklad ak u = a',v = a'b,l > ;£
Toto je dovod, preco musime pouzit suprémum a nie maximum.

2-LCOS(u,v)  |ul+ [v| = (Ju] + |v]) + 2 - LCS(u,v)
ul + |v| ul + |v|
B lu| + |v| =2 - LCS(u,v)
ul + |v|

A(u,v) =

1

Nech
_Jul+ o] =2 LCS(u,v)

Juf + [v]
KedZze chceme, aby A(u,v) bolo ¢o najvicsie, tak D(u,v) chceme mat ¢o najmensie. Vyraz

v Citateli je dr(u,v), ak za T zoberieme nasledovny a-prekladac: T' = ({¢}, %, %, H, ¢, {q}),
kde

D(u,v)

H=A{(¢,a,b,q)la € ¥{e},(a=bNhaF#e)V(a=cANbF#e)V(a#ecNb=¢)}

T je podobny ako editacnd vzdialenost, ale nepovolujeme operaciu zmeny pismena. Ako
hodnotiacu funkciu pouzijeme nasledovni funkciu C,C((q,a,a,q)) = 0,C((q,a,b,q)) =
1,a,b € ¥U{e},a # b. Na prvy pohlad by sa mohlo zdaf, Ze uz méame vsetko vyriesené, ale
nie je to tak. Totiz dve slova, ktoré maju najmensiu vzdialenost, eSte nie nutne musia mat
najvicsiu A-podobnost (ako priklad uvediem jazyky {a,a'® %9} {b a% 990} . Najblizsie
slova z pohladu prekladacovej vzdialenosti st a a b, ale z pohladu A-podobnosti to s
najpodobnejsie slova a'% 990 a % 9990 Napriek tomu si pomozeme kapitolou 3.2.

Nech B je automat definovany k automatom A;, As, L(A;) = L; a prekladacu T s
ohodnoteni C' tak, ako v kapitole 3.2 (z tejto kapitoly tiez preberieme vSetky ostatné

oznacenia). Potom hladame také slovo w € L(B), ze

‘Ilc(w)
|hi(w)| + [ha(w))
je miniméalne mozné, a ak také slovo neexistuje, tak hfadame aspor
\Ifo(w)
[ha(w)] + [ha(w)]

Z automatu B si zostrojime graf rovnakym postupom, ako v kapitole 3.2 s jedinou vynim-
kou. Hrany z vrcholu x do vrcholu y, ktoré vygeneruju pismena tvaru (Z) rozdelime na dve.
Prva bude viest z vrcholu = do vrcholu ¢’ (3 je novy vrchol) a bude mat cenu 0 a druhé
hrana s nulovou cenou bude viest z 3’ do y. Tymto sme dosiahli to, ze dlzka fubovolného
sledu, ktory sleduje generovanie slova w sa rovna |hy(w)|+ |he(w)], a teda chceme néjst ¢o
yhajpriemernejsi” sled.

Nech G = (V, E) je orientovany, ohodnoteny graf a ¢ je funkcia, ktora hranam prideluje
cenu, ¢o je pociatocny vrchol a F' je mnozina akceptacnych vrcholov. Najkor si definujeme
priemer sledu.

inf{

;w € L(B)}.
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Definicia 4.2.2 Nech s = vgejvier - - - epvy, je sled grafu G.

Elec(ei)

Pls) ==

budeme volat priemer sledu.

Oznacenie 4.2.3 Odteraz zavediem nasledovni terminoldgiu: dlZka sledu znamend pocet
pouzitych hran a cena sledu, znamend sucet cien na jednotliviych hrandch sledu.

Nasou tlohou je najst nasledovné ¢islo:
P = inf{P(s)|s = vpervieq - - - exvg, (k > 1)V(k = 1Avg # v1),v; € V,e; € E,vg = qo, v € F'}

Nasledovnd lema hovori, Ze ak sled s obsahuje cyklus s, ktory ma mensi priemer ako
priemer celého sledu, tak potom ak budeme v slede s cyklus s’ opakovaft, tak priemer
sledov, ktoré takto vytvarame sa bude zmensovat a blizit k P(s').

Lema 4.2.4 Nech s = vpeqv; - - - evy a nech v; = v;,1 < j. Nech s’ = vie;q1---ejvj. Nech
P(s) > P(s"). Potom

P(s") = inf{P(t,)|t, = voer---e;s"ej41 - exvg,n > 1}
kde s = vieii1 - ejuj, = "e v €4, 05

Dokaz. Nech P(s) = % anech P(s') = % a P(t,) = g—:. Najskor dokazem, ze
P(t,) > P(t,4+1) a potom Ze lim,, o P(t,) = P(s).

Prva ¢ast dokéZeme indukciou vzhladom na n.

1. Akn=1,tak t; = s. P(ty) = gigl,

' C
><p = C'D<CD' =CD+C'D<CD+CD'
= D(C+C")<C(D+ D"
c+C _ ¢
D+D D
2. Indukény predpoklad plati pre n. P(t,+1) = gzig,
Cl On ! / ! /
o < D = (C'D,<C,D =C,D,+CD,<C,D,+C,D

= D,(C,+C") < Cy(D,+ D)
C,+c’ - &
D, + D’ D,
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7 predchédzajiceho vyplyva, #e P(t,) = %

. T c-C'+nC __ C
A teda lim,, ., P(t,) = lim, . W/iw =30
Veta 4.2.5 Nech A(x,y) = k kde k je priemer sledu z vrcholu x do vrcholu y v ktorom
sa neopakuji vrcholy s vynimkou prvého a posledného vrcholu. Ak také k meexistuje, tak
A(x,y) = oo.
Potom P = min M, kde

M = {A(qo,qr)lqr € F} U{A(x,2)|A(q,x) < oo AJgy € F : A(z,qf) < o0}

Doékaz. Je zrejmé, ze P < min M. Nech s je taky sled, ze zacina vo vrchole gq a konc¢i v F'.
Ak s je cesta (neopakuju sa tam vrcholy), tak potom s € M a teda P(s) > min M. Nech sa
v slede s zopakuje vrchol x. Potom podla lemy 4.2.4 P(s) > A(z,z) a teda P(s) > min M.

O

Ostava nam uz iba vypocitat A(z,y). Budeme postupne pocitat By(x,y) ¢o sa bude
rovnat najlacnejsej ceste z x do y s dlzkou k. Je zrejmé, 7e A(x,y) = min{%ﬂ <K<
|V| —1}. Stadi si pamitat By a Bx_1 a v A najmensie hodnoty, aké sme doteraz vypocitali.
Dostaneme nasledovny algoritmus:

1) for i=1 to |V| do:

2) for j=1 to |V| do:

3) B[0,i,j1=B[1,1,j]=A[i,jl=infty

4) for e in E do:

5) B[0,e.from,e.to]=A[e.from,e.to]=e.length

6) for i=1 to |V|-1 do:

7) for j=1 to |V| do:

8) for k=1 to |V| do:

9) B[i mod 2,j,k]l=infty

10) for e in E do:

11) for i=1 to |V| do:

12) B[i mod 2,i,e.to]l=

13) min(B[i mod 2,i,e.to],B[(i+1)mod 2,i,e.from]+e.length)
14) Ali.e.to]l=min(al[i,e.to0,B[i mod 2,i,e.to]l/(i+1))

Algoritmus méa ¢asovi narocnost O(|V|(|V|? + |[V||E|)). N4jdenie infima (podla vety
4.2.5) je jednoduché a ¢asova narocnost je mensia ako vypocitanie matice A a preto sa
celkové ¢asova naro¢nost nezhorsi. Pamétova naro¢nost bude O(|V|* + |E|).

Ak nam staci vediet vysledok s nejakou presnostou, tak sa da pouzif o nieco rychlejsi
algoritmus.

Veta 4.2.6 Nech k €< 0,1 >. Nech G’ je graf, ktory vznikol z G odrdtanim cisla k od
ceny kazdej hrany. Graf obsahuje sled zapornej ceny zacinajuct v zaciatocnom vrchole a
konciact v akceptacnom vrchole prdve vtedy, ked k > P.
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Dokaz.

e =" Nech s je sled z grafu G’, veduci zo zaciatocného vrchola do akceptac¢ného
vrchola, ktory ma zaporny priemer. V grafe G sled s musi byt P(s) > P (z minimality
P). Z toho ale vyplyva, ze k > P.

e <" Nech s je taky sled, ze P < P(s) < k. Ked od kazdej hrany sledu odratame k,
tak dostaneme sled so zapornym priemerom. []

Z predchadzajicej vety vyplyva, ze P mozeme bindrne vyhladavat|CLR90]. Jediné, ¢o

potrebujeme zistit, je ¢i graf G’ obsahuje zaporny sled z pociatoéného vrchola do akcep-
tacného vrchola. Na to ndm poslizi Bellman-Fordov algoritmus. Casova zlozitost tohto
riesenia je O(|V[|E|log(2)), kde € je pozadované presnost.

Tabulka 4.1: Casova zlozitost algoritmu

Algoritmus | Casova zloZitost Pamiitova zlozitost
Exaktny O(| K0P K2 + [ K12 K2 *[04] 2][02]) | O(EK|*[52[* + [04]2]]02])
Priblizny O (|51 ][ K |[01]133]]02[ log(1/€)) O(I K[| K| + [61]135][02])

Pozrime na celkovi ¢asovu zloZitost algoritmov. Na to potrebujeme vediet, aky velky je

graf G. Graf G ma | K, || K| vrcholov a O(|01]|H||d2|) hran. Velkost |H| = O(X) a teda graf
G méa O(|61]|X||62]) hran. Casové a pamiifové zlozitosti algoritmov stt uvedené v tabulke

4.1.

Na zaver si ukdzeme pseudokdéd posledného algoritmu. Pre zjednodusenie programu

predpokladame, Ze z kazdého vrcholu sa da dostat do akceptacného vrcholu a Ze do kazdého
vrcholu sa dé dostat z poc¢iatoéného vrcholu.

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)

(low,height)=(0,1)
while height-low>epsilon*2:
P=(low+height) /2
negative=false
for v in V do:
v.distance=infty
V[0] .distance=0;
for i=0 to |V|-2 do:
for e in E do:
e.to.distance=min{e.to.distance,e.from.distance+te.length-P}
for e in E do:
if e.to.distance>e.from.distance+e.length-P:
negative=true
for v in V do:
if v in F and v.distance<O0:
negative=true
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17) if negative:
18) height=P
19) else:

20) low=P

21) return (height+low)/2
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Z.aver

V tejto praci sme sa venovali hlavne algoritmom na vypocitanie vzdialenosti jazykov. Ok-
rem prezentacie uz znamych algoritmov, sme priniesli sme nové algoritmy na vypocita-
nie editacnej a prekladacovej vzdialenosti regularneho jazyka od bezkontextového jazyka.
Vdaka tomu, Ze neexistuje algoritmus na vypocitanie vzdialenosti! regularneho jazyka od
kontextového jazyka a Ze neexistuje algoritmus na vypocitanie vzdialenosti dvoch bezkon-
textovych jazykov, sme pokryli vSetky triedy Chomského hierarchie jazykov.

Venovali sme sa jednotlivym variantom algoritmu na vypocitanie prekladacove]j vzdia-
lenosti dvoch regularnych jazykov. Varianty sa odlisSovali vlastnostami hodnotiacej funkcie
a dosiahli sme tym v niektorych pripadoch zlepsSenie ¢asovej zlozitosti. Navyse sme sa veno-
vali aj uprave algoritmu na vypocitanie prekladacovej vzdialenosti, ak vieme, Ze na vstupe
mame iba konecné jazyky. Uviedli sme dva nové algoritmy, na vypocitanie A-podobnosti
dvoch regularnych jazykov.

Préca odkryla niekolko zaujimavych otézok, ktorymi by sa dalo v budiicnosti zaoberat.
Jednou z nich je, ako rozsirit algoritmus, ktory vypocita A-podobnost dvoch regularnych
jazykov na algoritmus, ktory vypocita A-podobnost regularneho jazyka a bezkontextového
jazyka. Dalsia ot4zka je, aka je o¢akavana vzdialenost jazykov ndhodne vygenerovanych ko-
neénych automatov. Nasou hypotézou je, Ze pre rovnako velké konecné automaty a editacni
vzdialenost je ocakavand vzdialenost pre dostatocne velkii abecedu rovna nule. Zaujimavé
su tiez otazky, ako je to pri ostatnych vzdialenostiach.

Dalsi smer, ktorym by sa dalo uberat, je zmenit definiciu vzdialenosti jazykov tak, aby
vysledna vzdialenost nezavisela len od dvoch slov, ale od celych jazykov, alebo aspon od
nejakej vyznamnej podmnoziny oboch jazykov. Tymto otdzkam sa planujeme venovat v
dalsom studiu.

leditac¢nej aj prekladacovej
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