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Kapitola 1

Uvod

Tedria rekurzivnych funkcii je matematicky formalizmus, pomocou ktorého
modzeme odpovedat na viaceré otazky matematiky a teoretickej informatiky.
Tento formélny model sa zacal rozvijat zac¢iatkom 20. storocia, teda skor ako
boli skonstruované prvé historické pocitace. Vysledky v oblasti rekurzivnych
funkcii mali vplyv na podobu programovacich jazykov, ktoré sa pouzivali a
pouzivaju.

Cielom mojej prace je ukazat stvis medzi tedriou rekurzivnych funkcii
a programovacimi jazykmi. Uvidime, ze k niektorym pojmom z tejto tedrie
existuju rovnocenné riadiace Struktiry. Budeme tak schopni v8imnaf si st-
vis medzi statickymi matematickymi funkciami a operaciami a programom,
ktory predstavuje dynamicky nastroj na ich vypocet. Pre ucely tejto de-
monstracie si zadefinujeme novy forméalny model, ktory bude velmi podobny
Pascalu a ukidZzeme konstrukciu, ako priradit jednotlivym pojmom zodpove-
dajuce casti kodu.
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Kapitola 2

Teoria rekurzivnych funkcii

2.1 Historia

Vymyslat postupy, ako riesit rozne tlohy, zamestnéavalo Tudi uz od staroveku.
Pod algoritmom rozumieme konec¢ny subor instrukcii, ktory po urcitom case
vypoctu vzdy zastane a vrati spravny vysledok. Pojem prirodzene vypoci-
tatelnej funkcie, teda takej, ku ktorej existuje postup, po ktorého vykonani
dostaneme vzdy v kone¢nom case vysledok pre dany vstup, dlho nebol blizsie
specifikovany a chapal sa len intuitivne.

V matematickej tedrii bola uz na zaciatku 20. storocia vyclenena trieda
funkcii, ktora sa nazyvala primitivne rekurzivne funkcie. Dlho panoval nazor,
Ze vypocitatelné funkcie, ktoré sa zaciatkom storocia nazyvali aj efektivne vy-
pocitatelné, a primitivne rekurzivne funkcie s té ist4 mnozina. Formalnu de-
finiciu primitivne rekurzivnych funkcii si pripomenieme v nasledujticej casti.

Koncom dvadsiatych rokov sa objavili priklady vypocitatelnych funkeii,
ktoré neboli primitivne rekurzivne. Prvi publikoval v roku 1927 rumunsky
matematik Gabriel Sudan, o rok neskor nezavisle na nej prisiel Wilhelm Ac-
kermann so svojou ovela zndmejSou Ackermannovou funkciou [3]. Na zéklade
tychto vysledkov sa vyclenila nova trieda, ktora dostala nazov rekurzivne fun-
kcie.

V roku 1936 predstavil Alan Turing svoj vypoc¢tovy model — Turingov
stroj. Podla tejto formélnej abstrakcie pristroja vykonédvajiceho vypocty
podla kone¢ného programu sa definovala T-vypocitatelnost funkcie. Funkcia
je T-vpocitatelna, ak existuje Turingov stroj, ktory realizuje jej vypocet a
vzdy sa zastavi. Matematik Alonzo Church, ktory je znamy inym modelom
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- A-kalkulom, sformuloval tézu, podla ktorej su rekurzivne funkcie ekviva-
lentné prirodzene vypocéitatelnym funkcidam. Tézu nemozno dokazat, pretoze
pojem prirodzene vypocitatelnej funkcie nie je presne definovatelny. Neskor
bola dokdzana ekvivalencia T-vypocitatelnosti a rekurzivnych funkcii. Mate-
matici a teoreticki informatici skiimali aj iné vypoctove modely a kedZze cez
ne dospeli vzdy k rovnako silnému aparétu, prijala sa T-vypocitatelnost ako
prirodzena vypocitatelnost.

Uz kratko po tom, ako bol predstaveny Turingov stroj, sa objavili prvé
problémy, ktoré tento model nedokézal riesit. Snad najznamejsi z nich je
takzvany univerzalny Turingov stroj. Tento stroj by mal pre kazdy Turingov
stroj T" a kazdy vstup w povedat, ¢i T slovo w akceptuje, teda ¢i sa vypocet
skon¢i dosiahnutim akceptacného stavu. Takyto stroj dokdzatelne neexistuje
a pomocou tohto faktu sa d4 dokézaf aj neexistencia mnohych inych algorit-
mov. Podobne aj v medzi funkciami sa nasli také, ktoré nie st vypocitatelné
a teda nepatria do triedy rekurzivnych funkcii. Prva predstavil Tibor Radé
v roku 1962 a volala sa Busy Beaver. Bola definovand pomocou Turingovho
stroja a aj jej nevypocitatelnost sa ukazovala pomocou problému zastavenia
tohto modelu. Argument spocival v tom, Ze rastie rychlejsie ako hociktora
vypocitatelna funkcia[2].

2.2 Pojmy z teorie rekurzivnych funkcii

V tejto casti pripomenieme formalne definicie niektorych pojmov, s ktorymi
sa stretneme v tejto praci. Oznacenia buda rovnaké ako v [1]. V celej praci
budeme medzi prirodzené ¢isla zaradovat aj nulu.

Zobrazenie mnoziny X do mnoziny Y je takd mnozina Z C X ® Y, zZe
pre kazdé a € X existuje prave jedno také b € Y, 7e (a,b) € Z. Ciastoéné
zobrazenie mnoziny X do mnoziny Y je takd mnozina Z C X ® Y, Ze pre
kazdé a € X existuje najviac jedno také b € Y, ze (a,b) € Z.

N -darnou funkciou na mnozine X nazveme Iubovolné zobrazenie mnoziny
X" do mnoziny X. Obdobne sa definuje aj ¢iasto¢na funkcia. Ak funkcia nie
je Ciastocnd, na zddraznenie tohto faktu ju niekedy nazyvame totdlnou. V
pripade, ze n-arna ¢iastocna funkcia nie je pre zq,...,x, definovana, zna-
¢ime tuto skutocnost zapisom f(z1,...,x,) = L. Niekedy budeme znacit
skutocnost, Ze funkcia f je n-arna, aj zapisom f : N" — N.

Dalej sa obmedzime na funkcie nad prirodzenymi ¢islami, teda funkcie
N’ +— N,Vi € N.
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Cifru 0 budeme pouzivat nielen na oznacenie ¢isla 0, ale aj na oznacenie
nularnej funkcie s hodnotou 0. Rovnako definujeme oznacenie s pre funkciu
nasledovnika: s(z) = = + 1.

M-ti N-drnu projekciu budeme oznacovat I a bude to funkcia
I" (21,29, ...,2,) = Z,,. Bude to teda funkcia, ktora bude vracat svoj m-ty
argument. Budeme uvaZovat len zmysluplné projekcie, teda také, kde 1 <
m < n.

Teraz pripomenieme definicie operacii na funkciach, ktoré budeme potre-
bovat.

Nech f : N* +— N, g : N* +— N, kden > 0, fi,...,f, : N — N.
Budeme hovorit, Ze funkcia g vznikd operaciou skladania funkcii, pripadne
skladanim z funkcii f, fi,..., f, apisat g = S"T(f, f1,..., f), ak pre vSetky
1, %o, ..., T, € N plati

g(xy, . xm) = f(fi(zr, oy xm), - o2, oo Tm)

Niekedy budeme funkcie f1,..., f, z tejto definicie nazyvat vnitorné a fun-
kciu f skladajicou.

Nech h : N* = N, g : N2 - N a f : N » N, kde n € N. Budeme
hovorif, ze funkcia f vznikd z funkcii g,h operaciou primitivnej rekurzie a
pisat f = R(g, h), ak pre vSetky z1,xs,...,2,,y € N plati

fO0, 21, ..., 2y) = h(z1,...,2,)
flu+Lxy, ...,z =9, f(y, 21, .., Tp), T1y o, Tpy)

Budeme hovorit, ze funkcia f je primitivne rekurzivna, ak vznika z funkecii
0,s a I konecnym poctom operacii skladania funkcii a primitivnej rekurzie.
Teda existuje konecné postupnost funkcii fi, ... f takd, ze f = fi a pre kazdua
fi, 1 < < k plati, Ze to je alebo 0,s, alebo I , alebo vznik4 pomocou operacie
skladania z niektorych z funkcii f; ... f;_1, alebo vznika z funkcii f;, f;,,1 <
j1 < i,1 < jy < i operaciou primitivnej rekurzie. Tato postupnost niekedy
nazyvame vytvdrajica postupnost.

Dokazy nasledovnych liem moze citatel ndjst v [1].

Lema 2.2.1. Funkcie sg(x) asg(x), pre ktoré plati

sg(z) = 0 akx=0;
I =11 akz>0.
sj(x) = 1 akx=0;
IE=Y 0 aka>o0.

st primitivne rekurzivne.
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Lema 2.2.2. Nech funkcie g : N*™!' — N,hA : N — Nk : N* — N s1
primitivne rekurzivne. Potom funkcia f dand predpisom

f(l') _ Zfiﬂ;zl(;1:$7tin)g(2’ L1y ,[L‘n) ak h([[‘l, . ,ZEn) S ]{J(Il, e ,In),
0 ak h(zy, ... 20) > k(1 ..., 2,).

je primitivne rekurzivna.

Nech f je n-arna ciastocnd funkcia a ¢ je (n + 1)-arna ¢iastocnéd fun-
kcia. Budeme hovorit, Ze ¢iastoéné funkcia f vznikd z ¢iastocnej funkcie g
operaciou minimalizdcie a pisat f = M (g) alebo

fxr, . wn) = py(9(y, 1, ..., ) = 0),

ak pre vSetky xq,...,z, € N plati, ze f(z1,...,x,) =y prave vtedy, ked pre
vietky z < yje g(z, 21, ..., x,) definované a kladné a sticasne g(y, 1, ..., z,) =
0.

V pripade, Ze v predchadzajicej definicii su f a g totalne funkcie, budeme
hovorif, ze funkcia f vznikd z g operaciou requldrnej minimalizdcie.

Poznédmka: o minimalizacii a regularnej minimalizacii sa d4 ukézat, Ze vo
v8eobecnosti nezachovavaju primitivnu rekurzivnost[1].

Funkciu f budeme nazyvat rekurzivnou funkciou, ak vznika z funkcii 0,s
a I koneCnym poctom operacii skladania funkcii, primitivnej rekurzie a re-
gularnej minimalizacie. Podobne ako pri primitivne rekurzivnej funkcii musi
teda existovat konecné postupnost funkcii fi,... f, takd, ze f = f, a pre
kazdu f;,1 < i < k plati, Ze to je alebo 0,s, alebo I, alebo vznikd pomocou
operacie skladania, primitivne rekurzie alebo regularnej minimalizacie z nie-
ktorych, ktoré st v postupnosti pred 1ou. Aj v tomto pripade tito postupnost
niekedy nazyvame vytvdrajica postupnost.

Ciastoént funkciu f budeme nazyvat ciastocne rekurzivnou funkciou, ak
vznikéd z funkcii 0,5 a [' konecnym poctom operacii skladania funkcii, pri-
mitivnej rekurzie a minimalizacie.

Fakt, ze primitivne rekurzivne funkcie st podmnozinou rekurzivnych fun-
kcii, vyplyva priamo z definicie a rovnako zrejmy je fakt, ze trieda rekurziv-
nych funkcii je podmnozinou triedy ¢iasto¢ne rekurzivnych funkecii.

Teraz zadefinujeme relaciu, predikat a charakteristickii funkciu.

Relaciou na mnozine N™ nazveme kazda mnozinu M C N™.

Nech M C N" je relaciou na mnozine N". Charakteristickd funkcia M
bude funkcia f, ak pre vSetky = = (z1,...,2,) € N plati



2.2. POJMY Z TEORIE REKURZIVNYCH FUNKCII 7

0 ak x e M,
f(x):{l ak z ¢ M.

Obdobne mozeme definovat aj ciastocni charakteristickid funkciu. Nech
M C N" je relaciou na mnozine N*. Ciastoénd charakteristickd funkcia M
bude funkcia f, ak pre vSetky = = (z1,...,x,) € N" plati

0 akx e M;
f(x):{J_ ak © ¢ M.

Pojmy vyrok a volna premennd tu nebudeme definovat. Citatel ich iste
pozna. V dalsich definicidch budeme uvazovat len predikaty na N".

Predikdt je Tubovolny vyraz, ktory sa stava vyrokom dosadenim hodnot
za vSetky volné premenné.

Nech P je n-arny predikat. Potom P je primitivne rekurzivny, ak jeho
charakteristickd funkcia je primitivne rekurzivna. P je rekurzivny, ak jeho
charakteristicka funkcia je rekurzivna.

Pre ucely niektorych konstrukcii budeme pouZzivat vSeobecnejsi pojem
funkcie. Funkcia bude zobrazenie z mnoziny N” do mnoziny N™. Citatela
vzdy upozornime, ked sa budeme odklanat od standardnej definicie. Pre tento
vSeobecnejs$i pojem budeme uvazovat nasledovné operacie.

Nech A : N* +— N7, ¢ : N*tmFl s N™ g f : N** s N™ kde n €
N. Budeme hovorit, Ze funkcia f vznikd z funkcii g,h operaciou primitivnej
rekurzie a pisat f = R(g, h), ak pre vSetky x1,zs, ..., x,,y € N plati

fO, 2y, ... 2n) = h(z1, ..., 2,)
flu+ Lz, . ..;z,) =9y, f(y, 21, ., Tp), 1y o, Tpy)

kde vo funkecii g predstavuje druhy az (m + 1)-vy parameter vystup funkcie
f.

Nech fi,..., fn st funkcie N — N. Potom fakt, ze funkcia f : N” — N
je definovand ako f(z1,...,2,) = (fi(z1,.- - 20),-- s f(z1,. .., 2,)) bu-
deme zapisovat f = P™(f1,..., fm)-

V suvislosti s rozsirenym pojmom funkcie budeme pouzivat nasledovni
lemu, ktorti uvadzame bez ddkazu.

Lema 2.2.3. Nech fi,..., fm st funkcie N" — N. Potom funkcia f : N" —
N™ definovand ako f = P™(f1,..., fm) je primitivne rekurzivna, ak je fun-
kcia f; pre kaZdée v primitivne rekurzivna. Navyse plati, Ze f je rekurzivna, ak
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je funkcia f; pre kazZdé i rekurzivna a f je ciastocne rekurzivna, ak je funkcia
fi pre kazdé i ciastocne rekurzivna.

Funkcia s¢g™(x) pre m € N, bude definovana nasledovne

m(g) = (0,0,...,0) ak z =0;
ST ,1,..1) aka > 1L

Funkcia vrati m-ticu nal alebo jednotiek. Podla lemy 2.2.3 je funkcia sg™
primitivne rekurzivna. Obdobne definujeme primitivne rekurzivnu funkciu
@m

57" (@) = (1,1,...,1) ak z =0;
= (0,0,...,0) aka > 1.

Nech m € N. Funkcia s¢itania dvoch m-tic (x1,...,2n) a (Y1, ., Ym)
vrati m-ticu (xy + y1, 22 + Yo, - -, Loy + Ym) a funkcia stéinu dvoch m-tic
(1, Tm) & (Y1,...,Ym) vrati m-ticu (z1 * y1,..., Ty * Ym). Podla lemy
2.2.3 st obe tieto funkcie primitivne rekurzivne, ak st primitivne rekurzivne
funkcie f; : N> — N, fi(z,y) = x+y a fo : N2 = N, fo(z,y) = = *y.
Primitivnu rekurzivnost tychto funkcii dokdZeme skoér ako sa stretneme s
rozsirenym pojmom funkcie.



Kapitola 3

Suvis s programovacimi
jazykmi

V tejto kapitole ukazeme, ako mozno pojmy a vysledky tedrie rekurzivnych
funkcii preniest do programovacich jazykov. Na demonstraciu uvedenych sku-
tocnosti si zadefinujeme svoj vlastny jazyk. Bude podobny Pascalu s urcitou
abstrakciou od technickych detailov. Tie by nebolo obtiazne dodefinovat, ale
znacne by zneprehladnili konstrukcie.

Vieme, Ze pamiit nasich pocitacov nie je neobmedzend. Preto si nemozeme
zapamiitat lubovolne velké ¢islo. Pri pamitani si velkych ¢isel nas ale najcas-
tejsie pouzivané programovacie jazyky obmedzuju eSte aj inym sposobom:
poskytuju len urcite typy premennych, ktoré maju predom vyhradeny pries-
tor v paméti a teda aj mnozina c¢isel, ktoré si mézeme v premennej takého
typu uchovat je vidy konec¢né a obmedzend. Je to aj preto, lebo vo vicsine
pripadov nepotrebujeme pracovat s kozmicky velkymi ¢islami. V pripade,
ze v nejakej aplikacii taktto schopnost vyzadujeme, musime si velké ¢isla
reprezentovat v poliach alebo inych $trukttirach. V naSej praci budeme od
tychto technickych detailov abstrahovat. Premenné, ktoré budeme pouzivat,
budu vzdy schopné obsahovat potencidlne neohrani¢ent hodnotu. Obmedze-
nie, ktoré hovori o konecnej paméti nasich pocitacov, pre nas v tejto kapitole
nebude podstatné.
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3.1 Jazyk

Prejdime k Specifikacii nasho jazyka. Najprv zadefinujeme jeho syntakticku
stranku a potom prejdeme k vyznamu jednotlivych prikazov a struktir.

Syntax jazyka

N&s jazyk bude pripominat Pascal a jeho syntax definujeme induktivne ako
subor pravidiel:

< program > ::=< deklaracie > begin < prikaz >;
< prikaz >;... return < nazov premennej > .
< deklaracie > ::= var < nazov premennej >,
< nazov premennej >, -- - : integer;
< prikaz > =< priradenie >
< prikaz > =< vetvenie >
< prikaz > =< for cyklus >
< prikaz > =< while cyklus >
< priradenie > =< nazov premennej >:=< aritlmeticky vyraz >
< for cyklus > ::= for < nazov premennej >:= 1 to < hranicna
hodnota > do begin < prikaz >, ...end;
< hranicna hodnota > ::=< nazov premennej >
< hranicna hodnota > ::=< numericka konstanta >
< wetvenie > ::= if < booleovska podmienka > then begin
< prikaz >, < prikaz >,...end else begin
< prikaz >, < prikaz >,...end;
< wvetvenie > ::= if < booleovska podmienka > then begin
< prikaz >, < prikaz >,...end;
< while cyklus > ::= while < booleovska podmienka > do begin
< prikaz >, < prikaz >,...end;
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< nazov premennej > ::= retazec zodpovedajuci regularnemu vyrazu
[a —zA — Z]la — zA — Z0 — 9]
< aritmeticky vyraz > = (< aritmeticky vyraz >)
< aritmeticky vyraz > =< aritmeticky vyraz >< aritmeticky
operator >< aritmeticky vyraz >
< aritmeticky vyraz > ::=< numericka konstanta >
< aritmeticky vyraz > =< nazov premennej >
< booleovska podmienka > ::= (< booleovska podmienka >)
< booleovska podmienka > ::=< booleovska podmienka >
< logicka spojka >< booleovska podmienka >
< booleovska podmienka > ::= not < booleovska podmienka >
< booleovska podmienka > ::=< booleovska konstanta >
< booleovska podmienka > :=< aritmeticky vyraz >
< predikatovy symbol >< aritmeticky vyraz >
< booleovska podmienka > ::=< aritmeticky vyraz >
< logicka spojka > ::= and|or|xor
< predikatovy symbol > =<>| < |>| =
< aritmeticky operator > = +| — | % |/|%
< numericka konstanta > ::= prirodzene cislo

< booleovska konstanta > ::= truelfalse| < numericka konstanta >

V naSom jazyku sa budi vyskytovat aj komentare, ktoré budu udavané
v zatvorkach {}. Text, nachadzajuci sa v takychto zatvorkach nebude inter-
pretovany ako kéd. V pripadoch, ked sme uviedli bodky, moze nasledovat Tu-
bovolny pocet prikazov. Ked budeme uvadzat konkrétny program, obycajne
budeme prikazy pisat do novych riadkov, aby sme program sprehladnili a
dostali do podoby, v ktorej je ¢itatel zvyknuty.

Sémantika jazyka

Program sa sklada z ivodnej Casti, ktora je ur¢ena na deklaraciu premennych
a hlavnej casti, kde st inStrukcie. Po vykonani inStrukcie sa bude, podobne
ako v Pascale, vykonavat instrukcia za 1iou (pod nou). Vynimku mézu tvorit
cykly. Program konci prikazom return, za ktorym nasleduje nazov premen-
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nej, ktorej hodnota sa mé pouzit ako navratovd hodnota funkcie, ktori mé
pocitat program.

Pri deklaracii premennych sme sa obmedzili na jediny datovy typ — in-
teger. Pri nazve premennych mame prirodzené poziadavky: ziadne dve pre-
menné nesmt maft rovnaky ndzov a nazov ziadnej premennej sa nesmie zho-
dovat s niektorym z rezervovanych slov jazyka begin, end, var, integer,
for, do, to, while, and, not, xor, or.

Specidlnu funkciu budi mat premenné z1,22, ..., xn, ktoré budu ozna-
¢ovat vstup. Aby sme sa nemuseli zaoberat detailami nacitavania vstupu, v
programoch v nasom jazyku tieto premenné budu pritomné bez deklaréacie a
ich hodnota bude nastavené na vstupné parametre.

Pricu s predikdtami a podmienkami nam ulah¢i dohoda, podla ktorej
bude mozné pouzit ako logickii hodnotu aj hodnotu celo¢iselnej premennej,
ktora sa bude interpretovat ako false, ak bude jej hodnota nula a v opad-
nom pripade bude znamenat true. Takto sa ndm bude moéct vyskytnat ako
booleovska podmienka nielen hodnota premennej, ale aj cely vyraz. Citatel
je na takéto spravanie mozno zvyknuty z jazyka C.

Aritmetické operatory su bezné oznacenia prislusnych funkcii na priro-
dzenych ¢islach. Operator - nebude oznacovat klasicky rozdiel, pretoze na
prirodzenych ¢islach to nie je totalna funkcia, ¢o by nam sposobovalo isté
tazkosti. Preto bude symbol - oznacovat fukciu

vy — 0 ak r <y;
y= r—y akx>uy.

Pri deleni treba poznamenat, Ze vzdy budeme predpokladat situaciu, pri
ktorej nedelime nulou. Dohodneme sa, ze ak by sme sa o to pokusili, prog-
ram sa prestane vykonavat a zacykli sa. Pri rdznych situdciach si treba déavaft
pozor, ¢i funkcie, ktoré tieto operatory predstavuji, mozeme pouzit a casto
ich pouzitelnost najprv dokazat. Priradenie je simultinne, teda najprv pre-
behne vyhodnotenie vyrazu na pravej strane a az potom jeho dosadenie do
premennej nalavo. Vo vyraze napravo teda mozeme pouzit povodnit hodnotu
premennej, do ktorej dosddzame. Prikaz priradenia spolu s prikazmi begin
a end budeme nazyvat aj jednoduché prikazy.

For cyklus v nasom jazyku sa bude ligit od for cyklov v Pascale a eSte
viac od tych v C. V nasom programovacom jazyku to bude cyklus, o ktorom
dopredu vieme, kolkokrat sa zopakuje a pocas jeho realizicie sa na tento
pocet nemoze zmenit.
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Citatel iste vie, ze for cyklus v jazyku C méa velmi volnt syntax. Jeho
definicia sa sklada z troch casti oddelenych bodkociarkou. V prvej casti je
iniciany prikaz, ktory sa vykond pred prvou iteraciou. Druht ¢ast predsta-
vuje podmienka, ktord urcuje, ¢i sa ma vykonat dalSia iteracia a v posledne;
Casti je prikaz, ktory sa vykona pri ukonceni kazdej iteracie. Velmi jednodu-
chym nahradenim opakovacej podmienky na logickt konstantu true mozeme
docielit nekone¢ny cyklus. Ak vytiahneme iniciaény a konecny prikaz pred
resp. za volanie cyklu, dostaneme naozaj len inym sposobom zapisany while,
ktory sa bude vykonavat podla opakovacej podmienky. A while je cyklus,
ktory disponuje ostro vicsou silou ako for cyklus, ktory si chceme zadefino-
vat v naSom jazyku.

Pozrime sa na for cyklus v jazyku Pascal, ktory méa obmedzenejsiu syntax
ako jeho verzia v jazyku C. Stale vSak nie je to, ¢o by sme v nasom jazyku
chceli mat. Rozdiel sposobuje moznost menit poc¢as behu itera¢ni premenni.
Tymto opit moéZzeme velmi Tahko docielit nekonecny cyklus a pri hlbSom za-
mysleni prideme na to, Ze ndm to postacuje na simuléciu fubovolného while
cyklu — stac¢i na konci cyklu vyhodnocovat opakovaciu podmienku a podla
nej upravit iterant premennt. MoézZzeme si vS§imnit, Ze uvedenou moznos-
tou menit itera¢ni premenni stracame schopnost pred vchodom do cyklu
predpovedat, kolko krat sa zopakuje.

[teracna premenna je premennd, ktord je viazanad na tento for cyklus a
premenné s jej nazvom predtym nesmela byt zadeklarovana. Pred vykonava-
nim for cyklu neexistuje a po jeho skonceni opéf prestava existovat. D4 sa k
nej teda pristupovaft len v tele cyklu a aj tam je pristup k nej obmedzeny na
read-only. Pri prvom vykonévani cyklu je jej hodnota 1 a ta sa zvysi o 1 pri
vstupe do dalsej iteracie. V pripade, Ze pri tomto zvySeni by jej hodnota mala
presiahnut hrani¢nt hodnotu, cyklus sa uz neopakuje a program pokracuje
za prikazom end; dal$imi inStrukciami.

Hrani¢na hodnota je hodnota premennej alebo konstanta z oboru priro-
dzenych ¢isel. Pri vstupe do for cyklu pred prvou iteraciou sa zapaméta a
ostava nemenna pocas vSetkych iteracii. Ak by sme ako hrani¢ni hodnotu
pouzili premennt a pri kazdej iteracii zistovali, ¢i mé cyklus este pokracovat
podla aktuédlnej hodnoty tejto premennej, silu nasho for cyklu by to zvysilo.
Preto bude for cyklus pracovat tak, Zze vstupni hodnotu tejto premennej si
interne zapaméta ako konstantu a potom bude pri otazke, ¢i mé realizovat
dal$iu iteraciu porovnavat hodnotu itera¢nej premennej s touto konstantou.
Hodnota premennej, ktort sme pouzili ako hrani¢ni hodnotu, sa dalej moze
[ubovolne menit, pricom na vykonévanie for cyklu to nebude mat Ziaden
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vplyv.

Lahko vidno, Ze pred vstupom do takto definovaného for cyklu méame
pevne urceny pocet zopakovani a ten sa za kazdych okolnosti dodrzi.

Nech P je program. Budeme hovorif, Zze P pocita totdlnu funkciu f :
N" — N, ak pre kazdé ohodnotenie vstupnych premennych z, ..., x, plati,
ze P vrati hodnotu y prave vtedy, ked f(z1,...,x,) = y. Budeme hovorit,
ze program P pocita ¢iastoéna funkciu f : N® — N prave vtedy, ak plati, ze
f(z1,...,x,) =y prave vtedy, ked program skonci a vratiy a f(xy,...,z,) =
1 prave vtedy, ak program nezastane a teda nic¢ nevrati.

3.2 Simulacia programov primitivne rekurziv-
nymi funkciami
V tejto casti ukdzeme, Ze programy nasho jazyka s istymi syntaktickymi

obmedzeniami pocitaju primitivne rekurzivne funkcie. Nez prikroc¢ime k sa-
motnému vyroku, vyslovime a dokazeme si pomocné tvrdenia.

Lema 3.2.1. Vsetky konstantné funkcie su primitivne rekurzivne. Funkcie
na prirodzenych cislach +,x,—,/ a % su primitivne rekurzivne.

Dokaz. Dokaz prvej ¢asti lemy moze ¢itatel najst v [1]. Pre funkciu fi(x,y) =
x + y plati

f10,9) =0+y =I](y)
flz+1Ly)=(x+1)+y=s(I3(z,z+y,y))

a teda fi = R(I},S?*(s,I3)). Ozna¢me o(y) undrnu konstantnt nulu. Pre
funkciu fo(z,y) = = * y plati

f2(0,y) = 0%y = o(y)
flz+1y)=(x+1)xy =Bz, zxyy)+ I3z, zxy,y)

a teda fo = R(o,S%(f1,I3,13)). Pre funkciu -, ktortt oznac¢ime f3, najprv
pripomenieme definiciu

r—y akx>y;
f3($’y):{ 0 ak ©r < y.

Plati



3.2. SIMULACIA PROGRAMOV PRIMITIVNE REKURZIVNYMI FUNKCIAMI15

f3(0,y)=0—-y=0

a teda fS = R(O> S(I;(.I, T — y>y)))
Pre funkciu celo¢iselného delenia, ktort oznacime fy(z,y), plati vztah
fa(w,y) = sgly) » Biysg(ix y — x).

Uvedeny vztah pripocita k vysledku 1 pre kazdé i, pre ktoré je i * y mensie
alebo rovné ako x. Podla liem 2.2.2 a 2.2.3 su funkcie sg, 5g, > primitivne
rekurzivne a preto f; vznika skladanim primitivne rekurzivnych funkcii.

Funkciu modulo ozna¢ime f5. Plati vztah f5(x,y) = = — y = fi(z,y).
Preto f5 vznika skladanim inych primitivne rekurzivnych funkcii a teda je
primitivne rekurzivna. U

Lema 3.2.2. Predikdaty <, >, = a <> su primitivne rekurzivne. Ak su pre-
dikaty p,q primitivne rekurzivne, potom je primitivne rekurzivny aj predikat
p and ¢, p or ¢, p Xor ¢ a not p.

Dokaz. Potrebujeme ukézat, Ze charakteristické funkcie uvedenych predika-
tov st primitivne rekurzivne. Podla definicie mé pozadovand funkcia v pri-
pade, Ze predikat plati, vratit 0. V opa¢nom pripade ma vratit 1. Pre predikat
= oznacme charakteristicki funkciu f. Potom

[, y) = sg(x —y) +sg(y — @)

Podla lemy 2.2.2 je funkcia sg primitivne rekurzivna a teda plati, ze f vznika
skladanim primitivne rekurzivnych funkcii. Predikdt <> je primitivne re-
kurzivny, pretoze je len negaciou predchadzajiceho a jeho charakteristicki
funkciu dostaneme aplikovanim funkcie g na f. Ozna¢me ¢ charakteristicku
funkciu predikatu <. Potom plati

g(w,y) = 3g(y — )

Charakteristickt funkciu predikatu > oznacime h. Plati

h(z,y) =3g(z —y)

Teda funkcie g a h vznikaju operaciou skladania z primitivne rekurzivnych
funkcii a preto st primitivne rekurzivne.

Pri dokaze druhej casti vety oznacime charakteristicka funkciu p ako f a
charakteristicka funkciu ¢ ako g. Predpokladame, Ze tieto funkcie st primi-
tivne rekurzivne. Uvazujme predikaty



16 KAPITOLA 3. SUVIS S PROGRAMOVACIMI JAZYKMI

p and q. Pre charakteristick funkciu h plati, ze h(z,y) = sg(f(z,y)+
9(x,y)).

e p or g. Pre charakteristicki funkciu h plati, ze h(z,y) = f(z,y) *
9(z,y).

e p xor q. Pre charakteristickti funkciu h plati, ze h(z,y) = (f(z,y) +
59(9(x,y))) * (59(f(z,y)) + 9(z,y)).

e not p. Pre charakteristicka funkciu A plati, ze h = 5g(f(z,v)).

Teda vsetky charakteristické funkcie vznikaju zlozenim primitivne rekurziv-
nych funkcii a funkcii f a g a preto st primitivne rekurzivne. Konstrukcie
sme uviedli len pre bindrne predikéty. Nie je ale obtiaZzne zovSeobecnit ich na
n-arne.

Ukazali sme, ze pouzitim vSetkych logickych spojok v nasom jazyku na
primitivne rekurzivne predikaty dostaneme novy primitivne rekurzivny pre-
dikat. O

Uvedené lemy nam hovoria, ze Tubovolny aritmeticky vyraz a lubovolny
predikat, ktory vieme v nasom jazyku formulovat, je primitivne rekurzivny.
Teraz prejdeme k vete o funkciach, ktoré zodpovedajia programom bez while
cyklov.

Veta 3.2.3. Nech P je program v nasom jazyku, ktory neobsahuje while
cykly. Nech f je funkcia, ktoru pocita program P. Potom f je primitivne
rekurziona.

Dokaz. Pre tcely tohto dokazu budeme pouzivat vSeobecnii definiciu pojmu
funkcie. Funkcie budu zobrazenia N +— N pre n, m € N. Nech ma program
n vstupnych premennych a m pracovnych premennych. Vstupné premenné
oznacime x1, ..., zn a v sulade s popisom sémantiky jazyka sa k nim budeme
spravat ako k read-only. Pracovné premenné oznac¢ime yl, ..., ym. Niekedy
budeme pri zapise pisat miesto yi ndzov premennej y;. UkdZeme, Ze postup-
nost zmien stavov premennych bude realizdcia funkcie g : N* ™" — N*t™
ktora bude primitivne rekurzivna. Pre funkciu f, ktort bude pocéitat program,
bude potom platit f = I} (g(x1,22,...,2n,0,...,0)), kde k e N,1 < k <
n + m je index vystupnej premennej. Ak je vystupnou premennou niektora
vstupné, potom 1 < k£ < n, v opacnom pripade je vystupna premenna jedna
z pracovnych. Vysledok funkcie bude rovny stavu premennych po skonceni
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programu a prislusnou projekciou dostaneme vystupni hodnotu. Vstupna
hodnota funkcie zodpoveda pociatoénému stavu programu — vstupné pre-
menné ma nastavené a pracovné premenné ma vynulované. Preto staci, ak
ukazeme, ze g je primitivne rekurzivna, z toho potom vyplynie primitivna
rekurzivnost funkcie f pocitanej programom P, kedZe f = S*(I}"™, g).

Najprv si musime uvedomit, Ze program P urcite zastane. Ak by sa totiz
nemal zastavit, musel by sa zacyklif v nejakom cykle. KedZe ale neobsahuje
while cykly ale iba for cykly, potom pre kazdy cyklus plati, Ze po ohrani¢enom
pocte krokov z neho vyjde. Z toho vyplyva, Ze program skonci, ¢o je jedna z
nutnych podmienok primitivnej rekurzivnosti funkcie pocitanej programom
P.

Budeme postupovat strukturalnou indukciou na tsek kédu programu P
a pre kazda programovu konstrukciu ukadzeme, ze tranformécia premennych,
ktora je nou realizovand, je primitivne rekurzivna.

e Prikaz priradenia yi:=s;. Aritmeticky vyraz s je podla lemy 3.2.1 moZné
vyhodnotit primitivne rekurzivnou funkciou. Oznacme tato funkciu r
a vysledok vyhodnotenia ako r(xy, ..., 2, y1,...,Ym). Je to teda fun-
kcia, ktora vyraz vyhodnoti s pouzitim potencidlne vSetkych premen-

nych programu ako parametrov. Transforméacia premennych je teda

_ pn+m(ntm n+m jn+m n+m n-+m n+m
g =Py, L L e I ) ateda

je podla lemy 2.2.3 primitivne rekurzivna.

e Prikaz vetvenia if b then pl else p2. Podla indukéného predpokladu
je transformacia premennych v podprograme p1 realizovana primitivne
rekurzivnou funkciou f; a v podprograme p2 funkciou f,. Podla lemy
3.2.2 vieme, zZe charakteristickd funkcia predikdtu p, ktort oznacime f,,,
je primitivne rekurzivna. Preto pre transforméciu premennych celého
vetvenia ¢ plati

g($1, vy Ty Y1y e e 7ym) - ng+n(fp($1 cee 7ym)) * fl(xlv s 7ym) +
S (fp(r - ym)) * a2, Ym)

Funkcia ¢g teda vznika skladanim primitivne rekurzivnych funkcii a
preto je primitivne rekurzivna. Primitivna rekurzivnost séitavania a
nasobenia (n + m)-tic vyplyva z primitivnej rekurzivnosti s¢itania a
nasobenia pre dve ¢isla a lemy 2.2.3. V pripade, Ze za prikazom if nie
je vetva else, potom pre funkciu ¢ plati
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9T, Ty Yty Ym) = ST (fo(@ o Ym)) * fi(T, e Ym)

e For cyklus for i:=1 to hr do begin pl end; Podla indukéného pred-
pokladu tsek pl pocita funkciu f,, ktord je primitivne rekurzivna. De-
finujme funkcie

ho: Nl s N ™ h(a, 2y, ym) =
P (™ a o Ym)s e D (a2, Ym)
g: NQ*n-l—Q*m—i—l = Nn+m’g(a’ Tips o s Ymys Tigy - - >ym2) =
PO (fp(@ng, oo Yma))s - i (fo(@a0s -+ Y )

Potom je funkcia f; : N ™™+ s N pocitand for cyklom definova-
telnd pomocou operéacie primitivnej rekurzie pre funkcie, ktoré vracaju
viac premennych, nasledovne

ff(07x17"'7

ym) - h(xla s >ym)
frli+ 1wy, oym) =g

>ff(7;7x1a"'>ym)7x1>"'aym)

Teda fr = R(h,g), kde h a g st primitivne rekurzivne funkcie podla
lemy 2.2.3 a predpokladu primitivnej rekurzivnosti f,. Funkcia f; vznika
teda operaciou primitivnej rekurzie z primitivne rekurzivnych funkcii
a preto je primitivne rekurzivna. Pre funkciu f, ktora pocita cely for
cyklus plati

f@1, .o ym) = fr(hrz o ym)

kde hr je hrani¢nd hodnota for cyklu. Preto aj funkcia f je primitivne
rekurzivna.

Uvazujme tsek kodu p, ktory je tvoreny dvoma podiisekmi pl a p2. Nech
usek pl pocita funkciu f; a p2 pocita funkciu fy. Podla indukéného predpo-
kladu st obe tieto funkcie primitivne rekurzivne. Potom funkciu f, poc¢itant
tusekom p, mozeme zapisat nasledovne

f= fz([{wm(fl(xl, e Ym))s - '>Igi$(f1($1, e YUm)))

Funkcia f vnikla operaciou skladania z primitivne rekurzivnych funkcii f; a
f2 a projekcii a preto je primitivne rekurzivna.

KedZe P je tisek kédu, potom je dokazané, Zze funkcia g, ktord popisuje
zmeny premennych pocas vypoctu programu P je primitivne rekurzivna, z
¢oho vyplyva primitivna rekurzivnost funkcie f, ktort pocita program P. [
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3.3 Simulacia primitivne rekurzivnych funkcii
programami

V tejto casti dokazeme opacné tvrdenie — kazda primitivne rekurzivna funkcia
sa da pocitat programom bez while cyklov.

Veta 3.3.1. Viypocet kazdej primitivne rekurzivnej funkcie mozno realizovat
v nasom jazyku len s pomocou jednoduchych prikazov a for cyklu. Inymi
slovami, ak potrebujeme pri simulovani funkcie cyklus, vZdy nam staci taky,
pri ktorom dopredu vieme, kolko krdt sa bude opakovat.

Dokaz. Uvazujme primitivne rekurzivnu n-arnu funkciu f. Vieme, ze k pri-
mitivne rekurzivnej funkcii existuje jej vytvarajica postupnost, nech je to
fi, fay .oy fr, kde f = fr. Vstupni hodnotu z; funkcie, ktori chceme ra-
tat, si budeme udrziavat v premennej zi. K x-ovym premennym sa budeme
spravat v nasom programe ako k read-only.

Indukciou ukézeme, Ze ITubovolnu funkciu z tejto postupnosti vieme im-
plementovat. Pre f; mohli nastat len tri moZnosti:

1. f; je funkcia s. Potom je unarna a vysledok dostaneme pripocitanim
hodnoty 1 k jej vstupnej hodnote.

2. f1 je funkcia 0. Potom je nularna a vysledok bude hodnota 0.

3. f1jeprojekcia I . Potom do vystupu dosadime hodnotu m-tej vstupnej
premennej funkcie.

Vsetky tri moznosti st teda jednoducho riesitelné. Zamyslime sa teraz
vSeobecne nad funkciou f;. Mozu nastat tieto moznosti:

1. f; je funkcia s. Potom je unarna a vysledok dostaneme pripoc¢itanim
hodnoty 1 k jej vstupnej hodnote premenne;.

2. f; je funkcia 0. Potom je nularna a vysledok bude hodnota 0.

3. fije projekcia I],. Potom do vystupu dosadime hodnotu m-tej vstupnej
premennej funkcie.

4. f; je funkcia, ktora vznikla operaciu skladania funkcii z niektorych pre-
doslych.
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5. f; je funkcia, ktora vznikla z dvoch predoslych pomocou primitivnej
rekurzie.

Prvé tri pripady st vyriesené. Uvazujme pripad, ked funkcia vznikla skla-
danim. Vieme, ze funkcie, z ktorych nami uvazovana funkcia f; vznikla, st v
postupnosti skor. Takze vyuzijeme indukény predpoklad, ktory hovori, zZe tie
implementovat vieme. Nech skladacia funkcia je [-arna.

Ak by sme mali teda spravit program, ktory bude realizovat operéciu
skladania, vyzeral by nasledovne: v prvej casti by sa realizoval vypocet [
vnutornych funkcii a ich vysledky by boli ulozené do [ pracovnych premen-
nych. V druhej casti by prebehol vypocet skladacej funkcie s parametrami,
ktoré mame vypocitané v pracovnych premennych.

Dostali by sme teda program, ktory bude simulovat operaciu skladania
funkcii. Podme sa zamyslief nad poslednym pripadom, ktorym je operacia
primitivnej rekurzie. Funkcie, z ktorych f; vznikla, sa museli nachadzat vo
vytvarajucej postupnosti pred funkciou f;. Teda existuju cisla j; a jo také,
ze f; vznikad primitivnou rekurziou z funkcii f;, a f;, a ji,j2 < i. Podla
indukéného predpokladu vieme v nasom jazyku tieto dve funkcie implemen-
tovat. Nech funkcia f; je l-drna. Oznacime vstupné premenné funkcie f; ako
yl,...,yl a premennt na vystup z. V konstrukcii budeme pouzivat oznace-
nie funkcii z definicie primitivnej rekurzie. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech
h = f;, a g = fj,. VyuZitim programov tychto funkcii a for cyklu mézeme
operéaciu primitivnej rekurzie prepisat nasledovne:

z := <wypocet funkcie h s parametrami y2,...,yl>
for i:=1to yI do
begin
z 1= <wypocet funkcie g s parametrami i-1,2,y2,...,yl>
end;

Ukézali sme, Ze vSetky funkcie v postupnosti vieme naprogramovat a
preto vieme naprogramovat aj funkciu f, = f. O

Dosledok 3.3.2. Ku kaZdej primitivne rekurzivnej funkcii existuje program
v nasom jazyku, ktory realizuje jej vypocet a vZdy zastane. To uzZ intuitivne
vyplyva z toho, Ze pred kaZdym cyklom vieme pocet jeho zopakovani. Ak by
sa mali niekde zacyklit, nemohli by sme mat pred vstupom do cyklu tito
vedomost. Na vytvorenie nekonecného cyklu a teda aj programu potrebujeme
silnejsie vypoctové prostriedky.
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Ukézeme si uvedent konstrukciu aj na priklade a skiisime napisat prog-
ram, ktory bude realizovat vypocet funkcie f(z,y) = z.y. Ta dostaneme
pomocou povolenych operacii nasledovne:

f= R(R(Ov 122)7 SS(R(Illv 52(57 IS))? ]:237 12:33))

Zrejme neprehladny zapis si ideme rozpisat podla jednotlivych operécii.
Pre zaujimavost ale predtym uvedieme aj vytvarajicu postupnost z definicie
primitivne rekurzivnych funkcii a zadefinujeme si oznacenia. Unarnu kon-
Stantnt nulu oznacime o(z), fi(z,y) = x +y, [, (7, y,2) = s(I3(z,y,2)) a
Too(@,y,2) = I3(x,y, 2) + I3(x,y, z). Vytvarajica postupnost vyzerd nasle-
dovne:

0, [22(x>y)>0(x)> s(x), [11('77)’ [g)(x>y>z)’ fp1(x>y>z)a
fl(x>y)>j??(x>y>z)’ fpz(x7y>z)a f(xay)

Vratme k prvému zapisu a popiSme si ho troska podrobnejSie. Za¢neme
najhlbsimi funkciami, z ktorych poskladdme vysledné nasobenie. Vidime, ze

o= R(0, I?), pretoze
0(0)=0
o(lx +1) = IZ(z,0(x))

teda ze unarna konstantna funkcia vznika operaciou primitivnej rekurzie
z nularnej nuly a druhej binarnej projekcie.

Uvazujme funkciu f,, (z,y, 2) = s(I3(x,y, 2)), teda terdrnu funkciu, ktora
vracia nasledovnika svojho druhého parametra. Pre funkciu sc¢itania, teda

fi(z,y) = x4y, plati

f1 = R(I}, f,,), pretoze
fi(0,y) =04y = Ill(y)
file +Ly)=(@+1)+y=fulz,a+y.y)

teda tato funkcia vznika z prvej unarnej projekcie a zo spominanej funkcie
fp, operaciou primitivnej rekurzie.

Teraz si zavedme este jednu pomocnt funkciu,
Too(@,y,2) = S3(f1, I3 (2, y, 2), I3 (2,1, 2)). Je to funkcia, ktora vznikla zloze-
nim sc¢itania a druhej a tretej terarnej projekcie. Inymi slovami, je to terarna
funkcia, ktora vracia stcet druhého a tretiecho argumentu.

Teraz uz mame vsetko potrebné, aby sme vyrobili nasobenie:
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= R(o, f,,), pretoze
( y) = 0.y = o(y)
(.T—i—l y) (.I ) :pr(aZ,x.y,y)

Funkcia nasobenia teda vznika primitivnou rekurziou z unarnej funkcie vraca-
jucej nulu a pomocnej funkcie vracajicej sucet druhého a tretieho parametra.

Podla uvedenych konstrukcii napiseme program, ktory bude realizovat
vypocet funkcie f. Napriek tomu, Ze sme si uz ukazali primitivnu rekurzivnost
sCitania, sa zamerne vyhneme pouzitiu operatoru + pri inom pripade ako
funkcii nasledovnika.

var z,pl,p2: integer;
{z bude vystupna premennd, pl a p2 budi pomocné premenné pri séitani }
begin
z2:=0;
for i:=1 to z1 do
begin
{vygpocet funkcie scitania pre parametre udané projekciami}
pl:=z;
p2:=x2;
for j:=1to pI do
begin
p2:=p2+1;
end;
2:=p2;
end;
return z.

Spolu s vysledkom z predchadzajicej kapitoly dostavame, ze primitivne
rekurzivne funkcie si prave tie, ktoré vieme implementovat v nasom progra-
movacom jazyku bez pouzitia while cyklov.

3.4 Rekurzivne a c¢iastocne rekurzivne fun-
kcie

V tejto casti ukazeme, ze rekurzivne funkcie st prave tie, ktorych vypocet
sa d& realizovat v nasom jazyku programom, ktory vzdy zastavi. Podobne



3.4. REKURZIVNE A CIASTOCNE REKURZIVNE FUNKCIE 23

uvidime, ze ¢iastocne rekurzivne funkcie su tie, ku ktorym existuje v nasom
jazyku program, ktory zastavi prave vtedy, ked dostane vstup, na ktorom je
funkcia definovana.

Veta 3.4.1. Nech P je lubovolny program v nasom jazyku, ktory pre kaZdé
ohodnotenie vstupniych premennych zastane. Potom funkcia f, ktoru tento
program pocita, je rekurzivna.

Dokaz. Nech P ma n vstupnych a m pracovnych premennych. Podobne ako
pri dokaze vety 3.2.3 o primitivnej rekurzivnosti funkcii pocitanych progra-
mami bez while cyklov budeme postupovat Strukturalnou indukciu na tuseky
kédu. Pojem funkcie bude vSeobecny pre zobrazenia, ktoré mozu vracat aj
viacej premennych. UkdZeme, Ze funkcia g : N*™™ — N"*™_ ktora popisuje
transformaciu premennych pocas vypoctu, je rekurzivna. Z toho a z lemy
2.2.3 vyplynie, ze funkcia

f= I,?’Lm(lerm(g(a:l, e YUm)sy e Igin”;(g(xl, e Ym))

bude tiez rekurzivna. Vyuzijeme fakt, ze mnozina primitivne rekurzivnych
funkcii je podmnozina rekurzivnych funkcii, ktory nam umozni pouzit vy-
sledky z dokazu vety 3.2.3.

e Prikaz priradenia yi:=s;. Z vety 3.2.3 vieme, Ze je realizovany primi-
tivne rekurzivnou funkciu. Preto je tato funkcia rekurzivna.

e Prikaz vetvenia if b then pl else p2. Podla indukéného predpokladu
je transformacia premennych v podprograme p1l realizovana rekurziv-
nou funkciou f; a v podprograme p2 funkciou f,. Podla lemy 3.2.2
vieme, ze charakteristicka funkcia predikatu p, ktort oznacime f,, je
primitivne rekurzivna. Preto pre transformaciu premennych celého vet-
venia ¢ plati

g($1, vy Ty Y1y e e 7ym) - ng+n(fp($1 cee 7ym)) * fl(xlv s 7ym) +
S (fp(r - ym)) * fa(2, o Ym)

Funkcia ¢ teda vznika skladanim rekurzivnych funkcii a preto je re-
kurzivna. Obdobne ako v dokaze vety 3.2.3 sa vyriesi pripad, kedy v
prikaze nemame vetvu else.

e For cyklus for i:=1 to hr do begin pl end; Podla indukéného pred-
pokladu tsek pl pocita funkciu f,, ktora je rekurzivna. Definujme fun-
kcie
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ho: Nl N ™ h(a, 2y, ym) =
P (™ a my, o ym)s e D (a2, Ym)
g: NQ*n—i—Q*m—l—l —s Nn—i—m’ g(a’ Tigye ey Ymys Llgy - - - 7@/M2) =
P (fp(@nys - Yma))s - D (fp(@1ys - Yy )

Potom je funkcia f; : N*+7"+1 s N pocitand forcyklom definova-
telnd pomocou operéacie primitivnej rekurzie pre funkcie, ktoré vracaju
viac premennych nasledovne

ff(()?xl?“‘a

Ym) = h(z1, ..., Ym)

7ff(i7x17"'7ym)7x17“‘7ym)

Teda f; = R(h,g), kde h a g st rekurzivne funkcie podla lemy 2.2.3 a
predpokladu rekurzivnosti f,. Funkcia f; vzniké4 teda operaciou primi-
tivnej rekurzie z rekurzivnych funkcii a preto je rekurzivna. Pre funkciu
f, ktord pocita cely for cyklus, plati

f(xla .- >ym) - ff(h’raxl .- >ym)
kde hr je hrani¢na hodnota for cyklu. Preto je aj funkcia f rekurzivna.

While cyklus while b do begin pl end;. Podla indukéného pred-
pokladu je tsek kédu pl realizovany rekurzivnou funkciou f, a podla
lemy 3.2.2 mozno predikat b vyhodnotit dokonca primitivne rekurziv-
nou funkciou f,. Nech

g : NZ*n+2*m+1 — Nn+m7g(a7 1‘117 AR} yml?x127 AR ym2) -
Pner(I{Z-i—m(fp(xhv ce 7ym1))7 SRR ]giﬂ(fp(xh? s 7ym1)))

Zadefinujeme funkciu fy, pre ktora plati

ff(()?xl? cee ;ym) -
P (0, 2, Y, IO, 21, - Y)

ff(z+ 17x17“‘7ym) 29(27 ff(zwrlw“?ym)?xla"'7ym)

Funkcia f; s prvym parametrom a vrati stav premennych po a itera-
ciach. Teraz zadefinujeme funkciu f,,. Pre f,, bude platit

fm(xlv .- ~7ym) - MZ(@(fb(ff(z7x17 s 7ym))) - 0)
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Funkciu f,, teda dostaneme aplikovanim operacie minimalizacie na pa-
rameter z na funkciu 5g(f,(fr(z, 21, ...,Ym))). Teda hladdme najmensie
také z, pre ktoré plati, Zze po z opakovaniach while cyklu vrati charak-
teristicka funkcia predikatu 1, teda predikat bude nesplneny. Napokon
funkcia f, ktort realizuje while cyklus, je definovana nasledovne

f(xlw"aym) :ff(fm(xla"'aym)axla-"7ym)~

Funkcia ff je rekurzivna, pretoze vznika operaciou primitivnej rekurzie
z rekurzivnych funkcii. Funkcia f,, vznikd minimalizaciou funkcie, ktora
vznikla skladanim rekurzivnych funkcii. Vnutro funkcie je teda totalna
funkcia. Ukazeme, ze aj funkcia f,, je totalna. Ak by totiz pre nejaky
vstup nebola definované, potom by nemohlo existovat také z, pre ktoré
by platilo, ze dany while cyklus po z opakovaniach skonc¢i. To by ale
znamenalo, Zze program na danom vstupne nezastane, ¢o je v spore s
predpokladom vety. Preto je aj funkcia f,, totalna, z ¢oho dostavame,
ze minimalizacia je regularna a preto je aj funkcia f rekurzivna.

Uvazujme tsek kédu p, ktory je tvoreny dvoma podusekmi pl a p2. Nech
usek pl pocita funkciu f; a p2 pocita funkciu fy. Podla indukéného predpo-
kladu st obe tieto funkcie rekurzivne. Potom funkciu f, pocitani tisekom p,
mozeme zapisat nasledovne

=R (filzy, . ym)s - L (e, ym))

Funkcia f vnikla operaciou skladania z rekurzivnych funkcii f; a fs a projekcii
a preto je rekurzivna. Kedze P je usek kédu, potom je dokazané, Ze funkcia g,
ktora popisuje zmeny premennych pocas vypoc¢tu programu P, je rekurzivna,
z ¢oho vyplyva rekurzivnost funkcie f, ktort pocita program P. O

Veta 3.4.2. Nech P je lubovolny program. Potom funkcia f, ktori tento
program pocita, je ciastocne rekurzivna.

Dokaz. Vyuzitim konstrukcii predchadzajicej vety mame vetu dokazant,
pretoze pre vsetky useky kodu plati strukturalna indukcia aj pre c¢iastocne
rekurzivne funkcie. Vynimku vsak potencialne tvori while cyklus, kde sa vy-
uzival predpoklad o zastaveni. KedZe program zastavit nemusi, minimalizacia
pouzita pri konstruovani funkcie, ktora zodpovedala tiseku kédu s while cyk-
lom nemusi byt regularna. To ndm ale na ¢iasto¢na rekurzivnost staci.
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Este treba ukézat, Ze skonstruovana funkcia je nedefinované prave vtedy,
ked sa program nezastavi. Ak sa program nezastavi, musi sa zacyklyt nie-
ktory while cyklus. Potom ale funkcia, ktora ho realizuje, musi byt na danom
vstupe nedefinovana, pretoze v opacnom pripade by pre nejakti hodnotu z
z predchadzajicej konstrukcie platilo, Zze cyklus zastane po z opakovaniach.
Obratene, ak je funkcia nedefinovana, potom pre niektortt minimalizaciu ne-
smie existovat najmensia hodnota z, z ¢oho vyplyva, Ze prislusny while cyklus
sa bude cyklif donekonec¢na. O

Teraz vyslovime a dokazeme vetu o simulacii rekurzivnych a cCiastocne
rekurzivnych funkcii v nasom jazyku.

Veta 3.4.3. Pre kaZdu rekurzivnu aj ciastocne rekurzivnu funkciu existuje
program v nasom jazyku, ktory ju pocita.

Dokaz. Pripomenme si najprv, ¢o pre program znamena pocitat. Pre n-arnu
rekurzivnu funkciu f, plati, Ze program P pocita f prave vtedy, ked pre
kazdé ohodnotenie vstupnych premennych x4, ..., z, plati, Ze program vrati
y prave vtedy, ked f(z1,...,z,) = y. Pre ¢lastoént n-arnu funkciu musi tiez
platit, Ze program pre kazdé ohodnotenie vstupnych premennych xi,...,x,
vrati y prave vtedy, ked f(z1,...,z,) = y a zaroven sa program zacykli pre
tie vstupné ohodnotenia 1, ..., z,, pre ktoré plati f(xy,...,z,) = L.

V tomto doékaze vyuzijeme vysledky z vety o simulécii primitivne rekur-
zivnych funkcii. Uvazujme najprv n-arnu rekurzivnu funkciu f, ktorej vy-
tvarajica postupnost nech je fi,..., fi, kde fi = f. Indukciou ukdzeme, Ze
kazdu funkciu z tejto postupnosti vieme naprogramovart.

Pre fi; mohli nastat rovnaké tri moznosti ako pri dokaze o simulécii pri-
mitivne rekurzivnych funkcii. Preto uvazujme vsSeobecne f;. K piatim moz-
nostiam v predchadzajicom dokaze, ktoré by sme riesili rovnako, pribudla
Siesta:

[

. fi je funkcia s.

[N}

. fi je funkcia 0.

w

. i je projekcia I .

=~

. fi je funkcia, ktora vznikla operaciu skladania funkcii z niektorych pre-
doslych.
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5. f; je funkcia, ktord vznikla z dvoch predoslych pomocou primitivne;
rekurzie.

6. f; je funkcia, ktord vznikla operéaciu regularnej minimalizacie z niektore;
predosle;j.

Nech f; = M (g), kde g = f; vo vytvarajtcej postupnosti pre j <
i. Potom funkciu ¢ vieme naprogramovat podla indukéného predpokladu.
Nech méame vstupné parametre funkcie f; v premennych z1,...,xn, y bude
premennad, v ktorej bude vysledok funkcie f; a z bude pomocna premenna.
Nasledovny program realizuje vypocet funkcie f;

y = 0;
z:= 1
while 2<>0 do
begin
z := {wvygpocet funkcie g s parametrami y,x1,...,an}
if 2<>0 then y := y+1;
end;

Takze vieme naprogramovat kazdu funkciu z postupnosti a teda aj funkciu
fr = f. Teraz ukazeme, Ze program, ktory dostaneme nasou konstrukciou,
vzdy zastavi. Ak totiz ma realizovat vypocet rekurzivnej funkcie, zastavit
musi vzdy, kedZe tato funkcia je pre kazdy vstup definovani. Budeme postu-
povat opit indukciou na f;. Pre f; mozu nastat len tri jednoducho riesitelné
pripady, ktoré zjavne zastavia. Uvazujme teda f;, ktora nie je ani s, ani 0,
ani 1.

7 predchédzajiceho dokazu vieme, ze ak f; vznikd operaciou skladania
alebo primitivnej rekurzie z funkcii, pricom programy, ktoré tieto funkcie
realizuju vzdy zastavia, tak aj program funkcie f; zastane. Preto vyuzitim
induk¢éného predpokladu tieto pripady vyrieSime. Posledna moznost je ope-
racia regularnej minimalizacie. Nech f; = M (g), kde g je rekurzivna funkcia,
ktorej program vzdy zastane. Preto sa pri nasej konstrukcii nestane, ze by
vypocet vnutra while cyklu neskondil. Preto premennd y bude rast az do-
vtedy, kym vypocet g nenastavi z na nula. LenZze my vieme, ze funkcia f; je
rekurzivna, minimalizacia je regularna a preto z definicie dostavame, ze f; je
totalne funkcia. A z toho vyplyva, Ze také y, pre ktoré g(y,x1,...,2,) =0
urcite existuje. Takze mame zarucené, ze uvedeny while pri tomto y skondi.
Preto skonci aj program, ktory pocita f; pre kazdé ¢ a teda aj f.
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Teraz uvazujme ciastocne rekurzivnu funkciu f. Rovnakou konstrukciou
dostaneme program, ktory ju bode pocitat. Iahko nahliadneme, Ze ten skonci
a vrati vysledok prave vtedy, ked dostane argumenty, na ktorych je funkcia f
definovana. Zamysliet sa potrebujeme iba nad pripadom minimalizacie, ktora
v pripade tejto funkcie nemusi byt regularna.

Ak mame vstup, na ktorom tato funkcia nie je definovana, potom sa nam
musi pri niektorom while cykle staf, Zze bude bezaf do nekone¢na, pretoze
nendjde y, pre ktoré g(y, 1, . . ., z,) bude nula. Ak by sa ndm to totiz nestalo,
znamenalo by to, Ze pre vSetky minimalizacie by sa uvedena hodnota y nasla
a preto by funkcia bola definovana.

Naopak, nech mame vstup, na ktorom je tato funkcia definovana. Potom
sa nemoze stat, ze by niektory while neskonéil. Ak by také situécia nastala,
potom by musela existovat minimalizacia, pre ktort by sa nenaslo y také, ze
9(y,x1,...,2,) = 0 a z toho by uz vyplyvalo, ze funkcia na tomto vstupe
nemohla byt definované. O

3.5 Zjednoduseny vypocet rekurzivnych fun-
kcii

V tejto casti budeme demonstrovat fakt, ze pre kazda rekurzivnu funkciu
existuje jej vytvarajuca postupnost, v ktorej sa vyskytuje prave jedna operéa-
cia regularnej minimalizacie. S vyuzitim vysledkov z predchadzajtcej sekcie
z toho vyplynie, Ze ku kazdej rekurzivnej funkcii budeme moct napisat prog-
ram, ktory ju pocita a v ktorom bude len jeden while cyklus. Najprv ale
musime uviest niekolko pojmov a pomocnych vysledkov. Ked budeme v tejto
¢asti hovorit o rekurzivnych funkcidch, budeme maf na mysli funkcie, ktoré
st rekurzivne, ale nie su primitivne rekurzivne.

Pre tcely dokazu spomenieme Turingov stroj a niektoré iné pojmy z tedrie
formalnych jazykov a automatov. Pojmy ako abeceda, slovo a podobne tu
definovat nebudeme, ¢itatel ich moze najst v [4]. V nasledujicej definicii
Turingovho stroja oznacuje B prazdny symbol, ktory je na zaciatku vypoctu
napisany na polickach pasky, na ktorych nie je vstup.

Deterministicky turingov stroj je 6-tica (K, %, 1,0, qo, F), kde K je ko-
necnd mnozina stavov, Y je konecna abeceda vstupnych symbolov, I' je ko-
necnéd abeceda pracovnych symbolov, ¥ C I', ¢ € K je zaciato¢ny stav,
F C K je konefnd mnozina akceptaénych stavov a § : K x (I' U {B}) —
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ODUK xT'x{0,1,—1} je prechodova funkcia.

Obsiahlejsi popis modelu moze Citatel najst v [4].

Konfiguraciou Turingovho stroja 7' nazveme usporiadant trojicu (¢, w, 7),
kde ¢ € Kp,w € X% a ¢ € N. Teda bude to usporiadana trojica, kde prva
zlozka bude stav, v ktorom sa stroj nachadza, druha zlozka bude slovo na
zapisanej Casti pasky a tretia zlozka bude poradie znaku od zaciatku tohto
slova, nad ktorym sa nachadza citacia hlava.

Dve konfiguracie ki,ks buda v relacii krok vypoctu, ak stroj T prejde z
konfigurécie k; v prvom kroku vypoétu do k. Formélnejsiu definiciu éitatel
najde v [4]. Tato relaciu pre stroj 7' budeme oznac¢ovat symbolom .

Budeme hovorit, ze Turingov stroj T’ po¢ita funkciu f, ak Y7 = {#} a pre
kazdé i € N plati: Igr € Fr,y € N: (qo, #',0) b (qr, #,y) <= f(i) = J.
Pojem sa dé prirodzene rozsirif aj na ¢iastoéne rekurzivne funkcie, my sa ale
nateraz budeme venovat len totalnym rekurzivnym funkciam.

Dokaz nasledovnej vety moze Citatel najst v [1].

Veta 3.5.1. Rekurzivne funkcie su prave tie, ku ktorym existuje Turingov
stroj, ktory ich pocita.

Budeme potrebovat zaviest ¢islovanie nad mnozinou slov nad Xr. Rov-
nako potrebujeme néjst c¢islovaciu funkciu pre mnozinu konfiguracii Turin-
govho stroja, mnozinu konec¢nych postupnosti konfiguracii a mnozinu n-tic
prirodzenych ¢isel. Ozna¢me p(n) funkciu vracajicu n-té prvoécislo. Podla [1]
je tato funkcia primitivne rekurzivna.

Nech |X7| = n. Potom na kazdé slovo sa mozeme divat ako na ¢islo
zapisané v sustave so zakladom n. Cislovaciu funkciu oznacime n,,.

Stavy stroja T oc¢islujeme od 0 do | K|—1, stav s ¢islom ¢ oznacime ¢;. Nech
(gi,w, j) je konfiguracia. Potom ¢islovacia funkcia n. méze byt definovana
nasledovne

nc(qz‘, IU’j) — 223nw(w)5]

Ak uvazujeme n-arnu funkciu, potom mnozinu n-tic mézeme ocislovat
funkciou n,; definovanou

ni(xy, ..., x,) = p(i)*

Obdobne zakdédujeme aj postupnost konfiguracii, pre ktoré definujeme
¢islovaciu funkciu ng nasledovne

ns(kyy ..o k) = 117 p(i)ki
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kde k; je cislo i-tej konfiguracie.

Treba poznamenat, ze funkcie, ktoré realizuji uvedené kédovania, st pri-
mitivne rekurzivne. Rovnako vSetky dekdédovacie funkcie st primitivne re-
kurzivne.

Neformalne popiseme myslienku konstrukcie, ktort pouzijeme pri dokaze.
Nech f je rekurzivna funkcia a 7" je Turingov stroj, ktory ju pocita. Budeme
hladat minimalizéciou najmensie ¢islo vypoctu z také, ze je ¢islo vypoctu,
ktory zacina so vstupom z a kond¢i v akceptacnom stave. Takéto z existuje
prave jedno, kedZze T je deterministicky a f je totélna. Funkcia, ktora bude
overovat pozadované vlastnosti z, bude primitivne rekurzivna.

Nasledovnii lemu uvedieme bez dokazu. Dokazy primitivnej rekurzivnosti
niektorych funkcii a predikatov ¢itatel najde v [1]. Vyuzivaju sa pri nich
vlastnosti ¢islovania a primitivna rekurzivnost funkcii, ktoré pracuju s prvo-
¢islami.

Lema 3.5.2. Nech T je Turingov stroj. Nasledovné funkcie a predikdty su
primitivne rekurzivne.

o Predikdt pT (x), ktory hovori, ¢ x je ¢islo konfigurdcie Turingovho stroja

T.

o Predikdt pl(z), ktory hovori, ¢ je x cislo akceptacnej konfigurdcie
stroja T'.

o Predikdt pl(x,y), ktory hovori, ¢i je x ¢islo zaciatocnej konfigurdcie
stroja T' pre vstup y.

o Predikdt pl(x,y), ktory hovori, ¢i pre konfigurdcie ki, ko, ktorych cisla
st x,y plati ky Fr k.

o Funkcia pl (), ktord vracia diZku slova, ktoré je na pdske v konfigurdcii
x.

o Funkcia pt(x), ktord pre ¢islo vijpoctu x vracia pocet konfigurdcii, kol-
kymi tento vypocet prechddza.

o Funkcia pL(z,1), ktord pre ¢islo vypoctu x vracia ¢islo i-tej konfigurdcie
v tomto vypocte.

Dohodneme sa, Ze uvedené predikdty vracaji zdporni odpoved aj v pri-
pade, Ze dostant nekorektny vstup (napriklad cislo, ktoré nie je éislom kon-
figurdcie).
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Teraz mozeme prikrocit k hlavnému tvrdeniu.

Veta 3.5.3. Ku kaZdej rekurzivnej funkcii f existuje program, ktory ju pocita
a obsahuje iba jeden while cyklus.

Dokaz. Nech T je Turingov stroj, ktory pocita unarnu funkciu f. Z n-arnej
funkcie dostaneme unarnu aplikaciou ¢islovacej funkcie na n-tice vstupnych
hodnot. Podla stroja T skonStruujeme predikaty z predchédzajicej lemy.
Ak je vo vypoéte k konfiguracii, potom prva bude mat poradové ¢islo 0 a
posledna k — 1. Zavedieme pomocny predikat pr, ktory pre ¢islo x povie, ¢i
je x platny a akceptacny vypocet na vstupe y. Pre charakteristicki funkciu
predikatu, ktort oznac¢ime fr, plati

fr(z,y) = sg(ps (pf (2,0),y) + p3 (T (x, pé (x) — 1)) +
T T
x)—2 . . x)—2___ .
S TET (T (2, 1), pL (2,7 + 1)) + X257 2 sg(pl (92 (2, 1))))

teda overujeme, ¢i je prva konfiguracia pociatocnou pre vstup y, ¢i je
posledna konfiguracia akceptacnou, ¢i konfiguracie na seba nadvizuja a ¢i
ziadna konfiguracia okrem poslednej nie je akceptacna. Funkcia fr vrati nula
len ak st vsetky predpoklady splnené. Predikat pr je primitivne rekurzivny,
pretoze jeho charakteristicka funkcia vznikd operaciou skladania z funkcii,
ktoré s primitivne rekurzivne. Funkcie sg,5g a X st primitivne rekurzivne
podla liem 2.2.1 a 2.2.2.

Dalej zavedieme pomocnt funkciu ¢, ktora vrati éislo platného a akcep-
ta¢ného vypoctu stroja T na vstupe y. Kedze taky vypocet je jediny, je to
zaroven najmensie také cislo. Plati

9(y) = pu=(fr(z,y) =0)

KedZe vypocet vzdy existuje, funkcia ¢ je totalna. Potom pre funkciu f
plati

fw) = vtk (g(y), pg(9(y)) — 1))

Povedané v [udskej reci, funkcia vréati dizku slova akceptacnej konfiguracie
vypoctu stroja 1" na vstupe y. Funkcia je zlozenim primitivne rekurzivnych
a rekurzivnych funkcii a teda je rekurzivna.

K danej funkcii [ sme teda ziskali vytvarajicu postupnost, z ktorej podla
vysledkov z predchadzajucich kapitol mozeme skonstruovat program P, v
ktorom bude iba jediny while cyklus. To je dosledok toho, ze v dokaze je
pouzita operacia minimalizacie len raz. O
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Uvedent konstrukciu mézeme bez tazkosti aplikovat aj na Ciastocne re-
kurzivnu funkciu f. KedZe pre niektoré vstupy moze byt nedefinované, potom
pre tieto vstupy neexistuje c¢islo platného vypoctu stroja 7. Dostaneme ale
ekvivalentny zapis f s jedinou operaciou minimalizacie a teda aj program P,
ktory ju bude pocitat a bude obsahovat len jeden while cyklus.
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