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Tato praca sa zaobera dekompoziciou vSeobecnych kompletnych grafov na
kruznice danej dlzky. Prindsame v nej prehlad vysledkov, dosiahnutych pri
skiimani jednoduchych a orientovanych kompletnych grafov. Nacrtneme spo-
sob dokazovania tychto vysledkov. Taktiez sa budeme venovat $tadiu rozkla-
dov viacnasobnych kompletnych grafov na kruznice. Dokazeme, ze zakladné
nutné podmienky dekompozicie st postacujice ak stupen nasobnosti grafu
je parny a minimalny.
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Kapitola 1

Uvod

V tejto préaci sa zaoberame dekompoziciou vSeobecnych kompletnych gra-
fov na kruznice pevne zadanej dlzky. Vieobecnym kompletnjm grafom roz-
umieme kompletny graf, ktory ma vSetky hrany rovnakej nasobnosti, a moze
mat orientaciu hran.

Na oznacenie budeme pouzivat pismend n, m a k. Pismeno n bude oznacdovat
pocet vrcholov kompletného grafu, k oznacuje nasobnost hran grafu a m
oznacuje dizku kruznic na ktoré ho rozkladdame. Toto oznadenie pouzivame
v celej praci.

Zdkladné nutné podmienky, aby jednoduchy kompletny graf K,, mohol mat
C,, dekompoziciu, st

1.3<m<n

2. n(n—1) =0 (mod 2m)

3. kazdy vrchol mé parny stupen
V pripade jednoduchych kompletnych grafov nardzame v tretej podmienke

na problém pri n parnom, budeme sa teda zaoberat grafom K, — I, ktory
spliia podmienky a je velmi podobny kompletnému grafu.

Rieseniu problému dekompozicie grafov bolo venovanych mnozstvo prac,
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kedZe tato téma sa rozvyja uz pol storocie. Vo vicsine z nich sa autori venovali
jednoduchym kompletnym grafom, ale boli uverejnené aj ¢lanky venované
niektorym Specidlnym pripadom vSeobecnych kompletnych grafov. Niektoré
z vyznamnejsich vysledkov uvedieme nizsie.

Zacneme prehladom prac venovanych jednoduchym kompletnym grafom. To,
ze zékladné nutné podmienky st aj postacujice pre m-parne a n = 1 (mod
2m) bolo ukazané v pracach Gotziga[l] a Rosu[2]. Rodgerovi[3] sa podarilo
ukézat, Ze ak n je neparne a nutné podmienky st postacujtce pre n spliiajice
podmienku m < n < 3m, potom si tieto podmienky postacujtce aj pre lubo-
volné n neparne. Ekvivalentny vysledok pre n-parne, a teda pre grafy K, —1I,
dokézala Sajnaf4]. Vdaka tymto sa zjednodusilo uvazovanie o jednoduchych
kompletnych grafoch na grafy s poc¢tom vrcholov v rozsahu m < n < 3m.
Nésledne sa podarilo Alspachovi a Gavlasovi [5] ukézaft, Ze nutné podmienky
st aj postacujuce, ak parametre n a m maja rovnaku paritu. Pripad s réznou
paritou parametrov vyriesila neskor Sajnaf6]. Tieto prace uzavreli problém
dekompozicie kompletnych grafov na kruznice rovnakej dlzky. Autori oboch
dokazov postupovali velmi podobne. Najprv pomocou uz zmienenych vy-
sledkov obmedzili parameter n na prirodzené ¢isla z intervalu < m; 3m > a
potom riesili zvlast pripady ked n bolo mensie ako 2m a ked bolo vicsie alebo
rovné 2m. V niektorych podpripadoch sa naviac ukazala potreba rézneho pri-
stupu k dokazu, ak podiel n/nsd(n, m) bol mensi ako podiel n/nsd(n—1,m),
Specialny pristup si taktiez vyzadovali niektoré pripady s malymi paramet-
rami.

Okrem pripadu jednoduchych kompletnych grafov bola zujimava aj otazka
orientovanych kompletnych grafov. V tomto pripade formulujeme zakladné
podmienky dekompozicie nasledovne:

1.3<m<n

2. n(n—1) =0 (mod m)

3. do kazdého vrchola vchadza rovnaky pocet hran ako z neho vychadza
Ukézaf, ze nutné podmienky s aj postacujtce sa podarilo viacerym autorom

v [7]. Tento vysledok je zujimavy aj preto, ze z neho trividlne vyplyva aj
rieSenie problému pre dvojnasobné neorientované grafy.



V niektorych pracach sa zase hladali nutné a postacujice podmienky na de-
kompoziciu kompletnych grafov na cykly roznych dlzok. Bryant a Maenhaut[§]
ukazali, ze K,, (pripadne K, — I, ak n je parne) sa d4 dekomponovat na h
Hamiltonovych kruznic a ¢ trojuholnikov prave vtedy, ak tieto parametre
splhajt podmienku, Ze nh+ 3t je rovné poétu hran v grafe. Bryant a Horsley
vo svojej praci ukazali, ze graf K, je dekomponovatelny na kruznice dlZok
my, ma, ..., m; prave vtedy, ked pocet hran grafu je rovnaky ako sicet hran
kruznic a ak n je dostatocne velké.

Dalsim smerom vyskumu st aj dekompozicie viacnasobnych kompletnych
grafov. V pripade viacnasobnych grafov st zakladné nutné podmienky de-
kompozicie tieto:

1.3<m<n
2. k-n(n—1) =0 (mod 2m)

3. kazdy vrchol mé parny stupen

Ako sme uz spomenuli vysSie, tvrdenie, Ze zakladné nutné podmienky st aj
postacujuce, v pripade dvojnasobnych grafov trividlne vyplyva z vysledku
pre orientované kompletné grafy uverejnenom v [7]. Medzi dalsie dosiahnuté
vysledky patri napriklad aj praca B.R. Smitha v ktorej dokazuje, zZe nutné
podmienky st postacujice pre rozklad k-nasobnych kompletnych grafov na
kruznice dlzky k a pre rozklad k-nasobnjch orientovanych grafov(s 2k $ipmi
medzi dvoma vrcholmi) na orientované kruznice.

V tejto praci sa podrobnejsie venujeme dokazom uvedenym v [4, [5 6] [7], teda
vysledkom, ktoré ukazuju, ze zékladné nutné podmienky dekompozicie su
postacujuce v pripade jednoduchych kompletnych grafov a v pripade rozkladu
orientovanych kompletnych grafov na orientované kruznice.

Po vyrieseni problému dekompozicie jednoduchych a orientovanych komplet-
nych grafov, zostal aktudlnym uz len problém s viacnasobnymi hranami.
Hlavnou tlohou tejto préace je predstavit nas dokaz, ze zakladné nutné pod-
mienky su postacujice aj v pripade viacnasobnych kompletnych grafov s
parnym stupiiom nasobnosti, ktory je zaroven minimélny vzhladom na para-
metre n a m. Tento vysledok nepokryva vSetky pripady, ked stupen nasob-
nosti je parny, pretoze pri minimalizacii stupnia nasobnosti k, moze vznik-
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nat potreba riesit dekompoziciu grafu s neparnym stupriom. Na uzavretie
problému dekompozicie viacnasobnych kompletnych grafov by preto bolo
potrebné este ukazat, ze zédkladné nutné podmienky st postacujice aj pre
k neparne a minimalne.



Kapitola 2
Zakladné pojmy a oznacenie

Nech G je graf, mnozinu vrcholov budeme oznac¢ovat V' (G) a mnozinu hran
E(G). Budeme sa prevazne zameriavaf na grafy bez orientacie a bez sluciek.
Orientovany kompletny graf s n vrcholmi budeme oznacovat K, tento graf
mé medzi kazdymi dvoma vrcholmi dva Sipy s opa¢nymi smermi.

Komplement grafu G je graf, ktory méa rovnaki mnozinu vrcholov ako G, a
hranu medzi dvomi vrcholmi mé prave vtedy, ked graf G nem4.

Cestu v grafe obsahujicu p hran (a teda p+1 vrcholov) budeme volat p-cesta.
Jednoduchy kompletny graf s n vrcholmi budeme oznacovat K, a k- ndsobny
kompletny graf s n vrcholmi budeme oznacovat K~.

Kruznicu s m vrcholmi, a teda aj s m hranami, oznac¢ime ako C,.

Orientovana kruznica C,, je kruznica, ktora sa sklada z orientovanych sipov,
je suvisla a plati, ze z kazdého vrcholu vychadza prave jeden Sip a tiez prave
jeden z neho vychadza.

V tejto praci sa zaoberame dekompoziciou grafov na iné grafy. Preto teraz
uvedieme definiciu dekompozicie.

Definicia 1. O grafe G hovorime, Ze sa da rozloZit(dekomponovat) na grafy
H, a H, prave vtedy, ked G je hranovo disjunktnym zjednotenim grafov H,
a Hs, tuto skuto¢nost oznacujeme G = Hy & Hs.

Definicia 2. Ak pregraf Gplati G 2 Hi1 S Hy ®--- P H; kde Hy, Ho, ..., H
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st vSetky izomorfné s H, potom hovorime, ze G je H-dekomponovatelny a
mnozinu {Hy, Ha, ..., H;} nazveme H-dekompoziciou grafu G.

Graf G je teda C,,-dekomponovatelny prave vtedy, ak sa da rozlozit na pod-
grafy izomorfné s kruznicou dizky m.

Teraz definujeme niektoré pojmy, ktoré budeme neskdr pouzivat pri prehlade
metod pouzitych na dekompoziciu jednoduchych grafov a pri dokazoch tyka-
jucich sa viacnasobnych kompletnych grafov.

Definicia 3. Zndsobenim grafu G budeme rozumiet graf G*, ktory vznikne
z jednoduchého grafu G tak, ze kazda jeho hrana sa stane k& -nasobnou.

Vsimnime si, ze toto oznacenie je v stlade s nasim oznacenim vSeobecného
kompletného grafu. Naozaj, (K,)* je rovnaky graf, ako vieobecny kompletny
graf KF.

Definicia 4. Nech k je prirodzené ¢islo a L je podmnozina mnoziny {1,2, . .., [g]}
Cirkulant S = S(n, L) je graf s vrcholou mnozinou V' (S) = {ug, u, ..., Up_1}

a s hranovou mnozinou E(S) = {uu; |l € Z,,l € L}. Kde o hrane u;u;,
budeme hovorif, ze méa dizku [, a o L budeme hovorit, Ze je mnozinou hra-
novych dlzok cirkulantu S.

Poznamenajme, Ze K, je izomorfny s S(n,{1,2,...,%}) pre n parne a pre n
neparne je K, izomorfny s S(n,{1,2,..., "T’l})

Pri uvazovani o viacnésobnych grafoch ocenime uzito¢nost pojmu viacné-
sobny cirkulant. Budeme vyuZivat dva rdzne typy viacnasobnych cirkulan-
tov. Homogénny viacnasobny cirkulant je vlastne obycajny cirkulant, ktory
ma kazda hranu prave k -nasobni. Tento typ cirkulantu budeme oznacovat
S¥(n, L).

Niekedy potrebujeme uvazovat o nehomogénnom cirkulante. Takyto cirku-
lant vznikne véic¢sinou odobratim niektorych hran z homogénneho cirkulantu.
Tento typ viacnédsobného cirkulantu budeme oznacovat ako S(n; Lo, L1, . .., L),
vznikne hranavo disjunktnym zjednotenim cirkulantov S(n; L;) kdei = 0, .. . k,
ktoré maji rovnaki mnozinu vrcholov. Hrany Tubovolného z tychto cirkulan-
tov budeme nazyvat vrstva.
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Definicia 5. Nech G, a G st grafy, V(G1) = {vi0,011,..., 010} a V(Gs) =
{v20,v21,-..,02,}, potom graf H, ktory vznikne spojenim grafov G; a Gs
(oznacujeme H = G <1 Gy), definujeme nasledovne, V(H) = V(G1)UV(G3),
E(H) = E(V1) U E(V,) U {vyv2 | pre vsetky i a j}

Pomocou predchadzajicej definicie sa mozeme na graf K,, pozerat ako na graf
K, 1 K. Graf K¥ mozeme zase oznadit ako (K,,_; > K;)*. Tento sposob
oznacenia vyuzijeme najméi pri ddkaze dekompozicie k-nasobného grafu s
parnym poc¢tom vrcholov.

Definicia 6. Rotaciou p na Z,, budeme oznacovat cyklickt permutéciu (n —
1,0,1,...,n—2). V pripade, Ze existuje jednozna¢né priradenie medzi neja-
kou mnozinou vrcholov a Z,,, napriklad v pripade cirkulantu, m6zeme pou-
zivat rotaciu p priamo na tito mnozinu vrcholov. Teda p(v;) = V(1) mod n -
Symbolom p4 budeme oznacovat rotaciu prvkov mnoziny A.

Toto zobrazenie budeme ¢asto vyuzivat v kapitole 3. pri dokaze dekompozicie
grafu K*.

Definicia 7. Cesta P v cirkulante S(k, L) sa nazyva cik-cak cesta vtedy,
ak ziadne dve hrany tejto cesty nemaj rovnaka dizku. Mnozinu vsetkych
hranovych dlzok pouzitjch pri konstrukcii cesty P budeme oznacovat L(P)
a budeme ju nazyvat mnozina dfzok hran cesty P.

Rotacia cesty P v cirkulante S je cesta ), ktora vznikne cyklickym preme-
novanim vrcholov, formélne: Q = p'(P) Vi€ {0,1,...,k—1}.

Nazov cik-cak cesty pochadza zo sposobu, akym sa zvycajne tato konstrukcia
pouziva pri rozkladani jednoduchyjch kompletnych grafov na kruznice. Zvy-
¢ajna konstrukcia cik-cak cesty Ps L(P) = (l1,ls, . ..,[,) v cirkulante S(k, L)
je takato: UQU—1; Uy 41Ul +lg—15 - - » U—ly+la—I3...(=1)Pl,-
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Kapitola 3

Prehlad technik pouzZitych pri
dekompozicii jednoduchych a
orientovanych grafov

V tejto kapitole nacrtneme postupy vyuzivané v pracach [3, 4 [5, 6] pri de-
kompozicii jednoduchych kompletnych grafov a v praci [7] na dekompoziciu
kompletnych orientovanych grafov.

3.1 Rozklad jednoduchych grafov

Najskor uvedieme definicie niektorych pojmov, ktoré v tejto Casti vyuzivame.
Symbolom ((2) budeme oznacovat graf, ktory vznikne z grafu G takto:
V(G(2)) = V(G)x Zy, E(G(2)) = {v!]v72 | j1,52 € Zy,vj € V(G(2)),vivi0 €

E(G)}, teda v G(2) st hranou spojené vrcholy u a v vtedy, ked boli spojené
u av v G, alebo ak u je képia vrchola spojeného s v.

Cielom nasledujtceho textu je priblizit dokaz vety:

Veta 3.1. Jednoduchy kompletny graf K, (resp. K,,—I) ma C,, dekompoziciu
prave vtedy, ked st splnené zakladné nutné podmienky dekompozicie.

Dokaz tohto tvrdenia postupoval matematickou indukciou vzhladom na vztah
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parametrov n am. V pracach [3] a [4] bol dokazany indukény krok a v pracach
[5] a [6] bola dokdzand baza indukcie. Baza indukcie v tomto pripade zna-
menala dokaz tvrdenia, 7e ak graf K,, (resp. K, — I) spliia zédkladné nutné
podmienky C,, dekompozicie, tak potom je C,, dekomponovatelny, pre n
mensie alebo rovné 3m, indukény krok potom vychadzajic z bazy ukézal

toto tvrdenie pre vSetky n. Netradicne uvedieme najprv popis indukéného
kroku.

3.1.1 Indukény krok

V tejto podkapitole vychddzame, ako uz bolo spomenuté, z prac Rodgera[3]
a Sajny[4], ktorym sa podarilo ukézat nasledujtice tvrdenie:

Ak pre kazdé n neparne spliajice m < n < 3m, plati, ze zékladné nutné
podmienky dekompozicie grafu K, na kruznice C,, st aj postacujice, tak
potom s postacujice pre kazdé n neparne[3]. A Ze podobné tvrdenie plati
aj pre n parne, graf K, — I a kruznicu C,,[4].

KedZe tieto dokazy st si velmi podobné, budeme sledovat dokaz Sajnyl[4].
Potrebujeme teda dokézat, ze ak K,, — I, méa C,, dekompoziciu pre vSetky n
parne a mensie alebo rovné ako 3m, ktoré splhajt zdkladné nutné podmienky
dekompozicie, tak potom mé C,, dekompoziciu pre vietky n, spliiajice za-
kladné nutné podmienky.

Majme graf K, — I spliiajici nutné podmienky dekompozicie, ktorého pocet
kompoziciu niekolkych grafov. Konkrétne na rozklad viacero grafov izomorf-
nych s (K, — I) > K;, kompletného grafu s ¢ vrcholmi bez jedna-faktoru
a kompletného a-partitného grafu s 2m vrcholmi v kazdej particii. Mdzeme
predpokladat, Ze ¢ je mensie alebo rovné ako 3m. Vdaka [3] vieme, ze graf
Ka@m) je Cp, dekomponovatelny pre a vécsie ako 2. Vdaka predpokladom
tvrdenia zase mame, ze K; pre t mensie ako 3m je C,, dekomponovatelny.
Dokaz sa preto zredukuje na dekompoziciu grafu (Ks,, — I) > K;. Podrobny
dokaz tejto dekompozice je obsahom prace [4], na ktort odkazujeme citatela
v pripade jeho zadujmu. Pri dokaze sa graf (K, — I) <1 K; rozdeli na tri
logické casti, dve izomorfné s K,,(oznac. A a B), K;(¢ast C) a hrany me-
dzi nimi, potom definuje kratsie kruznice medzi ¢astami A a B a nésledne
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ich rozsiri na kruznice dlzky m nahradenim niektorych hran medzi A a B
dvojicou hran A-C' a C-B.

3.1.2 Baza indukcie

Teraz priblizime dokaz bazy indukcie tohto problému. Ako sme spomenuli
budeme riesit tento problém pre n mensie alebo rovné ako 3m. Téato otazka
bola vyriesend v pracach [5] a [6]. Pri dokaze st rozliSené styri hlavné podpri-
pady podla parity parametrov n a m. KedZze riesenia jednotlivych podiloh st
si podobné, priblizime v tejto praci zakladné postupy dokazu podpripadu pre
n parne a m neparne podla [6]. Citatela v pripade jeho zaujmu o podrobné
rieSenie odkazujeme na spomenuté diela.

Struktira dokazu, ktorému sa budeme teraz venovat obsahuje dve hlavné
Casti. Najprv je uvedeny dokaz tvrdenia pre n spliiajice 2m < n < 3m a
nasledne je dokézany zvysny pripad m < n < 2m.

Dékaz pripadu, ked n splita 2m < n < 3m je jednoduchy, vyuziva tvrde-
nie, Ze ak G je C,, dekomponovatelny, potom aj G(2), pokial spliia zakladné
nutné podmienky dekompozice, je C,, dekomponovatelny. Kedze n je parne
a m neparne, je mozné postupovat takymto sposobom, obidva mensie grafy
st uz tvaru K», teda ak 3 je nepdrne, dd sa vyuzit vysledok dosiahnuty v [3]
na rozklad obidvoch mensich casti, potom sa pomocou jednoduchych uvah
prevedul kruznice v jednotlivych castiach na kruznice pokryvajice aj hrany
medzi tymito castami. Pripad ked § je parne sa riesi podobne ako dvojna-
sobné komplenté grafy v praci [7], pretoze ked ,spojime* vrcholy v) a v}
ziskame graf izomorfny s K2.

Druhé cast dokazu, teda pre n v intervale m < n < 2m je trochu zlozitejsia.
Na graf K,, — I sa budeme pozeraf ako na K,_, > Kj, kde vrcholy grafu K,
budeme nazjvat centralne vrcholy. Umoziiujt pri konstrukeii kruznice dizky
m vychadzaf z jednej cesty dlzky m-2, ktora sa prepoji cez jeden z centralnych
vrcholov, alebo sa déa vychadzaf z dvoch kratsich ciest. Samotny dokaz je
velmi technicky a nebudeme ho tu uvéadzat, spociva v rozlozeni grafu na
niekolko pomerne komplikovanych podgrafov a v ich naslednej dekompozicii
na kruznice.
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3.2 Rozklad orientovanych grafov

Dokaz toho, ze zékladné nutné podmienky dekompozicie st aj postacujice
pre kompletné orientované grafy, bol uverejneny v [7]. V tejto podkapitole
priblizime postup dokazu uvedeny vo vyssie zmienenej praci.

Podobne ako pri jednoduchych kompletnych grafoch tak aj pri orientovnych
grafoch rozlisime rozne pripady podla parity parametrov m a n.

Specilna situdcia nastane, ak m aj n s neparne, vtedy totiz K* spliia zé-
kladné podmienky dekompozicie prave vtedy, ked ich spliial aj graf K,,. Roz-
klad orientového grafu na orientované kruznice je rovnaky ako dekompozicia
jednoduchého kompletného grafu, pretoze jednoducho kazda kruznicu vyuzi-
jeme dvakrat, raz v kazdom smere.

Pripad m neparne a n parne je zaujimavy tym, Ze mdZzeme uvazovat priamo
dekompoziciu K namiesto K, — I ako pri jednoduchych grafoch. Pri dékaze
zostévajucich troch pripadov (okrem pripadu ked st n aj m neparne) postu-
pujeme, podobne ako pri jednoduchyjch kompletnych grafoch, matematickou
indukciou vzhladom na vztah n a m. Teda zvlast sa vyriesi pripad, ked n je
,malé* vzhladom na m (t.j. n < 3m) a ostatné pripady potom zredukujeme
na rieSenie tohto pomocou konstrukcie popisanej v nasledujtcej casti.

3.2.1 Indukény krok

Za predpokladu, Ze m je parne, sa da dokézat nasledujice tvrdenie: ak st
zékladné nutné podmienky aj postacujice pre n < 2m, tak potom su tieto
podmienky postacujtice pre kazdé n. Kedze pri dokaze tohto tvrdenia sa
vyuziva rozklad na bipartitné grafy, nemoézeme tento postup vyuzit pre m
neparne, kde sa preto musime uspokojit s rovnakymi vysledkami ako pri
jednoduchych kompletnych grafoch.

Uvazujme teda m parne a kompletny orientovany graf s n vrcholmi, kde n je

.....

Najprv ukdzeme, Ze K}, | sa déa rozlozit na orientované cykly dlzky m. Jeho
vrcholy oznac¢ime ako wu,ug,uq,...,Uu,_1. Vrchol u bude centralny vrchol.

16



Definujme C' nasledovne: u, ug, u_1, u1,u_o, . .. Jum_1,u. Jej postupnymi ro-
taciami postupne dostaneme dekopoziciu grafu K7, ;.

Teraz rozlozime graf K na jeden podgraf K, kde n’ je mensie ako 2m,
a potrebné mnozstvo podgrafov izomorfnych s K,,,1. Z indukéného predpo-
kladu vieme rozlozit na orientované kruznice dizky m graf K,,, rozklad grafov
K11 sme ukézali. Potrebujeme este dekomponovat hrany medzi jednotli-
vymi komponentami. Tieto hrany st izomorfné niekolkym grafom K . ..,

ktorych dekompozicia bola vyrieSena v [9], tymto sme uzavreli dokaz tohto
tvrdenia.

3.2.2 Baza indukcie

Téato cast je rozdelené na dva podproblémy. Najprv je ukdzand platnost lemy,
ze orientovany cirkulant s % kladnymi hranovymi dlzkami, ktory ma ku kaz-
dej z nich aj prislichajicu zdporni, sa dd dekomponovat na orientované
kruznice dlzky m. Dokaz tejto lemy je velmi podobny ako dokaz vieobecnej-
sej lemy [4.2] ktory uvaddzame neskor pri viacndsobnych grafoch.

Druhy podproblém je definovanie obvodovych kruznic tak, aby zostavajice
hrany splnili podmienky nedévno spomenutej lemy. RieSenie je dost technické
a deli sa na viaceré pripady podla delitelnosti ¢isla m Styrmi. Nebudeme ho
na tomto mieste uvadzat, zdujemcov odkazujeme na povodni publikéciu [7].
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Kapitola 4

Dekompozicia viacnasobnych
grafov pre k parne a minimalne

V tejto kapitole dokdZeme, Ze graf K* je C,, dekomponovatelny ak platia
zékladné nutné podmienky a ak k je parne a minimalne.

Ak k nie je minimélne, teda ak existuje (), dekompozicia grafu K, kde
s = % pre nejaké t, mozeme tuto dekompoziciu zopakovat t-krat a ziskame
dekompoziciu grafu K*. My sa preto v nasledujicom dokaze venujeme len
pripadu, ked & je minimélne. Ak sa pri minimalizacii paArneho parametra k
stane potrebnym hladat dekompoziciu grafu s neparnym stupiom nasobnosti,
tak tento pripad je nad ramec tohto dokazu.

V tejto kapitole budeme oznacovat vrcholy grafu K* ako w; kde i € Z,.
Pri uvadzani hranovjch dlzok v cirkulante neuvazujeme orientaciu, ale pri
definovani ciest v grafe pouzivame aj zaporné hranové dlzky, ich vjznam je
tento: ak za¢neme vo vrchole u; a dalej pouzivame hranovi dizku a tak sa
dostaneme do vrcholu u;, pri hranovej dlzke —a, zase do vrcholu u;_,.

KedZe ¢asto pouzivame postupy vyuzité pri dekompozicii jednoduchych gra-
fov, budeme niekedy pouZivat pojem vrstva. Kazda hrana e;; v grafe KF
je k-nasobna, rozdelime ju teda na k jednoduchych hran oznacenych ako

1 2 k v 7 l ~ . . / Y 7
€ js€ijr -+ €4 Mnozinu hrén {e; ;| pre vietky i a j} budeme nazyvat I-t4
vrstva.
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Pri dokazovani najprv ohrani¢ime parametre k a n, vzhladom na m. V celej
kapitole budeme uvazovat k minimélne, teda pre dané n a m budeme uva-
zovat k najmensie také, aby zékladné nutné podmienky dekompozicie boli
splnené.

Plati, Ze ked k& mame péarne a miniméalne, potom aj m je parne. Jedinou
vynimkou mdZe byt, ak k sa rovna dvom, vtedy mé zmysel uvazovat aj
m neparne pre n parne kvoli podmienke (2). Tento pripad bol vyrieseny v
[7]. Preto v dalSom texte predpokladdme m parne. Teraz uvedieme lemu, v
ktorej ukaZzeme, Ze sa v dalsom dokazovani mézeme obmedzit na n spliiajice
m<n<2m.

Lema 4.1. Nech k a m st parne, dalej nech plati 3 < m < n. Ak pre kazdé
n < 2m, pre ktoré platia zékladné nutné podmienky dekompozicie, existuje
C,, dekompozicia grafu K*, tak potom existuje dekompozicia grafu K* pre
kazdé n splhajtce zakladné nutné podmienky.

Dokaz Mozeme uvazovat n = v - m + r, kde r je minimalne a nezaporné.
Rozdelme graf K* na v — 1 ¢asti po m vrcholoch a jednu ¢ast s m + r
vrcholmi. Pripadom, ked r je nulové sa zaoberat nebudeme, pretoze vtedy
minimalne k, pre ktoré graf K* je C,,-dekomponovatelny, je jedna. Graf
K,, mozeme dekomponovat podla [6, 5], pretoze spliia zakladné podmienky
dekompozicie aj bez nasobnosti hran. Opakovanim dekompozicie grafu K,
pre kazdi vrstvu ziskame kompletnt dekompoziciu grafu K* a tym vybavime
hrany vnutri kazdej casti s m vrcholmi. Hrany v podgrafe izomorfnom s
K*  dekomponujeme podla predpokladu lemy a dekompoziciu hran medzi

m+r
spomenutymi podgrafmi ukazeme v dalSej casti dokazu.

Teraz teda potrebujeme dokazat nasledujtce tvrdenie: bipartitny graf K., ,,,+r
je C,, dekomponovatelny. Poznamenajme, Ze hrany medzi dvomi casfami
izomrfnymi s K* | indukujt bipartitny graf, v ktorom 7 je nulové.

Ozna¢me A, B mnoziny vrcholov biparticie grafu (K, ...)*, |[A] = m A
|B| = m + r. Ozna¢me vrcholy grafu takto A = {vg,v1,...,0m_1}, B =
{Uo, Uy, ... >um+r—l}-

Teraz mozeme definovaf kruznicu Cy nasedovne: viuivsus . . . Vm, Um, vy Ozna¢me
C mnozinu kruznic C' = {Cy, ps(Co), ..., pT""2(Cy)}. Viimnime si, ze mno-
zina C', je vlastne dekompoziciou dvojnasobného bipartitného grafu s jednou
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particiou velkosti m + 1 a druhou s % vrcholmi(lebo sme pouzili len polovicu
vrcholov z A).

Teda plati, ze C'U p? (C) je dekompozicia grafu (K, )% Vdaka tomu, Ze
stuperi nasobnosti & je parny, mdzeme vyssie ukdzani dekompoziciu rozsirit
na rozklad grafu K, . |

Teraz mozeme pristupit k hlavnej ¢asti dokazu nasho tvrdenia. Rozdelime ho
na dva velké pripady, v prvej podkapitole ukédzeme platnost tvrdenia pre n
neparne a v druhej dokédzeme jeho platnost pre pripad, ked n je parne.

4.1 Pripad pre n neparne

V tejto podkapitole budeme dokazovat platnost tvrdenia, ze zdkladné nutné
podmienky dekompozicie kompletného viacnasobného grafu s neparnym po-
¢tom vrcholov a parnym stupnom nasobnosti, st zaroven aj postacujuce.

Vdaka leme [4.1] ndm staci uvazovat o n spliiajiicom m < n < 2m.

Najprv dokézeme lemu, ktord nam umozni dekomponovat dvojnasobny cir-
kulant S?(n; A), kde A obsahuje lubovolné hranové dlzky od 1 do 5% a
jediné, ¢o pozadujeme je, aby pocet jej prvkov bol 7. Tato lema vychadza z
podobnej lemy uvedenej pri rieSeni problému pre orientované grafy [7]. Nasa
verzia je trochu upravend a zovsSeobecnenda. Neskor sa na 1niu budeme casto
pri konstrukeii odvolévat.

Lema 4.2. Nech m je parne a n neparne, dalej nech spliaja 4 < m < n.
Ak A = {ay,as,... a%}, kde ay,az,...an st kladné celé ¢isla, usporiadané
takto a; < as < <am < %, potom S%(n; A) je C,, dekomponovateln.

Dokaz Oznac¢me vrcholy v cirkulante nasledovne: ug, uq, ..., u,_1. Predpo-
kladajme najprv, ze m je delitelné Styrmi. Na popisanie cesty v S(n;A)
Specifikujeme pociatoény vrchol a postupnost hranovych diZok pouzitych pri
jej konstrukcii. Nech P obsahuje m — 1 hran, zacina v uy a pouziva hranové
dlzky takto aq, —as, as, ..., —aj_1, —ag, ak — 1,..., —aj a tomto poradi.

20



Vsimnime si, Ze sme pouzili kazdd hranovi dizku prave dvakrat okrem ay.
Navyse, kazdy vrchol sme pouzili najviac raz, pretoze, vdaka konstrukeii cesty
P, v prvej polovici(po pouzitie hrany —ay,), vzdialenost pouzitych vrcholov od
ug rastie a v druhej tiez. Zaroven sme si to nemohli ,,pokazit* ani pouzitim
hrany —ay, pretoze nemdze mat dizku vicsiu ako "T_l Tato cesta je teda
dobre definovana. Sktisme teraz zistit, v akom vrchole sme skon¢ili:

ai—ag+as—---—ap_1 —ap+ap_1 — -~ —a; = —a; (mod n)

Ked za P pripojime hranu a;, tak ziskame kruznicu C dlzky m. Vdaka tymto
vlastnostiam méme mnozinu {C, p(C), p*(C), ..., p"Y(C)}, o je dekompo-
zicia grafu S(n; A). Pretoze kazda hranova dizka je pouzita dvakrat v kazdej
z kruZnic, a vdaka tomu, Ze permutujeme vrcholy n-krat, odoberieme kazdu
hranu dvakrat.

Ak m nie je delitelné $tyrmi, zostrojime cestu P takto: zacneme v uy a pokra-
¢ujeme hranami dlzok a1, —as, as, . .., —ax_1, —ax, ak — 1, ..., —ay, pouzitych
v tomto poradi. Potom plati

ay —ag+ag — -+ ap_1 + ap + a1 — - — a; = a;, (mod n)

Ked pripojime za P hranu dizky —ay;, vznikne kruznica C, dlzky m, a mnozZina
kruznic {C, p(C), p?(C), ..., p"V(C)} je dekompozicia grafu S(n; A). [

Vdaka leme [4.2 ndm staéi rozlozit graf K* na hranovo disjunktné zjednotenie
grafov izomorfnych s C, a S*(n, A), kde |A| = Z. Teraz ukazeme, Ze vieme
graf K¥ dekomponovat na £ grafov izomorfnych s S%*(n, A) a na niekolko
kruznic dlzky m.

Kym vyuzijeme g—krét lemu , potrebujeme odobrat este ”T_l — 7 hréan z
kazdej vrstvy. Spolu je to k - *==" hran.

Teraz mozeme pristupit k samotnému dokazu tvrdenia. Pretoze pripady, ked
k < 2 st vyrieSené v [7], [5] a [6], budeme predpokladat, ze k je aspoii 4.

Ozna¢me mo = 7'. Poznamenajme ze m je delitelné ¢islom &, ak & je mini-
mélne. Dalej ozna¢me d = nsd(n,m), m’' = o, n' = 5. Pripad ked d = 1
vyrieSime ako zvlaStny pripad neskor, situdcia ked d = m nemodZe nastat,
lebo potom minimélne £ = 1 a my predpokladame k aspon 4. Teda budeme

predpokladat, ze 3 < d < m.
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VyuZijeme fakt, ze graf K* moZeme rozdelit na d sektorov, kazdy s n’ vr-
cholmi. Poznamenajme, ze ak definujeme nejakt kruznicu tak, aby v kazdom
sektore vyuzila m’ hranovych dlzok, tak jej celkova dlzka bude m. Definujme
teda m/-cestu Py takto: za¢neme vo vrchole ug a postupne budeme vyuzivat
hrany diZok

~1,2,-3,4,..., —(m/ — 1),m/ +n/ — 2.
Tato cesta teda skonci vo vrchole wu,, .

Cestu P;jo definujme takto: zacneme vo vrchole uy a budeme postupne vy-
uzivat hrany dlzok

—(n i) 2, = (), (i = 1) 0w -
Vsimnime si, ze tato cesta tiez zacina vo vrchole ug, konci v u,s a vyuziva
m’ hran, ale neobsahuje ani jednu hranu takej dlzky aka by bola v Pj o, ak
j' # 7 (mod d) a j aj 5’ st celé ¢isla z intervalu < 0, % >.

Cesta P;; vznikne nasledovne: P;; = pi'"/Pjp. Teda cesta P;; za¢ina vo vr-
chole n’ - i a potom vyuziva hrany tak, ako je spominané v definicii cesty
P; o. Parameter ¢ mozeme preto prirodzene ohranicit na také i, ktoré spliiaji
podmienku 0 <¢ < d—1.

Cesty Pjo, Pj1, ..., Pjq-1 st navzajom vnatorne disjunktné, pretoze kazda z
nich zaéna v inom vrchole a vyuzivaju rézne hranové dizky, ktoré st naviac
zvolené tak, aby neprislo ku konfliktu ani pri pocitani v grupe Z,,. Zaroven
cesty P;; a Pj;+1 maju spolo¢ny jeden koncovy vrchol. Zretazenim ciest P,
kde i ide od 0 po d — 1, vznikne kruznica C; dlzky m.

Definujme kruznicu C;; = p!/(C};). Zamyslime sa nad tym, aké hodnoty para-
metra [ maju zmysel, ak nechceme, aby sa nam kruznice opakovali. VSimnime
si, ze rovnaké cesty sa zopakuju pre parametre [ = 0 a [ = n/, teda ako pa-
rameter [ budeme braf celé ¢isla z intervalu < 0,n" — 1 >.

Uvazujme mnoziny kruznic M; = {C;o,Cj1,...,Ciw-1}. Ked z grafu K,
odoberieme niektortt mnozinu M;, odoberieme vlastne m’ hranovych dlzok,
ktoré st rozne.

Aby sme mohli vyuzit lemu [4.2] musime vediet zostavajice hrany usporiadat
do vrstiev tak, aby vznikli dvojnasobné cirkulanty pozadované v predpokla-
doch. Toto vieme zabezpecit, ak vzdy odoberieme z grafu mnozinu M; parne
vela krat. Konstrukciu mnozin M; sme popisovali na grafe K}, ale pri naSich
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uvahéch mézeme preusporiadat hrany medzi jednotlivymi vrstvami.

Napriklad: k£ = 4, z prvej a druhej vrstvy odoberieme mnozinu kruznic M;,
potom vyberieme m?/ hranovych dlzok z tych, o sme odstranili pomocou
M;, a prislusné hrany presunieme z tretej a Stvrtej vrstvy na vrstvy jeden
a dva, teda, premenujeme ich. Tym dosiahneme, Ze na kazdej vrstve bude
rovnako vela hran a zaroven 1. a 2. vrstva, rovnako ako 3. a 4., obsahuju

hrany rovnakych dizok ¢o dovoluje pouzit lemu [4.2]

Vo vieobecnosti vieme takymto sposobom odoberat z vrstiev grafu S*(n, Z, ;)
hranové dizky po QT’”/ tak, Ze potom vieme organizovat zostavajtce hrany, aby
vyhovovali predpokladom lemy [4.2]

Zamyslime sa teraz, kolko najviac hranovych dizok vieme odobraf z rokla-
daného grafu. Zjednotenie mnozin M; cez vsetky j splhajtce 0 < j < %
definuje mnozinu kruZnic pomocou ktorej vieme z kazdej vrstvy grafu K*
odobrat m/- &1 = _m 2m—m’ }rdn,

-45- = 5 — - teda spolu s lemou E vieme odobrat =7
celkovy pocet hran je "T’l, teraz rozoberieme 2 pripady:

1. ak 251 < 2mom’
: 2 > 2
Potrebujeme ukézat, Ze pomocou mnozin M; vieme odobrat prave tolko
hranovych dlzok, aby zostavajtce spliiali podmienky lemy . Vdaka
vySSie popisanej moznosti preusporiadat hrany medzi vrstvami, staci
overit numericki ¢ast tohto tvrdenia. Teda potrebujeme ukézat, Ze

m -k = 0(mod 2m).

Platnost tohto vztahu dokdZeme nasledovne, predpokladame, ze k je
minimalne, z toho a z druhej nutnej podmienky dekomponovatelnosti
vyplyva nnl) = i, (mod 2my), kde mg = 7. Toto sa da zapisaf ako
@ =t -mg kde t je neparne. Oznac¢me r = n —m — 1. Potom ak
dosadime do vztahu dostavame:

n(r+m) —t. mo

(m-n)=1t-mg
L — ¢t myg, kde t je parne
w -k = 0(mod 2m)

nr,

Teda sme dokézali, Ze v tomto pripade vieme vyberat mnoziny M; vzdy
po dvoch. Vdaka tomuto faktu a tomu, Ze v predpokladoch lemy
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nas zaujima len pocet hran, su tieto predpoklady splnené a ukazali sme
tak platnost nasho tvrdenia pre tento pripad.

Poznamenajme, Ze toto je jediné miesto, kde sa musime spoliehat na
to, ze k je minimalne. Vsetky ostatné casti tohto dokazu by sa dali
velmi jednoducho opravit aj pre k nie minimélne, len za cenu kompli-
kovanejsieho oznacenia.
2. ak “T’l > 2“‘T*ml

V tomto pripade vyuzijeme eSte dvakrat lemu odoberieme teda
dva cirkulanty S?(n; A), |A| = %; tentokrat neodoberdme hrany po
vrstvach, ale naprie¢ vSetkymi vrstvami. To znamend, ze po odobrati
preusporiadame hrany medzi vrstvami tak, ako to bolo popisané vyssie.
Teda z jednej vrstvy odoberieme navyse 2-mg hran. Touto konstrukciou
nezmenime paritu vyrazu TL(”;_—;;:U, naviac pocet hran v jednej vrstve
n—1— % —2-mg je nezdporny, teda mézme znovu odoberaf hrany
pomocou mnozin M;, ako v pripade 1.

Vsimnime si, e jediné ¢ast dokazu, kde uvazujeme o konkrétnych dlzkach
st mnoziny M;, v ostatnych ¢astiach rozkladu mozeme vyuZivat Tubovolné
hranové dlzky, teda pri rieseni konkrétneho prikladu najprv vypoéitame pocet
mnozin M;, ktoré potrebujeme odobrat, odoberieme ich a az potom budeme
dekomponovat ostatné hrany podla lemy .

Zostéava nam dokazaf Specidlny pripad, ked d = 1
Graf K* budeme rozkladat na hranovo disjunktné podgrafy izomorfné s
S?(n; A), kde |A| = Z. Ozna¢me mg = %. Mnozinu A budeme postupne brat
takto {1,2,..., 2}, {1+mo, 24+mq, ..., Z+mo}, ... . {L,I+1,..., 251 1, 2

y 9

2l A me+ L5 —me+ 1,2 —my + 1},

Tvrdime, Ze tymto sposobom s vyuzitim lemy vieme rozlozit graf K* na
hranovo disjunktné kruznice dizky m. Potrebujeme este dokazaft, ze kazda

hranové dlzka bude pouzita préve v % roznych podgrafoch grafu K} izomorf-

nych s S%(n; A). Pocet réznych hranovych dizok je ”T_l, Toto d¢islo, je vdaka

nasim predpokladom, delitelné ¢islom my. Vdaka tomu sa kazda hranova
k

dlzka vyskytne préave 2 = J-krét. |
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4.2 Pripad pre n parne

V tejto podkapitole budeme dokazovat platnost tvrdenia, ze zakladné nutné
podmienky dekompozicie kompletného viacnasobného grafu s parnym po-
¢tom vrcholov a parnym minimalnym stupnom nésobnosti, st zaroven aj
postacujuce.

Vdaka leme [4.1] ndm staéi uvazovat n spliiajiice m < n < 2m.

Podobne ako v predchéadzajucej kapitole najprv ukazeme lemu, pomocou
ktorej budeme neskor moct zjednodusit samotny dokaz. O grafe K* budeme
uvazovat ako o (K,_; < K;)*. Kde vrchol podgrafu K; budeme nazjvaft
centralny vrchol a budeme ho oznacovat v, hodnotu n — 1 budeme oznacovat
ako 7, teda budeme hovorit o rozklade grafu (K < K;)E.

Lema 4.3. Nech n a m st parne, mnoziny Ay, A; hranovych dizok spliiajt
nasledovné |Ag| = F —1, |A;| = & —1, ich prvky su viicsie alebo rovné jedne;
a mensie alebo rovné ako "T_l

Potom graf S(7; Ay, A1) > K je C,, dekomponovatelny.

Dékaz Hranové dlzky v mnozine Ay oznac¢me nasledovne 1 < app < ap1 <

- < agm_p < o1 podobne hranové dlzky v mnozine A; ozna¢ime 1 <

2
aro < app < - < apmog < "T_l Najprv definujeme cestu F,, ktord za-
¢ne vo vrchole ug a bude postupne vyuzivat hrany dlzok ag1, —ags,. .., sig -

. . . v s m
ap,m_1, —Sig - a1,m_1, 819 - A1, o, ..., —a11, kde sig oznacuje (—=1)=.

Cesta Py, teda vyuziva kazda z hranovych dizok v mnozinich A; a A, préave
raz. Ked definujeme mnozinu ciest Py, p(P), p?(P), - .. p" 1 (P), bude tato
mnozina obsahovat kazdd hranu v dvojnadsobnom nehomogénnom cirkulante
S(n; Ag, Aq) prave raz. Ak teraz definujeme kruznicu C; ako vP;v, dostavame
dekompozicu grafu S(7i; Ay, A1) > K na kruznice dizky m a tym je nasa lema
dokézana. |

Pristtipme teraz k samotnému dokazu. Mame graf K* = (K; > K;)*, kde sa-
mozrejme plati 7 = n— 1. Pokial by sme chceli vyuzit lemu 4.3} museli by sme
dekomponovat graf S(n; Ag, A1, ..., Ax_1), kde kazda z mnozin A; obsahuje
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ﬁ_Tm. KedZe n je neparne dostavame podobn situaciu ako v predchadzajice;j
podkapitole, ale situdciu mame jednoduchsiu, pretoze nemusime zabezpecit,
aby vzdy dve vrstvy mali rovnaké mnoziny hran pri vyuziti pomocnej lemy,
pretoze, na rozdiel od lemy lema [4.3] umoziuje rozne mnoziny Ay a A;.

Podobne ako v predchadzajicom pripade zavedieme teraz zakladné oznacenie
a ohranicenie pouzivanych parametrov. Predpopkladajme, ze k je aspon 4,

oznacme d = nsd(n,m), ' = 5, m' = 7.

d

Pripad d = 1 vyrieSime neskor. Ak d = m, tak potom plati @ = 0(mod
m), teda zédkladné nutné podmienky st splnené uz pre k = 1, ¢o uz je vyrie-
Sené v spominanych pracach. Preto v dalsom texte budeme predpokladaf, ze
3<d<m-—1.

Pri nasej konstrukcii je zaujimava parita jednotlivych parameterov, preto sa
teraz zamyslime, ¢o o nej vieme povedat. Nasim zakladnym predpokladom
je, ze n je parne, potom n = n — 1 je neparne. Takisto uvazujeme, ze m je
parne, potom samozrejme d je neparne, m’ parne a 7’ je neparne.

V dalsom texte budeme dekomponovat graf S*(7i, Z; ;) tak, aby zostalo

v kazdej vrstve ¥ — 1 hranovych dlzok. To potrebujeme, aby sme mohli
vyuzit lemu . Definujme cestu FPop = uou_1uy...u_w _up. Cestu Pjg
2
definujeme nasledovne P; o = wu_jz-1u1 . . U mt U Na definticiu ciest
2

P;; vyuzijeme znovu cyklickt permutaciu p, teda Pj; = p"*(Pjp).

Rovnako ako v prechadzajicej podkapitole sme ziskali mnozninu mnozin
kruznic M = { My, My, ..., Ma_1 }, ktord vznikne takto: C’](-O) =PjoPj1...Pja,
2

C’j(t) = pt(C](O)), mnozina M; = {CJ@IO <t <@/ — 1}. Pokial odoberieme z

cirkulantu S(7n, Za-1) niektort z mnozin kruznic M; odstranime z hranovej
2

mnoziny cirkulantu m’ hranovych dlzok.

Potrebujeme ukazat, Ze tymto sposobom vieme zredukovat mnozinu hrano-
vych dlZok cirkulantu na % — 1 prvkov. PretoZe uvazujeme k-nasobny graf,
mozeme odoberané hrany distribuovat medzi jednotlivé vrstvy grafu rovno-
merne a teda z jednej vrstvy odoberieme s jednou mnozinou M; prave mT/
hranovych diZok, podobny spésob sme podrobnejsie popisali v predchadzji-
cej podkapitole. Poznamenajme, Ze vdaka minimélnosti &£ oznacuje zlomok

/ /7 v/ v v /. v/ AV ’ .
- celé ¢islo a Ze kazd z mnozin M; modzeme teda odobrat k krat. Z tretej
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zékladnej nutnej podmienky dekompozicie mame £k - @ = 0 (mod m) ¢o
mozeme napisat ako
k- ”2—” = 0 (mod m) po vydeleni ¢islom d, kedze 7' je nesudelitelné s m,
dostavame

-5 = 0 (mod m'). Podarilo sa nam teda ukazat, Ze pocet hranovych dlzok,
ktoré potrebujeme odobrat "7_2 — (% —1) =5 — % je delitelny po¢tom hran,
ktoré vieme odobrat spolu s jednou mnozinou ;.

Teraz potrebujeme overit, ¢i vieme odobrat dostatoény pocet hranovych

dlzok. Mnozin M; mame k dispozicii %, teda spolu vieme tymto spdso-
bom odobrat % -m/ =G — m?, Celkovy pocet hranovych dizok je 21, my
vieme odobrat % — %l, pomocou mnozin M; a % —1 pomocou lemy . Teda

ak je n vzhladom k m a m’ prili§ velké, t.j. 2m > n > 2m — m/, budeme po-
stupovat podobne ako v predchadzajucej podkapitole a vyuZijeme raz lemu
na odobratie prebyto¢nych hran, tym sme tento pripad dokazali.

Poznamenajme este, ze aj tu plati poznamka uvedena v predchadzajicej
podkapitole a teda, Ze len obvodové kruznice pozaduju Specifické hranové
dlzky pri svojej konstrukcii.

Este musime dokazaf pripad ked n — 1 je nesudelitelné s m, teda ked d = 1.
Budeme postupovat podobne ako v predchédzajicej podkapitole, kde sme
riegili podobny problém. UvaZzujeme teda graf izomorfny s S*(7, A), kde
|A| = 5™, kedZe v leme nepozadujeme nijaké Specidlne vlastnosti hra-
novych dlzok, zvolme napriklad A = Z,_,,. Plati, Ze pocet hranovych dlZok
aj s nasobnostou je delitelny ¢islom m, preto moéZzeme pouzif presne rovnaky

postup ako v predchadzajticej podkapitole.

Rozdelme teda graf S*(7i, Z,_,,) na niekolko cirkulantov X (7, A) spliiajt-
cich podmienky lemy . Definujme my = 7. MnoZzinu A budeme po-
stupne brat takto {1,2,..., %} {14+ mg,2 +mo,..., 5 + mo},..., {l,l +
1, ey anl’ 1, ey %—%71—1}7 ey {nTil—mo—i—l, nTil—mo—Fl, ceey %—mo—i—l}
Tymto spdsobom vieme dekomponovat graf S¥(7i, Z,_,,) na kruznice dlzky

m.

Podarilo sa nam teda ukézat tvrdenie vyslovené v tivode tejto podkapitoly a
tym ukoncit hlavni ¢ast tejto prace. |
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Z.aver

V tejto praci sme sa venovali otazke, ¢i v pripade dekompozicie komplet-
nych viacnasobnjch grafov na kruznice zadanej dlzky st zékladné nutné
podmienky aj postacujtce. Podarilo sa nam dokézat, ze zakladné nutné pod-
mienky dekompozicie st postacujice ak stupen nasobnosti grafu je parny a
minimalny. Tento vysledok nepokryva vSetky pripady, ked stupen nasobnosti
je parny, pretoZe pri minimalizacii stupiia nasobnosti k, moze vzniknat po-
treba riesit dekompoziciu grafu s neparnym stuptiom. Na uzavretie problému
dekompozicie viacndsobnych kompletnych grafov je potrebné este ukazaft, ze
zékladné nutné podmienky st postacujice aj pre k£ neparne a minimalne.
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