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V préci sa zaoberame algoritmom PageRank, ktory slizi na zoradovanie webovych
stranok podla popularity. Odvodime potrebné poznatky z linedrnej algebry a pomocou
nich popiSeme PageRank algoritmus a overime jeho spravnost a konvergenciu.

Dalej vysvetlime prakticky vyznam tjchto teoretickych poznatkov pre fungovanie
algoritmu. Na zaver otestujeme spravania algoritmu na niektorych Specialnych siefach

s pouzitim vlastnej implementéacie.
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The main topic of this thesis is PageRank algorithm, which ranks the webpages
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Then we verify its correctness and properties of convergence. We also explain the
effects of this knowledge on running of the algorithm. At the end we test behaviour of
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Predhovor

Google je celosvetovy vyhladavac¢ informécii na internete. Pre niektorych laikov je Go-
ogle synonymom samotného internetu, ¢o pri istej miere zjednodusenia je skoro pravda,
pretoze vo svojich datacentrach ma fakticky cely dostupny internet zaindexovany.

Google robi jednym z najpouzivanejsich vyhladavacov najmé fakt, Ze pri hladani
stranok k danému kltic¢ovému vyrazu zobrazi dobré visledky na prvych mieste. Pri inych
vantné stranky, ktoré iba obsahuju dany vyraz. Za tispechom Googlu stoji najma jeho
PageRank algoritmus, ktory ohodnocuje délezitost kazdej webovej stranky. Nasledne
pouzivatelovi zobrazi najviac ddlezité a vicSsinou aj najviac relevantné stranky ako
prvé.

PageRank algoritmus priraduje dolezitost strankam na zéklade vlastného vektora
upravenej matice liniek. Pre analyzu algoritmu st preto potrebné zakladné znalosti
linearnej algebry. Pracu sa snaZzime spristupnit ¢o najviac zdujemcom o dant proble-
matiku, preto podrobne vysvetlujeme potrebné teoretické predpoklady. V praci je tiez
vela prehladnych obrazkov, na ktorych ukazujeme priebeh algoritmu na konkrétnych
weboch.

Pri priprave prace sme ako literattru pouzivali hlavne [LM] a [BL], v ktorych autori

popisuju zakladné aspekty algoritmu.
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Kapitola 1
Uvod

Vela z dnesnych vyhladavacov pouziva dvojkrokovy proces pri hladani stranok ku da-
nému vyrazu. V prvom kroku sa pozbieraju vsetky dokumenty, ktoré obsahuju hladany
vyraz, alebo vyraz podobny v sémantickom zmysle. Tento proces moze viest k tisicom
relevantnych stranok ku danému vyrazu. Aby bol tento zoznam pouzitelny treba zora-
dif stranky v nom na zéklade nejakého kritéria. Jednou z moznosti je zoradit stranky
na zaklade informaécii plyntcich zo struktiry webu. Presnejsie zo Struktary hypertexto-
vych odkazov medzi jednotlivymi strankami. Jeden z tispesnych algoritmov vyuzivajtci
Struktiuru liniek je PageRank pouzity vo vyhladavaci Google.

Vyhladava¢ Google pouziva kombinované skére, pricom hodnoti stranky aj na za-
klade ich obsahu. Celkové poradie stranok ziska tak, ze stranky prislichajice hlada-
nému vyrazu skombinuje s vysledkami PageRank algoritmu. V préci sa budem zaoberat
iba PageRank algoritmom a struktirou hypertextovych odkazov medzi jednotlivymi
strankami. Pre dalSie informécie o tom ako skombinovat skére odportacam pozriet na-
priklad [LM, Kapitola 2.3].

Samotny PageRank algoritmus je pomenovanie procesu, ktorého vstupnymi datami
je struktira webu a jeho vystupom je usporiadany zoznam stranok v tomto webe
podla popularity. Musime si teda vysvetlit, Ze kedy bude nejaka stranka popularnejsia,
dolezitejsia ako ina.

V kapitole 2 vysvetlime ¢o budeme rozumief pod pojmom dolezitost stranky. Uka-
zeme ze dolezitost jednotlivych stranok webu ziskame ako rieSenie ststavy rovnic. Tuto
sustavu, budeme riesit iterativne. PageRank algoritmom budeme odkazovat prave na
tento iterativny proces pomocou ktorého vyriesime stistavu rovnic. Dalej uréime pod-
mienky, ktoré musia byt splnené aby existovalo jednoznacné rieSenie. Na zaver odvo-
dime vztah, ktory méa potenciél splnif vSetky stanovené podmienky a s ktorym budeme
dalej pracovat.

Iteraéné metddy su uzitocné pri rieSeni velkych ststav rovnic postupnym pribli-
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zovanim sa k spravnemu vysledku. Nie kazda iteracna metdda je vhodna na vypocet
Tubovolnej stistavy rovnic, niektoré metédy sa hodia iba pre uréité typy rovnic. Aby
bola metéda funkénd, musi konvergovat, priblizovat sa k spravnemu vysledku. V opac-
nom pripade, ak sa metdda odchyluje od spravneho rieSenia, hovorime o divergencii.
My sme zvolili jednu z najjednoduchsich iterac¢nych metod. Jej popis sa tiez dozvieme
v kapitole 2.

V kapitole 3 si povieme nieco viac o iteracnom procese pouzitom k urceniu vysled-
ného ohodnotenia. Stanovime podmienky ktoré musia byt splnené, aby sme itera¢nym
procesom dostali riesenie. Ukazeme, ze ak iteracna metéda skonverguje k nejakému
vysledku, tak ten vysledok budeme povazovat za vysledné ohodnotenie. UkaZeme, Ze
podmienky konvergencie zalezia od velkosti vlastnych ¢isel Specidlnej matice, ktort
dostaneme na zaklade struktiry webu. V tejto kapitole sa tiez venujeme rychlosti kon-
vergencie.

Spominant stustavu rovnic mozno riesit aj inymi iteracnymi metédami. V kapitole
4 vysvetlime, preco je metdda s ktorou pracujeme vhodnéa. Nasledne vytvorime vlastny
algoritmus, ktorym budeme realizovat tato itera¢nt metédu. Ukdzeme vypocet ohod-
notenia na Specidlnych weboch (sietach). Budeme sa snazit aplikovat teoretické pred-
poklady, ktoré sme odvodili v kapitolach 2 a 3, aby sme vysvetlili vlastnosti vysledného
ohodnotenia, pripadne poc¢tu krokov potrebného k jeho dosiahnutiu.

V poslednej kapitole 5 uvadzame pre zaujimavost niekolko dalsich vyuziti PageRank

algoritmu.



Kapitola 2

Zakladny vztah algoritmu
PageRank

2.1 Strukttra webu

Vstupnymi datami pre PageRank algoritmus je hypertextova sStruktura liniek medzi
jednotlivymi strankami webu. Predpokladajme, ze web obsahuje n stranok/dokumen-
tov. Kazdu stranku oznacime celym c¢islom k, 1 < k < n. Priklad webu je na obrazku
2.1.

(strénka, napr. http://kms.sk)

vstupné linky
pre stranku 4

Obr. 2.1: Priklad webu
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Sipka zo stranky A do stranky B symbolizuje, Ze stranka A obsahuje hypertextovy
odkaz na stranku B. Web je teda prikladom orientovaného grafu. ! Linky ktoré smerujt

na stranku nazveme vstupné linky.

2.2 Dolezitost stranky

Zékladnd myslienka algoritmu PageRank je priradit doélezitost stranke na zaklade li-
niek, ktoré smeruji na tato stranku. Pod spojenim dvoch stranok mozeme rozumiet
odportcanie. Linka z mojej stranky na tvoju je moje odporicanie pre tvoju stranku.
dolezitejsia ako stranka s mensim.

Rovnako ako pri inych systémoch vyuzivajicich odporicania (citécie ¢lankov, osobné
odportcanie) je vyznamné ako ddlezity je odporicatel. Napriklad odporucenie od Billa
Gatesa urcite zavazi viac ako odporucenie od mojich 10 neznamych kolegov alebo uci-
telov.

Na druhej strane ak je odporucatel velmi Stedry a za svoj Zivot napisal vyse 20 000
odporucani, tak jeho odporucenie strati na vahe. Preto je potrebné brat ohlad na pocet
liniek ¢o vychadza z jednotlivych stranok.

Dolezitost stranky preto ziskame tak, Ze s¢itame dolezitosti stranok, ktoré ukazuju
na nasu stranku, a zaroven ich vydelime poétom liniek ¢o z nich vychadzaju.

Symbolom z; oznaCime dolezZitost stranky k. DoleZitost stranky bude nezédporné
realne c¢islo. Pricom x; > xj indikuje, Ze stranka j je dolezitejsia ako stranka k. Ak z;, =

0 tak stranka £ ma najmensie mozné ohodnotenie. Pozrime sa na situaciu na obrazku

Obr. 2.2: Stranka j navysi skore stranky & o x;/n;, kde n; je pocet liniek vychadzajtcich

zo stranky j

2.2. Stranka j ukazuje na stranku k (odportca ju) a zaroven zo stranky j vychédza

LGraf obsahuje mnozinu vrcholov (v nasom pripade webovych stranok) a mnozinu hran. Kazda
hrana spaja dvojicu vrcholov. Graf je neorientovany ak hrany nemaju smer. Graf je orientovany, ak
kazd4 hrana (v pripade webu linka) mé smer a vieme povedat ktory je zaciato¢ény a ktory koncovy

vrchol.
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n; liniek. Potom stranka j navysi skore stranky k£ o z;/n;. Stranka j rozdeli svoju
dolezitost (odporucania) rovnomerne na stranky na ktoré ukazuje. Podme aplikovat
tato myslienku na web s n strankami. Nech L, C {1,2,...,n} zna¢i mnozinu stranok,

ktoré ukazuju na stranku k. Pre kazdua stranku k& spocitame dolezitost nasledovne:

L

jery '
pri¢om predpokladame, Ze n; je kladné ¢islo (stranka j ukazuje minimalne na stranku
k, kedze j € Lg).
Aplikujme vzfah (2.1) na web z obrazka 2.3 ktory obsahuje 5 stranok. Pre stranku
1 spocitame dolezitost ako z1 = x2/3 + x3/2. Stranka 2 ukazuje okrem stranky 1 na
stranky 3 a 5, rozdeli svoje odportcania na tri ¢asti. Stranka 3 ukazuje okrem stranky
1 na stranku 4, preto stranke 1 preda poloviéné odportucanie. Rovnako moZeme zapisat

rovnice aj pre ostatné stranky
Ty = T4
T3 = x1/2
Ty = $1/2+ZE2/3+I3/2

Ty = 1'2/3

Obr. 2.3: Web s 5 strankami

Spolu s rovnicou pre x; nam vznikla ststava 5 linedrnych rovnic, ktord moézeme

zapisat Ax! = x| kde x = (w1, T2, T3, T4, T5)

004: 10
5 00 3 3
A=(100 1310
01000
00000
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Po transponovani dostavame rovnicu x = xA. Pre kazdy web vieme zostrojit takito
maticu A. Tato maticu budeme nazyvat matica liniek. O matici liniek si povieme
neskor v Casti 2.4. N&§ ciel teda bude najst taky vektor x ohodnoteni stranok pre ktory

je splnena rovnica
x = xA (2.2)

V dalSej casti sa budeme zaoberat rieSenim tejto rovnice.

2.3 Rovnica x = xA

Problém rovnice (2.2) je ten, Ze nepozndme vektor ohodnoteni na pravej strane. Inak
povedané nevieme aku dodlezitost maju stranky ukazujice na Tubovolni stranku. Na
vyrieSenie tohoto problému pouzili Brin a Page iterativny proces. Predpokladajme, ze

vSetky stranky maja na zaciatku rovnakt dolezitost. Pre web s n strankami to bude:
xo = (1/n,1/n,...,1/n)
Ked vynasobime ohodnotenie xo maticou liniek
X1 = XpA

dostaneme nové ohodnotenie doélezitosti x;, v ktorom sa prejavi Struktura liniek a
odlisia sa menej dolezité stranky od délezitejsich. Ak chceme, aby hlas délezitejsich
zavéazil viac, zoberieme predchadzajtci vysledok (ohodnotenie x;) a vynasobime ho
maticou A. V kazdom kroku pocitame nové ohodnotenie x,.; na zaklade predoslého

podla vztahu

Xk+1 = XkA (23)
Postupne pocitame:
X1 = X()A
Xo = XlA = X()A2
Xp = Xp_1A =xA"

V pripade, ze vektor dolezitosti jednotlivych stranok x, bude konvergovat k nejakej
hodnote, tak je prirodzené, Ze tito hodnotu budeme povazovat za vysledné ohodnote-
nie. V tomto pripade existuje limita:

X = lim xoA"
n—oo
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potom plati aj
XA = lim xoA"™! =x. (2.4)

n—o0
Tu sme vyuzili fakt, ze v priestore R" je kazdé linedrne zobrazenie spojité. V nasom
pripade je zobrazenie realizované nasobenim maticou liniek A. Teraz nasleduje strucné
zddvodnenie tohoto faktu tak, ako je uvedené v [S, kapitola 3.6]

Ak oznacime ||Al|0e = maz;jla;|, tak ocividne pre kazdy vektor z taky, ze
max|z;| < 0 plati, ze vSetky stradnice vektora zA nepresahuji v absolatnej hodnote
On||Al|maz. Takze ak mame dané e > 0 a dvojicu vektorov taki, ze pre vSetky ich
sturadnice plati

€
7=l < AT

tak potom
€

n||A||maw N

Pri skiimani rieSeni rovnice (2.2) iteraénym sposobom sa objavuje niekolko otazok

XA —yA = (x—y)A < n||Al|naz

€.

na ktoré je treba zodpovedat.

e Bude iterativny proces (2.3) pokracovat do nekonecna, alebo skonverguje ku ne-

jakej hodnote?

Aké vlastnosti musi mat matica liniek, aby proces skonvergoval?

Skonverguje ku nie¢omu ¢o suvisi s hladanim ohodnoteni pre stranky webu?

e Zmeni sa vektor ku ktorému skonverguje proces, pri zmene startovacieho vektora

Xo?

V pripade Ze proces skonverguje, kolkokrat musime vykonat nasobenie aby sme

dostali vysledok s dostato¢nou presnostou?

Existencii vektora, ku ktorému proces skonverguje, sa budeme venovat v dalSich ¢as-
tiach tejto kapitoly. O konvergencii si povieme neskdr v kapitole 3. Najprv este uve-
dieme zaujimavé prepojenie problému hladania dolezitosti pre stranky webu s tedriou

pravdepodobnosti.

2.3.1 Nahodny surfer

Dalsia moznost ako interpretovat nasobenie maticou liniek je sledovanie pohybu nd-
hodného surfera po webe. Predstavme si surfera, ktory sleduje hyperlinkova struktaru
webu a na kazdej stranke si vyberie linku, ktorou bude pokracovat dalej s rovnakou
pravdepodobnostou. Problém vznikne, ked pride surfer na stranku z ktorej nevychédza

ziadna linka. Vtedy si ndhodne vyberie Tubovolni stranku a pokracuje v browsovani
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dalej. Predpokladajme, Ze vektor x, skonverguje ku vektoru y. Stradnicu y; vektora
y mozeme povazovat za hodnotu pravdepodobnosti s ktorou sa surfer nachadza na
stranke i v pripade, Ze ho nechame surfovat neobmedzene dlho.

Vektor x¢ symbolizuje pociatoénti pravdepodobnost s ktorou sa surfer na zaciatku
nachadza v jednotlivych strankach. Vo vSeobecnosti moze mat hodnotu int ako xq =
(1/n,1/n,...,1/n). Pre tento vektor musi platit, Ze hodnoty jeho stiradnic st nezaporné
a ich sucet je 1, kedZe hovorime o pravdepodobnosti.

Toto pozorovanie mozeme interpretovat maticou liniek tak, Ze nenulové prvky a;;
v nejakom riadku ¢ (pre stranku i) symbolizuju pravdepodobnost s ktorou bude surfer
pokracovat na danej stranke. Nulové riadky v matici liniek nahradime vektorom 1/n e,
kde e € R™ je vektor, ktory ma na vSetkych suradniciach hodnotu 1/n. Znamen4 to,
ze na lubovolnu stranku sa presunie s rovnakou pravdepodobnostou 1/n. Upravena

matica liniek potom vyzera nasledovne:

004 30
3 005 3
S=|3 0030
01000
11 1 1 1
5 5 5 5 5

Prave tento pohlad dava do stvisu PageRank algoritmus s markovovskymi retaz-
cami. Tie sa studuju v tedrii stochastickych procesov, ¢o je matematické oblast patriaca
do tedrie pravdepodobnosti.

V matici liniek sme nahradili nulové riadky vektorom 1/ne. V Casti 2.4 ukdZeme,
ze tato uprava nam zabezpeci aby takato upravena matica mala nové vlastnosti ktoré

budeme moct vyuzit.

2.4 Matica liniek

Matica liniek méa zaujimavé vlastnosti. Kazdej stranke webu prislicha jeden riadok v
tejto matici. Nejaky prvok a;; matice liniek A je nenulovy prave vtedy ked stranka
i ukazuje na stranku j. Stucet v kazdom riadku je bud jedna, alebo nula. Niektoré
riadky v matici liniek obsahuji samé nuly. Ku tymto riadkom prisliichaju presne tie
stranky z ktorych nevychadza Ziadna linka. Tieto vrcholy nazveme slepée. Ukazeme, ze
slepé vrcholy sposobuju problém a pre maticu liniek webu so slepymi vrcholmi nemusi
existovat rieSenie rovnice.

Pripomenieme teraz definiciu vlastného ¢isla, vlastného vektora a charakteristického

polynému, ktoré budeme v dalSom texte ¢asto pouzivat.
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Definicia 2.4.1. Nech A je Stvorcova matica nad polom F. Prvok ¢ € F nazveme
vlastnym cislom matice A, ak existuje nenulovy vektor x € F™ taky, ze xA = cA.
Nenulovy vektor x € F™ nazyvame vlastnym vektorom matice A, ak existuje c € F

(c moze byt aj nula) také, ze xA = cx.

Definicia 2.4.2. Hodnotu determinantu |A — xI| nazyvame charakteristicky polynom
matice A. Najst vlastné Cisla matice znamené najst korene charakteristického poly-

nému.

Riesit rovnicu (2.2) znamend najst vlastné vektory ku vlastnému ¢islu 1 matice A.
Ku kazdému webu vieme zostrojit takato maticu. No nie je zarucené Ze tato matica
bude mat vlastné ¢islo 1. Musime teda upravit maticu liniek, aby vZdy mala vlastna

hodnotu 1.

Definicia 2.4.3. Stvorcova matica A je riadkovo stochastickd ak st vsetky jej prvky

nezaporné a v kazdom riadku je stucet prvkov 1.
Tvrdenie 2.4.1. Kazda riadkovo stochastickda matica A mda vlastné c¢islo 1.

Dokaz. Nech ma matica A rozmery n x n. Ozna¢me e n-rozmerny riadkovy vektor,
ktory mé na vSetkych stradniciach ¢islo 1. Kedze matica A je riadkovo stochastické,
tak plati Ae” = e”. Vektor Ae’ m4 na k-tej stiradnici presne stcet prvkov v k-tom
riadku.

Ked obidve strany rovnosti transponujeme dostaneme rovnost eA” = e. Teda 1
je vlastné ¢islo matice A”. Matice A a AT maja rovnaky charakteristicky polyndém,

preto maju rovnaké vlastné cisla. Kvoli tomu méa matica A vlastné ¢islo 1. O

7 prechadzajiceho tvrdenia plynie, ze keby sme upravili maticu liniek tak, aby v
nej neboli nulové riadky, mali by sme zarucentu existenciu vlastného vektora k vlastnej
hodnote 1. Tym paddom by sme mali kandid4ta na vysledné ohodnotenie. Nahradme
teraz nulové riadky v matici liniek vektorom 1/n e rovnako ako v ¢asti, kde sme hovorili

o ndhodnom surferovi. TGto Gpravu méZzeme zapisat rovnicou
S=A+a’(1/ne),

kde stradnica a; vektora a je 1 ak je vrchol i slepy, v opa¢nom pripade je 0. V dalSom
texte budem symbolom S oznadovat maticu, ktort dostanem nahradenim nulovych
riadkov vektorom 1/n e. Tato maticu budeme v dalsom texte nazyvat upravend matica
liniek. VZdy ked budeme hovorit o matici S pre web, tak budeme mat na mysli prave
tato maticu, ktora sme dostali nahradenim nulovych riadkov v matici liniek A.

Pre maticu S, ktorti sme dostali predchadzajtcov apravou plati, ze existuje vektor

x, taky ze xS = x (vysledné ohodnotenie). Nemame vSak zarucené, Ze existuje jediny
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taky vektor. Symbolom V;(S) budeme oznacovat vektorovy priestor vlastnych vektorov

prislachajacich ku vlastnému ¢islu 1.

2.4.1 Nejednoznacné rieSenie

Pre nase potreby je vhodné aby dimenzia priestoru Vi(S) bola rovné jednej. V tom
pripade by existoval jediny vektor y (aZ na skaldrny nésobok), ktory by generoval
priestor V;(S). Nasledujtce tvrdenia nam uréia dalsie podmienky, ktoré zabezpecia,

aby dimenzia priestoru V;(S) bola jedna.

Tvrdenie 2.4.2. Nech matica S je riadkovo stochastickd a s;; > 0 prei,j =1,...,n.
Potom kaZdy vektor y € Vi(S) md vsetky siradnice rovnakého znamienka (vSetky ne-

zaporné, alebo vsetky nekladné).

Dokaz. Pri dokaze tohoto tvrdenia vyuzijeme nerovnost | > 0  vi| < > |y;|. Této
nerovnost je ostra pre kazdy vektor, ktory obsahuje prvky so zmieSanymi znamienkami.

7 predpokladu je vektor y vlastny vektor ku vlastnému ¢islu 1, preto y = yS. Pred-
pokladajme teraz sporom, ze vektor y ma na niektorych siradniciach r6zne znamienka.

Plati potom ostré nerovnost:

n n
il = 1D i < D siilysl-
j=1 j=1
Pre i =1,...,n s¢itame vyjadrenia y;, dostavame tak
Dol <D0 syl =D il Y s =D 1yl
i=1 i=1 j=1 j=1 =1 j=1
——

1

Pri Gprave (1) sme vymenili poradie sumécie. Dostali sme nerovnost

Z lyil < Z |y
i=1 j=1

¢o je spor. Plati teda, ze vektor y nemoze mat na niektorych stradniciach roézne zna-

mienka. O

Tvrdenie 2.4.3. Nech a a b su linedrne nezavisle vektory z priestoru R™, n > 2. Potom
existuju koeficienty c¢,d € R také Ze vektor ca + db obsahuje siradnice so zmiesanymi

znamienkams.

Dokaz. Linearna nezévislost implikuje, Ze a a b st nenulové vektory. Ak pre vektor
a = (ay,...,a,) plati >  a; = 0, tak ur¢ite obsahuje stradnice so smieSanymi zna-
mienkami. Stac¢i zvolit ¢ = 1 a d = 0. Naopak, ak studet sturadnic vektora b je nula,

zvollme c=0ad=1.
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V pripade, Ze ziadny z vektorov nedava nulovy sucet siradnic, zvolime ¢ a d tak,
aby ¢> " 1 a; +d> ;= 0. Kvoli linedrnej nezdvislosti vektorov a a b bude vektor

ca + db nenulovy. Dostavame, Ze znamienka jeho stiradnic nemozu byt rovnaké. O]

Vdaka tvrdeniam 2.4.2 a 2.4.3 dostavame, Ze ak je matica S kladné (s;; > 0,4,j €
1,...,n) a riadkovo stochastickd, tak neexistuju linedrne nezavislé vektory vo Vi(S).
Preto je dimenzia priestoru V;(S) rovna 1. Preto existuje préave jeden vektor x € V;(S)
taky, ze > x; = 1.

Ukézali sme, ze existuje jediny kandidat na vysledné ohodnotenie a to vlastny vektor
prislichajici ku vlastnému ¢islu 1. V casti 2.3 sme zase ukazali, ze ak iterativny proces
konverguje ku nejakému vektoru, tak tento vektor spliia rovnicu (2.4). Je teda vlastnym
vektorom ku vlastnému ¢islu 1. Iterativny proces preto skonverguje prave k vlastnému
vektoru matice S a teda ku vyslednému ohodnoteniu doélezitosti stranok.

Teraz ukazeme, ze linearne zobrazenie prislichajuce riadkovo stochastickej matici
S nemeni sucet stiradnic vektora. V praxi to znamena, ze ak zacneme iterativny proces
so Startovacim vektorom xg = (1/n,1/n,...,1/n), ktory ma sucet stradnic 1, tak aj

vysledny vektor bude mat stcet stradnic 1.

Tvrdenie 2.4.4. Nech S je riadkovo stochastickd matica, x = (x1,22,...,T,) € R" a

Y= (y17y27 v 7yn) = XS‘ Potom platll/ Z?:l Ty = Z?:l Yi

Dokaz. Pre i-tu suradnicu vektora y plati

Yi = E S5ij

J=1

Sc¢itanim tychto rovnic dostaneme

n n n n n n

E Yi = E E Sjidj = E Zj E Sji = E Yj

i=1 i=1 j=1 j=1 =1 j=1
———"

1
U

Predchadzajtce tvrdenia nam lepSie objasnuje pohyb nadhodného surfera po webe
o ktorom sme hovorili v podkapitole 2.3.1 Pociatoénti pravdepodobnost, Ze sa surfer
nachadza v jednotlivych strankach sme oznacovali xg. Tento vektor ma stcet stiradnic
1. Pravdepodobnost s ktorou bude surfer v jednotlivych vrcholoch po jednom kroku
dostaneme tak, ze vynasobime vektor x¢ upravenou maticou liniek S. Pre nové rozlo-
Zenie bude tiez platit, Ze stucet pravdepodobnosti s ktorou sa nachadza v jednotlivych
vrcholoch je jedna.

V pripade, Ze matica liniek A mé nulovy riadok, tak nebude platit, Ze sticet ohod-

noteni v kazdom kroku je 1. Preto v iteracnom procese s maticou liniek A nebude
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vektor ohodnotenia v k-tom kroku zodpovedaf pravdepodobnosti vyskytu v jednot-
livych strankach. Stcet stradnic vektora ohodnotenia v k-tom kroku moéze dokonca
klesat. Tento problém ukazujeme v Casti 4.3.1.

V tvrdeni 2.4.3 je danéd dalSia podmienka na riadkovo stochastick maticu S. Aby
sme zarudili existenciu jednoznacného rieSenia musime upravif maticu S prislichajicu

matici liniek tak, aby vSetky jej prvky boli kladné.

2.5 Uprava stochastickej matice

Problém slepych vrcholov sme vyriesili tak, Zze sme nulové riadky, ktoré im prisla-
chaji v matici liniek nahradili vektorom 1/ne. Dalsi problém ktory treba vyriesit

je problém cyklov. Pozrime sa na web z obrazka 2.4. Ked spustime iteraény pro-

Obr. 2.4: Graf s cyklom

ces s pociatoénym vektorom xo = (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5) a stochastickou maticou
prislichajicou k tomuto webu, tak po 15 iteraciach dostaneme ohodnotenie x =
(0.0002, 0.0004, 0.0005, 0.4662, 0.5328). Dolezitost sa naakumulovala v strankach 4 a
5. Ked sa raz dostal ndhodny surfer do tychto stranok, tak z nich uz dalej nevysiel.
Totizto do zvysku webu nevychédza ziadna linka. Celkové skére sa tym padom roz-
deli medzi stranky, ktoré su sucastou nejakého cyklu. Stranky, ktoré nie su sucastou
ziadneho cyklu skoncia s ohodnotenim velmi blizkym nule. Tomuto potrebujeme za-
branit, pretoZe nechceme aby vysledné ohodnotenie malo tato vlastnost. V casti 4.3.2
ukazujeme vyvoj ohodnotenia pre jednotlivé kroky iteracného procesu pre tento graf.

Ozna¢me E §tvorcovit maticu velkosti n x n, ktord mé vSetky prvky rovné 1/n.
Nahradme maticu S maticou

1
G=aS+(1-a)E=aS+(1—a)-e’e,

n
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kde 0 < a < 1. Matica G zodpoveda tomu, ze pohybujici sa surfer v istom percente
pripadov (uréenom parametrom 1 — «) rozhodne nesledovaft niektort z vychédzajucich
liniek zo stranky, ale nova stranku si vyberie tplne nahodne. MéZeme povedat, Ze sa
yteleportuje” na int stranku. Preto maticu E budeme nazyvat teleportacnd matica.
Podme teraz vySetrif aké vlastnosti mé tato nova matica.

Matica G je riadkovo stochasticka pre fubovolné a € (0, 1), lebo sti¢et parametrom
a a (1 —a) je 1. Vyssie sme ukézali, ze ak a € (0, 1), tak potom dimenzia priestoru
V1(G) bude 1, lebo vsetky prvky matice G st kladné. Bude preto existovat jednoznacné
ohodnotenie stranok.

Pohybujeme sa medzi dvoma extrémnymi hodnotami. Ak je parameter o rovny
nule, tak G = E. V tomto pripade nebude vobec zalezat na matici liniek. VSetky
stranky budt ohodnotené rovnako x; = 1/n. Na druhej strane ak o = 1, tak riesime
povodnu tlohu pri ktorej st pritomné problémy s cyklami. Predpokladajme teda, Ze
pre parameter « plati a € (0, 1), aby nenastala ziadna z tychto situécii.

V nasledujtcej kapitole 3 budeme hovorit o t¢inku tohoto parametra podrobnejsie.

V tejto kapitole sme odvodili vztah pre maticu G, s ktorou budeme nésobit pocia-

tocny vektor ohodnotenia xq, ktory ma tvar
G=aS+(1-a)E.

Maticou G budeme odteraz stale oznacovat maticu z predoslého vztahu. Odkazujeme
riou teda na dvojndsobne upravent maticu liniek A (najprv sme presli od A ku upra-
venej matici liniek S a potom od matice S ku matici G). S maticou G budeme viac
pracovat v nasledujucej kapitole, v ktorej budeme riesit problém konvergencie iterac-

neho procesu.



Kapitola 3
Podmienky konvergencie

V minulej kapitole sme ukazali, Ze existuje jediny kandidat na ohodnotenie a to vlastny
vektor matice G prislichajtci ku vlastnému ¢islu 1. Tento vektor mdZzeme ziskat pomo-
cou iteracného procesu, ktory vieme zapisat rovnicou xy 1 = xxG. Pri¢om za¢neme s

nejakym pociatoénym vektorom ohodnoteni xq¢. Ak proces skonverguje, tak pre vektor

lim X()Gn
n—oo

bude platit
xG = x.

V tejto kapitole ukazeme, ze iterativny proces s maticou G konverguje ku rieseniu.
Najprv dokédzeme konvergenciu pre Specialny typ matic, ktoré si diagonalizovatelné
matice, potom pre vieobecné. Dalej sa budeme venovat parametru a, ktory sa vyskytuje

v matici G. UkédZeme, Ze tento parameter vyrazne ovplyviuje rychlost konvergencie.

3.1 Ohranicenie vlastnych cisel

V zéavere kapitoly 2 sme odvodili vztah pre maticu G v ktorom sa vyskytuje parame-
ter a. O tejto matici nevieme povedat vela, vdaka jej nejednoznacnosti. Ststredme sa
preto najprv na upravenu maticu liniek S, ktora sa vyskytuje vo vyjadreni matici G.
Konvergenciu k rieSeniu najprv dokdzeme pre Specidlny typ matic G. Pouziti metédu
budeme moct s mensimi Gipravami aplikovat aj na vSeobecnti maticu G. Teraz ukazeme,
ze vlastnosti konvergencie iteracného procesu zavisia od vlastnych c¢isel upravenej ma-
tice liniek S. Nasledujtce tvrdenie hovori o tom, zZe vlastné ¢isla riadkovo stochastickej

matice st ohranicené.

Tvrdenie 3.1.1. Nech matica S je riadkovo stochastickd a s;; > 0 prei,j =1,...,n.
Ak X je jej vlastné cislo, tak |\ < 1.

14
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Dékaz. Pre vlastné ¢islo A a prislusny vlastny vektor x = (z1, o, ..., 2,) mame:

n

)\fEi = ZSﬂl’j
j=1

n

E Sjin

J=1

Allz| =

Scitanim tychto nerovnosti dostaneme

n n n n n n
DD w0 siilal =Dl Y s =Y |l
i=1 Jj=1 i=1 Jj=1
——

i=1 j=1
1

Vektor x je nenulovy, preto po vydeleni obidvoch stran nerovnosti kladnym ¢islom

n

>l

j=1

dostaneme || < 1. O

3.2 Konvergencia pre diagonalizovatelné matice

V tejto casti budeme hovorif o konvergencii iteracného procesu pre $pecidlny typ matic,

ktoré su diagonalizovatelné.

Definicia 3.2.1. Nech A a B st Stvorcové matice nad polom F. Hovorime, Ze matice

A a B st podobné, ak existuje regularna matica P tak4, ze B = PAP L.

Definicia 3.2.2. Matica A je diagonalizovatelnd, ak existuje takd diagonalna matica
D, Ze A a D st podobné. Diagonéalna matica je taka, ktord méa nenulové prvky iba na

diagonale.

Ak je matica S podobna s diagonalnou maticou D, ktora ma na diagonale prvky

A1, ..., Ay, tak platia rovnosti

PSP™' = D
PS = DP

Ak oznacime riadky matice P ako aj,as,...,a,, potom z predchadzajicej rovnosti
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dostavame

M 0 ...00

a a

! 0 A 0 !
S =

a, ' - a,
0 0 An

als )\1 ap

a,S Ap @n

Ak porovname riadky v poslednej rovnosti dostaneme pre kazdé i vztah
aiS = >\z aj.

Preto st Aq,...,\, vlastné cisla matice S a aj,...,a, ku nim prislichajice vlastné
vektory. Ak je matica S podobna s diagonélnou, tak tato diagondlna matica ma na
uhlopriecke vlastné ¢isla matice S.

Nasledujtce tvrdenie bude kluc¢ové ku dokazu, Ze iteracny proces skonverguje. V

odbornej literatire ho mozno najst ako vetu o spektrdlnom rozklade.

Tvrdenie 3.2.1. Ak je stvorcova matica S podobnd s diagondlnou maticou D, ¢o md

na uhlopriecke hodnoty A\, ..., \,, tak existuji matice Gy, ..., Gy, také, Ze plati:
S=MG1+XG2+ -+ )1,Gy (3.1)
a sucasne
(1) Plati rovnost Gy +Ga+ -+ G, =1L
(ii) Pre kazdéi=1,...,n plati G? = G;.
(i1i) Prei# j;i,5 =1,...,n plati GiG; = ||0]|.

Dékaz. Podla predpokladu existuje reguldrna matica P takd, ze PSP~! = D. Plati
teda S = P~'DP. Ozna¢me stlpce matice P~! ako aT,...,a¥ a riadky matice P ako
bi,...,by.

by

Dosadme teraz do rovnosti S = P~!DP vyjadrenie P~! a P. Dostavame:
A1 b,
S =(af,...,a}) : = Malby + -+ \ap by,
An by,
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Oznac¢me G; = alb;. Pre takto definované matice Gy, ..., G, plati, ze st velkosti

n x n. Dalej pre ne dostavame
S=MG1+ G2+ -+ NGy
Teraz potrebujeme overit tvrdenia (i) — (i44).
Rovnost I = P~!P mézeme prepisat ako

by
I:(af,...,aT) :a,1rb1‘|""+agbn:G1+"‘+Gn-
by

Co je dokaz tvrdenia (i). Ak vynasobime PP~! tak dostaneme

b1 bla'lr Ce blaf

b, by,al ... bpal

Porovnanim matic na lavej a pravej strane dostaneme b;alf =1 a bia;r =0 pre i # J.
Mozeme teraz dosadit do vyjadreni G? a G;G;, priom sa drzime povodného oznacenia

G; = al'b;. Dostavame:

——
1
a
GiGj = a? biaJT bj = HOH
——
0
Cim sme dokazali platnost tvrdeni (i) a (iii). O

Pre ohodnotenie stranok v k-tom kroku itera¢ného procesu plati
X = XoSK.
Na zéklade prechddzajiicej vety mozeme prepisat vyraz S¥ do nasledujiceho tvaru
S = NGy + MGy + - + MG, (3.2)

Vo vyjadreni pre k-ty krok iteracného procesu sa vyskytuju vlastné ¢isla matice S.
Riadkovo stochastickd matica S mé vlastné ¢islo 1. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme
predpokladaft, ze 1 = A\; > |Ay| > -+ > |\,| > 0.! V opa¢nom pripade mozeme vlastné

¢isla preznacit. Dostavame teda

Xk = X()Gl + /\]2€X0G2 + 4 )\ZXOGn

1Vlastné ¢&isla mézu byt aj komplexné, mozeme ich viak usporiadat podla absoltitnej hodnoty.
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V tvode kapitoly sme vyslovili tvrdenie 3.1.1, podla ktorého st vlastné ¢isla matice
S ohranicené. Pre tie vlastné ¢isla \;, ktoré st v absoliitnej hodnote ostro mensie ako
1, plati
A 0.

7

Medzi vlastnymi ¢islami matice S sa moze vyskytovat niekolko vlastnych ¢isel, ktoré
maji absolitnu hodnotu rovni jednej (vSetky komplexné ¢isla s velkostou 1). Ukazali
sme Ze urcite je medzi nimi ¢islo 1. Moze byt medzi nimi tiez vlastné ¢islo —1. Préve
pritomnost inych vlastnych ¢isel s absolitnou hodnotou 1 narusi konvergenciu. Potom
vo vyjadreni (3.2) ziskaného zo spektralneho rozkladu bude prislusna matica G; menit
hodnoty na zaklade mocniny A,. Absolitna hodnota prvkov v prislusnej matici bude
rovnakd. V pripade vlastného ¢isla —1 sa budt hodnoty menit z kladnych na zaporné.
Preto je pritomnost vlastnych ¢isel s absolitnou hodnotou 1 inych ako vlastné ¢islo 1
neziaduca. V nasledujicej ¢asti ukdzeme, ze matica G nebude mat iné vlastné ¢isla s

absoltitnou hodnotou 1 ako vlastné ¢islo 1, ak bude o € (0, 1).

3.3 Vlastné ¢isla matice G

Doteraz sme pracovali s maticou S. Vyskytli sa problémy s tym, ze iteracny proces
nemusi skonvergovat. Tieto problémy s vlastnym ¢islom —1 vyriesi prechod ku matici
G. V nasledujicej ¢asti ukdzeme, Ze vlastné ¢isla matice G vieme vypocitat na zéklade
vlastnych cisiel matice S.

Teraz si uvedieme niekolko tvrdeni, ktoré nam pomdzu pri analyze vlastnych hodnot
matice G. V nasledujicom tvrdeni ukézeme, charakteristicky polyném dvoch podob-

nych matic je rovnaky.

Tvrdenie 3.3.1. Nech A a B st $tvorcové matice typu n x n nad polom F. Ak A a
B su podobné, tak cha(z) = chg(x).

Dékaz. KedZe A a B st podobné, tak existuje reguldrna matica P taki ze A = PBP 1.
Na zaklade definicie 2.4.2 mozeme pisaf
cha(r) = |A—2I] = |PBP ! —2I| = |PBP ' —2PIP | =
= |P(B—-2I)P ! =|P|B —«I||P}| = |PP}|B — 21| =
= |I||B — zI| = |B — 2| = chg(x)
O

KedZe korene charakteristického polynému st vlastné ¢isla matice, tak z predcha-

dzajuceho tvrdenia plynie, Ze podobné matice maji rovnaké vlastné cisla.
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Nasledujtice tvrdenie uvediem bez dokazu. Jeho dokaz je narocnejsi a vyzaduje

hlbsie poznatky z linedrnej algebry. Dékaz mozno néjst napr. v [M, kapitola 7.7].

Tvrdenie 3.3.2. KaZdd stvorcovd matica G je podobna s hornou trojuholnikovou ma-

ticou, ktord md na uhlopriecke vlastné hodnoty matice G.

Toto tvrdenie presnejsie sformulujeme v Gasti 3.4, kde sa budeme zaoberat konver-

genciou pre vSeobecné matice.

Tvrdenie 3.3.3. Nech S je riadkovo stochastickd matica a jej vlastné cisla si 1, Ag, ..., Ay,.
Potom matica

1

G=aS+(1—a)-e'e

n
ma vlastné ¢éisla 1, aly, ..., a\,, kde e = (1,1,...,1).
Dokaz. Matica S je riadkovo stochasticka, plati preto

Se” =e’.

Nech Q je Tubovolné reguldrna matica, ktorej prvy stipec je e.

S:<eT X>

Ak oznaéime prvy riadok inverznej matice Q=1 ako y, tak plati:

N [ Y T B yel yX B 1 0
QQ—(Y>(e X>_(YeT YX>_<0TI>' (3.3)

Ak vynasobime maticu S zlava maticou Q a sprava maticou Q! dostavame:

avsa- (3 )s(er %)= (35 ) (e x) - (Yo vox )

Na zéklade (3.3) dostavame

ySel = yeT =1

YSeT = YeT =0T

Dosadenim do vztahu pre Q'SQ dostaneme

Q_lsQ B 1 ySX B
0T YSX

Z poslednej rovnice dostavame, Ze matica S je podobnd s maticou B. Podla tvrde-
nia 3.3.1 je charakteristicky polyném matice S rovnaky ako charakteristicky polyném

matice B. Pre char. polynom matice B plati

1—=x ySX

chg(z) =B —zlI| =
B(z) =| | 0T YSX_T

Y
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kde I’ je diagonédlna matica velkosti (n — 1) x (n — 1), ktord mé na diagonéle samé

jednotky. Ked rozvinieme determinant matice B — 2I podla prvého stipca, dostdvame
chg(z) =B —2I| = (1 —2)|[YSX - T|

KedZze chg(x) = chg(x) a chg(z) = (1 —x)(Ay — x) - - - (A, — ), tak korene charak-
teristického polynému pre maticu YSX st Ao, ..., \,. Inak povedané matica YSX méa
vlastné hodnoty Ao, ..., \,.

Vynésobme teraz maticu eTe zlava maticou Q! a sprava maticou, dostaneme
1T y T ye'
Q 'eteQ = ee(eTX): (eeT eX)Z
Y YeT

_ (01T>(n eX)Z(onT |T;|(|>

Skombinujme teraz vyjadrenia pre Q !SQ a pre Q 'eTeQ, aby sme dostali vyjadrenie

pre maticu G.

Q'GQ = aQ'SQ+ (1 - a)%eTeQ =

B 1 aySX+ (1—-a)teX _C
- \o” aYSX B

Vidime, Ze matica G je podobna s maticou C, ktora ma v prvom stlpci ¢slo 1 a potom
samé nuly. Stac¢i nam zistif aké vlastné ¢isla méa matica C, z podobnosti bude mat
rovnaké matica G.

Pre charakteristicky polyném matice C plati
che(x) =|C —2I| = (1 — 2) |aYSX — I'| = cha(2)

Takze matica G ma vlastné ¢islo 1 a vsetky vlastné c¢isla matice a YSX. Pre maticu
YSX plati na zaklade tvrdenia 3.3.2, Ze je podobna s hornou trojuholikovou maticou,
ktora mé na diagonéale cisla Mg, ..., \,. Potom matica aYSX je podobné s hornou
trojuholnikovou, ¢o ma na diagonale ¢isla a)s, . . ., a),. Teda matica o YSX ma vlastné
Cisla adg, ..., a\,.

Dostavame, ze matica G ma vlastné cisla 1, a),, ..., a\,. O

Na maticu G kladieme podmienku, aby bola podobna s diagonalnou maticou. Na

zéklade vztahu (3.2) moézeme napisat vyjadrenie pre jej k-tu mocninu

Gk =XN'G1 + MsGa + -+ MG, A =1 (3.4)
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Odteraz budeme symbolmi A, ..., A, oznacovat vlastné ¢isla matice G. Z predchédza-
juceho tvrdenia plynie, ze absolitna hodnota vlastnych cisel matice G okrem c¢isla 1
lezi v intervale (,0). Preto pre vietky 2 < i < n plati, ze \¥ — 0, pre rasttce k.
Itera¢ny proces xoG¥ teda skonverguje ku hladanému ohodnoteniu.

Z vyjadrenia (3.4) plynie, Ze rychlost konvergencie zavisi od druhého najvicsieho
vlastného ¢isla. Pre vlastné ¢isla matice G plati a > [\ > --- > |\,|. Parametrom
a teda vieme kontrolovat rychlost konvergencie iteracného procesu (vieme ohranicit
druhé najvicsie vlastné ¢islo). Viac o vplyve parametra o povieme v ¢asti 3.6. Teraz

nasleduje dokaz konvergencie pre vSeobecnii maticu G.

3.4 Konvergencia pre vseobecnii maticu

V tejto Casti dokdzeme konvergenciu pre vSeobecni maticu G. Budeme postupovaft
podobne ako v dokaze pre diagonalizovatelné matice. Najdeme vyjadrenie pre GX. V
predoslej ¢asti sme nasli jednoduchy tvar pre k-tu mocninu diagonalizovatelnej matice
na zaklade tvrdenia o spektralnom rozklade. Mierne zlozitejsi rozklad existuje aj pre
vSeobecnl maticu.

Teraz presnejSie sformulujeme tvrdenie 3.3.2, na zaklade ktorého budeme vedief

najst vyjadrenie pre k-tu mocninu matice G.

3.4.1 Jordanov normalny tvar

Definicia 3.4.1. Jordanov blok velkosti k prislichajuci ¢islu A je matica velkosti k x k

tvaru
10
0 A 0
J.(A) =
A 1 0
0 XX 1
0 0 A
Tvrdenie 3.4.1. Pre kaZdi $tvorcovi maticu A wvelkosti n x n nad C s vlastnymi
cislami Ay, ..., \s existuje takd requldrna matica P, Ze
JAa) 0 L. 0
0 J) ... 0
PAP'=J=| (' 2) . . (3.5)
0 0 ... J(\)

e matica J sa nazyva Jordanov normdlny tvar matice J.
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e J md jeden Jordanov segment J(\;) pre kazdé viastné cislo \;, j =1,...,s.

o Kazdy segment J()\;) sa skladd z t; Jordanovych blokov J.(\;), kde t; je pocet

linedrne nezdvislych vektorov prislichajicich ku vlastnému cislu A;.

L) 0 ... 0
0 Jo(0) ... 0
J(N) = . :
0o 0 T (\)

e Plati, Ze matica J je jednoznacne urcend aZ na poradie Jordanovych blokov na

diagondle.

e Dalej plati, Ze dve matice A a B siu podobné prdve vtedy, ked maji rovnaky

Jordanov tvar (az na poradie Jordanovijch blokov).

Dokaz. Opét pripominame, Ze toto tvrdenie je bez dokazu. Jeden mozny ddkaz, ktory

vyuziva tedériu modulov mozno najst v [Z, kapitola 20] O]

Predpokladajme, Ze vlastné ¢isla matice G st usporiadané podla velkosti t.j. A\; =
1>a> | | > - >]|X| > 0. Mozeme tiez predpokladat, ze Jordanove segmenty v

matici J pre vlastné ¢isla Ay, ... \s st na diagonale v tomto poradi. Preto

Ji) o ... o0
I
0 0 a0

Rovnako ako v pripade diagonalizovatelnej matice vieme ziskat mocninu matice G
prechodom k mocnine inej matice. Napisme teraz vyjadrenie pre k-tu mocninu matice

G

G = P LJ*P.
k

Ji) o ... o
o 0 J() 0
0 o J(')\S)

Tu si treba uvedomit, Ze matica J je blokovo diagonalna a kazdy jej Jordanov segment
je Stvorcova matica. Zaroven kazdy Jordanov segment je tiez blokovo diagonalna ma-

tica s Jordanovymi blokmi na diagonéle. Preto ked umocnujeme maticu J, tak okrem
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stvorcovych blokov na diagonale buda vsade nuly. Schematicky mdzeme k-tu mocninu

mozeme zapisat nasledovne:

Jv1uy o ... 0
| - O Jk(:)Q) : ,pre kazdy segment
o 0 .. 30
J.Fy) o 0
roy = |0 W ’
0 0 th’f.(,\j)

Mocnina Jordanovho tvaru je teda blokovo diagonalna matica s mocninami jednotli-
vych blokov na diagonale. ZapiSme teraz pomocou nej k-tu mocninu matice G. Oznac¢me
Qi(A)), I =1,....t; skupinu stlpcovych vektorov matice P~1, ktora prislicha Jorda-
novmu bloku J;();) . Podobne P;();), I = 1,...,t; skupinu riadkovych matice P, ktora

prislicha Jordanovmu bloku J;();). Dostavame

Pi(\)

Pl=( Q)| Qo] Q.0 ) P=| Py

GF = PIJ'P =
JE ) . 0 Pi(\)
= (@] a.0) ' '

3.4.2 Rozklad matice G

Maticu G* vieme rozlozif na stcet matic podobne ako v 3.2. Matice v rozklade budu
mat tvar Q;(\;) Ji"(\;)'Pi();). Na zaklade tychto matic budeme vedief analyzovat

konvergenciu pre mocninu matice G.
G' = Qi) J") PiA) + o Qi) TG Pi(Ny)
+ . +Qts(>\s), Jtsk(As), Pts<)\.7 ' (36)

Tieto matice vznikna z matic P!, J*, P tak, Ze z matice J*¥ vyberieme jeden blok

J1"(\;) a v maticiach P!, resp. P nechame len prisltichajtice stipce, resp. riadky. Pre
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jeden blok dostavame

0 0 0
Q) I (\) i) = ( o| Q) |0 > DI P;()))
0 0 0

Dostali sme podobny rozklad ako (3.2), s tym rozdielom, ze v (3.6) mozu mat bloky
je Specialny pripad Jordanovho normélneho tvaru, v ktorom vsetky Jordanove bloky
maju velkost 1.

Teraz popiseme mocninu jedného bloku, ktory sa vyskytuje v rozklade matice G.

Predpokladajme, ze blok méa velkost m x m. Matematickou indukciou mozno dokézat,

v

7€
P N PO N P s
0 A BT (I (e
Jk‘(/\.) _ 0 0 /\f’ (mk,4) )\?fm+4 (mkig) )\?*"”r?’
o O
0 0 0 0 )\k;

Mocnina Jordanovho bloku je horna trojuholnikova matica, v ktorej sa vyskytuja vy-

razy tvaru (’;) PV

. 7, pricom 0 < j <m —1. Ak k < 7, tak pre binomicky koeficient (];)
plati, Ze je rovny nule.

Binomicky koeficient (];) je polyném stupiia najviac m—1 s premennou k. Dalej )\f_j
je exponencialna funkcia, ktoré pre vlastné ¢islo 1 nadobtida hodnotu 1. Pre ostatné
vlastné ¢isla, ktorych absolutna hodnota je mensia ako « je tato funkcia klesajuca. Ked
uvazujeme iteracny proces, tak k — oo. Exponencidlna funkcia klesd asymptoticky

rychlejsie ako rastie polynomidlna, preto

(f) AT 0.

3.4.3 Konvergencia ¢lenov rozkladu

Pre vsetky vlastné cisla \;, kde j = 2,...,s plati |\;] € (0,a). Preto pre vSetky
Jordanove bloky prislichajice vlastnym c¢islam réznym od 1 plati, ze konverguja k
nulovej matici. Pre kazdy prvok J;; matice J lk()\j)’ , ktord méa rozmer n x n preto plati,
ze je nulovy, alebo

fin gy =
Teraz ukazeme, 7e kazda matica Q;(\;) J;"(\;)' Pi()\;),j > 2 zo stcinu (3.6) konver-

guje ku nulovej matici. Ozna¢me ¢;; prvky matice Q;()\;)" a p;; prvky matice P;(};)".
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Dostévame
Qi(A) I (N) Pi(Ny) =
qi1 q12 ... (Qin Ju Jiz oo Jig P11 P12 .- Pin
G21 Q22 ... (2n Joar Jaa oo oy P21 P22 ... Pon
dn1 4n2 - -- dnn ']nl Jn2 o Jnn Prn1 Pn2 ... Pnn
Pre prvok z,, v r-tom riadku a s-tom stlpci r,s = 1,...,n matice

Q%) 31" (A;) Pu(A;)' plati
Zrs = Z Z QTiJijpjs-
i=1 j=1
Vo vyjadreni pre lubovolny prvok z,, sCitame vyrazy tvaru M.J;;, kde M je realne
¢islo. Vyssie sme ukazali, Ze pre kazdé z cisel J;; je nula alebo ma limitu rovna nule.
Preto pre limitu plati
kh_glo Zrs = ]}1_>I£10 Zz; ; ¢ridijpjs = 0.
Kazdy prvok matice Q;(A;)' Ji*()\;) Pi(\;) konverguje k nule, preto aj celd matica
konverguje k nule.

Pre mocniny blokov prislichajicich ku vlastnému ¢islu 1 neméme zarucent kon-
vergenciu. Dokonca sa moze stat, Ze nejakd hodnota v bloku moZze neobmedzene rast.
Keby mal blok J;(1) velkost vicsiu ako 1, tak by sa v mocnine tohoto bloku vysky-
tovalo aspon jedno kombinacné cislo (’;) Potom ¢islo (’;) 177 bude réast s rasttcim k.
Musime preto overit aki Struktiru maja Jordanove bloky prislichajuci vlastnému ¢islu
1. Jordanov segment J(1) sa sklada iba z jedného bloku, pretoze vlastnému éislu 1 pri-
slicha vektorovy priestor vlastnych vektorov s dimenziou 1. Plati preto J(1) = J;(1).

V nasledujicom tvrdeni ukdZeme, Ze vlastnému ¢islu 1 prislicha blok velkosti 1.

Tvrdenie 3.4.2. Nech G je riadkovo stochastickd matica, potom v jej Jordanovom

normdalnom tvare prislicha vliastnému ¢islu 1 jeding blok, ktory ma velkost 1.

Dokaz. Vyssie sme ukazali, ze vlastnému ¢islu 1 prislacha jediny blok. Predpokladajme
teraz sporom, Ze Jordanov blok prislichajuici vlastnému ¢islu jedna ma velkost m > 2.
Nech je tento blok prvy na diagonale. Na zaklade tvrdenia 3.4.1 existuje regularna

matica P taka, ze

PG =JP =
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Ak oznacime riadky matice P ako ay, as, ..., a,, tak pre prvych m vektorov plati
11 ... 0 0
a Oo1 . 0 0 ax
G = o 0
am 1 am
0 1

Pre vektory ay, 1, an, plati

am—lG = amtam-1

a,G = ap,

Potom ay, 1(G —1I) = a,,. Podme teraz zistit aky je sti¢et siradnic vektora ay, 1(G —
I). Na zéklade tvrdenia 2.4.4 nasobenie riadkovo stochastickou maticou nemeni sucet

suradnic. Ak oznac¢ime S sucet stradnic vektora a,,_1, tak vektor
am—l(G - I) = am—lG — am-1

mé sucet suradnic rovny S — S = 0. Teda vektor a,, ma stcet stradnic rovny nule.
Zaroven plati, ze a,, € Vi(G) je vlastny vektor prislachajici ¢islu 1. Kedze vlastny
vektor je podla definicie nenulovy, dostavame, Ze a, mé stradnice so zmieSanymi
znamienkami. Podla tvrdenia 2.4.2 vSak dostévame spor, pretoze pre kazdy vlastny

vektor prislichajuci ¢islu 1 plati, Ze jeho stiradnice maji rovnaké znamienka. O

Ukazali sme, Ze iteracny proces s maticou G skonverguje k vektoru x, ktory je za-
roven vlastnym vektorom matice G pre vlastné ¢islo 1, teda je ohodnotenim délezitosti

pre stranky.

3.4.4 Zavislost vysledného ohodnotenia od poéiatoéného vek-

tora xg

.....

ukézat, ze vysledny vektor je v istom zmysle jednoznac¢ny. Itera¢ny proces za¢iname s
ohodnotenim xg, ktoré ma stcet suradnic jedna.

Tvrdenie 2.4.4 hovori, Ze nasobenie riadkovo stochastickou maticou nemeni stcet
zloziek vektora. Dalej sme ukazali, Ze itera¢nd metéda pre maticu G skonverguje k
rieSeniu. Preto pre vysledné ohodnotenie x, ktoré ziskame ako limitu

x = lim x,G"
n—o0
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plati, Ze ma sucet stiradnic 1. Vektor x je zaroven vlastny vektor prislichajici vlast-
nému ¢islu 1. Dimenzia priestoru Vi (G) vlastnych vektorov prislichajicich ku éislu 1
je 1. Preto existuje jediny vektor x’ € V;(G) ktory mé stcet stradnic 1. Dostavame, Ze
x =x.

Inak povedané iteracny proces skonverguje pre pociatoény vektor, ktory méa sucet

suradnic 1 vzdy k tomu istému ohodnoteniu.

3.5 Rychlost konvergencie

Zatial sme ukazali, Ze iterac¢ny proces skonverguje, no nikde sme sa nevenovali rychlosti
konvergencie. V tejto Casti ukdzeme, Ze rychlost konvergencie asymptoticky zavisi od
velkosti druhého najvicsieho vlastného ¢isla Ao. V [QSS, kapitola 5.3.1] je zdovodnenie
pre diagonalizovatelné matice. My toto tvrdenie rozsirime a ukézeme jeho platnost aj
pre vSeobecné matice.

Ideme hladat vyjadrenie k-teho kroku itera¢ného procesu xoG* so startovacim vek-

torom xg. Na zéklade tvrdenia 3.4.1 existuje regularna matica P taka, ze

PG = JP
G = P 1P,
kde J je Jordanov normélny tvar matice G. Riadky matice P ozna¢me p1,p2-..,Pn-

Tieto vektory su linedrne nezavislé a tvoria bazu priestoru C", nazyvame ich aj zo-
vSeobecnené vlastné vektory. Vyjadrime teraz startovaci vektor xo v baze p1,...,Pn-
Dostavame

Xg = a1P1 + - + Oy Pn, CYZ'GC, izla"'ana

¢o mozeme zapisat v maticovom tvare
xo =aP, a=(ay,...,q,).

Potom plati
Xk = XoG* = aPP 'J*P = aJ"P. (3.7)

Jordanov blok prislichajuci vlastnému ¢islu 1 je jediny a ma rozmer 1 x 1. Prisltichajuci

vektor py je zaroven vlastnym vektorom pre vlastné ¢islo 1. Na zaklade rovnice (3.7)
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mozeme napisat vyjadrenie pre k-ty krok iteracného procesu.

xx = aJP =
1 P1
J5(N2) Pi()2)
-0 3P () Pi(\) (35
Jtsk()‘S) Pts.()\s)

Pripomeniem, 7e J;*();) je I-t§ Jordanov blok pre vlastné &islo A; a Py();) ku nemu
prislichajicu skupinu riadkovych vektorov p; matice P.

Vysledkom stéinu (3.8) bude vyjadrenie vektora xy v baze pi,...,pn. Hladdme
teda koeficienty pred vektormi pq,...,pn. Pred p; bude koeficient o, kvoli tomu, ze
Jordanov blok prislichajici ¢islu 1 je samotnd jednotka v Tavom hornom rohu matice
J*.

Teraz spocitame koeficienty pred ostatnymi vektormi p;. Pozrime sa na jeden Jorda-
nov blok J,*();). Nech m4 tento blok rozmery m x m. Ozna¢me p1*, ..., Pm* prisluiné

riadkove vektory matice P. V st¢ine aJ*P tomuto bloku zodpoveda vyraz

(af, .., ) TN (P Pm )Y, (3.9)

kde af,...,a’ st stradnice vektora a prislichajice bloku J,"(\;) a

Oznacme p3,...,p: ., pi € C koeficienty pred vektormi p1*,...,pm” v si¢ine (3.9).

Potom moZeme zapisat rovnicu

p; pl>k +oe +pin plm>|< = (Of{v cet ’a;kn) J*k(AZ) (p1*> ce apm*)T
A (N () M2 ()N
0 A (AT ()N
J*k — . :
A (DA

0 A



KAPITOLA 3. PODMIENKY KONVERGENCIE 29

Pre koeficienty pj, ..., p:, dostavame vztahy
Pt o= 04?\?
* * k k—1 *\ k
P2 = Oy 1 AT N

k k
p = iy as () e e

* - * k k—m-1
= 3a(, )
7j=1

Vyjadrili sme sturadnice pred vektormi p; prislichajicim jednému bloku. Mézeme
preto zapisat vyjadrenie vektora xj v baze p1,...,PpPn. Kazda zo sturadnic p;, kde i =
2,...,n vieme napisat v tvare \¥ R;(k). Polyném R;(k) s premennou k je stupiia najviac
n (st v lom obsiahnuté vyrazy s kombina¢nymi ¢islami a prislusné koeficienty a; spolu
s mocninou vlastného ¢isla na diagonéle prislichajemu danému Jordanovmu bloku).
Pri¢om AF je k-ta mocnina vlastného ¢&isla, ktoré sa nachaddza v matici J* na diagonale v

i-tom riadku. Vektor ohodnotenia v k-tom kroku procesu preto bude vyzerat nasledovne

xk=al"P=ap + Ra(k) A, 1 P2+ + Rera(R)A; Pearr + o +

+ Ru(k) \ipy. (3.10)
Vo vyjadreni vektora xx v baze pi,...,Pn je pred vektorom p; koeficient a;. Koefi-
cienty pred ostatnymi vektormi pas, . . ., p, obsahuji mocniny vlastnych ¢isel Ao, ..., A;.

Pre tieto ¢isla plati, 1 > a > |Ag| > -+ > |A4|. Preto ak k — oo, tak potom bude pla-
tit \; — 0, kdei =2 ... s. KedZe exponencialna funkcia klesa asymptoticky rychlejsie
ako rastie polynomialna, tak potom plati pre kazdy z koeficientov

lim R;(k)\F = 0.

k—o0

Preto existuje limita

lim xx = a1ps1.
k—oo

Vektor p; je zaroven vlastnym vektorom k vlastnému ¢islu 1. Tato limita presne zod-
povedd tomu Ze iteracny proces konverguje ku vlastnému vektoru pre vlastné cislo
1.

7 koeficientov pre vektormi ps,...,pn klesaji najpomalsie tie, ktoré obsahuja
vlastné ¢islo s najviicSou moznou absolitnou hodnotou |[Az|. Preto je rychlost kon-
vergencie zavisla od velkosti druhého najviicsieho vlastného éisla.

Ukazali, Ze iteracny proces konverguje ku vlastnému vektoru matice G, ktory pova-
zujeme za vysledné ohodnotenie délezitosti jednotlivych stranok. Teraz budeme hovorit

o parametre «, ktorym vieme okrem iného menit velkost vlastnych ¢isel matice G.
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3.6 Parameter «

Pévodnt maticu liniek S sme upravili na maticu G, ktora ma oproti S nové vlastnosti.

Vo vyjadreni matice G
1
G=aS+(1-a)-e'e
n

sa vyskytuje parameter o € (0,1). Tymto parametrom vieme kontrolovat percento
casu, ktory stravi surfer sledovanim hyperlinkovej struktiry webu oproti teleportovani
na lubovolni stranku. Predpokladajme, ze o = 0.7. Potom sa surfer v 70% pripadoch
rozhodne sledovat Struktiru webu a vo zvysnych 30% pripadoch sa teleportuje na
Tubovolnu stranku.

Pre diagonalizovatelnt resp. vSeobecnti maticu G sme odvodili vzfah (3.1) resp.
(3.6). V obidvoch sa vyskytuju vlastné hodnoty. Parametrom « v predpise matice G
preto vieme regulovaf rychlost konvergencie. Pre vlastné ¢isla matice G plati tvrdenie
3.3.3

Zakladatelia Googlu Brin a Page vo svojich ¢lankoch navrhli velkost nastavit o =
0.85 [BPMW]. Mozeme sa opytat, preco nie 0.9, alebo 0.6. Cim viac sa « priblizuje ku
¢islu 1, tym viac sa matica G podoba na maticu S. Viacsiu vahu prikladdme strukttre
internetu. Na druhej strane sa spomaluje rychlost konvergencie iteraéného procesu.

Naopak ak bude parameter « blizky nule, tak bude velmi malo zélezat na Strukttre
webu (vo vidsine pripadov si surfer vyberie ndhodnt stranku).

Ukazuje sa, ze zvolenie o = 0.85 je vhodny kompromis medzi rychlostou konver-
gencie a relevantnostou vysledného ohodnotenia. V ¢asti 4.3.3 budeme analyzovat aky

vplyv mé zmena parametru na rychlost konvergencie.



Kapitola 4

Implementacia a spravanie

algoritmu

V predchadzajucich kapitolach sme overili, Ze itera¢ny proces, ktory je zakladom Pa-
geRank algoritmu naozaj skonverguje ku vektoru, ktorého zlozky povazujeme za dole-
zitost jednotlivych stranok webu. V tejto kapitole povieme nieco o problémoch, ktoré
sa vyskytuju pri pouziti PageRank algoritmu na skuto¢nom webe. Zaroven vysvet-
lime prakticky vyznam dosledkov, ktoré sme odvodili. Navrhneme vlastny algoritmus,
ktorym budeme realizovat itera¢ny proces. Dalej ukdzeme spravanie sa PageRank al-
goritmu na Specidlnych siefach. Praktickymi ukizkami zaroven umoznime citatelovi

lepSie porozumief tedrii, ktorej sme sa doteraz venovali.

4.1 Spravanie algoritmu na skuto¢nom webe

V stcasnom webe sa nachadza priblizne 8 000 000 000 stranok s verejnym obsahom ku
ktorym mé Google vyhladéva¢ pristup. Hovorime preto o velmi vysokej hodnote n.
Matica liniek A velkosti n x n je zostrojend na zaklade webu. V praxi sa vSak jednd o
velmi riedku maticu. Z kazdej stranky vychadza priemerne 10 liniek. VicSina jej prvkov
su teda nuly.

Hladdame vlastny vektor k vlastnému ¢islu 1 matice G. Vlastny vektor mozeme
spocitat viacerymi sposobmi. Okrem itera¢ného procesu s ktorym sme sa doteraz za-
oberali, existuje aj klasickd metoda z linearnej algebry, kde rieSime homogénnu stustavu

linedrnych rovnic

xI-G) = (0,...,0)
x(1,..., )7 = 1.

No pre velké n s ktorym pracujeme je nepripustné riesit tto ststavu priamou metédou

31
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(napr. Gaussovou eliminaciou), pretoze by sme potrebovali prejst aspoil raz kazdy
prvok matice G ¢o je O(n?) operécii. Priamu metédu moZeme pouZit pre velmi malé
hodnoty n, no celime velkej nepresnosti.

Iteracnd metédal o ktorej sme doteraz hovorili je jedna z najstarsich a najjedno-
duchsich metdd na hladanie vlastnych ¢isel a vektorov. My sme ju pouzili na vypocet
vlastného vektora ku vlastnému ¢islu 1. Tato metdda je najpomalsia z podobnych pou-
ziteInych metdd (Gauss-Seidelova, Jacobiho, GMRES, BICGSTAB, atd. viac o tychto
metédach mozno najst v [BBCT]). Brin a Page sa rozhodli napriek tomu pouzit tito
metodu. Neskor spomenieme preco tak urobili.

Iteracny proces je realizovany nasobenim xA, kde x € R”. Jeden krok nasobenia
preto zaberie priblizne O(n?) operéacii nasobenia a s¢itovania. Pre n = 8 000 000 000 je
tento odhad zloZitosti nepripustny uz pre jeden krok procesu. Vzhladom na riedkost
matice A mozeme tento odhad upravif. Matica A obsahuje priblizne 10n nenulovych
prvkov. Na uloZenie jej prvkov mézeme preto pouzif int datova Struktaru ako pole,
napriklad spajany zoznam susedov. O dalSich moznostiach ulozenia hodnét, resp. prob-
lémoch s tym spojenych sa mozno docitat v [LM, kapitola 8.1]. Nasobenie vektora x
maticou A potom zaberie O(n) operacii.

Matica A vo vseobecnosti nema vlastnosti potrebné ku konvergencii. Preto sme
najprv nahradili nenulové riadky vektorom (1/n,1/n,...,1/n) a ziskali sme maticu
S. Nasledne maticu G. Upravou na maticu G stratime pévodni riedkost matice A.
Matica G totizto neobsahuje nulovy prvok.?2 Krok itera¢ného procesu xx = xx_1G
preto nevieme priamo realizovat. Maticu G v8ak mozeme rozpisaf na tvar

G = aS—i—(l—a)lE:

n

= a(A+a’(1/ne))+ (1 — a)%eTe.

Pripomenieme, Ze vektor a ma cislo jedna na stradniciach, ktoré prislichaji slepym
vrcholom, ostatné stiradnice mé nulové.

Jeden krok iteracie preto vyzerd nasledovne

Xk = Xk_1G:

= x1(a(A+aT(1/ne))) + (1 - &)%xkleTe =

1
= oxp1 A+ (axg_iat +1 - a)ge (4.1)

Vyssie sme ukazali, Zze na nasobenie xx_1 A potrebujeme O(n) operacii. Rovnako O(n)

operécii sta¢ na vipocet vektora (axy_1aT + 1 — «a)(1/n)e.

1V angli¢tine zndma pod pojmom power method.
2Samozrejme uvazujeme, ze a € (0,1) .
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Vidime, Ze iteraény proces vieme realizovat aj pre maticu G. Z tvaru (4.1) vidno,
ze nemame velké naroky na uskladnenie hodnét. Hodnoty matice A, mozeme ulozit do
spajaného zoznamu, kde pre kazdy vrchol grafu budeme mat uloZeny zoznam liniek na
ktory ukazuje. Okrem neho staci ulozit vektor aT. Toto je asi hlavny dévod, pre ktory
pouzili Brin a Page tito metédu v roku 1998. Teraz spomenieme niekolko vyhod tejto
metddy, oproti ostatnym moznym.

Iterac¢né metdda, ktord pouzivame nevyzaduje upravy matice G, ktorou nasobime.
Vela injch itera¢nych metéd meni tvar matice pocas kazdého kroku. Upravy matice
G pocas itera¢ného procesu st kvoli jej velkosti a spdsobu uloZenia nemozné. Dalsi
ddévod preco je prave tato metéda najvhodnejsia je, ze nemé velké pamitové naroky.
Okrem matice A a vektora a potrebujeme ulozit aktualny vektor ohodnotenia xj. Iné
metédy ako GMRES, alebo BICGSTAB st sice rychlejsie, no vyzaduja vypocet 10
dalsich vektorov dizky n, pri kazdom kroku. Pri hodnote n = 8000000000 je kazdy
dalsi vektor, ktory treba ulozit velkd zataz na pamiit a celkovi rychlost.

Zrejme najzavaznejsi dovod preco sa pouziva prave tato metdda je maly pocet ite-
racii, ktoré si potrebné. Brin a Page zverejnili vo svojej préaci z roku 1998 [BPMW],
ze staci iba 50 — 100 iteracii, aby sme dostali vysledné skére s dostato¢nou presnostou.
Ukézali sme, ze kazda iteracia vyzaduje O(n) operacii, pretoZze matica A je riedka.
Je velmi fazké najst metddu, ktord prekond O(n) krokov. Vektor ohodnotenia netreba
ratat s velkou presnostou, pretoze ku ziskaniu celkového poradia stranky v prehlia-
daci sa kombinuje zo skére ziskanym na zaklade obsahu stranok. Viac o pocte krokov

potrebnych k dosiahnutiu postacujicej presnosti sa mozno docitat v [LM, kapitola 8.3].

4.2 Implementacia algoritmu

PageRank algoritmus vypocita ohodnotenie dolezitosti stranok ako vysledok iterac-
ného procesu (4.1). Podla tohoto vyjadrenia vieme zostrojit jednoduchy algoritmus
ktory bude realizovat iteracny proces. Samotny algoritmus som implementoval v ja-
zyku MATLAB?, ktory umozituje jednoduchti pracu s vektormi a maticami.

Zaklad algoritmu tvori cyklus, v ktorom postupne pocitame vektory xy.

x_0 = (1/n)*ones(1,n);
x_old = x_0;

while (terminating_condition)

X_new

x_old

step(x_old);

X_new;

end

SMATLAB® je registrovana znacka spolo¢nosti The MathWorks, Inc.
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return X_new,;

Podmienkou terminating condition vieme urcit, kedy ma iterac¢ny proces skon-
¢if. Funkciou step realizujeme nasobenie maticou G. Proces méZzeme ukoncit bud po
niekolkych krokoch, alebo po dosiahnuti uréitej presnosti vektora x_new (vektora xy).
Presnost mozeme merat spoc¢itanim jednotkovej normy rozdielu dvoch po sebe iducich

ohodnoteni x; — xy_;. Hodnotu tejto normy budeme volat relativna chyba.

Definicia 4.2.1. Jednotkovd norma vektora v je ||v||; = D" v, kde vy, ..., v, st

sturadnice vektora v.

Cyklus potom vyzera nasledovne

while (terminating_condition)

x_new = step(x_old);
terminating_condition = norm(x_new-x_old,2) >= epsilon;
x_0ld = x_new;

end

Dalsia moZnost je spocitat ohodnotenie pre radovo velky pocet krokov, ktoré bude mat
velkt presnost. Nésledne pocitat sa normu rozdielu x, — x, kde x je ohodnotenie s

velkou presnostou. Hodnotu tejto normy budeme volat absolitna chyba.

terminating_condition = norm(x_new-rank,2) >= epsilon;

V tomto vyjadreni je rank ohodnotenie dolezitosti s velkou presnostou.
Parametrom epsilon vieme nastavif pozadovant presnost. Funkciu step vieme

rozpisat na zdklade (4.1) nasledovne

function [x_new]=step(x_old)
Xx_new = alpha*x_oldx*xA +
(alpha*x(x_old*a)+l-alpha)*((l/n)*ones(l,n));

end

Na vypocet zatial pouzivame neoptimélne nasobenie maticou A, preto funkciu step
mierne zmenime. Maticu liniek A ulozime ako zoznam susedov, do pola 1ist. V poli
outlinks mame pre kazdy vrchol ulozeny pocet vychadzajucich liniek. Zmenena fun-

kcia step bude vyzerat nasledovne

function [x_new]=step(x_old)
xx_new = zeros(l,n);
for i = 1:n

for j = 1l:outlinks (i)
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xx_new(list{i}(1,j)) = (xx_new(list{i}(1,j)) +
alpha*x_old(i)*1/outlinks (i));
end
end
X_new = xXx_new +
(alpha*x(x_old*a)+l-alpha)*((1/n)*ones(1l,n));

end

S navrhnutym algoritmom budeme teraz budeme teraz realizovat vypocet ohodnotenia

pre konkrétne siete.

4.3 Pouzitie algoritmu

Algoritmus budeme stéle sptstat s po¢iatoénym ohodnotenim xo = (1/n,1/n,...,1/n).
V jednotlivych ¢astiach postupne preberieme problémy, kvoli ktorym sme museli menit
maticu A, resp. S. Nasledne budeme menit parameter «, ktory sa vyskytuje v matici

G a ukazeme aky vplyv ma jeho zmena na pocet krokov algoritmu a na vysledné

ohodnotenie.

4.3.1 IteraCny proces s maticou liniek A

V podkapitole 2.4 sme presli od matice liniek A ku matici S nahradenim nulovych riad-
kov. V tomto priklade ukazeme iteracny proces na webe, ktory obsahuje slepy vrchol.

Web na obréazku 4.1 obsahuje slepy vrchol; stranku 5. Ked na niom spustime iterac¢ny

0.35

—O— stranka 1
—©O— stranka 2
0.3F —©O— stranka 3
~—O— stranka 4
—O— strénka 5

0.251

:‘

PageRank

Oa"v‘"

pocet krokov

(a) web (b) graf

Obr. 4.1: Tteracny proces s webom so slepym vrcholom

proces, tak po kazdom kroku sa zmensi sicet stiradnic vektora xy o hodnotu xy_1(5)
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z predchadzajiceho kroku iteracie. Matica A ktorou nasobime vektor ohodnotenia
nie je riadkovo stochasticka. V matici A prislicha stranke 5 nulovy riadok. Ohodno-

tenie stranok v k-tom kroku vieme dostat na zdklade ohodnotenia v & — 1-vom kroku

nasledovne

xk(1) = xx-1(2)/3 4+ xk-1(3)/2

Xk(2) = Xk_1(4)

Xk(3) = kal(l)/Q

xk(4) = xk-1(1)/2 + xx-1(2)/3 + xx-1(3)/2

Xk(5) == Xk_1(2)/3
Dolezitost stranok 1, ...,5 v k-tom kroku pocitame iba na zdklade ohodnotenia stranok
1,...,4. Preto v k-tom kroku sa zmensi sticet siradnic prave o ohodnotenie stranky 5

v k — 1-vom kroku.
V prislusnom grafe mame znazornené ohodnotenie stranok pre prvych 10 krokov.

Vidime, Ze stcet ohodnoteni jednotlivych stranok sa v kazdom kroku zmensuje.

4.3.2 IteraCny proces s upravenou maticou liniek S

Nahradme teraz riadok v matici liniek A z webu na obrazku 4.1, ktory prislicha sle-

pému vrcholu vektorom (1/5,1/5,...,1/5). Dostavame tak upravent maticu liniek
00 L 1o
1 11
5 00 3 3
S = 1 0 0 00
01100
10101 11
5 5 5 5 5

Pre maticu S plati, Ze je riadkovo stochasticka, preto vektor nemeni stcet siradnic po

vynasobeni touto maticou. Itera¢ny proces je znazorneny na obrazku 4.2

4Vyrazom xi (i) zna¢ime hodnotu i-tej stiradnice vektora ohodnotenia v k-tom kroku procesu
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Obr. 4.2: Tteracny proces s webom so slepym vrcholom

Vidime, ze stranky maju po desiatich krokoch rovnaké poradie ako v pripade iteracie
s neupravenou maticou liniek. Rozdiel je v tom, Ze po kazdom kroku je sti¢et ohodnoteni
stranok rovny jednej.

Web s ktorym sme doteraz pracovali neobsahoval cyklus, z ktorého nevychadza
linka do zvysku grafu. Odstranenie problémov s takymito cyklami bol jeden z dévodov
prechodu ku matici G s parametrom «. Na obrazku 4.3 je jednoduchy graf, ktory
obsahuje cyklus z ktorého nevychadza ziadna linka. Iteracny proces pre tento graf je

znazorneny na obrazku 4.4.
“’-‘“"‘

Obr. 4.3: Web, ktory obsahuje cyklus s vrcholmi 4 a 5

Ohodnotenie ma v tomto pripade tendenciu naakumulovat sa vo vrcholoch cyklu.
Zodpoveda to presne predstave nahodného surfera, ktory po navsteve stranky 4 alebo
5 zostane v cykle tvorenom tymito strankami Nebude mdct navstivit iné stranky. Pre-
chodom ku matici G problém s cyklom vyrieSime, pretoze umoznime surferovi v istom
percente pripadov uréenom parametrom « teleportovat sa na ind stranku. Iteracnému

procesu pre maticu G sa budeme venovat v casti 4.3.3.
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Obr. 4.4: Tteracny proces s webom,ktory obsahuje cyklus

Ostarime eSte pri matici S. Lahko moéZeme najst graf pre ktory iteracny proces
neskonverguje a to aj v pripade, ze graf neobsahuje cyklus. Priklad takéhoto grafu je
na obrazku 4.5a. Graf je tvoreny z troch vrcholov. Rovnice pomocou ktorych vieme

vypocitat ohodnotenie vyzeraju nasledovne

xk(1) = Xi-1(2) + xk-1(3)
Xk(2> = xk_l(l)/2
Xk(3> = kal(l)/Q

Ked zacneme iteracny proces s ohodnotenim xo = (1/3,1/3,1/3), tak ohodnotenie
v dalsich krokoch bude x; = (2/3,1/6,1/6), x2 = (1/3,1/3,1/3). Ohodnotenie sa
bude v dalsich krokoch periodicky opakovat s periédou 2. Prvych 10 krokov procesu
je znézornenych na obrazku 4.5b. Pri dokaze tvrdenia 3.2.1 sme spomenuli, Zze pri
diagonalizovatelnych maticiach robi problém pritomnost vlastnych ¢isel s absolitnou
hodnotou rovnou 1 inych ako vlastné ¢islo 1. Vlastné ¢isla upravenej matice liniek S,
ktora prislicha webu 4.5a mé vlastné hodnoty 1,0 a —1. Jordanov tvar tejto matice

(az na poradie blokov) je

00 O
Js=]1 01 0
0 0 -1

Matica S je teda diagonalizovatelné (kazdy Jordanov blok mé velkost 1). Pritomnost

vlastného ¢isla —1 teda zabranuje konvergencii.
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Obr. 4.5: Itera¢ny proces s webom, ktory méa vlastné ¢islo —1.

4.3.3 Iteracny proces s G

Prechodom ku matici G vyrieSime problém cyklov. Zéaroveni budeme mat zarucent
konvergenciu. V tejto ¢asti sa budeme venovat hlavne zmene ohodnotenia pri zmene

parametru o v matici G. Pripomenime, matica G méa tvar
G=aoS+(1-a)E ac(0,1).

Pri webe 4.4 sme mali problém s cyklom na vrcholoch 4 a 5. Spustime iteracny
proces s maticou G a nastavme parameter o postupne 0.85,0.5,0.15. Vidime, zZe pre
hodnotu « = 0.85 dostaneme nenulové ohodnotenie aj pre stranky 1,2 a 3. Ked zmen-
Sujeme hodnotu «, tak ohodnotenie kazdej stranky sa blizi ku hodnote 1/5. Mdzeme

to zdovodnit tym, Ze pri mensom « prikladdme vicsiu vahu teleportacnej matici E.
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Obr. 4.6: Iteracny proces s maticou G, pre rézne hodnoty parametru a.

Itera¢ny proces pre web z obrazka 4.5a neskonvergoval ku rieseniu, ale ohodnotenie
sa periodicky menilo kvoli pritomnosti vlastného ¢isla —1 v matici S. Matica G ma
potom pri volbe koeficientu o = 0.85 vlastné ¢isla 1, 0 a —0.85. Iteracny proces s
maticou G pri volbe parametra @ = 0.85 je na obrazku 4.7. Vysledné ohodnotenie
stranok je vektor (0.4864,0.2568,0.2568).

V nasledujicom priklade je web, ktorého upravena matica liniek S ma okrem vlast-
ného cisla 1, vlastné ¢islo —1 s absolitnu hodnotu rovnou ¢islu 1. Matica S ma navyse
vlastné ¢islo 0.9805, ktoré je blizke ¢islu 1.

1.0000 | 0.9805 | 0.0980 | 0.0000 | -0.5000 | -0.5784 | -1.0000

Tabulka 4.1: vlastné ¢isla upravenej matice S webu 4.8

Podla rovnice (3.10) a po nej nasledujtcich tvah plynie, Ze pri takejto volbe vlast-
ného ¢isla by mala byt konvergencia ku rieSeniu najpomalsia.

Podla tvrdenia 3.3.3 mozeme povedat, Ze matica G mé druhé najvicsie vlastné
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Obr. 4.7: Ttera¢ny proces pre web 4.5a, ktory pre a = 1 nekonvergoval

Obr. 4.8: Web, ktorého matica S ma druhé najvicsie vlastné ¢islo blizke 1

¢islo rovné a\y. V tomto priklade dokonca plati || = 1. Ak pre absolitnu hodnotu
druhého najvécsie ¢islo \s plati
|)‘2’ ~ 1,

tak potom

(aXg)F ~ oF

Budeme sa preto snazit ukézaf na konkrétnom priklade Ze rychlost konvergencie je
priblizne taka ako ide mocnina o k nule. Vsetky uvedené odhady st velmi hrubé.
Predpokladajme, Ze chceme spocitat ohodnotenie s presnostou na d desatinnych miest.
Musi potom platit

o <107
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Iteraény proces potom teda musi mat asponi —d/ log;, o krokov, aby sme dosiahli pres-
nost d desatinnych miest. MoZeme teraz urobif hruby odhad na pocet krokov potreb-
nych ku skonvergovaniu.

Predpokladajme, Ze ohodnotenie chceme spocitat s presnostou na 5 desatinnych

miest. Pre rozne parametre o potom dostavame

a | pocet krokov
0.5 17
0.75 56
0.85 70
0.95 224

Tabulka 4.2: odhadnuty pocet krokov potrebny pre vypocet ohodnotenia s presnostou

na 5 desatinnych miest

Pozrime sa teraz na iteracny proces pre web 4.8. Iteracny procese pre web 4.8 sme
zastavili, ked bola absolitna chyba mensia ako ¢ = 107°. Pri¢om v k-tom kroku sme
porovnavali absolitnu chybu pocitali na zaklade vektora ohodnotenia ziskaného po
1000 krokoch. Itera¢ny proces teda zastavil, ked ||xx — X1000/|; < 107°.

Pri zastaveni iteratného na zéklade relativnej chyby ||xx — Xx-1||; < 107° boli

pocty krokov podobné.

a | pocet krokov
0.5 13
0.75 30
0.85 54
0.95 168

Tabulka 4.3: po¢ty krokov pri zastaveni itera¢ného procesu na zaklade relativnej chyby

Pocet krokov potrebny ku dosiahnutiu vysledku s presnostou € = 1075 pre rozne
parametre « je velmi podobny ako odhad v tabulke 4.1, hoci tento odhad bol velmi
hruby.

Za povsimnutie stoji, ze web 4.8 obsahuje cyklus na vrcholoch 5 a 7 z ktorého ne-
vychéadza linka do zvysku grafu. Vidime, Ze pre zvac¢sujice sa hodnotu o maja stranky
tohoto cyklu vysoké ohodnotenie. V podkapitole 4.4 ukazeme, ze kazdy graf s cyklom

parnej dizky s ktorého nevychadza linka do zvysku webu ma vlastné &slo —1.
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Obr. 4.9: Pocty krokov potrebnych k dosiahnutiu presnosti 5 des. miest pre rdzne .

4.4 Grafy s cyklom z ktorého nevychadza Ziadna

linka

Motivacia pre tiato podkapitolu je pontknut jednoduché algebraické vysvetlenie faktu,
ze pre grafy s cyklom (z ktorych nevychadza ziadna linka) itera¢nd metéda s maticou
S neskonverguje. V teoretickej casti sme pomocou prikladu ndhodného surfera ukazali,
7e méame problém s maticami, ktoré obsahuju takyto cyklus. Dalej sme ukazali, Ze
konvergencii (minimdlne pre diagonalizovatelné matice S) metéda neskonverguje kvoli
pritomnosti inych vlastnych ¢isel s absolitnou hodnotou 1 ako vlastné cislo 1. V tejto
casti ukazeme, ze grafy s cyklom obsahuju tieto vlastné hodnoty s absolitnou hodnotou
1.

Ukézeme, charakteristicky polyném matice S pre tieto grafy obsahuje faktor z* —1,

kde k je pocet vrcholov v cykle.
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Rovnica z*¥ — 1 = 0 ma v komplexnyh &slach k rieseni, preto charakteristicky
polyném chg(z) mé aspon k korefiov s absolitnou hodnotou 1, teda, Ze matica S ma
aspon k vlastnych ¢isel s velkostou 1. Okrem iného to znamené, Ze ak mé cyklus parnu
dlZku 2k, tak obsahuje vlastné &islo —1, lebo (—1)%* — 1 = 0.

Uvazujme jednoduchy graf, ktorého matica S vyzera nasledovne

(1)

Charakteristicky polyném tejto matice je presne chg(r) = x? — 1. Vlastné ¢isla matice
S st teda 1 a —1. Pre vektor (1, —1) plati

(1.-1 ((1) (1)):<—1><17—1>

Vektor (1,—1) je teda vlastnym vektorom pre vlastné ¢islo —1. Matica cyklu vyzera

nasledovne
0
0 0
000
Cy =
000 ... 0 1
1 00 0 0

Ked mame graf s n vrcholmi, ktory obsahuje cyklus s k£ vrcholmi, tak existuje k& riadkov
a k stIpcov v matici liniek, ktorych prieniky tvoria podmaticu C’ rozmerov k x k. Riadky
tejto matice mozeme preusporiadat tak, aby sme dostali maticu C. Prezna¢me vrcholy
tohoto grafu tak, aby vrcholy ktoré tvoria cyklus boli oc¢islované 1,...,k a aby platil
cyklus 1 — 2 — --- — k — 1. Matica liniek S potom bude matica, ktord bude mat

podmaticu Cj v lavom hornom rohu.

C. O
(@ 0) »

Preznacenie znazornime symbolicky s maticou Cs, ktort presunieme do lavého horného

rohu.
* 1 *x 0 =« 0
0 ... 0
10 01
* * x | — — = % % % % % (4.3)
01 10
* k%
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Pre maticu S ¢o sme dostali preznacenim plati, ze ma vlastné ¢islo —1.
0 1
1 0

(1,-1,0,...,0) x % x x| =(=1)(1,-1,0,...,0)

*

* * *

* ok k% ok ok

Podobnym sposobom ide ukazaft, Ze pre v pripade, ze cyklus ma parnu dlzku k = 21,

tak vieme néjst vlastny vektor (1,—1,...,1,—1,0,...,0) Pre blokovii maticu plati

2l

nasledovné tvrdenie
Tvrdenie 4.4.1. Nech 1 <k <n a A € F"" je blokovd matica tvaru
-(53)
XY
kde Cj, € FF>*k X e Fim=k)xk Y € FO=R)*x(=k) " Potom pre determinanty plati
S| = [Ckl[Y].

Dokaz. Dokaz tohoto tvrdenia mozno najst v [Z, tvrdenie 10.2.2]. O

Charakteristicky polyném matice S teda mozeme rozlozit na sacin

chs(z) = |S — xI| = |Cy, — xI||Y — xI.

Zéroveii pre determinant matice cyklu plati |Cy, —xI| = 2* — 1 [BC, strana 166]. Preto

pre charakteristicky polyném matice S plati
chs(z) = (2 — 1)|Y — xI].

Ako sme povedali vysSie rovnica ¥ — 1 = 0 ma k réznych komplexnych korefiov s
velkostou 1. V matici s cyklom sa teda vyskytna vlastné ¢isla s absolitnou hodnotou

1 iné ako ¢islo 1, ktoré kazia konvergenciu.



Kapitola 5
Vyuzitie PageRank algoritmu

Algoritmus PageRank sa primarne vyuziva na usporiadanie stranok podla dolezitosti,
no mozno ho vyuzit aj na iné tucely. V tejto kapitole spomeniem niekolko dalsich moz-
nych vyuziti algoritmu PageRank

V ¢lanku [GM] ukazuju autori ako aplikovat PageRank algoritmus na ohodnotenie
timov v National Football League (NFL). Pod timami si predstavili webové stranky a
nasledne pouzili doterajsie vysledky v sezéne na vytvorenie liniek medzi nimi. Podarilo
sa im zoradif timy NFL podla sily a ur¢it ktory tim mé najvicsiu Sancu dominovat pre
zvysSok sezomny.

V ¢lanku [BRAS] autori predpovedaji pohyb ¢loveka v meste s pouZzitim algoritmu
PageRank. Mesto reprezentuju ako graf, kde ulice st linky a krizovatky vrcholy.

Na webe [WIK] mozno najst dalsie informécii o tom, ze PageRank bol pouzity aj

na hodnotenie ¢lankov na zaklade citécii.
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Kapitola 6
Zaver

Nasim cielom bolo vysvetlit fungovanie algoritmu PageRank, s ktorym sa nepriamo
stretdvame vzdy, ked zaddvame nejaky klucovy vyraz do vyhladavaca Google a ¢akame,
ze nam vyhodi relevantné stranky. Vysvetlili sme, zZe ohodnotenie stranok ziskame ako
rieSenie Specidlnej sustavy rovnic, ktorta zostrojime na zaklade webu.

PageRank algoritmus hladéa rieSenie tejto sustavy iterativnou metédou. Ukéazali
sme, ze tento spdsob je vhodny a Ze po uréitom pocte iteracii dosiahne ohodnotenie s
dostato¢nou presnostou. Dalej sme sa venovali parametru v tomto algoritme, ktorym
vieme ovplyvnit rychlost konvergencie.
jej porozumeniu je potrebné poznat zakladné pojmy z algebry ako je vektor, vektorovy
priestor, matica a determinant matice. V praci sa nachédza niekolko tvrdeni, ktoré st
podrobne dokézané, pripadne je uvedeny odkaz na literatiru, kde je mozné najst ich
dokaz.

Myslienky vysvetlit algoritmus sme sa drzali najmé v kapitole o praktickych ukaz-
kach behu algoritmu. Na niekolkych konkrétnych sietach sme ukéazali beh algoritmu.
Prehladnymi obrazkami sme demonstrovali beh algoritmu a ukazali ako sa meni ohod-
notenie v priebehu niekolkych krokoch iterécie.

Problematika okolo algoritmu PageRank je velmi Siroké a pontka velky priestor pre
dalsiu pracu. Mozeme napriklad skiimat aky vplyv mé zmena parametru « v matici
G na celkové poradie stranok, pripadne aky vplyv mé& mald zmena struktary webu
na poradie stranok. Dalsie smery ktorymi sa mozno uberat mézeme najst v pouzitej
literattre.

Tato praca moze slizit ako odrazovy mostik pre vsetkych, ktorych tato téma zaujala

a ktory by chceli skiimat dalSie aspekty usporiadania stranok podla popularity.
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