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Abstrakt

Témou bakalérskej prace je skiimanie vlastnosti ndhodnych grafov, a tiez ziskanie vlastnych
poznatkov. V prici budeme ndhodné grafy reprezentovat” pomocou reprezentanej matice,
na ktorej si ukdzeme ich jednotlivé vlastnosti. Budeme odhadovat’ vel’kosti podmatic, ako
aj poCty podmatic jednotlivych rozmerov, aby sme mohli ziskat’ pokrytie matice. V druhej
Casti budeme uvazZovat’ o izolovanych vrcholoch a izolovanych hranich v ndhodnom grafe.

UkdaZeme, Ze tieto vrcholy a hrany majd za urcitych podmienok Poissonovo rozdelenie.

KL'UCOVE SLOVA: ndhodné grafy, reprezentalnd matica



Abstract

The main topic of this work is researching of random graphs properties and obtaining own
knowledges. In the work we will represent random graphs by representative matrices. On the
matrix we will show properties of random graphs. We will estimate a size of matrices and
count of matrices with given size to get covering. In the second part we will consider isolate
vertices and isolate edges in random graphs. They have Poisson distribution under certain

conditions.

KEYWORDS: random graphs, representative matrix
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Uvod

Nédhodné grafy su predmetom skumania, v ktorom sa spdja tedria pravdepodobnosti s
tedriou grafov. Touto problematikou sa zacali v roku 1960 ako prvi zaoberat’ dvaja mad’ arski
matematici, Paul Erdés a Alfred Rényi, v diele On the Evolution of Random Graphs, kde
bol po prvykrat definovany pojem ndhodnych grafov. Ndhodné grafy tvoria pravdepodob-
nostny priestor nad mnoZinou grafov s n vrcholmi, pricom jednotlivé hrany sa vyskytuji v
grafe len s urcitou pravdepodobnost’ou. Nevieme presne povedat’, ¢i sa dand hrana v grafe
nachddza, alebo nie. Vyskyty jednotlivych hran v grafe su navzdjom nezdvislé javy. Tento
model ndhodnych grafov oznacujeme G(n, p), kde n je pocet vrcholov a p je pravdepodob-
nost’ vyskytu hrany. Budeme ho tiez vyuZivat' aj v tejto praci. Povodne sa Erdés a Rényi
zaoberali modelom G(n, ), kde n oznacuje pocet vrcholov a e je presny pocet hran. [1]

V prici budeme ndhodné grafy reprezentovat’ pomocou ich reprezentatnej matice, na
ktorej si ukdZeme jednotlivé vlastnosti ndhodnych grafov. Pri jednotlivych odhadoch budeme
vyuZivat' pravdepodobnostné a kombinatorické metédy. Pomocou Markovovej a Cebysevovej
nerovnosti moézeme urcit’ jednotlivé pocty a vel'kosti podmatic. Pre dostato¢ne vel'ké n
(iduce do nekonecna), vieme s pravdepodobnost’ou takmer jedna povedat’, Ze tieto ndhodné
grafy majd pozadované vlastnosti. [2]]

V prvej kapitole tejto prace su zhrnuté zdkladné pojmy z tedrie grafov, a v druhej kapitole
st zhrnuté pojmy z tedrie pravdepodobnosti. Tretia kapitola obsahuje prehl’ad zakladnych
kombinatorickych identit a odhadov. Stvrté kapitola sa zaobera nahodnymi priese¢nikovymi
grafmi a reprezentaCnymi maticami. V piatej kapitole budeme odhadovat’ vel' kosti podmatic
a poéty matic danych rozmerov. Siesta kapitola sa zaoberd maximalnymi podmaticami. V
siedmej kapitole sa budeme venovat’ pokrytiu matice a v poslednej, 6smej, kapitole ur¢ime

aké maju izolované vrcholy a izolované hrany v grafe rozdelenie.



Kapitola 1
Zakladné definicie a pojmy

V tejto uvodnej kapitole uvedieme kvoli presnosti a jednotlivosti zakladné definicie a pojmy,
ktoré v praci budeme neskor pouZzivat'. Tato Cast’ obsahuje zdkladnd terminoldgiu z tedrie

grafov.

1.1 Teéria grafov

Definicia 1.1. Graf je usporiadand dvojica G = (V, E), kde V' = (1,..,n) je neprdzdna

konecnd mnozina prvkov, ktoré nazyvame vrcholy. E je mnoZina neusporiadanych dvojic

|4

2). Prvky mnoZiny E si teda dvojprvkové podmnoZiny z V', ktoré

vrcholov a splﬁa F C (

nazyvame hrany.

7z vz

V ohodnotenom grafe majd jednotlivé vrcholy priradené Cisla, vrchol v; md oznacenie
i. Pocet vrcholov n grafu G urCuje stuperi grafu, oznacujeme G,,. PoCet vSetkych moznych

grafov na n vrcholoch je:

G, =20 (1.1)

Vel'kost” grafu G urcCuje Cislo ¢, oznacujice pocet hran v grafe. Pocet vSetkych ohod-
notenych grafov na n vrcholoch a vel’kosti ¢ je :

Gy — ((3)) (12)

q
Definicia 1.2. Nech je dany graf G = (V, E). Graf H nazyvame podgraf grafu G, ak plati,
Ze V(H) CV(G)a E(H) C E(G). Inak povedané, podgraf H neobsahuje Ziadne vrcholy

alebo hrany, ktoré by neboli v pévodnom grafe G.
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Vrchol v € V je incidentny s hranou e € I ak v € e. Stupenl vrchola v je pocet hrdn z E/
incidentnych s v.

Pojmom izolovany vrchol oznaCujeme taky vrchol v grafe, ktory nie je incidentny so
Ziadnou hranou. Stupen izolovaného vrchola je 0.

Susedné vrcholy nazyvame také dva vrcholy v; € V av; € V (v; # v;), ktoré st

incidentné s tou istou hranou.



Kapitola 2

Pravdepodobnost’

V tejto kapitole su zhrnuté zdkladné pojmy z tedrie pravdepodobnosti, ako su pravdepodob-
nostny priestor, ndhodnd premennd, stredna hodnota a disperzia. TieZ su tu spomenuté vety

ako Markovova a CebySevova nerovnost’.

2.1 Pravdepodobnostny priestor

Nech © # () je mnoZina elementarnych udalosti. Kazdej podmnoZine A C () vieme priradit’

urditd pravdepodobnost’ P(A), ktord nazyvame pravdepodobnostnd miera, a ktord spiﬁa:

e 0<PA)<1
e P(Q)=1,P(0)=0

e Ak (A;)icr je postupnost disjunktnych udalosti, tak P(N;crA4;) = > P(A;)
iel
Pravdepodobnostny priestor nazveme trojicu (€2, S, P) pricom S = 2 a P je pravdepodob-

nostnd miera na (€2, ).

Definicia 2.1 (Ndhodnd premennd). Nech (€1, S, P) je pravdepodobnostny priestor. Potom

funkcia X : Q) — R je ndhodnd premennd, ak pre kaZdé x € R plati
{weQ: Xw)<z}tes

Definicia 2.2 (Stredna hodnota). Nech X je diskrétna ndhodnd premennd a nech rad ab-
soliitne konverguje. Potom hovorime, Ze ndhodnd premennd X md konecnii strednii hodnotu
E(X):

E(X)= Y aP[X =az] 2.1)
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Definicia 2.3 (Disperzia). Nech X je diskrétna ndhodnd premennd a nech ndhodnd premennd
X2 md konecnii strednii hodnotu. Potom hovorime, Ze ndhodnd premennd X md konecnii
disperziu D(X):

D(X) = BE((X - BE(X))?) (2.2)

2.2 Markovova a CebySevova nerovnost’

Veta 2.4 (Markovova nerovnost’). Nech X je diskrétna ndahodnd premennd s konecnou stred-
nou hodnotou, ktord nadobiida nezdporné hodnoty. Potom pre kaZdé c > O plati:

BE(X)

P[X > <
&

(2.3)

Doékaz. Nech J = {i €I :x; <c}.Mame E(X) => x;P[X =x;] > > o, P[X = z;] >
i€l icJ
cY  PIX =ux;]>cP[X >
il
]

Veta 2.5 (éebyéevova nerovnost’). Nech X je diskrétna ndhodnd premennd s konecnou dis-

perziou, (t. j. aj s konecnou strednou hodnotou). Potom pre kaZdé a > 0 plati:

D(X)

2

PIX — E(X)[) = a] <

2.4)

a

Dokaz. 'V Markovovej nerovnosti si za X dosadime (X — E(X))?ac = o>




Kapitola 3

Niektoré kombinatorické identity a

odhady

Tato kapitola obsahuje prehl’ad zdkladnych kombinatorickych odhadov a identit:

Stirlingova formula

Funkcia faktoridl m6zZe byt odhadnuta ako:

n! = 27m<g>n61:p {%}

kde 0 < 6 < 1 a 8 zavisi od n. Preto

nl = [1+ o(1)] 2m(g)"

Binomické koeficienty

Klesajtci faktoridl oznacujeme ako: (n), = n(n —1)(n —2)...(n — k + 1)

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)



Kapitola 4

Modely nahodnych grafov

V tejto kapitole sa budeme blizsie venovat’ typom nahodnych grafov. V prvej Casti st spomenuté
tri rozne modely ndhodnych grafov. V druhej Casti st popisané prieseCnikové grafy a reprezen-

tatné matice grafov.

4.1 Nahodné grafy

UvaZzujme o mnozine vrcholov: V' = {1,2,...,n}. Nas§im ciel'om je dat’ mnoZinu vSetkych
grafov na V' do pravdepodobnostného priestoru, a potom uvazovat’ o vlastnostiach grafu.
Samotny graf GG generujeme ndhodne a to tak, Ze kazda dvojica vrcholov je spojend hranou
s pravdepodobnost’ou: P[{i,j € G'}] = p, priCom tieto javy st navzajom nezdvislé. Pravde-
podobnost’ vyskytu hrany p mdze byt tieZ uvazovana ako funkcia zdvisla od poctu vrcholov.

V tomto pripade sd zaujimavé pripady, ked’ p(n) — 0 ap(n) — 1.

4.1.1 Modely

Zavedieme tri r6zne pravdepodobnostné modely grafov, a ukdZeme aké maji pravdepodob-

nostné miery [3]].

Model A:
Nech n je celé ¢islo, 0 < p < 1. Ndhodny graf G(n, p) je pravdepodobnostny priestor
nad mnozinou vrcholov {1, ...,n}, pricom jednotlivé vrcholy si spojené hranou s pravde-

podobnost’ ou p. Ak G mé prave ¢ hrén, tak jeho pravdepodobnostnd miera je potom:
P(G) = p*(1 —p)&) (1)

7
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1 1
V pripade, Ze p = 5 tak kazdému grafu je priradend rovnakd pravdepodobnost’: o

Model B:

n

Nech n a g su celé Cisla, g je v rozsahu od 0 do (2

), pricom n je pocet vrcholov a ¢

je pocet hran. Uvazujme pravdepodobnostny priestor G(n, ¢). Graf G md potom priradend

P(G) = (@) h 4.2)

q

pravdepodobnost’:

Model C:
Nech n a r su celé Cisla, také Ze: 1 < r» < n — 1. Pravdepodobnostny priestor tvoria
ohodnotené digrafy vel'kosti n, pricom kazdy vrchol v ma stupen r. Digraf D ma potom

pravdepodobnost’:

P(D) = (" - 1)_n 4.3)

r

4.2 Priesecnikové grafy

Zatial' Co sa predchdadzajice modely zameriavaji na ndhodné priradenie hrdn grafu, tento
model priradzuje ndhodnu Struktiru kazdému vrcholu [4]].
Nech W = {1,2,...,m} je mnoZina vlastnosti a V" = {1,2, ..., n} je mnoZina vrcholov.

Uvazujme model G(n, m,p) [5,16], kde 0 < p < 1:

e Pre kazdy vrchol 1 < i < n nech S; je ndhodne generovand podmnoZina z W =
{1,2,...,m}, pricom kazdy prvok sa nachddza v S; nezavisle s pravdepodobnost’ ou p.

Predpokladame, Ze nahodné podmnoziny Sy, Sy, ..., S, su tieZ vzdjome nezavislé.

e Potom graf GG je ndhodny priesecnikovy graf s n vrcholmi, ktorého hrany tvori mnozina:
E(G)=A{(i,j) :i,5 € V,5;NS; # 0}. Inak povedané, hrana sa medzi vrcholmi i a j

vyskytuje prave vtedy, ak im priradené mnoZiny maju aspon jeden spolo¢ny prvok.
Pravdepodobnost’, Ze vrchol v ma priradenud konktétne mnozinu S, je
P(S,) =p*(1 =p)™* (4.4)

kde s = |9, |.
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Pravdepodobnost’, Ze medzi vrcholmi 7 a j existuje hrana, je potom:
P(ij)=1—-P(S;inS;=0)=1—(1-p*)" (4.5)

KaZzdy priesenikovy graf vieme reprezentovat’ maticou typu n x m definovanou nasle-

dovne [4]:
R(;ZVXW—>{O,1}

o 1, ak] S SZ
RG (Z7 J) =
0, ak ] ¢ SZ
Riadky matice reprezentuji vrcholy grafu a stipce matice odpovedaji mnoZine vlastnosti.
Kazdy ¢len matice mdze obsahovat’ bud’ 1 s pravdepodobnost’ ou p, alebo 0 s pravdepodob-
nobnost’ou (1 — p). Hrana medzi vrcholmi i a j sa nachddza vtedy, ak si¢in odpovedajicich

¢lenov nie je 0.
E = {ij :i,j € V,i-ty a j-ty riadok matice obsahuji 1 v rovnakom stipci }

Je zrejmé, Ze tomu istému grafu mdéZeme priradit’ viacero reprezentacnych matic. Ako

priklad sme si zvolili tieto nasledujice dve matice:

1234
AI1/0]1]0
B(1{1[0|0
Cloj1/1]1
D 0]0|1
1|2
A|1/|0
B 1|0
Cl1]1
D 0|1

Tabul'ka 4.1: Dve r6zne reprezentacné matice pre jeden graf
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Obe tieto matice reprezentuji rovnaky graf. V prvom pripade mame mnoZinu Styroch
vrcholov { A, B, C, D} a mnozinu $tyroch vlastnosti {1, 2, 3,4}. Ako uz vieme, hrana medzi
dvomi vrcholmi existuje prave vtedy, ak maju nejaku spolo¢nu vlastnost’. Preto ndm v grafe
vzniknd Styri hrany. V druhom pripade mdme rovnakd mnoZinu so Styrmi vrcholmi, ale
mnoZzina vlastnosti obsahuje len dva prvky {1,2}. Ked’Ze sd vlastnosti priradené vrcholom
danym spo6sobom, vznikne ndm rovnaky graf ako v prvom pripade. Teda nijako ndm to neov-

plyvni pocet hrdn v grafe. V oboch pripadoch vznikne tento graf:

) : o
B D

Obrazok 4.1: Ndhodny graf



Kapitola 5

Velkost’ matice

Téato kapitola je zamerana na vypocet vel kosti podmatic. Zistime jednotlivé stredné hodnoty,
a nasledne uréime pomocou Markovovej a CebySevovej nerovnosti odhad poétu podmatic
daného rozmeru. Ked’ Ze v préaci skimame vlastnosti ndhodnych grafov pre dostato¢ne vel’ké

n, preto ¢asto budeme uvazovat’ o asymptotickych odhadoch.

Lema 5.1. Nech N je matica rozmerov n X n reprezentujiica graf G a K je jej podmatica
rozmerov k X k (0 < k < n), reprezentujiica podgraf Gg. Pravdepodobnost’, Ze K je

obsiahutd v N je: ka.

Lema 5.2. Nech X, je ndhodnd premennd, oznacujiica pocet k X k rozmernych podmatic

obsiahnutych v matici N. Pre strednii hodnotu ndhodnej premennej Xy, plati:
E(Xy) = (n—k+1)%*

Dokaz. Pre kazdi podmaticu K rozmerov k X k zavedieme ndhodnd premennu Yy nasle-

dovnym spdsobom:

1, K je obsiahnuta v G

Y =
0, inak

Vieme, 7e: X = > Yk, pricom sumujeme cez vietky k x k rozmerné podmatice a tych

K
je (n—k+1)? (lebo v matici N vieme posunit’ maticu K v horizontdlnom smere (n—k-+1)-
krat. To isté vieme spravit’ aj vo vertikdlnom smere, takZe spolu je to (n — k + 1)? moZnosti,

kam mdZeme umiestnit’ maticu rozmerov k X k).

11



KAPITOLA 5. VELKOST MATICE 12

Obrazok 5.1: Pomatica rozmerov k X k

E(Xy) = E(; Yi) = ;E(YK) = ;P(YK =1) = ;p’“Q = (n—k+1)°p*

]

Pomocou Markovovej nerovnosti méZeme odhadnit’, ktoré matice danych vel' kosti uz
nebudd v naSom modeli [[7]. Budeme hl'adat’ také k£, pre ktoré sa pocet vyskytov podmatic
limitne bliZi k 0. To znamen4, Ze matice rozmerov k X k a viac, st uz prili§ vel'’ké na to, aby
sa vyskytovali v naSom modeli.

Pre ¢ > 0 plati z vety (2.4):

PlX|>¢] < 2N

£

Pri zist ovani hodnoty k vyuZijeme to, Ze ak sa prava strana nerovnice bude limitne bliZit’

k 0, tak potom sa aj I'av4 strana bude blizit’ k 0.

lim E(X)

n—00 £

= 0= lim P[|X|>¢e] =0
n—o0

Z toho vyplyva, Ze hodnota | X | takmer isto nebude viac ako . Alebo inak povedané, s

pravdepodobnost’ ou takmer 1 bude | X| < «.

lim P[|X|<¢e]=1

n—o0

Zistili sme, Ze pocet matic rozmerov k X k sa bliZi k 0, ale esSte nevieme aké vel'ké je k.

E(X
Ked'Ze chceme aby lim (X)

n—00 £

= 0, tak stredna hotnota musi ist’ k 0: F(X) — 0.

—k 12k2
S i A A A AL

n— 00 g n— 00 £ n— 00
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Pravdepodobnost’ budeme uvazovat' ako konS$tantu a skimat’ budeme £ v zavislosti od

n.

Lema 5.3. Nech X? je ndhodnd premennd, ktord oznacuje pocet usporiadanych dvojic k x k
rozmernych podmatic obsiahnutych v matici N rozmeru n X n (0 < k < n). Pre strednii

hodnotu ndhodnej premennej X} plati:
E(X?) < (n—k+ 1) p7°
Dékaz. Pre kazdd usporiadand dvojicu (K, L) matic rozmerov k X k zavedieme ndhodnt
premennu Y 7, nasledovne:
v 1, K je obsiahnutd v IV, a zaroven L je obsiahnutd v NV
K.L =

0, inak

E((X})=E(Y. Yxr)= > E(Yxkr) = > P(Ykr=1)

K,L K,L K,L

Pri¢om sumujeme cez vietky usporiadané dvojice (K, L) a tych je ((n — k + 1)?)2.

P(Yk = 1) = P(Kje obsiahnutd v NV, a zdroveri L je obsiahnutd v N') =
= P(|K U L| je obsiahnuté v N) = plKVLl = plKIHIEIZIKOLI

pricom vieme, Ze | K| = |L| = k?. Vel'kost’ matice, ktord vznikne prienikom podmatic K a
L ur¢ime odhadom. Je zrejmé, Ze | K N L| je podmatica obsiahnutd v N, ktord je rozmerov
J1 X J2 (0 < j1, jo < k). Staci ndm horny odhad pravdepodobnosti, preto budeme uvazovat’,

Ze tato matica ma rozmer j X j, kde j je dané ako min(jy, jo).

E((X;?) — E p|K|+|L|—|KmL\ — Z p2k2—|KmL| < Z p2k;2p—j2 — ((n_k+1)2)2p2k2p—j2
K,L K,L K,L

E(X) <(n—k+ 1)4p?**p=3°
Lema 5.4. Pre disperziu ndhodnej premennej Xy, plati:

D(X;) < (n—k+1)p*°

Dokaz. Vieme, ze plati: D(X},) = E(X?) — E*(Xy).

Po dosadeni strednych hodn6t ndhodnych premennych dostaneme:
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D(Xy) = (n—k+ 1) p7" — ((n =k + 1)) < (n — k +1)*p*p°
D(X) < (n—k+1)"p*’

O

Vd aka Cebysevovej nerovnosti vieme presnejsie povedat’, akd musi byt’ vel’kost’ mat-

ice. Z vety (2.5)):

P[IX — B(X)|) 2 ¢] < 25

£2
Podobne vyuZzijeme ako v predchddzajicom pripade to, Ze ak sa pravéa strana nerovnice bude

limitne bliZit’ k 0, tak potom sa aj I'avé strana bude blizit’ k 0.

lim D(X) =0= lim P[|X — E(X)|) >¢] =

n—oo £ n—00

Z toho vyplyva, Ze s pravdepodobnost’ou takmer 1 plati:
X —EX)| <e
E(X)—e<|X|<E(X)+e

(n—k+1)%p" —e < |X| < (n—k+1)p* +¢

D(X
Ked’Ze chceme aby lim ( 5 ) = 0, tak musi D(X) — 0.

n—oo £

(n—k+ 1)410%2
m

n—00 £ n—00 £

=0

Veta 5.5. (Pocet podmatic daného rozmeru) Pre pocet k x k rozmernych matic obsiahnutych

v matici rozmeru n. X n s pravdepodobnost’ou idiicou k 1 plati:
(n—k+ 1) (1= ¢(n) < [X] < (n—k+ 1) (1 + ¢(n))

pricom p(n) je slabo rastiica funkcia a lim ¢(n) = oo
n—oo

Dokaz. Podl'a lemy (5.2) a lemy (5.4) vieme, akd je strednd hodnota a disperzia ndhodne;j
premennej X.

E(X) = (n—k+1)2p"

D(X) < (n -k + 1)’
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Potrebujeme si uz len vhodne zvolit' €. Chceme aby @ — 0 teda aj —”[i_(x) — 0.
Preto si € zvolime ako: p(n)+/D(X), kde p(n) je slabo rastiica a lim ¢(n) = oo.

n—0o0

Po dosadent:
—m — 0
¢(n)y/D(X)
ﬁ —0
Z Cebysevovej nerovnosti potom vyplyva:

E(X)—e<|X|<E(X)+e
E(X) = ¢(n)y/D(X) < |X| < B(X) + ¢(n)/D(X)
(n—k+1)%" —p(n)(n—k+1)%" < |X| < (n—k+ 1% +pn)(n -k +1)%p*
(n—k+ 10 (1= p(n)) < |X] < (n =k +1)*%" (1 +¢(n))
O

Vd aka predchddzajicim tvrdeniam budeme moct” odhadnit’ hodnotu y, ktord bude oz-
ako p X p sa uZz nemo6zu vyskytovat' v naSom modeli. V nasledujicej leme si asymptoticky

odhadneme hodnotu .

Veta 5.6. S pravdepodobnost’ou idiicou k 1 pre n — oo vieme povedat’, Ze matica N

(rozmerov n X n) neobsahuje podmatice rozmeru vicsieho ako X p, pricom p ~ /3 logn.

Dokaz. Ukézeme, Ze pre k > 1 horny odhad poctu podmatic rozmerov k£ X k obsiahnutych

v matici rozmerov n X n ide pre n — oo k 0. UvdZenim vety (5.5):

lim @(n)*(n—k+ 1) =0

n—oo

lim @(n)(n—k+1)*p" =0

n—oo

lim (n — k+ 1) =0

n—o0

Ak limita funkcie ide k O, to znamen4, Ze jej logaritmus ide do —oo.

lim log((n — k + 1)) = —c0

n—o0
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nli_)r{)lo(Qlog(n —k+ 1)+ k*logp) = —o0
Ked’Ze log p je zaporné &islo (pretoZze 0 < p < 1), preto musi:
k* > 2log(n — k + 1)
k zvolime ako funkciu zévisld od n, teda k2 = 3 log n. Po dosadeni:

3logn > 2log(n — k + 1)

Ked'Ze £ je horny odhad hodnoty 1, dostdvame:
k>p

1w~ +/3logn (5.1)
0
Z viet (5.3) a (5.6) mdme odhad poctu matic daného rozmeru a rozmer najvicsich pod-

matic, ktoré sa nachddzaji v reprezentacnej matici. Vd’aka tomu budeme moct’ urCit’ dolny

odhad pokrytia matice.

Veta 5.7. Nech N je matica rozmerov (n X n). Ak tito maticu pokryvame podmaticami
2
pn

rozmerov (v/3logn x \/3logn), tak dizka pokrytia je aspori: a1
ogn
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Maximalne podmatice

V tejto kapitole sa budeme blizSie venovat’ maximalnym podmaticiam. Zadefinujeme, kedy

je matica maximélna, a tieZ budeme urCovat’ odhady poctov maximalnych podmatic.

Definicia 6.1. Podmatica K (rozmerov k X k) je maximdlnou podmaticou obsiahnutou v
matici N (rozmerov n X n) prdve vtedy, ak neexistuje podmatica K' obsiahnutd v matici N

takd, Ze K je jej podmaticou.
Lema 6.2. Nech K je podmatica matice N.
P(K je maximdlna | K je obsiahnutd v N) < 4p* (1 — p*+1)

Dokaz. Na to, aby matica K (rozmerov k X k) bola maximadlna, potrebujeme ukdzat’, Ze
nebude existovat’ matica K’ (rozmerov (k + 1) x (k + 1)) takd, ze K je jej podmaticou, a
zaroven K' je obsiahnutd v N (rozmerov n x n). Ak odratame od matice K’ maticu K, ostane
ndm 2k+1 ¢lenov, z ktorych staci, Ze aspon 1 nebude obsahovat’ jednotku. Pravdepodobnost’,

ze vietky z 2k + 1 ¢lenov st jednotky, je p?+*1.

Preto pravdepodobnost’, Ze aspoti jeden ¢len obsahuje 0 je: 1 — p?*+!
Ked'Ze k matici K existuji nanajvys 4 matice rozmerov (k + 1) x (k + 1), preto horny

odhad pravdepodobnosti je:
P(K je maximélna | K je obsiahnutd v N) < 4p*”(1 — p?++1)

]

Rozoberieme pripady, ktoré moZzu nastat’ pri overovani, Ze K je maximalna podmatica:
1) K sa nachadza v rohu:

Pravdepodobnost’, 7e K je maximalna, je: p*” (1 — p?+1)

17
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kxk

n

Obrézok 6.1: Podmatica k x k nachddzajica sa v rohu

Takéto rohové matice K su v matici NV (rozmerov n X n) 4.

2) K sa nachadza na okraji:

Ak posunieme maticu K doprava, vznikne miesto pre 2 matice A a B, obe rozmerov
(k+1) x (k+ 1) také, Ze K je ich podmatica. Na to, aby K bola maximdlna, musi asponi
niektory z k €lenov (patriacich matici AN B — K') obsahovat’ 0, alebo maticu K zablokujeme
po okrajoch aspon dvomi ¢lenmi obsahujicimi O: jeden nulovy ¢len musi patrit A — B a

druhy B — A. V tomto pripade pravdepodobnost’, Ze K je maximalna, je:
PP =P8 + (L= pH)?)

Pocet okrajovych podmatic K v matici N je:4(n —2 —k+1) =4(n—k—1)

n

Obrazok 6.2: Podmatica k x k nachddzajica sa na okraji
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3) K sanachdadza vo vnitri: V tomto pripade mame 4 matice rozmerov (k+1) x (k+1),
také Ze K je ich podmatica.

Pocet takychto matic je: (n — k — 1)2

kxk

Obrazok 6.3: Podmatica k£ x k nachddzajica sa vntri

Rozoberieme, aké mo6Zu nastat’ pripady pre Stvor¢eky na obvode matice K (rozmerov
k x k), tak aby K bola maximalna:

a) vietky 4 rohové Stvor¢eky budi nuly: pravdepodovnost’ v tomto pripade je (1 — p*)

b) na kazdom okraji (okrem rohovych &lenov) bude aspofi jedna nula: (1 — p*)?

¢) v dvoch susediacich rohoch budd nuly (1 — p?), a zdroveii oproti nim v okrajovom
obdizniku bude aspoii jedna nula: 4(1 — p?)(1 — p*)

d) jeden rohovy Stvorcek je nula a oproti si narusené obidva okraje (obsahujui aspon
jednu nulu): 4(1 — p)(1 — pk)?

Spolu je to: p*[(1 — p*) + (1 = p)* + 4(1 — p*)(1 — p¥) + 4(1 — p)(1 — p*)?]



Kapitola 7

Pokrytie matice

Ako sme uz spominali, kazdy graf vieme reprezentovat’ pomocou reprezentacnej matice. Na
tejto matici sa budeme snazit’ ukazat’, Ze ju vieme pokryt’ mensimi Stvorcovymi maticami,

ktoré obsahuji samé jednotky.

Lema 7.1. Nech N je matica rozmerov n X n reprezentujiica graf G a K je jej podmatica
rozmerov k x k (0 < k < n), reprezentujiica podgraf G . Nech M je ndhodnd podmatica

matice N. Potom pravdepodovnost’, Ze K je obsiahutd v M je: pk2.

Lema 7.2. Nech N je matica rozmerov n X n reprezentujiica graf G a M je jej ndhodnd
podmatica. Oznacme XZ;"]'kQ ndhodnii premennii vyjadrujiicu pocet podmatic rozmerov k X k
(0 < k < n) obsahujiicich ¢len a; ; matice M, ktory reprezentuje v priesecnikovom grafe

vrchol © s vlastnost’ou j. Strednd hodnota ndhodnej premennej Xf:;]kQ je potom:

E(X)35.) < kM

Dokaz. Pre kazdi podmaticu K rozmerov k£ x k matice N zavedieme ndhodnd premennd

Y nasledovne:

1, K je obsiahnutd v G
Y =
0, inak
Vieme, ze X szkQ = Y Yk, pretoZe sumujeme cez vSetky k x k rozmerné podmatice obsahu-
K
juce ¢len a; ; matice M, a tych je nanajvys k2.

B(X,32) = E(; Vi) = ;E(YK> = ;P(YK =1)= ;pkz < k2pt* O

Lema 7.3. Nech M je ndahodnd podmatica matice N. Oznacme (XZ;"jk,Q)2 ndhodnii premennii

vyjadrujiicu pocet usporiadanych dvojic (K, L), pricom K a L sii k X k rozmerné podmatice

20
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obsiahnuté v M, obsahujiice ¢len a; ;. Pre strednii hodnotu ndhodnej premennej (X3’ ,)?
5J n ,k

plati:
E((XZ;Jk2)2) < p2k2k4p—j2 < k4pk2

Dokaz. Pre kazdd usporiadand dvojicu (K, L) zavedieme ndhodnd premennd Yy ; nasle-

dovne:

1, K je obsiahnutd v M, a zdroven L je obsiahnuta v M
Yo =

0, inak

E((ngjkz)Q) =FE(Y Yki)=> E(Ykr)=> P(Ykr=1)
KL KL KL

pri¢om sumujeme cez vSetky usporiadané dvojice (K, L) podmatic rozmerov k x k ob-

sahujucich a; j, a tych je (k*)? = k™.

P(Yk = 1) = P(|K U Llje obsiahnuté v M) = plKVE = plKI+ILI=-[KNL|
pricom vieme, Ze |K| = |L| = k?
| K N L| je podmatica obsiahnutd v M, ktord je rozmerov j; X j2 (0 < j1,jo < k)

Jj =min(j1,j2) <k

E((XZ;JMV) — Z p|K|+|L|—|KmL\ — z pk2+k2—|KmL| — Z p2k2—|KmL\ — p2k2 E p—|KmL\ <
K,L K,L K,L K,L

p2k2 Z p—j2 < p2k2k4p—j2 < p2k2k4p—k2 _ k4pk2
K,L
[
Lema 7.4. Nech M je ndhodnd podmatica matice N. Oznacme X' n2 k2 ndhodnii premennii
vyjadrujiicu pocet podmatic rozmerov kx k (0 < k < n) obsahujiicich ¢len a; j obsiahnutych
v M. Pre disperziu D(X ; kQ) plati:
D(X3%2) < B((X,532)°)

n? k2

Dokaz. Pre disperziu ndhodnej premennej X plati D(X) = E(X?) — F(X)?, teda dosté-

vame:
D(X,5%) = BE((X;570)?) — (B(X5%2))?

D(Xai,j ) _ k4pk2 B (k2pk2)2 — k4pk2(1 k ) < ]{34 k2 E((Xai,j )2)

n? k2 n? k2
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7.1 Algoritmus pokrytia

Uvazujeme nasledovny algoritmus:

Nech N je matica rozmerov n X n reprezentujuca graf G.

1. krok: Vyberieme podmaticu A; matice N rozmerov i X i, ktord obsahuje len samé
jednotky, tak aby i bolo ¢o najvicsie. Vznikne teda jednoprvkovd mnozina B; = {A;}.

k-ty krok: Nech Bj._; je mnoZina podmatic vybranych v prvych (k — 1) krokoch. Nech
X}, je mnoZina Stvorcovych jednotkovych podmatic, ktoré este nie sui obsiahnuté v Ziadnej z
doteraz vybranych matic. Ak X, je (), tak algoritmus kon¢i a vysledkom je mnoZina By,_.
Br_1 U{A;}.

Algoritmus skon¢i po kone¢nom pocte krokov a vysledkom je pokrytie s dizkou rovnou

poctu krokov. 8]



Kapitola 8

Izolované vrcholy a hrany

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ tym, kedy maju izolované vrcholy a hrany Poissonovo
rozdelenie. UrCime stredné hodnoty tychto vrcholov a hrén, a tieZ si vyjadrime pravdepodob-
nost’, kedy sa strednd hodnota bliZi ku konStante A, a kedy sa bliZi k 0. Odhadneme aj stredné

hodnoty vynimo¢nych mnoZzin.

Lema 8.1. Nech k je pocet jednotiek tvoriacich suvisly iisek v matici. Pravdepodobnost’, Ze

sa takyto uisek v matici nachddza, je
p*(1—p)*
pricom [4VE] <\ < (2k +2)

Doékaz. Nech k jednotiek tvori suvisly usek tak, Ze vSetky jednotky sid v jednom riadku
(stipci) vedl'a seba. Chceme, aby v okoli tohto Gseku boli po obvode samé nuly. To znamend,
Ze toto okolie je vel'kosti 2k + 2. Teda dostali sme horny odhad ¢isla A.

Ak tychto k jednotiek ddme viac k sebe, tak sa okolie tiseku zmensi. Najmensie okolie

dostaneme v pripade, Ze jednotky sd usporiadané do Stvorca, teda dolny odhad pre A je

4k, O

Lema 8.2. Nech 11 je pocet suivislych tisekov v matici, ktoré maju vel’kost’ k a obsahujii samé

Jjednotky. Pre y plati:

2

(n—vVE+1)2<pu< (%)

Doékaz. Horny odhad ¢isla i dostaneme tak, Ze budeme vyberat’ & prvkové podmnoZiny z

. « . n? . .
n? prvkov (lebo matica je rozmerov n x n), ¢o je (’2) moznosti. Dolny odhad dostaneme

23
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tak, Ze k jednotiek usporiadame do $tvorca, a ten postivame po matici v oboch smeroch:
(n— Vi + 1)%. Ak by sme mali iny sdvisly ttvar ako tvorec, tak okrem postvania po matici

.....

situdciu, ked’ je k jednotiek usporiadanych do tvaru Stvorca.

8.0.1 Izolované vrcholy

Lema 8.3. Nech Z je pocet izolovanych stvorcekov v matici rozmerun X n, t. j. ¢leny matice,
ktoré obsahujii jednotku a ich susediace ¢leny su nuly. Strednd hodnota takychto izolovanych

vrcholov je:

E(Z) =n?p(1 - p)* (8.1)

Dokaz. Pre kazdy Stvoréek v matici zavedieme nahodnd premennt Y nasledovnym spd-

sobom:

1
Y =

0, inak

, jeizolovany vrchol

Pravdepodobnost’, Ze vrchol je izolovany je: p(1 — p)*

Vieme, ze: Z = >_ Y, preto:
1

2 2 2 2

B(Z) = E("; Y) = E(Y) = P(Y =1) = ";pu — p)* = n2p(1 — p)*

]

Lema 8.4. Nech Z je pocet izolovanych stvorcekov v matici. Strednd hodnota sa bliZi k ),

prep:%()\>0).

Dékaz. Strednd hodnota E(Z) — A,

teda

p(1 — p)* je funkcia zdvisld od n na intervale (0, 1).

Derivovanim zistime lokélne extrémy:

p(I=p)'i =1 -p)' —4p(l —p)*= (1 —p)?*(1 —p—4p) = (1 - p)’(1 - 5p)
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Funkcia nadobtda v bode p = % lokdlne maximum, to znamend, Ze ak p — =, potom ide

1
5
E(Z) — A\ [
Lema 8.5. Nech Z je pocet izolovanych stvorcekov v matici. Strednd hodnota E(Z) sa bliZi

k0, ak p — 0, alebo p — 1.
Dokaz. Podobne, ako v predchadzajicom pripade. [

Lema 8.6. Nech E(Z) je strednd hodnota r-tice izolovanych vrcholov, takych, Ze aspori jedno

okolie md neprdzdny prienik s inym okolim. Takiito r-ticu vrholov oznacime ako vynimocnii.

E(Z) < (Tf)pr(l SN 8.2)

Dokaz. Pravdepodobnost’, Ze vrchol je izolovany je: p(1 — p)*. Pre r-ticu izolovanych vr-
cholov plati p"(1 — p)*r, ale chceme mat’ neprdazdny prienik dvoch okoli, teda aby jeden
nulovy ¢len matice bol spoloény pre dve okolia, preto dostaneme: p” (1 — p)¥"~1. Podet r-tic

. 2 . . pe v
je ("), lebo v matici rozmeru n X n vyberdme r Elenov. O

Lema 8.7. Strednd hodnota poctu r-tic izolovanych vrcholov:

2

E(Z) < (”

r

)p”(l —p) (8.3)

8.0.2 Izolované hrany

Lema 8.8. Nech Z je pocet izolovanych dvojic (v matici rozmeru n X n), t. j. dva susediace
¢leny matice obsahujii jednotky a ich okolie tvoria nuly. Strednd hodnota takychto izolo-
vanych hrdn je:

E(Z) = 2n(n —1)p*(1 —p)° (8.4)

Dokaz. Pre kazdu susediacu dvojicu v matici zavedieme ndhodnd premennd Y nasledovnym

spOsobom:

1, jeizolovand hrana
Y =

0, inak
Pravdepodobnost’, Ze hrana je izolovand je: p*(1 — p)®. V matici rozmeru n x n mime
2n(n — 1) moZnosti, ako moZeme vybrat’ izolovanui hranu (vyberieme dvojicu susediacich
vrcholov, v jednom smere mame (n— 1) moZnosti, v druhom smere madme n moZznosti. Hranu

mozeme este otocCit’ (vrcholy budi pod sebou), teda vysledok vyndsobime 2).
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2n(n—1) 2n(n—1) 2n(n—1) 2n(n—1)

BZ)=B(Y V)= ¥ EY)= ¥ P¥=1)= 3 #0-p

E(Z) =2n(n —1)p*(1 — p)°

Lema 8.9. Nech Z je pocet izolovanych hrdn v matici. Strednd hodnota sa bliZi k )\, pre

p= }1 (A > 0). Pre p — 0, alebo p — 1 sa strednd hodnota E(Z) bliZi k 0.

Dékaz. Strednd hodnota E(Z) — A, teda
2n(n — 1)p*(1 —p)® — A

p2(1 _p)G = 2n(1/1\—1)

p?(1 — p)® je funkcia zdvisld od n na intervale (0, 1).

Derivovanim zistime lokédlne extémy:

p*(1=p)°d =2p(1 —p)°® = p*6(1 — p)° = (1 —p)*(2p(1 — p) — 6p?) =
(1=p)°(2p — 8p?) = (1 = p)°2p(1 — 4p)
Funkcia nadobtda v bode p = i lokdlne maximum, to znamena, ze ak p — i, potom ide

E(Z) — X. V bodoch 0 a 1 je lokdlne minimum, ¢ize E(Z) — 0. O

Lema 8.10. Nech E(Z) je strednd hodnota r-tice izolovanych hrdn takych, Ze aspori jedno
okolie md neprdzdny prienik s inym okolim.

2n(n — 1)

E(Z) < ( )p”(l )" (8.5)

Dokaz. Pravdepodobnost’, Ze hrana je izolovana je: p?(1 — p)b. Pre r-ticu izolovanych hran
plati p*" (1 — p)°", ale chceme mat’ neprdzdny prienik dvoch okoli, teda aby jeden nulovy

¢len matice bol spolo¢ny pre dve okolia, preto dostaneme: p*" (1 — p) 1. Polet r-tic je
(2n(n—1)) ) D

r

Lema 8.11. Strednd hodnota poctu r-tic izolovanych hrdn je:

E(Z) < (2”(”; ”)p”(l —p)® (8.6)
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8.1 Poissonovo rozdelenie

Nech ¢ je ndhodnd premennd, ktord ma nasledujuci tvar:

E=m+m+ ..+,

pricom 7; € {0, 1}.

Lema 8.12 (B. A. Sevast’janov). Nech £ je ndahodnd premennd tvaru (8.7).

Ak st splnené nasledovné podmienky:

o r—1

max b;, — 0
1<ir <

n2
fim D b =2

27

(8.7)

(8.8)

8.9)

o r =2 3., I.(n?) je vynimocnd mnoZina, t. j. r-tica izolovanych vrcholov, takd, %e v nej

existuje dvojica izolovanych vrcholov 1, j, ktord md neprdzdny prienik okoli.

lim E bil,ig,...ir =0
n—00

(il,ig...,ir)elr(nQ)

lim > bibib, =0
(il,ig...,iT)GIr('nQ)

lim max | —=2= — 1| =0
n—00(iy iz...yir) I (n2) Ui iy ...,

potom ndahodnd premennd & md Poissonovo rozdelenie:

lim P[¢ = k] = 37e

n—oo k

kde k =0,1, ...

(8.10)

(8.11)

(8.12)

UkaZeme, Ze izolované vrcholy a izolované hrany maji Poissonove rozdelenie, teda

spitiaji podmienky lemy (8.12).
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8.1.1 Rozdelenie izolovanych vrcholov

Vypocitame A:

oznac¢me pravdepodobnost’ vyskytu izolovaného vrcholu b

TL2 77,2
— 1 g VA T 201 A
A=t ) b= lim 3 p(1=p)! =l p(l =)

Z definicie Poissonovho rozdelenia musi byt A > 0. Chceme ndjst’ také p, aby to platilo,

preto p polozme

n-p =

Dosadime:

A = lim n?p(1 — p)* = lim HQ#(l —)y=1

n—oo n—o0

UkdZeme, Ze pre nami definované vynimo&né mnoziny I,.(n?),\ = lap = # platia

podmienky lemy (8.12):

BB): max b, =p(1 —p)* = lim L(1— L)1 =0

1<i1<n n—00

Nn—004= n—o0

712
B9): lim an = lim n’p(l —p)* = limn?L5(1 - H)* =1
11

Pri vypocte ukdZzeme, Ze horny aj dolny odhad ma limitu rovnua nule. Ked’Ze pravde-
podobnosti st nezdporné Cisla, potom aj ich suma je nezédporna. Preto ako dolny odhad pouZi-
jeme nulovu funkciu. Teraz ndjdeme horny odhad sumy:

r-ticu izolovanych vrcholov budeme vyberat’ nasledovnym sposobom:

1. izolovany vrchol moze byt hociktory vrchol, teda mdme n? moZnosti.

2. izolovany vrchol vyberieme tak, aby jeho okolie malo neprdzdny prienik s okolim
prvého vrchola, ¢ize mame 8 moZnosti, ako ho vybrat’

ostatné izolované vrcholy vyberieme I'ubovol'nym spésobom. Ked'Ze ndm staci horny

odhad, dostaneme (T”_QQ) sposobov. Pre r-ticu vynimo¢nych vrcholov vyuzijeme (8.2)).
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1 n2 r r—
Z bi1,i2...ir S nh_>r£107128 (r _ Q)p (1 _ p)4 1

(31,82 ir)EIr(N2)

Vieme, Ze p = # Po dosadeni dostaneme:

2 r 4r—1
Z .9 n 1 1

(31,82 ir ) €L (N2)

IN

< pmos([",) () < ottt = i =0

Pri overovani podmienky budeme postupovat’ podobne, ako pri (8.10), ibaZe pravde-
podobnost’ vyskytu r-tice bude odliSnd. Sposob vyberu r-tice ostane rovnaky, ako v pre-
doSlom pripade:

1. izolovany vrchol moZe byt hociktory vrchol: n? moZnosti

2. izolovany vrchol vyberieme tak, aby jeho okolie malo neprdzdny prienik s okolim
prvého vrchola: 8 moZnosti

ostatné izolované vrcholy vyberieme I'ubovol nym spdsobom. Staci horny odhad: (;’_22)
spOsobov.

Pre r-ticu izolovanych vrcholov vyuZijeme (8.3)

2
Z bilbiQ...biT < lim ’n,28 (7*71 2) <p(1 _p)4)r <

(7/17712~-~7Z7‘)€Ir(n2)

1 1\" 8
< lim n28n2(r_2)p’"(1 —p)* < lim 8n2r—1 _— <1 — —2) < lim — =0

n—00 n—00 n2r

Podmienka (8.12):
Z definicie vynimocnej mnoziny vyplyva, Ze ak nejaka r-tica izolovanych vrcholov do

nej nepatri, tak md prazdny prienik okoli. To znamend, Ze ak (i1, iy, ..., i,) € I.(n?), tak
biyin.. iy = biybiy...bi, (8.13)

pp" (1 —p)* = p(p(1—p)*)" (8.14)

kde p je pocer r-tic izolovanych vrcholov.
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Preto

bi i,...i
lim ma —b2r 1] =0 (8.15)

X
n—>oo(i1,i2...,ir)¢fr(n2)| bil big . -bir

Veta 8.13. Nech pravdepodobnost’ vyskytu izolovaného vrchola v ndhodnom grafe je p = n—12
Potom pre ndhodnii premennii £, ktord oznacuje pocet izolovanych vrcholov v ndhodnom
grafe, plati:
)\k
lim P[¢ = k] -

= —e
n—00 k!

kde N =1,k =0,1,...

8.1.2 Rozdelenie izolovanych hran

Vypocitame A, priCom b bude oznaCovat’ pravdepodobnost’ vyskytu izolovanej hrany (8.4).

2n(n—1) 2n(n—1)
A= lim b, = lim Z p*(1 —p)® = lim 2n(n — 1)p*(1 — p)°
p si zvolime ako:
1
p =
2n(n — 1)

Po dosadenit:
1 1 ‘
A:Iim2n(n—1)<—) l—— | =1
n—yoo 2n(n — 1) 2n(n — 1)

Overime podmienky z lemy (8.12):

(8-8): 1211'?%{11 biy =p"(1—-p)° = Jggozn(nq)(l Qn(n—l)) 0
2n(n—1)
. . Y 1 1 _
BY:Jim D7 b, = lim 20(n—1)p*(1-p)° = lim 2n(n—1) ol (1= )0 = 1
11

Pri overovani podmienky (8.11]) budeme postupovat’ podobne ako pri vybere izolovaného

vrchola:

Vyberieme r-tice izolovanych hran:
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1. izolovand hrana: 2n(n — 1) moZnosti.
2. izolovanu hranu vyberieme tak, aby jej okolie malo neprazdny prienik s okolim prvej
hrany, ¢iZe mdme 24 mozZnosti.

ostatné izolované hrany vyberieme I'ubovol’ nym sp6sobom. Sta¢i horny odhad, t. j. (2”7921))

spdsobov.

. 2”(” - 1) & r—
N Z biia..i < lim 2n(n — 1)24( - )p2 (1-p)!
(41,82..-,0r ) EL-(n?)

1 1 6r—1
< lim 2n(n — 1)24(2n(n — 1))’”_2—% l— —
1 24
< lim 24(2n(n — 1))T_1—r = lim — =10
n—o0 (2n(n—1))"  n—o02n(n—1)

Pri overovani podmienky (8.11) budeme postupovat’ analogicky. Pravdepodobnost’ vyskytu

r-tice izolovanych hrdn vyuZijeme z (8.6). Sposob vyberu r-tice je rovnaky, ako v predoS§lom

pripade:
2 —1
S bbby < lim 20(n - 1)24( n(n ))(p2(1 — )%y

£ n—00 r—2
(31,82 ir ) EIr(N2)
< lim 2n(n — 1)24(2n(n — 1)) 2p* (1 — p)®"

n—oo

2r 67
: r—1 1 1

< lim 242n(n — 1)) [ —— | [1— [ ——

n—oo 2n(n —1) 2n(n — 1)

1 24

< lim 24(2n(n — 1)) ' ———— = lim ——— =0

n—00 (2n(n —1))"  n—=oo2n(n —1)

Podmienka (8.12]):
Z definicie vynimoc¢nej mnoZiny vyplyva, Ze ak nejakd r-tica izolovanych hrdn do nej

nepatri, tak ma prazdny prienik okoli. To znamend, Ze ak (i1, ia, ..., %,) € I,(n?), tak
bi1,i2-..,’ir - bilbig"'bir (816)

up™ (1= p)® = p(p*(1 = p)°)" (8.17)

kde p je pocer r-tic izolovanych vrcholov.

Preto
be o
lim max izt 1 — () 8.18
n—>oo(i1,i2...,ir)¢fr(n2)| bi1bi2 blr ‘ ( )
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Veta 8.14. Nech pravdepodobnost’ vyskytu izolovanej hrany v ndhodnom grafe je

1

T Potom pre ndhodnii premennii &, ktord oznacuje pocet izolovanych hrdn v
n(n—

p =
ndhodnom grafe, plati:

)\k
lim P[¢ = k] -

= —e
n—00 k!

kde N =1,k =0,1,...



Zaver

V préci sme sa venovali vlastnostiam nahodnych grafov a ziskali sme vlastné vysledky pri
odhadovani poctov a vel'kosti reprezentaénych podmatic grafov. Zo ziskanych vysledkov
pre maximélne podmatice sme mohli ur€it’ dolny odhad pokrytia matice ndhodného grafu.
Tiez sme urCovali, Ci izolované vrcholy a hrany maju pri istych podmienkach Poissonovo
rozdelenie.

V budicnosti by sme mohli urcit’ netrividlny horny odhad pokrytia matice. TieZ by sme
eSte chceli skimat’ komponenty suvislosti v grafe, aké majui rozdelenie, a teda aka bude

typickd Struktira ndhodného grafu.

33
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