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Abstrakt

Po aplikovani operécie hranového rezu na snark, dostaneme 2 grafy, ktorym ked na
miesta kde stratili hranu pridame tréiacu hranu, ktora na jednom konci mé vrchol a na
druhom nie, ziskame 2 kubické multipoly. Pre multipdél nas nezaujima farbenie celého
grafu, ale iba aké farbenia su pripustitelné pre tré¢iace hrany, znac¢ené spolu ako farebna
mnozina, ktora vychédza z usporiadania trcéiacich hran multipolu, ¢o ale sposobuje, ze
jednému multipolu prislucha viacero farebnych mnozin podla poradia tréiacich hran,
kvoli ¢omu vznikla potreba pre kanonickt formu farebnej mnoziny, ktora uz nezavisi na
poradi tréiacich hréan. V tejto praci rieSime aj poc¢itanie farebnej mnoziny multipolu pre
dané poradie hran, ako aj v kanonickom tvare. Taktiez vznikla potreba pre databazu
multipolov s malym poc¢tom vrcholov, na ktorych bude prebiehat vyskum, preto v
ramci tejto prace boli vygenerované kubické multipoly velkosti do 20 vrcholov pomocou

existujiceho generatora Pregraph.

KTacové slova: multipol, snark, farbenie



Abstract

After aplying edge-cut operation on a snark, we get 2 graphs, to which if we add a
semiedge, which is an edge with one end with a vertex and second without, to the place
they lost an edge, we get 2 cubic multipoles. For multipoles, we do not care for the
colouring of the whole graph, obly the satisfiable colourings of the semiedges, named
colouring set, which is determined by the order of semiedges, which results in one
multipole having several colouring sets depending on the order of semiedges, because
of which has arisen a need for a canonical form for a colouring set, which no longer
depends on the order of semiedges. In this thesis we focus on computing a colouring
set of a multipole for given order of semiedges as well as a colouring set in canonical
form. We also needed a database of multipoles with a small amount of vertices, so in
the scope of this thesis we also generated cubic multipoles with up to 20 vertices with

existing generator Pregraph.

Keywords: multipole, snark, colouring
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Uvod

V tejto praci sa budeme zaoberat kubickymi multip6lmi a farebnou mnozinou mul-
tipolou. Hlavnym cielom prace je definovat a implementovat kanonicky tvar farebnej
mnoziny do kniznice ba — graph.

Telo tejto prace je rodelené nasledovne.

V prvej polozime teoretické zaklady tejto prace. Definujeme v nej dolezité pojmy a
prejdeme niektoré zndme poznatky.

V druhej kapitole st rozoberame implementaciu rozhrania na pocitanie farebnej
mnoziny a rézne rozhodnutia, ktoré sme pocas tejto prace urobili.

V tretej kapitole sa pozerame na priklady pouzitia danych funkcii implementova-
ného rozhrania, ktoré boli vybraté z testov, spolu s ukédzkovymi programami, ktoré
boli takisto vyvinuté ako sucast tejto prace, ale neboli sucastou algoritmu pocitania
farebnej mnoziny ukézaného v druhej kapitole

Vo stvrtej kapitole hovorime o programe Pregraph, ktory slizi na generovanie sivis-
Iych kubickych grafov s ur¢itymi vlastnostami, o formate takto vygenerovanych grafoch,

a o multipoloch, ktoré sme s jeho pomocou vygenerovali.
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Kapitola 1

Multipoly

1.1 Multipoly

V tejto kapitole si objasnime mnohé pojmy, tykajuce sa multipolov a ich farbenia.
Budeme vyuzivat standardné definicie z tedrie grafov, rozsirené na multipdly, ako na-
priklad:

e V(M) je oznacenie mnoziny vrcholov multipolu M
e FE(M) je oznacenie mnoziny hran multipolu M

Definicia 1 Multipsl M = (V, E) sa skladd z mnoZziny vrcholov V' a mnoZiny hrdn
E. Kazdd hrana e € E md dva konce a kaZdy moZe, ale nemust, byt incidentny s
vrcholom[2].

Hrany multipélu mézu byt jednym zo Styroch typov.

e Stuuwisld hrana ma dva konce e a f, e je incidentny s vrcholom E a f je incidentny
s vrcholom F', pricom e # f, E # F.

e Slucka je hrana, ktorej oba konce st incidentné s rovnakym vrcholom s rovnakym

vrcholom.
e Trciaca hrana je hrana, ktord ma len jeden koniec incidentny s vrcholom..
e [zolovand hrana je hrana, ktorej ziaden koniec nie je incidentny s vrcholom.

Volny koniec je koniec hrany, ktory nie je incidentny so ziadnym vrcholom. MnoZinu
volnych koncov multipélu M budeme oznacovat S(M). Polohrana je jeden koniec
hrany. Tieto pojmy su vysvetlené na obrazku 1.1.

K-pol je multipdl s prave k tréiacimi hranami. 0-pél je kubicky graf. Ak maja
tréiace hrany k-polu M priradené usporiadanie si, so, ..., Sk, potom M (sq, Sa, ..., Sk)

sa nazyva usporiadany k-pol.
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Je praktické rozdelit si mnozinu volnych koncov S(M) do disjunktych podmnozin
S1,59,...,5,, ktoré nazyvame konektory. Kazdy konektor mé dané linedrne usporia-
danie volnych koncov. Volny koniec, ktory nie je obsiahnuty v Ziadnom konektore, sa
nazyva zvySkovij volny koniec. MnoZzinu vSetkych zvyskovych volnych koncov multip6lu
M oznacujeme Res(M). Ak konektor S obsahuje iba jeden volny koniec s, namiesto
toho mozeme pisat namiesto S iba samotny volny koniec s. Rozdelenie volnych koncov
do konektorov je uzitocné vtom, ze niektoré vlastnosti multipolov by sa bez nich tazko
opisovali. Prikladom je isty typ 5-polu s ndzvom negdtor, ktory mé 2 konektory s dvomi
volnymi koncami a 1 zvyskovy volny koniec. Je zaujimavy vtom, Ze ak dva konce z
jedného konektora maju rovnaku farbu, potom volné konce v druhom konektore musia
mat rozdielne farby.

Pocet vrcholov v multipole M zna¢ime |M|. V tejto praci budeme uvazovat o ku-

bickych multipoloch, teda kazdy vrchol bude incidentny s tromi hranami.

1.2 Hranové farbenie multipélov

V tejto praci sa budeme zaoberat farbenim multipélov, teda aj vytic¢ajuce hrany moézu
byt zafarbené. Ako neskor ukazeme, mnoZina nenulovych prvkov grupy (Z; x Zs, +),
mé dobré vlastnosti. Tuto mnozinu budeme oznacovat K.

Nech M je multipol, K je mnozina farieb a ¢ : E(M) — K je zobrazenie, ktoré
priraduje kazdej hrane z M farbu z K. Potom ¢ sa nazyva 3-hranové farbenie, alebo
jednoduchsie, farbenie multipolu M, ak pre kazdy vrchol v € V(M) maja hrany s nim
incidentné po dvoch rozdielne farby.

Ak existuje farbenie multipélu M, vravime, Ze je zafarbitelny.

Pouzitim farieb z mnoziny K, mozeme vyuzit s¢itanie v grupe Zy X Z,, aby sme
analyzovali spravanie zobrazenia ¢ : F(M) — K. Ak oznac¢ime ¢(v) mnozinu hran
incidentnych s vrcholom v € V(M), potom je zjavne vidno, Ze ¢ je farbenim vtedy a

len vtedy, ak

> ole) =0 (L.1)

e€d(v)
pre kazdy vrchol v. Téato rovnica je Kirchhoffov zdkon o priadoch v grafoch. Vdaka

tomu, ze kazdy prvok v K je sdm so sebou inverzny, nemusime rozliSovat orientaciu

polohrana
izolovana hrana stvisla hrana

volny koniec
zarover polohrana

Obr. 1.1: Priklad multip6lu
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toku. Farbenie pomocou mnoziny K sa taktiez nazyva Taitovo farbenie.
Ak sa na farbenie ¢ multip6lu pozrieme ako na tok, tak lahko mozeme pozorovat

z vlastnosti toku, ze
> ele)=. (12)
ecS(M)
Lema 1 (Paritna lema) Nech ¢ je 3-hranové farbenie k-polu P. Potom pocet volngch

koncov P ktoré si vo ¢ rovnako zafarbené kazZdou danou farbou md rovnaki paritu ako
k.

Tuato lemu vieme vyjadrit aj pomocou grupy (Zs X Zs, +).

Lema 2 Nech M je k-pol a ki, ko a ks si mnoZiny hrdn vyfarbenych farbami (0, 1),
(1,0) a (1,1). Potom
ki =ky=k3=k (mod 2). (1.3)

1.3 Snarky

Snarky st este stale zvacsa neprebddanou oblastou tedrie grafov, napriek vyse sto rokom
vyskumu. Ten zacal v roku 1880, kedy Peter Guthrie Tait dokazal ekvivalenciu prob-
lému 4 farieb a tvrdenia, Ze planarne bezmostové grafy su 3-hranovo zafarbitelné[3].
Existuje viacero podobnych definicii, z ktorych vacsina vyzaduje nielen to, aby bol graf
kubicky a nebol 3-hranovo zafarbitelny, ale aj aby bol netrividlny. Ale netrivialny snark
je pojem, ktory ma viacero definicii. Najcastejsie je pozadované, (okrem toho aby bol
graf kubicky a 3-hranovo nezafarbitelny) aby neobsahoval most, teda hranu, po ktorej
odstraneni sa zvysi pocet komponentov grafu, alebo/aj aby minimélny cyklus v danom

grafe mal dlzku minimalne 5. Preto sme zvolili nasledujicu definiciu.

Definicia 2 Snark je kubickyj graf bez mosta, ktory nie je 3-hranovo zafarbitelny. Ne-
trividlny snark je snark, ktory navyse neobsahuje cyklus diZky 4 alebo menej. Kazdy

snark, ktory nie je netrividlny, je trividlny.

Petersen objavil prvy snark, znamy ako Petersenov graf (obr. 1.2), ktory je najmen-
stm snarkom. Dokonca existuje hypotéza, ktora hovori, ze z kazdého snarku je mozné

vytvorit Petersenov graf kone¢nym mnozstvom kontrakcii vrcholov.

1.4 Farebné mnoziny

Kazdé 3-hranové zafarbenie usporiadaného, kubického k-polu P = P(xy,xs,..., )
jednoznacne urcuje farebny vektor a = aqas...a, kde a; € 0,1,2 a; = j znamena,

ze x; je zafarbeny farbou j € {0,1,2} v 3-hranovom zafarbeni. Permutovanim farieb
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dostdavame nanajvys 6 farebnych vektorov, zodpovedajucich rovnakému farbeniu. 7
pomedzi nich vyberdme lexikdlne minimélny farebny vektor z triedy ekvivalencie a,
ktory budeme nazyvat farebnd skupina|2]. Vravime, ze farebny typ dlizky k je stupria

k. Prirodzene vsetky farebné skupiny spliaja Paritna lemu.

Definicia 3 (Farebna mnozina) [2/ Pre dany usporiadany k-pol P = P(x1,xa, ..., T)
definujeme farebni mnozinu C(P) pre P ako mnoZinu farebnych skupin stupnia k, ur-
cenyjch mnozinou vsetkych 3-hranovych farbeni P. Vo vseobecnosti definujeme farebni
mnozinu ako podmmnoZinu mnoziny farebnych skupin stupna k. Farebnd mnoZina P je

uskutocnitelnd, ak existuje multipol P, pre ktory plati P = Col(P).

1.4.1 Kanonicky tvar farebnej mnoziny

Ked7e farebné mnozina je dana usporiadanim tréiacich hran multipélu, tak viacero roz-
dielnych farebnych mnozin zodpoveda jednému multipélu po preusporiadani tréiacich

hran. Z toho vznikla potreba pre kanonicky tvar.

Definicia 4 Nech k-pol P = P(xy,xo,...,x). Pre vSetky premutdcie tréiacich hrdan

vypocitame ich farebné mnoziny. Lexikograficky najmensia z nich je v kanonickom tvare.

1.5 Kempeho retazec

Kempeho retazec je velmi uzitoénym néastrojom pre hranové farbenie. Kempeho re-
tazce striedajice dve farby boli taktiez dolezité pri dokazoch 4-, 5- aj 6-dekompozicie
snarkov[2]. Mi budeme pracovat s operaciou Kempeho prepinaca, definovant pre mul-

tipoly.

Obr. 1.2: Petersenov graf
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Definicia 5 (Kempeho prepinac) [2/ Nech M je multipol s dangm farbenim a da-
nou nerozsiritelnou cestou, striedajicou 2 farby, ktord zac¢ina aj konci v trciacej hrane.

Kempeho prepinac je operdcia, ktord na tejto ceste vymend jednu farbu za druhdi.

Nech M je k-pol a ~ je farbenie P, ktoré urcuje farebnii skupinu a. Kazdy Kempeho
prepina¢ aplikovany na P ma za nasledok nové farbenie 7 s korespondujticou farebnou

skupinou b.
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Kapitola 2
Implementacia

V tejto kapitole budeme rozoberat implementacné detaily a samotné funkcie ktoré

tvoria rozhranie na pracu s multipélmi.

Taktiez by som rad spomenul, Ze vSetky funkcie si testované aspon v zakladnych

scenaroch.

2.0.1 Multipdél

Multipély sa implementacne velmi nelysia od grafov. Tréiace hrany iba maju na svojej
volnej polohrane vrchol stupia jedna, ktory sluzi na oznacenie polohrany (z implemen-
taénych dovodou), ¢o je mozné, pretoze pracujeme iba s kubickymi multip6lmi (teda v
nich niesa ziadne skuto¢né vrchloly stupna jedna). Tieto vrcholy nazyvame termindly.
Vdaka tomu, Ze nie st $pecidlnou triedou, na nich vieme pouzit (niekedy po mier-
nej uprave) mnohé z uz naprogramovanych funkcii existujucich v kniznici ba — graph.
Teda nie je potrebné prepisovat véacsinu funkcii na podporu Specidlnej triedy, ¢o by
bolo mimo rozsah bakalarskej prace. Multipoly st ulozené vo vlastnych stiboroch, ale
na to, aby ich programator spréavne pouzil s existujucimi funkciami si musi dat pozor

sam.

2.0.2 Farbenie

Na néjdenie vSetkych moznych farbeni vyuzivame uz existujucu triedu PDColorizer,

ktoréd spracuje graf s vrcholmi stupna 2 a 3, a vrati objekt ColouringBit Array.

ColouringBit Array obsahuje 3" bitov, kde n je pocet vrcholov stupna 2, a pred-

stavuje tak v8etky farbenia, z ktorych splnitelné su reprezentované kladnym bitom.
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2.1 Hlavné funkcie

Pre jednoduchsie ¢itanie som zaviedol alias pre farbenie tréiacich hran aj pre farebnu

mnozinu.

using Colouring = std::vector<int>;

using ColourSet = std::vector<Colouring>;

2.1.1 getCanonicalColourSet

Toto se hlavna rodina funkcii tohto rozhrania (pouzivame pretazenie mien funkcii), sla-
ziaca na ziskanie kanonického tvaru farebnej mnoziny multipélu. Hlavna idea spociva
vtom, Ze zoberieme pole predstavujice poradie tréiacich hran a ColouringBitArray.
Oboje permutujeme, nasledne zo vSetkych permutécii ColouringBit Array vyberieme
lexikograficky najmensiu a k nej prislichajicu premutaciu tréiacich hrén, a obe vra-

clame.

std: :pair<std::vector<int>, ColourSet> getCanonicalColourSet(Graph &g) {
ColouringBitArray cba = getAllColourings(g);
if (cba.all_false()) {
throw std::runtime_error("No colouring.");
b
auto terminals = internal::getTerminals(g);
std::vector<int> terminallds;
for (auto &vertex : terminals) {

terminallds.push_back(vertex.to_int());

return getCanonicalColourSet(terminallds, cba);

Nasledujtca funkcia sa mierne 1isi tym, Ze ako parameter vieme nastavit podmno-
Zinu terminélov, vdaka ¢omu vo vysledku dostaneme mensiu farebntt mnozinu iba pre

tie tréiace hrany, ktoré nas zaujimaju.

std: :pair<std::vector<int>, ColourSet>
getCanonicalColourSet(std: :vector<int> &terminallds, Graph &g) {
ColouringBitArray cba = getAllColourings(g);
if (cba.all_false()) {

throw std::runtime_error("No colouring.");
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return getCanonicalColourSet(terminallds, cba);

std::pair<std::vector<int>, ColourSet>
getCanonicalColourSet (std::vector<int> &terminallds, ColouringBitArray cba) {
cba = internal::minimalColouringBitArray(cba);

auto permutations = internal::permutations(terminallds, cba);

std: :vector<ColouringBitArray> bitArrayVector;

for (auto &c : permutations.second) {
bitArrayVector.emplace_back(c);

}

sort (bitArrayVector.begin(), bitArrayVector.end());

if (bitArrayVector.size() == 0) {
throw std::runtime_error("No colouring.");
}
auto &res = bitArrayVector[0];
auto it =
std::find(permutations.second.begin(), permutations.second.end(), res);

int id = it - permutations.second.begin();

ColourSet canonicalColourSet = colouringBitArrayToColourSet(res);

return std::pair(permutations.first[id], canonicalColourSet);

2.1.2 getColourSet

Tieto funkcie sluzia na ziskanie farebnej mnoziny, pre graf s danou tréacimi hranami v
danom usporiadani. St stucastou verejného rozhrania pre pripady, kedy nepotrebujeme
farebnt mnozinu v kanonickom tvare.

Vyuzivaju internu funkciu get AllColourings a niektoré dalgie potrebné na prip-

ravu.

ColourSet getColourSet(Graph &g) {
internal: :throwForSmallWidthMultipoles(g) ;

auto edges = internal::setup(g);
auto terminals = internal::getTerminals(g);
auto multiedges = internal::addMultiedges(g, terminals);

edges.insert(edges.end(), multiedges.begin(), multiedges.end());
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auto res = internal::getColourSet(g, edges);
internal: :removeMultiedges(g) ;
return res;
ColourSet getColourSet(Graph &g, std::vector<Vertex> selectedTerminals) {
internal: :throwForSmallWidthMultipoles(g) ;
auto edges = internal::setup(g);
auto multiedges = internal::addMultiedges(g, selectedTerminals);
edges.insert(edges.end(), multiedges.begin(), multiedges.end());

auto res = internal::getColourSet(g, edges);

internal: :removeMultiedges(g);

return res;

2.1.3 getAllColourings

Tato funkcia vracia pre dany multipol farebnt mnozinu, ale v tvare C'olouring Bit Array.

ColouringBitArray getAllColourings(Graph &g) {
auto colourSet = getColourSet(g);

auto cba = colourSetToBitArray(colourSet);
auto res = internal::minimalColouringBitArray(cba);

return res;

2.1.4 Prevadzacie funkcie

Tu st zaradné dve funkcie, ktoré konvertuju farebné mnoziny medzi tvarmi Colouring Bit Array
a ColourSet.

ColourSet colouringBitArrayToColourSet(ColouringBitArray &cba) {
ColourSet res;
int colour = O;
int size = cba.size() .to_int64();

int length = O;
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while (size > 1) {
length++;
size = size / 3;
}
for (auto i = ColouringBitArray::Index(0, 0); i < cba.size(); i++) {
if (cba.get(i)) {
Colouring colouring = internal::getColouring(colour, length);
res.push_back(internal: :renumberColouring(colouring));
}

colour++;

return internal::filterColourSet(res);

ColouringBitArray colourSetToBitArray(ColourSet &colourSet) {
if (colourSet.size() < 1)
throw std::runtime_error ("Empty ColourSet");
auto cba = ColouringBitArray(power(3, colourSet[0].size()), false);
for (auto &colouring : colourSet) {
uint_fast64_t num = internal::colouringToDecimal(colouring);
auto i = ColouringBitArray::Index::to_index(num);
cba.set (i, true);
+

return std::move(cba);

2.2 Interné funkcie

V tejto sekcii sa nachadza koéd k internym funkcidm rozhrania.

renumberColouring

KedZe nezélezi na farbe jednotlivych hran, ale na tom, Ze farba mnozin hran je rov-
naka/rozdielna, tak mame funkciu, ktora preéisluje farbenie, ktoré ziskame z funkcie
getColour na lexikograficky najmensie s rovnakym vyznamom, teda napr. z farbenia
201 by sme dostali farbenie 012.

Colouring renumberColouring(Colouring colouring) {
int n[3];
std::fill_n(n, 3, -1);
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for (int &i : colouring) {
for (int j = 0; j < 3; j++) {
if (n[j]l == -1)
nljl = i;
if (mlj] == 1) {
i=7;
break;

¥

}

return colouring;

}

2.2.1 getColouring

Funkcia getColouring berie ako argumenty ¢islo v desiatkovej stustave a pocet dislic,

ktory ma mat vysledné farbenie, a vrati vektor ¢islic v trojkovej ststave, ¢o predstavuje

farbenie tréiacich hran.

Colouring getColouring(int colour, int length) {
Colouring res;
res.resize(length);
for (int i = length - 1; i >= 0; i--) {
int x = colour / (power(3, i));
res[i] = x;
colour = colour % (power(3, i));
}

return res;

2.2.2 colouringToDecimal

Farbenie je ulozené vektor ¢isel v trojkovej ststave, tato funkcia ho prevadza z trojkove;j

stustavy do desiatkove;j.

int colouringToDecimal(Colouring &colouring) {
uint_fast64_t num = O;
for (int i = colouring.size() - 1; i >= 0; i--) {
num += colouring[i] * power(3, i);
}

return num;
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2.2.3 filterColourSet

V colouringBit Array sa nachadzaja duplikaty, teda farbenia s rovnakym vyznamom,
no inym zapisom (napr. 012 a 201). Funkcia filterColourSet dostane ako argument
vector v8etkych splnitelnych farbeni uz v lexikograficky minimélnom zapise. To zna-
mena, Ze sa v hom nachédza viacero identickych farbeni. Vdaka objektu std :: set sa ich
vieme zbavit prakticky zadarmo este aj s bonusom, ze budi zoradené od lexikograficky

najmensieho farbenia po najvicsie.

ColourSet filterColourSet(ColourSet &colourings) {
std: :set<Colouring> s(colourings.begin(), colourings.end());
ColourSet res(s.begin(), s.end());

return res;

2.2.4 getTerminals

getTerminals je jednoduché funkcia na ziskanie vrcholov stupna 1, ktoré predstavuja

tréiace hrany.

std: :vector<Vertex> getTerminals(Graph &g) {
std::vector<Vertex> terminals;
for (auto &rotation : g) {
if (rotation.degree() == 1) {
terminals.push_back(rotation.v());
}
}

return terminals;

2.2.5

Tato funkcia sltzi na ziskanie daného C'olouring Bit Array v lexikograficky minimalnom
tvare. Vyuziva nato funkciu colouring Bit ArrayT oColourSet, ktora vo svojom tele vola
filterColourSet.

ColouringBitArray minimalColouringBitArray(ColouringBitArray &cba) {

auto temp = colouringBitArrayToColourSet(cba);
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auto t = colourSetToBitArray(temp);

return t;

2.2.6 getColourSet

getColourSet je hlavna interna funkcia, ktoré vyuziva PDColorizer na ziskanie vSet-
kych uspokojitelnych farbeni v objektoch ColouringBitArray. Nasledne iteruje cez
vietky ColouringBit Array a tie ktoré maju aspon jedno uspokojitelné farbenie ulozi
do vektoru allColourings. Tie nasledne prekonvertuje na ColourSet, spoji do jedného,

vyfiltruje duplikity pomocou funkcie filterColourSet a vrati vysledok.

ColourSet getColourSet(Graph &g, std::vector<Edge> &pathDecomposition) {
PDColorizer pathDecompositionColorizer;
pathDecompositionColorizer.initialize(g);
for (auto edge : pathDecomposition)

pathDecompositionColorizer.process_state(edge.v1(), edge.v2());
auto &state = pathDecompositionColorizer.state;
std::vector<ColouringBitArray> allColourings;
for (unsigned int i = 0; i < state.size(); i++)

if (!stateli].all_false())

allColourings.emplace_back(statel[i]);

ColourSet res;

for (auto &c : allColourings) {
auto x = colouringBitArrayToColourSet(c);
res.insert(res.end(), x.begin(), x.end());

3

return internal::filterColourSet(res);

2.2.7 throwForSmallWidthMultipoles

throwForSmallWidthMultipoles riesi 0 a 1-poli, ktorych spracovanie by inak viedlo

k nedokumentovanému spravaniu, kvoli internej implementacii.

void throwForSmallWidthMultipoles(Graph &g) {
auto terminals = g.list(RP::degree(1), RT::n());
if (terminals.size() == 0)

throw std::runtime_error("Graph has no semiedge");
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if (terminals.size() == 1) {
throw std::runtime_error("l-poles have no colouring");

}

2.2.8 setup

Setup je funkcia, ktora mierne upravi dany multipol, vyuzije shortest,athyeuristic na
najdenie zoradenia hran grafu pathDecomposition, vrati multip6l do pévodného stavu

a vrati dany pathDecomposition.

std: :vector<Edge> setup(Graph &g) {

auto createdEdges = internal::addCycleToTerminals(g);

if (has_cut_edge(g)) {
throw std::runtime_error(

"Current implementation does not work with bridges.");

auto pathDecomposition = shortest_path_heuristic(g, g[0]1[0].e());
internal: :removeCycleFromTerminals(g, pathDecomposition.ordered_edges,
createdEdges) ;

return pathDecomposition.ordered_edges;

2.2.9 Permutacie

Kvoli poc¢itaniu kanonického tvaru

// takes terminallds and ColouringBitArray

// returns all pair of all terminallds and cba permutations,

// so that at index i, terminalPermutations[i] would have

// ColouringBitArray cbaPermutations[i]

std: :pair<std::vector<std::vector<int>>, std::vector<ColouringBitArray>>

permutations(std::vector<int> terminallds, ColouringBitArray cba) {
std::vector<ColouringBitArray> cbaPermutations;
std::vector<std::vector<int>> terminalPermutations;
permutationsRecursive(terminallds, cba, 0, terminalPermutations,

cbaPermutations) ;

return std::pair(terminalPermutations, cbaPermutations);
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// takes terminallds, ColouringBitArray, id of element to permute,
// and terminalPermutations and cbaPermutations to store return values
// calculates all permutations for terminals and ColouringBitArrays
// so that at index i, terminalPermutations[i] would have
// ColouringBitArray cbaPermutations[i]
void permutationsRecursive(std::vector<int> &terminallds,
ColouringBitArray &cba, int id,
std: :vector<std::vector<int>> &terminalPermutations,
std: :vector<ColouringBitArray> &cbaPermutations) {
if (id == terminallds.size() - 1) {
terminalPermutations.emplace_back(terminallds);
nextPermutation(terminallds, id);
cbaPermutations.emplace_back(cba);
nextPermutation(cba, id);
} else {
for (int 1 = 0; i < terminallds.size() - id; i++) {
permutationsRecursive(terminallds, cba, id + 1, terminalPermutations,
cbaPermutations) ;
nextPermutation(terminallds, id);
nextPermutation(cba, id);

}

2.2.10 Nespomenuté funkcie

Vys§sie nie st rozoberané niektoré funkcie, ktoré iba riesia implementacné detaily. Preto
ich asponn menom spomenieme tu.
St nimi: addMultiedges, remove Multiedges, addCycleToSemiedges,

removeCycle FromSemiedges.



Kapitola 3
Pouzitie

V tejto kapitole sa pozrieme na niektoré uryvky koédu vybraného z testov, ako aj mensie

programy na ilustraciu .

3.1 Priklad z testov

3.1.1 getCanonicalColourSet

V tomto teste vytvorime multipdl ako na obr. 3.1 a testujeme, ¢i dostaneme spravnu

farebnt mnozinu v kanonickom tvare a k nej spravne poradie hréan.

Obr. 3.1: 4-pol

void test_getCanonicalColourSet() {
Graph g(createG());
addMultipleV(g, 10);
for (int 1 = 1; 1 < 4; i++) {
addE(g, Location(0, 1i));
}

19
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addE(g, Location(1l, 2));
addE(g, Location(2, 3));
addE(g, Location(1l, 4));
addE(g, Location(3, 5));
addE(g, Location(4, 6));
addE(g, Location(4, 7));
addE(g, Location(5, 8));
addE(g, Location(5, 9));

auto terminalsAndColourSet = getCanonicalColourSet(g);

auto terminals = internal::getTerminals(g);

std: :vector<int> terminallds;

for (auto &vertex : terminals) {
terminallds.push_back(vertex.to_int());

X

auto temp = terminallds[0];

terminallds.erase(terminallds.begin());

terminallds.push_back(temp) ;

assert(terminallds == terminalsAndColourSet.first);
ColourSet res = {{0, 0, 1, 1}, {0, 1, 0, 1}};
assert (terminalsAndColourSet.second == res);

}

3.2 Programy

3.2.1 Spajanie multipblov

V ramci sktisania funkcionality boli naprogramované aj funkcie na zistenie, ¢i vieme 2
multipoly spojit do snarku.

Ak zoberieme 2 multipoly s danym usporiadanim tréiacich hran, ktoré urc¢uju fa-
rebni mnoZinu, vieme ich spojit do snarku v danej konfigurécii (i-ta tréiaca hrana
prvého multipolu s i-tou tréiacou hranou druhého multipolu) ak ich farebné mnoziny
maju aspon jedno spolo¢né farbenie.

To, 7e ¢i sa daji 2 multipoly spojit do snarku v nejakom usporiadani tréiacich hran
vieme zistit tak, ze pre prvy multipél vypocitame vSetky permutéacie tréiacich hran a
k nim farebné mnoziny. Pre tieto farebné mnoziny skontrolujeme, ¢i maji aspon jedno
farbenie spolo¢né s farebnou mnozinou druhého multipélu a ak nemaju, je mozné ich

spojit do snarku.
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std::pair<std::vector<int>, bool>
canCreateSnark(std: :vector<int> &terminalldsFirst, ColouringBitArray &first,
ColouringBitArray &second) {
if (first.size() != second.size()) {
throw std::runtime_error("ColouringBitArrays are not same size");
}
if (first.all_false() || second.all_false()) {
return std::pair(terminalldsFirst, true);

}

auto perm = internal::permutations(terminalldsFirst, first);

auto secondMin = internal::minimalColouringBitArray(second);
for (int j = 0; j < perm.second.size(); j++) {
auto cba = internal::minimalColouringBitArray(perm.second[j]);
bool res = true;
for (ColouringBitArray::Index i(0, 0); i < cba.size(); i++) {
if (cbali] && secondMin[i]) {

res = false;

break;
}
}
if (res) {
return std::pair(perm.first[j], true);
}
}
return std::pair(terminalldsFirst, false);

// takes 2 graphs
// returns pair: bool => if they can be joined into a snark
// vector<int> => terminallds of first graph in order in which it is
possible to
// create a snark, or original order if impossible
std: :pair<std::vector<int>, bool> canCreateSnark(Graph &first, Graph
&second) {
// get cba for both multipoles and terminal ids for first
auto cbaFirst = getAllColourings(first);

auto cbaSecond = getAllColourings(second) ;

auto terminals = internal::getTerminals(first);

std::vector<int> terminallds;
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for (auto &v : terminals) {

terminallds.push_back(v.to_int());

return canCreateSnark(terminallds, cbaFirst, cbaSecond);

Toto je kdd programu, ktory berie na vstupe std :: cin multipoly vo forméte graph6

a vypisuje tie pary, ktoré sa daju spojit do snarku.

int count = 0;

void callback(std::string s, Graph &g, Factory &f,
std::vector<std::pair<int, ColouringBitArray>> *bitArrays) {
try {
auto terminals = g.list(RP::degree(1), RT::n());
if (terminals.size() < 1)
return;
auto cba = getAllColourings(g);
if (!cba.all_false()) {
(*bitArrays) .emplace_back(std: :pair(count, cba));
}
} catch (std::runtime_error &e) {
}

count++;

int main() {
std: :vector<std::pair<int, ColouringBitArray>> bitArrays;
read_graph6_stream<std::vector<std::pair<int, ColouringBitArray>>>(
std::cin, callback, &bitArrays);

std::vector<int> terminallds;
for (int i = 0;
i < colouringBitArrayToColourSet(bitArrays[0].second) [0].size(); i++) {
terminallds.emplace_back(i);
}
for (int i = 0; i < bitArrays.size(); i++) {
auto &first = bitArraysl[i];
for (int j = i; j < bitArrays.size(); j++) {

auto &second = bitArraysl[j];
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auto res = canCreateSnark(terminallds, first.second, second.second);
if (res.second) {
std::cout
<< "Graphs number " << first.first << " and " << second.first
<< " can create a snark, with first having terminals in order:"
<< std::endl

<< res.first << std::endl;

return O;

3.2.2 Farebné mnoziny

Dalsim uzitoénym programom je colourSets, ktory berie na vstupe std :: cin multipoly,
vypocita pre ne farebni mnozinu v kanonickom tvare a nakoniec vypise vSetky rozne

ktoré nasiel.

using namespace ba_graph;

// Reads from stream and outputs unique colouringSets

u_int32_t count = 0;

void callback(std::string s, Graph &g, Factory &f,
std: :set<ColourSet> *colourSets) {
try {
auto terminals = g.list(RP::degree(1), RT::n());
if (terminals.size() < 1)
return;
auto res = getCanonicalColourSet(g);
if (res.second.size() > 0) {
(*colourSets) .emplace(res.second) ;
count++;
}
} catch (std::runtime_error &e) {

}



24 KAPITOLA 3. POUZITIE

// Pipe in all k-poles to get all found k-colour-sets
int main() {
std: :set<ColourSet> colourSets;

read_graph6_stream<std::set<ColourSet>>(std::cin, callback, &colourSets);

std::cout << "Multipoles: " << count << std::endl;

std::cout << "Number of unique ColourSets in canonical form: "
<< colourSets.size() << std::endl;

for (auto &colourSet : colourSets) {

std::cout << colourSet << std::endl;

return O;




Kapitola 4
Pregraph

Spolu s novymi funkciami na pracu s multipélmi vznikla potreba pre multipély. Preto
vyuzivame Pregraph.

Pregraph [1] je program vydany pod GNU licenciou, sluziaci na rychle generovanie
suvislych, kubickych grafov s réznymi vlastnostami.

Umoznuje nadm jednoduché a rychle vytvorenie velkého mnoZstva multipélov s ma-

Iym poctom vrcholov, na ktorych uz vieme dalej pracovat.

4.0.1 Format pregaph

program Pregraph uklada grafy vo svojom vlastnom binarnom formate. Kazdy stubor
ma hlavicku s, podla ktorej vieme zistit ¢i pouZiva velky, ¢i maly endian. Potom nasle-
duju grafy. Graf za¢ina po¢tom hran, potom postupne vymentuva ku kazdej hrane k nej
pripojené vrcholy a zakon¢i nulou. Pre multipdly je este jeden vrchol naviac, s ktorym
boli spojené tréiace hrany, kvoli jednoduchosti zapisu. Po vymenovani poslednej hrany
okamzite zac¢ina dalsi graf, ak existuje.

Bolo potrebné dopisat do kniznice funkcionalitu na nac¢itanie tohto formétu, a po-
mocné funkcie. V8etky funkcie nepracujt priamo so siborom, ale namiesto toho bert
ako argument prud znakov, ¢o znamena, ze je ich mozne pouzit aj na retazce pismen,
¢o sa da vyuzit pri testovani, kde namiesto pomalého nacitavania zo stiboru, mame
retazec znakov zadrotovany v teste, uz pripraveny na nacitanie.

Na nacitanie je mozné pouzit napriklad funkciu read,regraphyile, ktoré ako jeden
zo svojich parametrov berie aj funkciu, ktoru zavola na graf ihned po jeho nacitani,
teda nie je potrebné cakat kym sa vSetky grafy nacitaja a hlavne ich nie je potrebné
mat vSetky v paméti.

Aj napriek tomu, Ze nemame v tmysle zapisovat v tomto formate, boli vytvorené

aj funkcie pre zapisovanie, najméa kvoli kontrole spravneho nacitania.

25
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Tabulka 4.1: Po¢ty multipolov podla poé¢tu tréiacich hran s menej ako 16 vrcholmi

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
8595 | 9538 | 72306 | 40134 | 211157 | 75968 | 311942 | 79873 | 272272
k| 10 11 12 13 14 15 16 17
51261 | 150376 | 20589 | 53125 | 4901 | 11289 | 552 1132

4.0.2 Rozdelenie multipoélov

Boli vygenerované kubické multipoly velkosti do 20 vrcholov. Po vygenerovani mul-
tipélov ich bolo treba rozdelit do viacerych suborov. Rozdelili sme ich podla poctu
tréiacich hran, po¢tu vrcholov a obvodu. Cheeli sme ich rozdelit aj podla cyklicke;
suvislosti, ale nemame algoritmus, ktory by ju pocital pre nekompletné grafy, ¢o sme

nechali ako otvoreny problém.



Zaver

Definovali a implementovali sme kanonicky tvar pre farebni mnozinu multipélu do
kniznice ba — graph. Taktiez sme vytvorili mensie programy, ktoré pouzivaju tito nova
funkcionalitu a vygenerovali mnohé grafy s malym poc¢tom vrcholov, kvoli ktorym sme
museli naprogramovat podporu pre novy formét ulozenia grafu. Dokonca sme napisali
aj testy, ktoré pokryvaja aspon zakladni funkctionalitu funkcii nového rozhrania.
Prirodzene, stéle je ¢o vylepSovat, stale je mozné upravit kod pre lepsiu citatelnost
¢i rychlost, napisat viacej testov, spisat viacej napomocnych komentarov k funkciam,
alebo dalsie mensie programy na demonstraciu. Napriek tomu mame doveru, Ze sme

splnili zadanie.
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