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Abstrakt

KLEMPA, Michal. Vyuºitie princípu MDL v strojovom u£ení [bakalárska práca]. Univerzita Ko-

menského v Bratislave. Fakulta Matematiky, Fyziky a Informatiky; Katedra Informatiky. �koli-

te©: Mgr. �ubo² Steskal. Bratislava, 2009. 30 s.

V práci sa venujeme zhlukovaniu a následne ad-hoc kódovaniu melodických obálok viet slovenského

jazyka. Cie©om práce je nájs´ základné typy priebehov melodických obálok viet pre potreby syntézy

re£i. Prostredníctvom ad-hoc kódov (ne)pravdepodobnostného MDL h©adáme globálne minimum

kódových d¨ºok pre zhlukované melodické obálky viet. Výsledkom práce je návrh na optimálne

po£ty a typy melodických obálok viet získaných zo zdrojových dát.

K©ú£ové slová MDL, ad-hoc coding, clustering, pitch contour
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Kapitola 1

Úvod

Aby na²e pokusy s MDL neboli len na generovaných umelých a celkom iste aj zbyto£ných dátach,

kontaktovali sme kolegov z Katedry informa£ných sietí �ilinskej univerzity, ktorí sa venujú vývoju

softvéru na syntézu re£i v sloven£ine. Ide o text-to-speech systém, zaloºený na konkatinatívnej

syntéze re£i. Systém najprv z krátkych re£ových úsekov poskladá slová a vety. Na spojené úseky

sa následne aplikujú prozodické vlastnosti: obálky melódie, hlasitosti. V tejto práci sa zaoberáme

analýzou melódie viet v slovenskom jazyku.

Pre ú£ely syntézy re£i chceme pozna´, aké rôzne melódie viet sa v slovenskom jazyku pouºívajú

naj£astej²ie. Kolegovie v �iline by chceli zisti´ aj to, £i náhodou neexistuje súvis medzi textovým

zápisom vety a melódiou, akou ju £lovek pre£íta. Hlavne sa zameriavajú na také znaky viet, ktoré

sa dajú z písaného textu získa´ pri syntéze: interpunk£né znamienka, po£ty slov a slabík.

Z nahrávok zvukov boli najprv kolegami zo �iliny získané priebehy melódií viet ([��]). Prie-

beh melodickej obálky vety je funkcia základnej frekvencie hlasu F0 £loveka od £asu ([PPTL98]).

Kolegovia dáta e²te upravili vyhladením plávajúcim váºeným aritmetickým priemerom a upravili

na jednotný diskrétny de�ni£ný obor (8 hodnôt frekvencie na slovo vo vete). S týmito dátami sa

pokú²ali o zhlukovanie.

Rýchlo v²ak narazili na problém: Ko©ko zhlukov vlastne existuje v skupine dát? Na tento

problém odpovedáme v tejto práci s vyuºitím princípuMDL (minimum description length). Najprv

dáta zhlukujeme algoritmom K-means a následne skúmame pre kaºdý po£et zhlukov, ako dobre

sa dajú dáta skomprimova´ s vyuºitím informácie o stredoch zhlukov (ako dobre stredy zhlukov

vyjadrujú regularitu dát). Venujeme sa verzii Crude MDL ([Grü07, kap.5]), pri ktorej je kód

rozdelený na dve £asti: kód modelu a kód dát. Model v na²om prípade je po£et a stredy zhlukov a

pomocou nich kódujeme (komprimujeme) dáta. O£akávame, ºe pre malý po£et zhlukov bude kód

pre dáta dlhý a pre model krátky; s pribúdajúcim po£tom zhlukov sa bude kód modelu zvä£²ova´

(musíme zakódova´ viac stredov) a kód dát zmen²ova´ (dáta su vo v²eobecnosti bliº²ie k svojim

stredom klastrov) aº £asom kód modelu bude prive©ký a kód dát uº nebude signi�kantne klesa´.

Po£et zhlukov, pre ktorý nastane globálne minimum sú£tu d¨ºok kódov pre model a dáta, ozna£íme

za �skuto£ný� po£et zhlukov existujúci v dátach.

Na²e kódy su navrhnuté ad-hoc (ako vºdy v prípade Crude MDL), metódy teda nemusia nutne

da´ správny alebo aspo¬ pozorovate©ný výsledok. Pri troche ²´astia môºeme tra�´ dobrý kód,
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ktorý vyuºije stredy zhlukov na zakódovanie celej série dát, skomprimuje tak dáta a ukáºe nám,

aký po£et zhlukov je �správny�.

Pre ú£ely aplikácie melódie viet do syntézy re£i, budú potom kolegovia zo �iliny v týchto

zhlukoch h©ada´ spolo£né znaky v texte viet. Rie²enie problému má aj pragmatické obmedzenie:

nechceme zisti´, ºe v dátach existuje príli² ve©a zhlukov. Je rozumné predpoklada´, ºe aj s malým

po£tom rôznych obálok viet, môºe syntetizátor znie´ hodnoverne. Navy²e, ve©a zhlukov by zna-

menalo ve©a práce pri analýze podobností textov a ve©a práce pri programovaní rozhodovacieho

algoritmu v syntetizátore. Tento problém rie²i MDL priamo vo svojej podstate a v Crude forme

je len na nastavení parametrov, ako ve©mi preferuje jednoduché modely, pred zloºitými.
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Kapitola 2

Melodická obálka vety

�lovek produkuje zvuky za pomoci svojich hlasiviek. Tie sú svalmi napínané na rôznu d¨ºku a

napätie. Tón vzniká prechodom vzduchu cez hlasivkovú ²trbinu, pri£om sa hlasivky rozkmitajú

na svojej rezonan£nej frekvencii (danej d¨ºkou a napätím). Tento tón sa ¤alej mení, zosil¬uje

a zoslabuje pod©a otvorenosti a zatvorenosti dutín a pier. Vo výsledku interferujú dva posunuté

signály: z nosa a z úst. [Ptá92, kap.8]

Kaºdý £lovek disponuje svojim základným hlasivkovým tónom (frekvenciou). Základný tón

hlasiviek £lovek v priebehu re£i mení, mimovo©ne pod©a emo£ného stavu, ale aj cielene pri prednese.

Tvar vlny tohto tónu bol pribliºne ur£ený (obrázok 2.1). Melodická obálka vety je daná zmenou

základného tónu v £ase ([PPTL98]). Pri vyjadrovaní otázky zvy£ajne re£ník vetu kon£í zvy²ovaním

tónu hlasu, teda zvy²ovaním svojej základnej hlasivkovej frekvencie F0. Pri iných vetách môºe by´

priebeh frekvencie F0 iný. Snaºíme sa identi�kova´ priebehy frekvencie F0 re£níka.

Ako dáta na tento ú£el slúºi nahrávka kniºky Cukor a so© re£ní£kou. Nahrávka je rozstrihaná

na vety, pri£om za vetu sa povaºuje úsek medzi interpunk£nými znamienkami. Teda aj súvetia sú

rozdelené na dve vety.

Ke¤ºe vlna hlasiviek má svoj typický tvar kopca a následnej dohry, je moºné v zvukovej na-

hrávke h©ada´ takéto vzory a periódy. Na identi�káciu základnej hlasivkovej frekvencie v £asových

bodoch nahrávky vety pouºili kolegovia zo �iliny program Praat. Na vypo£ítané priebehy hlasiv-

kovej frekvencie v £ase potom aplikovali vyhladzovanie, ke¤ºe pre ve©ký ²um sa niektoré hodnoty

(d¨ºky periód) výrazne li²íli od pomerne stáleho priebehu ostatných. Za melódiu vety sa potom

povaºuje diskrétna funkcia základnej hlasivkovej frekvencie F0 re£níka v £ase. ([��])

E²te pred samotným zhlukovaním a poskytnutím dát na na²e spracovanie, vykonali kolegovia

redukciu dimenzie dát, kedy z rádovo miliónov hodnôt funkcie melódie, na ktoré nemáme kapacity

na výpo£tove spracovanie, získali priemerovaním presne 8 hodnôt na jedno slovo vo vete. Vety sú uº

delené pod©a po£tu slov, £o nepovaºujeme za najlep²í prístup. Na skuto£né odhalenie zákonitostí

melódií viet, by sme sa rad²ej mohli pozera´ na v²etky vety s rôznou d¨ºkou, akurát po£et vzoriek

(dimenzia) by sme si ur£ili dostato£ne ve©ký, aby zachytil priebeh dlhej vety aj krátkej vety.

Protiargument na²ich kolegov zo �iliny je, ºe tak by sme moºno prive©mi zachytávali aj melodické

zmeny vo vnútri slov a nie celkový melodický charakter vety. Obmedzenie tohto triedenia dát je

dané.
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Obrázok 2.1: Pribliºný tvar vlny hlasivkového tónu, zdroj [Ptá92, s.54]

Pod©a ná²ho názoru e²te musíme poznamena´, ºe aj po úspe²nom zhlukovaní dát a následnom

vyuºití v text-to-speech systéme je moºné, ºe nedôjde k optimálnemu výsledku. Ke¤ºe text je na-

hovorený len jedným re£níkom, nedá sa ur£i´, ktoré zmeny melódie sa dajú prisúdi´ zákonitostiam

slovenského prejavu a ktoré zmeny melódie do prejavu vkladá re£ní£ka ako vlastné ²peci�kum.

Mohlo by sa sta´, ºe zvolená miera redukcie dimenzie nevystihuje zákonitosti slovenského preja-

vu, ale zachytáva aj prejav re£ní£ky. Naivne predpokladáme, ºe systém bude prejavom podobný

re£ní£ke.

Pri syntéze re£i prebehne proces melodizácie prejavu. Na vetu, poskladanú zo základných difém,

syntetizátor aplikuje jednu z predde�novaných melódií. To znamená, ºe v niektorých £asových

úsekoch d¨ºky periód roztiahne, inde zúºi, tak, aby melódia vety zodpovedala predde�novanej.
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Kapitola 3

Teoretická príprava

3.1 Zhlukovanie

3.1.1 Dáta

Dané dáta sú v tvare diskrétnych funkcií frekvencie hlasu v £ase. Ibaºe £as v tomto prípade

nadobúda hodnoty prirodzených £ísel t ∈ 1, 2, 3, .... Pretoºe pre n slovnú vetu bolo vy£íslených

presne 8n vzoriek, nie je dôleºité ako si hodnoty £asu ozna£íme. Kaºdá jedna veta v kniºke má svoje

presné pomenovanie (taxonomické zaradenie) v tvare: nov_01s0001v0001t04c_b_. �o znamená,

ºe ide o novelu £íslo 1, na strane 1 kniºky, veta v poradí prvá, má ²tyri slová a za£ína £iarkou a

kon£í bodkou.

Dáta (priebehy melódií) sú rozdelené pod©a po£tu slov do zloºiek a následne aj £iasto£ne pod©a

toho, akým znamienkom kon£ia - do súborov s názvom v tvare 1_o_obalky_f0_vyhladene.csv.

Formát súboru je ²tandardný - hodnoty oddelené bodko£iarkou: názov vety; y1; y2; . . . ; y8n (n je

po£et slov vo vete). Prvé £íslo v názve dátového súboru znamená po£et slov viet, ktoré sú v ¬om

uloºené, písmeno zna£í interpunk£né znamienko, ktorým sa veta kon£í. Ke¤ºe chceme skúma´ £i

sa náhodou dáta nerozpadnú do zhlukov pod©a znamienok, najprv sme v²etky dáta v jednej zloºke

(rovnaký po£et slov) spojili do jedného súboru, kde sme písmeno ozna£ujúce znamienko, ktorým

veta kon£í, zamenili za písmeno x. Na týchto dátach budeme robi´ na²e experimenty.

3.1.2 Zhlukovací algoritmus K-means

Na rozdelenie dát do zhlukov pouºívame algoritmus K-means, pre jeho jednoduchos´. Algoritmus

K-means má na vstupe jeden parameter (okrem dát na ktorých pracuje): k - po£et stredov (zhlu-

kov). Pojmom zhluk ozna£ujeme mnoºinu dát prislúchajúcu jednému stredu. Dáta sa snaºíme

rozdeli´ do k zhlukov, na základe metriky, ktorú si na dátach de�nujeme (v na²om prípade ²tan-

dardná euklidovská). Stredom zhluku je jeho ´aºisko, dáta v zhluku sú tie, pre ktoré je daný stred

najbliº²í zo v²etkých k stredov.

Algoritmus K-means nájde stredy (´aºiská) zhlukov aj rozdelenie dát (bodov) do zhlukov.
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Vstup: �íslo dim predstavujúce dimenziu bodov. �íslo N ∈ N reprezentujúce po£et dát. Po-

stupnos´ dát D = {Pi = (y1, . . . , ydim)}Ni=1. �íslo k ∈ N, reprezentujúce po£et zhlukov.

Výstup: Mnoºina R pozostávajúca z N · k prvkov. rij . Prvok rij vyjadruje, £i bod Pi patrí do

zhluku j (so stredom µ).

rij =

{
1 Pi patrí do zhluku j

0 inak

Postupnos´ stredov zhlukov S = {µj}kj=1.

Algoritmus: De�nujme si celkovú chybovú funkciu J :

J =
N∑
n=1

k∑
j=1

rij ||Pi − µj || (3.1)

kde µj je j-ty stred. Funkcia J vyjadruje celkovú chybu rozdelenia do zhlukov, je sú£tom v²etkých

euklidovských vzdialeností bodov od svojich stredov.

Cie©om je nájs´ také priradenie bodov k stredom a také stredové body, aby funkcia J bo-

la £o najmen²ia. V inicializa£nom kroku algoritmu vyberiemie k navzájom rôznych, náhodných

reprezentantov z dát, ktoré ozna£íme za prvotné stredy zhlukov.

�alej striedame dva kroky:

1. priradenie bodov k najbliº²ím stredom

2. nájdenie nových stredov

V 1. kroku pre kaºdý bod Pi nájdeme najbliº²í zo stredov. Nastavíme nové priradenie bodov do

zhlukov:

rij =

{
1 ak j = arg mink||Pi − µk||2

0 inak

V 2. kroku pre kaºdý zhluk nájdeme nové stredy, pri£om stredy vyrátame ako ´aºisko bodov

zhluku:

µj =
∑N
i=1 rij · Pi∑N
i=1 rij

Následne kroky striedame, aº kým sa pridelenie do zhlukov a polohy stredov nemenia. V kaºdom

kroku algoritmu sa hodnota chybovej funkcie J zmen²í, takºe algoritmus konverguje. Nie je v²ak

isté, ºe skonverguje do globálneho minima, preto ho treba zbieha´ vo viacerých iteráciách.

3.2 MDL

3.2.1 U£enie je kompresia

Princíp Minimum description length (minimálna popisná d¨ºka, skrátene MDL) sa snaºí rie²i´

problém predikcie (odhadu) budúcich dát na základe uº prijatých dát (strojové u£enie). Na �dob-

ré� odhadnutie budúcich dát sa snaºíme nájs´ v dátach zákonitosti. Napríklad sa pozrime na

nasledujúce postupnosti dát:

1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 (3.2)
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1 11 21 1112 3112 211213 312213 212223 114213 (3.3)

0 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 (3.4)

V postupnosti 3.2 ihne¤ vidíme jej zákonitos´: je generovaná postupným násobením predo²lého

£ísla dvojkou. Preto ná² prirodzený odhad nasledujúcich dát je, ºe budú dodrºova´ túto zákonitos´.

Postupnos´ 3.3 má tieº svoju zákonitos´, hoci nie na prvý poh©ad vidite©nú. Riadi sa jednodu-

chým pravidlom: ¤al²ie £íslo získame popísaním predo²lého detským spôsobom �Ko©ko jednotiek

je v predo²lom £ísle? Jedna jednotka, zapí²eme 11. Ko©ko dvojok? Trojok?�

Posledná postupnos´ je generovaná hodmi mincou, a akéko©vek na²e snahy objavi´ v nej záko-

nitos´ (ak je dostato£ne dlhá) musia zlyha´ [Grü07, p. 103].

Ako v²ak odhali´ regularitu postupnosti ak nie sme £lovek, ale po£íta£? Pod©a princípu MDL,

vieme kaºdú zákonitos´ postupnosti dát vyuºi´ na to, aby sme postupnos´ lep²ie skomprimovali.

Pozrime sa opä´ na postupnosti 3.2 a 3.3. V obidvoch je zákonitos´ rekurzívna a teda sa dajú

komprimova´ jednoducho, zapamätaním si iba poradového £ísla prvku. Ak teda máme komprimo-

va´ napríklad prvých stotisíc prvkov postupnosti, sta£í si pamäta´ iba £íslo 100 000 a nejaký popis

zákonitosti (ºe pre prvky xi postupnosti platí xi = 2i).

Ak vieme postupnos´ dobre komprimova´, na²li sme v nej nejaké zákonitosti, ktoré potom

pouºijeme na odhad nasledujúcich dát.

Univerzálny jazyk, ktorým vieme opísa´ aj £íslo 100 000 aj zákonitos´ postupnosti, je ©ubovo©ný

programovací jazyk. Sta£í napísa´ program, ktorý vypí²e prvých 100 000 prvkov postupnosti a

potom skon£í. Takých programov existuje nekone£ne ve©a a iste je z nich niektorý (alebo nieko©ko)

najkrat²í (napríklad v miere po£tu znakov kódu). D¨ºku najkrat²ieho takého programu nazývame

Kolmogorovská zloºitos´ postupnosti.

Najlep²ím odhadom zákonitostí v postupnosti je potom program s najmen²ou Kolmogorov-

skou zloºitos´ou. Av²ak vo v²eobecnosti najkrat²í program, ktorý vypí²e na²u postupnos´ a skon£í

nevieme algoritmicky nájs´. Preto v praktickom MDL pouºívame omnoho obmedzenej²ie formy

popisu dát postupnosti. Formou popisu dát máme na mysli kód, ²peciálne pre na²e úvahy mys-

líme dekódovate©ný kód. Je len na nás, £o ozna£íme za d¨ºku popisu jedného dáta, pod©a toho,

aký kód zvolíme. Ak je to výhodné pre výsledky bádania, môºeme za d¨ºku popisu povaºova´

napríklad d¨ºky vektorov alebo ve©kos´ alokovanej pamäte v ktorej si dáta pamätáme, prípadne

iné extravagantné veli£iny.

3.2.2 Hypotéza

Pozrime sa na nasledujúci problém: Na vstupe máme dáta vo forme usporiadaných dvojíc Pi =

(xi, yi). Chceme odhadnú´ hodnoty nasledujúcich dát. Máme k dispozícii N doteraz prijatých dát

(na obrázku 3.1). V obrázku 3.1 sme dáta interpretovali ako body roviny. Vidíme, ºe rozloºenie

bodov v rovine nie je náhodné. Body sa zhlukujú v okolí svojho ´aºiska s nejakou priemernou

vzdialenos´ou. Ak chceme odhadnú´ pozíciu nasledujúceho bodu, je rozumné predpoklada´, ºe bude

takisto blízko ´aºiska uº prijatých bodov a ºe jeho vzdialenos´ od ´aºiska nebude príli² rozdielna

od priemernej.

Ak máme navrhnú´ algoritmus, ktorý bude prijíma´ dáta z rovnakého zdroja, a má odhadova´

hodnoty ¤al²ích dát, pouºijeme na to predpoklad: dáta (body) �padajú� do kruhového okolia
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Obrázok 3.1: N doteraz prijatých dát
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´aºiska T a udrºujú si istú, �malú� vzdialenos´ od ´aºiska.

Povaºujme d¨ºku vektora Pi − 0 za d¨ºku popisu dáta (bodu), pri na²ej snahe skomprimova´

dáta by sme sa logicky snaºili zmen²i´ hodnoty x-ových a y-ových súradníc bodov. Ke¤ºe body

sa zhlukujú okolo ´aºiska, vyuºijeme túto zákonitos´ na kompresiu. Miesto zapisovania sekvencie

dát kódom zo zadania (dvojice súradníc), rozdelíme kód na dve £asti:

• Kód hypotézy

• Kód dát

Pojem hypotéza ozna£uje zákonitos´ dát. Slovo hypotéza je namieste, pretoºe nepoznáme skuto£ný

zdroj dát (skuto£ný generátor). Vyslovili sme iba hypotézu, ºe dáta sa vyskytujú v okolí ich ´aºiska.

Skúmajme dáta hlb²ie. Na základe histogramu vzdialeností bodov od ´aºiska na obrázku 3.3

vyslovíme ¤al²iu hypotézu, ºe histogram vzdialeností bodov od stredu zodpovedá normálnemu roz-

deleniu pravdepodobnosti. Zave¤me v rovine polárnu sústavu súradníc s po£iatkom T a nulovým

smerom P1 − T . Na základe histogramu uhlov bodov od nulového smeru na obrázku 3.2 môºeme

vyslovi´ aj hypotézu, ºe rozloºenie uhlov bodov zodpovedá rovnomernému rozdeleniu pravdepo-

dobnosti.

Pre kompresiu pouºijeme spojenú hypotézu o dátach: Dáta sa správajú tak, akoby boli gene-

rované s nejakým pevným stredom, v polárnej sústave súradníc s rovnomerne náhodne vybraným

uhlom a pod©a normálneho rozdelenia náhodne vybranou vzdialenos´ou od stredu.

Ke¤ºe nepoznáme generátor dát, iba sledujeme a analyzujeme, ako sa dáta správajú, nemôºeme

vedie´, £i dáta sú naozaj generované pod©a na²ej hypotézy; a keby aj, nemôºeme vedie´, aký stred

sa pri generovaní pouºíva, aký parameter variancie normálneho rozdlenia sa pouºíva. Môºeme v²ak

tieto parametre, pre ú£ely kompresie, získa´ z doteraz prijatých dát (´aºisko aj varianciu vieme z

dá´ po©ahky zráta´).

Na²a spojená hypotéza má teraz dva parametre: stred, variancia. Kód pre hypotézu bude

kódova´ tieto dva parametre.

Kód pre dáta vyuºije zákonitosti: sta£í kódova´ uhol a vzdialenos´ od stredu v polárnych

súradniciach. V £asti 3.2.6 uvedieme ako vyuºi´ na kompresiu pravdepodobnostné rozdelenie.
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Obrázok 3.2: Histogram uhlov dát
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Obrázok 3.3: Histogram vzdialeností dát od ´aºiska
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Poznámka: Pre úplnos´ by sme mali kódova´ aj znenie hypotézy. Pre ú£ely MDL v²ak toto nie

je potrebné. Akýko©vek kód tejto informácii pridelíme, jeho d¨ºka nebude závisie´ od po£tu dát a

teda je pre ú£ely odhadnutia zákonitosti v dátach irelevantná. Môºeme predpoklada´, ºe enkodér

aj dekodér sú ²pecializované na na²u hypotézu.

Vyvstáva v²ak problém s kódom pre parametre hypotézy. Ak miera d¨ºky kódu je d¨ºka vektora,

ako kódova´ varianciu? Jedno z rie²ení je zvoli´ univerzálny jazyk pre hypotézu aj dáta - bitový

kód. Aj tak v²ak musíme kód hypotézy ladi´ ad-hoc tak, aby sme dosiahli dobré výsledky. Viac

sa tomuto problému venujeme pri jednotlivých metódach, ktoré sme na reálne dáta pouºili.

3.2.3 Model

Hypotéze s konkrétne dosadenými parametrami hovoríme bodová hypotéza. Pojmom model ozna£u-

jeme mnoºinu bodových hypotéz, spravidla viazanú spolo£nou charakteristikou jej £lenov - napríklad

rovnaký po£et parametrov.

Napríklad v prípade dát reprezentovaných polynómami, môºeme za hypotézu ozna£i´ �polynóm

n-tého stup¬a�. Parametre hypotézy sú koe�cienty polynómu. Jednotlivé modely sú: polynómy 1.
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Obrázok 3.4: Over�tting: funkcia 3 + 2 log2(x) + ²um, regresia metódou najmen²ích ²tvorcov:

lineárna, polynóm 2-stup¬a, polynóm 10-stup¬a
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stup¬a, 2. stup¬a, 3. stup¬a. . . A v²etky polynómy (bodové hypotézy) tvoria triedu modelov.

V príklade z predo²lej £asti by sme za hypotézu mohli prirodzene povaºova´ nami spojenú

hypotézu a model z hry úplne vynecha´. Roz²írme v²ak tento príklad o moºnos´, ºe dáta sa zhlukujú

v k zhlukoch, teda okolo k rôznych stredov. Pojmom hypotéza ozna£íme �dáta sa zhlukujú okolo

k stredov�. Bodová hypotéza je mnoºina konkrétnych k bodov roviny (stredov). Modelom je £íslo

k, teda po£et stredov, ktorými moºno dáta dobre reprezentova´.

3.2.4 Over�tting

Dostávame sa k druhému problému, ktorý sa MDL snaºí rie²i´. Over�tting je názov pre situáciu,

kedy dáta na²ou hypotézou vyjadrujeme aº tak presne, ºe nezachytávame zákonitos´ dát, ale aj ²um

v dátach. Príklad s polynómami je na obrázku 3.4. V prípade, ºe zvolíme príli² presnú, komplexnú

hypotézu (model), môºeme dosiahnu´ síce nulovú chybu v reprezentácii dát � a teda kompresiu na

úrovni d¨ºky kódu hypotézy, bez akéhoko©vek kódu pre dáta � ale na²a hypotéza zrejme zlyhá v

predpovedaní ¤al²ích dát.

Problém over�ttingu sa MDL snaºí rie²i´ svojou podstatou: pri malej komplexnosti modelu

(krátky kód pre hypotézu) je pravdepodobné, ºe dáta nevystihuje tak dobre; s rastúcou komplex-

nos´ou modelu rastie d¨ºka kódu pre hypotézu, ale klesá d¨ºka kódu pre dáta, pretoºe komplexnej²í

model (napr. polynóm vy²²ieho stup¬a) dáta lep²ie vystihne; v nejakom momente rastúca kom-

plexnos´ modelu zabezpe£í opätovný nárast súhrnnej d¨ºky kódu. Tak vznikne globálne minimum
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súhrnnej d¨ºky kódu, a je len na dizajnérovi kódov, aký trade-o� medzi komplexnos´ou modelu

a kompresiou dát potrebuje.

3.2.5 �tandardné kódy

Pre ¤al²iu prácu potrebujeme tri ²tandardné kódy: uniformný, Shannonov, kód pre celé £ísla.

Za£nime uniformným kódom. Ak nejaké dáta alebo iné kódované veli£iny nadobúdajú kaº-

dú z N hodnôt s pravdepodobnos´ou 1
N , najvýhodnej²ie je zakódova´ ich pomocou uniformného

(rovnomerného) kódu. Kaºdá hodnota dostane rovnako dlhý kód, pretoºa kaºdá hodnota má rov-

nakú pravdepodobnos´ výskytu v dátach. Optimalizujeme tak najkrat²í worst-case, teda aby vºdy

v tom najhor²om prípade sme mali £o najkrat²í kód. Máme N rôznych hodnôt, takºe kód pre

kaºdú hodnotu bude ma´ d¨ºku dlog2(N)e. �o je mimochodom len a len in²tancia Shannonovho

kódu.

Shannonov kód nad pravdepodobnostným rozdelením pride©uje kódové slová d¨ºky d− log2 P (x)e,
pri£om tieto d¨ºky sú nanajvý² 1 bit od optimálneho kódu. Kon²trukciu kódu aj dôkaz jeho �com-

petetitive optimality� nájde £itate© v [CT06, kap.5]. Nám bude sta£i´ pouºíva´ d¨ºku kódu, a vedie´

pri tom, ºe je najlep²í pre potenciálne nekone£nú postupnos´ dát.

Celé £íslo n kódujeme tak, ºe na jeden bit uloºíme znamienko. Následne pripo£ítame 1 a £íslo

n+ 1 zakódujeme (aby sme zachytili aj £íslo 0). Zakódova´ ho môºeme napríklad tak, ºe nájdeme

jeho vyjadrenie v binárnej sústave. D¨ºka tohto kódu je L = dlog2(n)e. Aby sme dekóderu e²te

pred narazením na tento kód povedali, ko©ko ¤al²ích bitov musí pre£íta´, aby dostal £íslo, zapí²eme

pred tento kód e²te sekvenciu L jednotiek a jednu nulu. Kód pre £íslo 27 bude: 27 = 110112 to je

5 bitov, takºe pre�x je 111110, dokopy je kód:

111110|11011

s d¨ºkou:

dlog2dlog2(n)ee+ 1 + dlog2(n)e

Tento kód môºme rekurzívne asymptoticky zlep²i´. Zakódujme informáciu, ºe treba pre£íta´ 5

bitov ako £íslo v binárnej sústave a aº tomuto £íslu dáme pre�x: 1110|101|11011. �o je o jeden bit

viac ako v predo²lom, av²ak pre rastúce n je tento kód asymptoticky lep²í, jeho d¨ºka je

dlog2dlog2dlog2(n)eee+ 1 + dlog2dlog2(n)ee+ dlog2(n)e

Túto �ntu budeme opakova´ aº pokým nedosiahneme d¨ºku pre�xu 1. D¨ºku takého kódu ozna£íme

L∗ a získavame ju algoritmicky postupným logaritmovaním.

3.2.6 De�nície MDL

Crude two-part MDL

Pojem Crude two-part MDL ozna£uje verziu MDL pracujúcu s kódom zloºeným z dvoch kódov:

kód pre hypotézu, kód pre dáta. Pri£om oba kódy volí dizajnér ad-hoc pod©a problému, ktorý

rie²i. Informatívna de�nícia Crude two-part MDL adaptovaná pod©a [Grü07, p.14]:
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De�nícia 1 (Crude two-part MDL) Nech H1,H2, . . . sú kandidujúce modely (napr. Hγ je

mnoºina polynómov stup¬a γ). Bodovú hypotézu (t.j. hypotéza s konkrétne dosadenými para-

metrami) H ∈ H1 ∪ H2 ∪ . . ., ktorá najlep²ie vystihuje dáta, nájdeme minimalizovaním sú£tu

L(H) + L(D|H), kde

• L(H) je d¨ºka bitového kódu pre hypotézu

• L(D|H) je d¨ºka bitového kódu pre dáta s vyuºitím hypotézy H

Najlep²í model vystihujúci dáta D je najmen²í (najmenej komplexný) z modelov obsahujúcich naj-

lep²iu bodovú hypotézu H.

Hoci Grünwald obmedzuje svoje postupy na bitový kód, my sa venujeme aj intuitívnym kódom

a porovnávame výsledky s bitovými kódmi.

Simplistic two-part MDL

Pre ú£ely zavedenia simplistic MDL obmedzíme kódy, ktoré môºeme pouºi´ na zakódovanie dát

na pre�xové. Vyhneme sa tak rie²eniu problémov so znakom ukon£ovania kódového slova a na²e

kódy môºu by´ slobodne jednorozmerné (pre�xový bitový kód). Hypotézy obmedzíme na pravde-

podobnostné rozdelenia, tým získame optimálny kód pre dáta na základne pravdepodobnostného

rozdelenia s d¨ºkou ([CT06, s.127�130])

− log2 P (D|H)

Pri£om necelo£íselné d¨ºky kódov nám nebudú prekáºa´, pretoºe v celkovom sú£te d¨ºok bude

rozdiel oproti celo£íselným maximálne 1 bit [Grü07, s.97]

De�nícia adaptovaná z [Grü07, p.139]:

De�nícia 2 (Simplistic two-part MDL) Nech M = ∪k≥1M(k) je mnoºina pravdepodobnost-

ných parametrických rozdelení ur£ených k parametrami z k priestorov parametrov Θ(1),Θ(2), . . ..

Ak pre v²etky k je mnoºina Θ(k) kompaktom, diskretizujeme ju uniformnou mrieºkou s d¨ºkou

dielika 1
2d na mnoºinu stredov dielikov Θ(k)

d . Potom kód L(H) pre bodovú hypotézu má d¨ºku:

L(H) = kd+ L∗(k) + L∗(d)

kde kd je po£et bitov pre zakódovanie kaºdého parametra na d bitov. Celé £ísla k, d kódujeme

²tandardným kódom pre prirodzené £ísla.

Ak aspo¬ jeden, napr. i-ty, z priestorov parametrov je otvorený alebo neohrani£ený, diskretizu-

jeme ho uniformnou mrieºkov na jeho podintervale [ai, bi]; ai ∈ Z, bi ∈ Z s d¨ºkou dielika bi−ai

2d na

mnoºinu stredov dielikov Θ(k)
d . Nech priestory Θ(1), . . . ,Θ(j), kde j ≤ k nie sú kompakty, potom

kód L(H) pre bodovú hypotézu má d¨ºku:

L(H) =
j∑
i=1

L∗(|ai|) + L∗(|bi|) + 2j + kd+ L∗(k) + L∗(d)

kde pre kaºdý parameter z nekompaktu kódujeme interval moºných hodnôt parametrov ako dve

celé £ísla ai, bi pre ktoré pridáme 2j bitov ako informáciu o ich znamienkach. Ostatné priestory

Θ(j+1), . . . ,Θ(k) diskretizujeme uniformnou mrieºkou.
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Bodová hypotéza najlep²ie vystihujúca dáta je daná parametrom k, a parametrami

(θ1, θ2, . . . , θk) ∈ (Θ(1)
d ,Θ(2)

d , . . . ,Θ(k)
d )

ktoré nájdeme minimalizáciou súhrnnej d¨ºky kódu:

L(H) + L(D|H)

Minimalizujeme vzh©adom na parameter presnosti d, resp. aj ai, bi (v prípade nekompaktných

priestorov parametrov).

Pouºime de�níciu na príklade. Dáta D vyzerajú by´ generované (alebo dobre aproximovate©né)

pravdepodobnostným rozdelením P , ktoré má funkcionálny tvar s dvoma (k = 2) parametrami:

α, β. Parameter α je vºdy z intervalu [0, 4] (priestor Θ(1) = [0, 4]), parameter β je ©ubovo©né reálne

£íslo (priestor Θ(2) = R). Priestor Θ(1) je kompaktom, takºe na jeho diskretizáciou pouºijeme

uniformnú mrieºku s d¨ºkou dielika 4−0
2d = 4

2d . Hodnotu parametra α zaokrúhlime na najbliº²í

stred dielika mrieºky a zakódujeme pozíciu dielika. Po£et dielikov na intervale je:

4− 0
4
2d

= 2d (3.5)

Takºe na zakódovanie pozície dielika potrebujeme d bitov, pretoºe existuje práve 2d rôznych pozícií

(ktoré zoradíme a pridelíme im kódy v poradí).

Analogicky diskretizujeme aj priestor Θ(2). Aplika£ne nájdeme hranice [a, b], tak, aby celkovú

d¨ºku kódu minimalizovali, pri£om a, b sú celé £ísla a d¨ºka kódu na ich zakódovanie je

L∗(a) + L∗(b) + 2
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Kapitola 4

Metódy pouºité na dáta

Popí²eme v²etky postupy, ktoré sme s cie©om získa´ výsledok na dátach odskú²ali. V poradí

sú to: dve �naivné� crude formy MDL a následne 4 pravdepodobnostné simplistic MDL metódy

kombinované s crude formou.

V prvom rade si musíme odpoveda´ na otázku: £o je zaujímavé? alebo: £o chceme o dátach

vedie´? Základná otázka, ktorú si poloºili uº kolegovia zo �ilinskej univerzity znie: Ko©ko rôznych

typov melódií sa nachádza v týchto dátach? Preloºené do re£i dát je to otázka, aký je �správny�

po£et zhlukov v týchto dátach. Preto prvé, £o sme z uvaºovania o dátach vylú£ili, bolo poradie

dát v dátových súboroch. Okrem toho, ºe nevieme, £i je poradie zachované s poradím viet v

£ítanej knihe, nemáme v dátach nijak zachytený kontext ostatných viet. Vieme iba interpunk£né

znamienka, ktorými vety za£ínajú a kon£ia, nepoznáme väzby medzi vetami (napríklad: tieto dve

vety tvoria súvetie, po tejto vete kon£í odstavec, a základné: táto veta má túto ako predchodcu a

túto ako nasledovníka), nepoznáme ani náladu, pocit alebo iné zafarbenie viet závisiace od kontextu

v ktorom sa nachádzali. Pre takéto dáta nemá zmysel uvaºova´ o ich poradí v dátových súboroch,

máme jednoducho mnoºinu funkcií de�novaných na diskrétnych de�ni£ných oboroch.

�o má zmysel bra´ do úvahy, je po£et stredov zhlukov v dátach, a to, ako vy²²í po£et vyuºi´

na lep²iu kompresiu dát. Formalizujme na²e dáta a základné crude MDL, ktoré na ne pouºijeme.

Dáta Dáta tvoria postupnos´ D = {yi}Ni=1 kde yi = (yi1, yi2, . . . , yidim); yi∗ ∈ R. Pri£om dimen-

zia dim je daná dátami ako osemnásobok po£tu slov vety. Po zhlukovaní algoritmom K-means, s pa-

rametrom k - po£et stredov, máme aj informáciu o stredoch: S = {si}ki=1; si = (s0, . . . , sdim); si ∈
R a informáciu o príslu²nosti jednotlivých dát ku zhlukom: R = {rij}N,ki=1,j=1, kde rij , vyjadruje,

£i dáto yi patrí do zhluku s £íslom j (a stredom sj).

4.1 Crude MDL

Na²e základné MDL pozostáva z vyuºitia zákonitosti dát, ºe sa zhlukujú pri k stredoch. Nepoznáme

e²te správne k, ale pre rôzne k sme algoritmom K-means na²li stredy zhlukov S a informáciu

o príslu²nosti dát k zhlukom. Hypotéza, ktorú máme o dátach je, ºe pomocou stredov vieme dáta

komprimova´ tak, ºe miesto dát si sta£í pamäta´ iba rozdiel dát od stredu. Formálnej²ie:
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Nech D sú príchodzie dáta, nech k je po£et stredov zhlukov, nech S je mnoºina stredov, nech R

je mnoºina vyjadrujúca príslu²nos´ dát ku zhlukom. Hypotéza H je, ºe v dátach existuje k stredov.

Samotné polohy stredov a £íslo k sú parametrami hypotézy. Vzh©adom na £íslo k vieme bodové

hypotézy rozdeli´ do modelov s rovnakým parametrom k. Ná² cie© je vybra´ najlep²í model, teda

mnoºinu bodových hypotéz s konkrétnym k. Na to, musíme pod©a de�nície 1 nájs´ pre kaºdý

model najlep²iu bodovú hypotézu. Na nájdenie bodovej hypotézy, teda na nájdenie stredov S, pre

pevne zvolené k pouºívame opä´ MDL (K-means v podstate implementuje my²lienku MDL). Dáta

kódované za pomoci hypotézy H majú tvar rozdielu od stredov, t.j.:

D|H = {dyi}
N
i=1 ;dyi = yi −

k∑
j=1

rijsj (4.1)

Zvo©me pevne k a h©adajme iba mnoºinu stredov S. Popis hypotézy H zvolíme ako nulový,

vieme aké pevné k skúmame. D¨ºka popisu nájdených stredov nie je zaujímavá, pretoºe h©adáme

optimálne stredy na popis dát (nie trade-o� stredy). Za d¨ºku popisu dát kódovaných pomocou

stredov vezmeme euklidovskú d¨ºku vektora:

L(D|H) =
N∑
i=1

||dyi|| (4.2)

Za d¨ºku popisu stredov vezmeme nulovú d¨ºku. Potom minimalizujeme súhrnnú d¨ºku:

L(H) + L(D|H) = 0 +
N∑
i=1

||dyi||

vzh©adom na parametre - stredy S s pevne zvoleným k. Presne túto úlohu pre nás rie²i algoritmus

K-means opísaný v 3.1.2.

Takto sme na²li a uloºili stredy zhlukov. Nastáva £as h©adania správneho modelu. Hypotéza

pozostáva z £ísla k a mnoºiny S. Najlep²iu bodovú hypotézu pre kaºdé k máme nájdenú, musíme

vybra´ správne k. Na to potrebujeme ur£i´ nejaké kódovanie dát a hypotézy. Nasledujú rôzne

kódovania hypotézy a rôzne spresnenia hypotézy v poradí v akom sme nimi skú²ali dáta zdola´.

4.1.1 Metóda �lozof

Predstavme si �lozofa, ktorý ºije v priestore s dimenziou dim. Takýto �lozof môºe vektory tohto

priestoru bali´ do krabíc a naklada´ na ©o¤. Priestor, ktorý vektormi zaberie, bude sú£et d¨ºok

týchto vektorov. Kód pre dáta bude kód 4.1. Kód pre stredy navrhnime analogický, najprv nájdeme

´aºisko samotných stredov:

T s =
1
k

k∑
i=1

si

a potom stredy kódujeme analogicky k 4.1:

{si − T s}ki=1 (4.3)

Samotné ´aºisko stredov kódujeme ako vektor od po£iatku. �íslo k kódujeme ako vektor

(k, 0, 0, 0, . . .). D¨ºka kódu pre hypotézu je:

L(H) = ||T s||+
k∑
i=1

||si − T s||+ k (4.4)
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V sú£te je d¨ºka kódu

||T s||+
k∑
i=1

||si − T s||+ k +
N∑
i=1

||dyi|| (4.5)

S týmto kódom sme dosiahli výsledky ako na obrázkoch 4.1 a 4.2. Ako vidie´, darislo sa mu celkom

dobre.

Obrázok 4.1: Výsledok MDL metódy: �lozof, na 3-slovných vetách
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Obrázok 4.2: Výsledok MDL metódy: �lozof, na 3-slovných vetách, súhrnná d¨ºka kódu
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4.1.2 Metóda jednorozmerný �lozof

Analogicky k viacrozmernému �lozofovi, ak dáta posiela jednorozmerný �lozof, znamená to, ºe vie

vlastne posla´ £íslo aj so znamienkom a stojí ho to d¨ºku absolútnej hodnoty z £ísla. K d¨ºke

hypotézy musíme prida´ aj dimenziu dim, aby dekódujúci �lozof vedel, po ko©ko £íslach má prúd

striha´. D¨ºka kódu bude:

|T s|+
k∑
i=1

|si|+ k + dim+
N∑
i=1

|dyi| (4.6)

kde absolútnu hodnotu vektora po£ítame ako:

|y| =
dim∑
j=1

|yj |

Tento spôsob kódovania uº nefungoval tak dobre, ako je vidno na obrázkoch 4.3 a 4.4

Obrázok 4.3: Výsledok MDL metódy: 1 rozmerný �lozof, na 3-slovných vetách
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4.2 Simplistic MDL

Ke¤ºe prvé dve metódy nás neuspokojili, pustili sme sa do ¤al²ieho experimentovania s dátami.

Z histogramu na obrázku 4.5 sme usúdili, ºe je moºné dáta reprezentova´ normálnym rozdelením

pravdepodobnosti. Ná²e základné crude MDL: stredy + dáta roz²írime tak, ºe na dáta aplikujeme

e²te jedno simplistic MDL, a ad-hoc nie£o podobné pouºijeme aj na kódovanie hypotézy crude

£asti. Spravíme akési zloºenie (vnorenie) crude MDL �stredy + dáta� a simplistic MDL �dáta

pochádzajú z normálneho rozdelenia�. Dáta budeme kódova´ pod©a de�nície 2.

4.2.1 Metóda Gauss

Máme dáta v tvare 4.1, zabudnime na to, ºe sú to vektory, zapí²me vektory za seba a pozerajme

na postupnos´ súradníc ylN ·diml=1 . Hypotéza Hg je, ºe postupnos´ £ísel je generovanú zdrojom - nor-
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Obrázok 4.4: Výsledok MDL metódy: 1 rozmerný �lozof, na 3-slovných vetách, súhrnná d¨ºka

kódu
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Obrázok 4.5: Histogram hodnôt súradníc vektorov dyi: na 3-slovných vetách, 4 zhluky
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málnym rozdelením pravdepodobnosti. Nájdeme parametre rozdelenia najlep²ie reprezentujúceho

postupnos´, nájdením priemeru µ a variancie σ2 postupnosti [Bis06, p.93].

µ =
1
N

N ·dim∑
l=1

yl (4.7)

σ2 =
N ·dim∑
l=1

(yl − µ)2 (4.8)
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Kód dát teraz bude pozostáva´ z Shannonovho kódu pre jednotlivé súradnice, pri£om d¨ºka kódu

jedného £ísla x je

− log2 P (x)

kde P (x) je pravdepodobnos´ výskytu x v normálnom rozdelení danom parametrami µ, σ2. D¨ºku

cez v²etky dáta ozna£ujeme

− log2 P (D|Hg) (4.9)

Kód hypotézy Hg obsahuje kódovanie dvoch parametrov rozdelenia: stred a variancia. Oba

parametre sú neohrani£ené a preto musíme pod©a de�nície 2 kódova´ maximum a minimum pre

kaºdý parameter ako celé £ísla. Ke¤ºe chceme pomocou intervalu [a, b] zakódova´ vºdy len jedno

£íslo, sta£í kódova´ len minimum, dekóder uº vie, ºe maximum b je vºdy b = a+ 1. Nech

a1 = bµc

a2 = bσ2c

D¨ºka kódu hypotézy Hg je:

L∗(d) + L∗(|a1|) + L∗(|a2|) + 2 + 2d (4.10)

dvojka pochádza z kódovania dvoch znamienok pre a1, a2. 2d sú dva, d bitov dlhé, kódy vyme-

riavajúce pozíciu v mrieºkach. Po£et parametrov k = 2 rozdelenia nemusíme kódova´ (chýba £len

L∗(2), pretoºe pouºívame rozdelenie s pevným po£tom parametrov, a na tom sa enkóder a dekóder

dohodnú dopredu.

�alej musíme kódova´ hypotézu H: súradnice stredov, ktoré kódujeme najprv crude formou

ako 4.3 a následne, pouºijeme na súradnice diskretizáciu mrieºkou s rovnakou presnos´ou d ako

pouºívame na diskretizáciu parametrov rozdelenia. Nájdeme minimum a a maximum b cez v²etky

súradnice v²etkých stredov (pod stredmi sa teraz uº rozumie ich rozdiel od ´aºiska T s). Poloºíme

mrieºku s d¨ºkou dielika 2−d. Zakódujeme minimum a maximum pomocou kódu pre celé £ísla

a samotné súradnice, zaokrúhlené na pozície stredov dielikov mrieºky, dostanú uniformný kód.

E²te musíme zakódova´ dimenziu dim, aby dekóder vedel, kde sú oddelené vektory, po£et stredov

k (presnos´ d sa kóduje v pravdepodobnostnej £asti, netreba ju kódova´ dva krát). D¨ºka kódu

hypotézy H je:

L∗(k) + L∗(dim) + L∗(a) + L∗(b) + k · dim · d (4.11)

Celková d¨ºka kódu je sú£et 4.11 + 4.10 + 4.9:

L∗(k) + L∗(dim) + L∗(a) + L∗(b) + k · dim · d
+L∗(d) + L∗(|a1|) + L∗(|a2|) + 2 + 2d

− log2 P (D|Hg)

(4.12)

Pri tejto metóde by sme pod©a de�nície 2 mali minimalizova´ d¨ºku kódu vzh©adom na d a hranice

a, b, a1, a2. Hranice a1, a2 sa nedajú ¤alej zmen²ova´. Hranice a, b sú tieº pevne dané rozsahom

súradníc stredov. Ostáva nám moºnos´ hýba´ parametrom d a tým akoby ur£ova´ sklon grafu d¨ºky

hypotézy, ako vidie´ na obrázkoch 4.6 a 4.8. Pod©a de�nície pre £isto pravdepodobnostné hypotézy

nás Grünwald navádza vybra´ za správnu tú hodnotu parametra d, kde dosiahneme aj najmen²iu
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d¨ºku súhrnného kódu. To by v²ak znamenalo vybra´ d = 2 (pri£om pri tejto presnosti prestáva

Gaussove rozdelenie dobre vystihova´ dáta - stred a variancia sú príli² zaokrúhlené mrieºkou) a

pri nízkych hodnotách d dostávame výsledok 39 zhlukov (resp. potenciálne viac). Je moºné, ºe v

dátach skuto£ne existuje omnoho viac zhlukov, av²ak rie²ime trochu aj aplika£ný problém, musíme

nájs´ dostato£ne dobrý dostato£ne malý po£et zhlukov. Tento problém zatia© nechávame otvorený,

na konci kapitoly navrhujeme rie²enie na aplika£ný problém.

Obrázok 4.6: Výsledok MDL metódy: gauss, na 3-slovných vetách, parameter d = 16
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Obrázok 4.7: Výsledok MDL metódy: gauss, na 3-slovných vetách, parameter d = 16, súhrnná

d¨ºka kódu
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Obrázok 4.8: Výsledok MDL metódy: gauss, na 3-slovných vetách, parameter d = 64
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Obrázok 4.9: Výsledok MDL metódy: gauss, na 3-slovných vetách, parameter d = 64, súhrnná

d¨ºka kódu
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4.2.2 Metóda Gauss pre kaºdý stred

Na¤alej skú²ame nájs´ zákonitosti v dátach. Skúsili sme si nakresli´ aj histogram súradníc dát pre

jednotlivé zhluky (stredy). O£akávame, ºe pre jednotlivé stredy môºe by´ rozptyl dát od stredu

rôzny a preto aj parametre normálneho rozdelenia budú lep²ie zodpoveda´ skuto£nému rozloºeniu

dát. V kompresii by sme potom dostali o £osi krat²ie kódy, lebo pravdepodobnostné rozdelenia

lep²ie vystihnú dáta. A ke¤ uº skúmame pre kaºdý stred, mali by sme skúma´ aj pre kaºdú

súradnicu. Nakreslili sme histogramy súradníc pre kaºdý stred a kaºdú súradnicu, nie je priestor

uvádza´ viac obrázkov, aspo¬ jeden ilustratívny je na obrázku 4.10

21



Obrázok 4.10: Histogram hodnôt súradníc y: na 2-slovných vetách, 8 zhlukov, 4. zhluk, súradnica
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Ke¤ºe histogramy nevyzerali zle na predpoklad dim-dimenzionálneho normálneho rozdelenia

pre kaºdý stred, vytvorili sme ¤al²ie tri metódy: gauss_stred - rozdelenie cez v²etky súradnice

pre kaºdý stred, gauss_ndim - rozdelenie pre kaºdú súradnicu (dim-dimenzionálna superpozícia)

cez v²etky stredy, a napokon gauss_stred_ndim - rozdelenie pre kaºdú súradnicu a kaºdý stred.

O£akávame d¨ºku popisu dát v poradí od najvä£²ej po najmen²iu: gauss, gauss_stred, gauss_ndim,

gauss_stred_ndim.

Opí²eme v krátkosti prvú metódu gauss_stred. Crude £as´ kódujeme rovnako ako v predo²lom,

s d¨ºkou 4.11. Nebudeme meni´ ani kód pre jednu in²tanciu normálneho rozloºenia, iba zakódujeme

k in²tancií. Potrebujeme k priemerov a k variancií:

µj =
N∑
i=1

dim∑
l=1

rijyil (4.13)

σ2
j =

N∑
i=1

dim∑
l=1

rij(yil − µj)2 (4.14)

Dostaneme tak kód pre dáta (pod©a k normálnych rozdelení):

k∑
i=1

− log2 P (D|Hg
i ) (4.15)

A kód pre k hypotéz Hg:

L∗(d) +
k∑
i=1

(L∗(|a1
i |) + L∗(|a2

i |)) + 2k + 2kd (4.16)

Celkový kód je teda:

L∗(k) + L∗(dim) + L∗(a) + L∗(b) + k · dim · d
+L∗(d) +

∑k
i=1(L∗(|a1

i |) + L∗(|a2
i |)) + 2k + 2kd∑k

i=1(− log2 P (D|Hg
i ))

(4.17)
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Pod©a o£akávaní nám d¨ºka kódu dát v experimentoch vy²la v²eobecne men²ia ako v metóde Gauss.

Stále v²ak ostáva parameter d a aplika£ný problém známy uº z £asti 4.2.1 Jeden z výstupov metódy

je na obrázku 4.11

Obrázok 4.11: Výsledok MDL metódy: gauss_stred, na 2-slovných vetách, parameter d = 32
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Obrázok 4.12: Výsledok MDL metódy: gauss_stred, na 2-slovných vetách, parameter d = 32,

súhrnná d¨ºka kódu
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4.2.3 Metóda Gauss cez kaºdú súradnicu

Rozdiel oproti metóde Gauss je len v tom, ºe jednorozmerné normálne rozdelenie nahradíme su-

perpozíciou dim rozdelení. Pod©a [Bis06, p.93] na nájdemie dim-rozmernej hustoty potrebujeme
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nájs´ kovarian£nú maticu vektorov dát. Spôsob jej h©adania, vlastnosti a ¤al²ie podrobnosti sú nad

rámec tejto práce. Preto sa venujeme len implementácii tejto (aj nasledujúcej) metódy s pomocou

predprogramovanej funkcie cov v kniºniciach. Samotnú kovarian£nú maticu zah¯¬ame do kódu

hypotézy Hg ¤al²ím ad-hoc kódovaním. Podobne ako stredy zhlukov, nájdeme aj v kovarian£nej

matici minimum am a maximum bm, poloºíme mrieºku, opä´ s pouºitím rovnakej presnosti d ako

na ostatné diskretizácie. D¨ºka kódu hypotézy Hg sa zmení v dvojici parametrov, tie zameníme za

d¨ºku kódu diskretizovanej kovarian£nej matice a d¨ºku kódu pre priemer µ. Vektor µ získame:

µj =
N∑
i=1

rijyi (4.18)

D¨ºka kódu pre dáta:

− log2 P (D|Hg) (4.19)

Kde Hg je superpozícia rozdelení ur£ená diskretizovanou kovarian£nou maticou.

Kód pre kovarian£nú maticu má d¨ºku:

L∗(d) + L∗(|akov|) + L∗(|bkov|) + 2 + d · dim2 (4.20)

Kde 2 pochádza z kódovania znamienok hraníc akov, bkov. Rozmery kovarian£nej matice sú dim2

a kaºdé £íslo v nej má d bitov, takºe celkový kód pre pozície v mrieºke má d¨ºku d · dim2

Kód pre vektor µ má d¨ºku:

L∗(|aµ|) + L∗(|bµ|) + 2 + d · dim (4.21)

Celkový kód je teda:

L∗(k) + L∗(dim) + L∗(a) + L∗(b) + k · dim · d
+L∗(d) + L∗(|akov|) + L∗(|bkov|) + 2 + d · dim2

+L∗(|aµ|) + L∗(|bµ|) + 2 + d · dim
+

∑k
i=1(− log2 P (D|Hg

i ))

(4.22)

Pri tejto metóde sa za£ali objavova´ numerické problémy pri zaokrúh©ovaní na diskrétnu mrieº-

ku. Niekedy sa stalo, ºe zaokrúhlením sme získali delenia nulov pri po£ítaní determinantu matice.

Zdá sa v²ak, ºe tento model je uº príli² komplexný, kód pre hypotézu bol pomerne dlhý.

Výsledok metódy je na obrázku 4.13

4.2.4 Metóda Gauss cez kaºdú súradnicu pre kaºdý stred

Rozdiel oproti metóde Gauss-stred je v tom, ºe jednorozmerné normálne rozdelenia nahradíme

superpozíciou dim rozdelení. Potrebujeme k stredov a k kovarian£ných matíc, av²ak stredy sú

nulové vektory - tak sme dáta zhlukovali, nepotrebujeme ich ani kódova´. Kód pre kaºdú z k

kovarian£ných matíc pouºijeme rovnaký ako 4.20. D¨ºka kódu pre dáta:

k∑
j=1

− log2 P (D|Hg
j ) (4.23)
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Obrázok 4.13: Výsledok MDL metódy: gauss_ndim, na 5-slovných vetách, parameter d = 16
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Obrázok 4.14: Výsledok MDL metódy: gauss_ndim, na 5-slovných vetách, parameter d = 16,

súhrnná d¨ºka kódu

208000

210000

212000

214000

216000

218000

220000

222000

224000

226000

228000

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38

D
¨º
k
a
k
ó
d
u

Po£et zhlukov

Simplistic MDL, gauss_ndim, presnos´: 16

model+data

Kód pre k hypotéz Hg zah¯¬a kovarian£né matice:

L∗(d) +
k∑
j=1

(L∗(|akovj |) + L∗(|bkovj |)) + 2k + kd · dim2 (4.24)

Celkový kód je teda:

L∗(k) + L∗(dim) + L∗(a) + L∗(b) + k · dim · d
+L∗(d) +

∑k
j=1(L∗(|akovj |) + L∗(|bkovj |)) + 2k + kd · dim2

+
∑k
i=1(− log2 P (D|Hg

i ))

(4.25)
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D¨ºky kódov pred dáta boli vo v²eobecnosti najmen²ie zo v²etkých metód. Av²ak ukázalo sa, ºe

kódovanie kovarian£ných matíc je ve©kým bremenom a súhrnné d¨ºky kódov nadobúdali minimum

spravidla pre 1 zhluk - následne uº komplexnos´ modelu �prebila� regularitu dát.

Navy²e pre numerické problémy so zaokrúhlením na mrieºku dopadlo ve©a hodnôt v delení

nulou. Metóda sa tak stala vlastne nepouºite©nou. Výsledok metódy je na obrázku 4.15

Obrázok 4.15: Výsledok MDL metódy: gauss_stred_ndim, na 1-slovných vetách, parameter d =

32
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Obrázok 4.16: Výsledok MDL metódy: gauss_stred_ndim, na 1-slovných vetách, parameter d =

32, súhrnná d¨ºka kódu
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4.2.5 Aplika£ný problém

Aplika£ný problém ná²ho MDL skúmania dát spo£íva v tom, ºe je celkom dobre moºné, ºe v dátach

prirodzený �správny� po£et stredov neexistuje, alebo ºe je vä£²í ako na²e praktické obmedzenie.

H©adáme tak skôr druhý najlep²í, alebo akceptovate©ne dobrý po£et stredov a nie ideálny. Aby sme

tento problém rie²ili, vyskú²ali sme trénova´ rôzne metódy simplistic MDL (�lozo� nemajú ºiadne

menné parametre, nie je na nich £o ladi´) na pokusných, testovacích dátach. Naprogramovali sme

generátor pokusných dát. Generujú sa s nejakým po£tom stredov, majú tvar polynómov a jed-

notlivé za²umené (Gaussovským ²umom) dáta rôznych stredov sa prekrývajú. Na tieto dáta sme

spú²´ali rovnaký proces analýzy, najprv K-means, ktorý na²iel stredy ve©mi podobné syntetickým

stredom, £o môºeme vidie´ na obrázku 4.17

Obrázok 4.17: Syntentické stredy a stredy nájdené algoritmom K-means
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Následne sme sa snaºili naladi´ parameter d pre kaºdú metódu na syntetické dáta tak, aby

dávala správny výsledok. Av²ak, pre rôzne testovacie dáta sme dostali rôzne intervaly moºných

hodnôt d, dokonca aj bez prieniku. Vyskú²ali sme e²te skúma´ úplne syntetické dáta: dáta, pri

ktorých sa zhluky vôbec neprekrývajú. Algoritmus K-means na²iel správne stredy a skú²ali sme

MDL. Ako vidie´ na obrázku 4.18, d¨ºka kódu dát spo©ahlivo klesá aº po dosiahnutie správneho

po£tu stredov. Kaºdý ¤al²í stred pridaný algoritmom K-means je iba over�tting a nezlep²í d¨ºku

kódu dát. D¨ºka kódu hypotézy naproti tomu lineárne stúpa s po£tom stredov. Parameter d má na

správanie výsledku takýto vplyv: £ím vä£²ia presnos´ d, tým ostrej²ie rastie d¨ºka kódu hypotézy

(presnej²ia diskretiza£ná mrieºka) a tým lep²ie klesá d¨ºka kódu dát. Ibaºe d¨ºka kódu dát sa uº

pri malej hodnote d = 4 zastabilizuje a pre vä£²ie d uº parametre rozdelenia nie sú kódovaná ove©a

presnej²ie. V podstate d ovplyv¬uje v na²om prípade (na²ich in²tanciách kódov) najmä sklon d¨ºky

hypotézy.

Pri prezeraní obrázkov pre stúpajúce d sme dostali nasledujúci nápad, ako rie²i´ ná² aplika£ný

problém. Ak d stúpa, rastie síce hodnota hypotézy, ale správny po£et zhlukov ako minimum sú£tu

d¨ºok kódov odoláva pomerne ²irokému intervalu parametra d (od 2 do 64). Pri prive©kom d uº

d¨ºka kódu hypotézy �prebije� aj prudko klesajúcu d¨ºku kódu dát. Mohli by by´ �správne� po£ty

zhlukov tie po£ty, ktoré dobre odolávajú rastúcemu d? Je najsprávnej²í po£et zhlukov ten, ktorý

pre najviac rôznych hodnôt d je minimom funkcie? Zdá sa nám, ºe táto úvaha je celkom logická

a neskor²ie skúmania, ktoré spomíname vo výsledkoch to len potvrdzujú. Úvaha si v²ak pýta
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Obrázok 4.18: Výsledok MDL metódy: gauss_ndim, na 2-slovných syntetických dátach, parameter

d = 32
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dôslednej²ie formalizovanie.
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Kapitola 5

Záver

Naprogramovali sme prostredie pre zbiehanie zhlukovania a MDL v jazyku python. Navrhli sme, a

následne aj vyskú²ali rôzne formy Crude MDL aplikova´ na dáta - melodické obálky viet. Na vznik-

nutý aplika£ný problém sme navrhli praktické, aplikované rie²enie. Pôvodne poloºenú otázku, ko©ko

zhlukov sa nachádza v dátach sme £iasto£ne zodpovedali - ´aºko moºno súdi´ kvalitu aplikovaného

rie²enia. Pre potreby syntézy re£i je táto odpove¤ ve©mi dobrá, o samotných dátach totiº ´aºko

nie£o predpoklada´ a cie© nebol nájs´ ideálnu odpove¤, ale odpove¤, ktorá sa dá pri syntéze pouºi´.

Praktický výsledok je teda navrhnutie správneho rozdelenia do zhlukov pre kolegov zo �iliny, ktorí

tento výsledok pouºijú pri syntéze re£i. Odovzdávame im celý projekt, so zdrojovými kódmi, touto

prácou, grafmi a dátovými súbormi. Budeme s nimi ¤alej spolupracova´ na rie²ení ¤al²ích otázok,

prípadne na vylep²ení rie²enia.

Metódy gauss_ndim (£as´ 4.2.3) a gauss_stred_ndim (£as´ 4.2.4) sa ukázali ako over�tting,

samotný kód pre hypotézy bol príli² dlhý, hoci sme objavili viac regularít v dátach. Tieto dve

metódy nám nakoniec rozumný výsledok nepovedali. Na²e doteraj²ie pokusy s upravenou metódou

�lozof (£as´ 4.1.1) a metódou gauss (£as´ 4.2.1) ukazujú, ºe metódy sa na správnom výsledku

zhodnú. Je moºné, ºe pre ú£ely získania optimálneho po£tu zhlukov nie je vôbec potrebné skúma´

pravdepodobnostné rozdelenie dát kódovaných pomocou stredov. Odpovede v rozsahu ±1 od

metódy �lozof a gauss nám dala aj metóda gauss_stred (£as´ 4.2.2).

V ¤al²ej práci je moºné sa venova´ formalizácii aplika£nej úvahy z £asti 4.2.5. Po prevedení

v²etkých metód, si myslíme, ºe lep²ie neº normálne rozdelenie pravdepodobnosti dáta vystihuje

Student-t, pretoºe dáta majú ´aºké chvosty. V práci by sa dalo pokra£ova´ aj vyskú²aním EM

algoritmu na zhlukovanie (inicializovaného pomocou algoritmu K-means) a následne Student-t

rozdelenie v MDL £asti aplikácie.
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