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Tato préaca sa zaoberd cyklovymi pokrytiami v grafoch a ich vlastnostami.

Poukazujeme v nej na suvis réznych pohladov na ten isty problém.
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Predhovor

Problematika cyklovych pokryti v grafoch je relativne zndmou v oblasti tedrie
grafov. Riesi otazku, ako je mozné pokryt graf suborom cyklov tak, aby
boli splnené nejaké podmienky. Postupom casu sa tedria obohatila o nové
poznatky, smery, ktorymi sa v stcastnosti vyskum v tejto oblasti ubera.
Otazka cyklovych pokryti zasahuje do oblasti, ako toky v grafoch, farbenie
grafov a pod.

Cyklové pokrytia grafov, ako oblast skimania tedrie grafov som si vybral,
pretoze ma tento predmet zaujal a chcel som obohatit svoje vedomosti o

vyskum v podobe bakalarskej prace.
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Ciel prace

Témou dvojitych cyklovych pokryti sa zacali zaoberat v 70. rokoch 20. sto-
roc¢ia Seymour a Szerkes, ktori formulovali zdkladnt hypotézu tejto teorie.
Od toho ¢asu sa rozvinula do réznych podoéb a nasou snahou bude urobit
akysi prehlad jednej vybranej podoby tejto teorie, porovnat ju s ostatnymi

a overit platnost zadanej hypotézy na konkrétnej triede grafov.

1.2 Terminolégia a oznacenia

Kruznica. Suvisly graf s vSetkymi vrcholmi stupna 2.
Cyklus. Graf s v8etkymi vrcholmi parneho stupna.

Karteziansky suéin grafov (OJ). Karteziansky suc¢in GOH grafov G, H je
graf s
V(GDH) = {'U1U2 | U1 € V(G),’UQ S V(H)}



E(GOH) = { (uwo,zy)|(u = z a (v,y) € E(H)),
alebo ((u,z) € E(G) av=y) }.

Dvojité cyklové pokrytie (CDC). Hovorime, 7Ze graf G ma CDC préve
vtedy, ked ma sibor kruznic C(G) taky, Ze kazda hrana z G lezi prave v
dvoch kruzniciach z C(G).

Malé dvojité cyklové pokrytie (SCDC). Hovorime, Ze graf G ma SCDC
prave vtedy, ked ma CDC a plati, ze |C(G)| < |[V(G)].

Dvojité pokrytie cestami (PPDC). Hovorime, ze graf G ma PPDC préve
vtedy, ked ma stubor ciest P(G) taky, Ze kazda hrana z G lezi v prave dvoch
cestach z P(G) a kazdy vrchol z G je koncovym vrcholom v prave dvoch ces-
tach z P(G). Pod vlastnostou byt koncovym vrcholom nejakej cesty myslime,

ze ak mame cestu vy, v, ..., vy, tak jej koncovymi vrcholmi su v; a v,.
PouZivané oznacenia

Kruznicu o dlzke n budeme oznacovat, ako C,,. Cestu dlzky n oznaéime, ako
P,, strom ako T.

Majme graf GOH. Uvazujme, ze V(H) = {vy,va,...,v,}. Kdpiou grafu G
nazyvame graf G*, 0 <14 < n, pre ktory plati, ze u € V(G) — uv; € V(G?) a
tiez, ze (z,y) € E(G) — (zv;,yv;) € E(G"). Obdobné oznacenie bude platit
aj pri kopiach grafu H v grafe GOH a tiez oznacenie kopie cesty (kruznice)
P e G (C € G) v grafe GOH budeme oznacovat podla prislusnosti cesty
(kruznice) konkrétnej kopie napriklad grafu G7, ako PS¢ (C¢"). Ak v texte
nebudeme pouzivat aj kopie grafu H, tak si toto oznacenie zjednodusime na

Pt (C"). Kopie vrcholov budeme oznacovat, ako v°.

Oznacenie G ~ H hovori, ze grafy G a H st navzajom izomorfné. To zna-
mena, ze ak ,premenujeme” vrcholy jedného grafu, vhodnym spdsobom, tak

budu totozné.



K,,» oznaCuje kompletny bipartitny graf. Potom oznacenim V(K,,,) =
(A, B) myslime jeho delenie na 2 ¢asti a plati V(K,,,) = AUB, ANB =)
a E(G) = {(u,v)|ue A v e B}.

Nech G je graf, ktory ma PPDC P. Graf A(P) je multigraf, ktory ma rov-
nakt mnozinu vrcholov, ako G. Pre vsetky P € P, A(P) mé hranu medzi
dvoma koncovymi vrcholmi P. Uvedomme si, ze A(P) je 2-pravidelny multi-
graf a teda je jednoduché orientovat hrany z A(P) tak, aby pre kazdy vrchol
v € A(P) platilo, ze d* (v) = d~(v) = 1, ak d*(v) je pocet hran konciacich v v
a d—(v) je pocet hran za¢inajucich v v. Je jednoduché potom tuto orientéciu
hran premietnut do grafu G, kde kazda cesta P € P ma rovnaki orienta-
ciu, ako jej asociovand hrana v A(P). Takéto orientovanie ciest nazyvame

vyvdZené. Ak P~ je orientovana cesta, tak P je opacne orientovand cesta.



Kapitola 2
Hypotézy

Najskor v tejto kapitole uvedieme zakladné hypotézy a vety , ktoré nam

pribliZzia danu problematiku. TaktieZ sa pokusime nac¢rtnut savis medzi nimi.

2.1 Hypotéza CDC

Hypotéza 2.1 Kazdy bezmosty graf md systém cyklov (t.j. podgrafov s pdr-
nymi stupniami) taky, Ze kaZdd hrana je v prdve dvoch cykloch vo systéme.
(Kazdy bezmosty graf ma CDC.)

Tuto hypotézu formulovali v 70. rokoch nezavisle od seba Szerkes a Seymour,
pricom autorstvo sa CastejSie pripisuje Seymour. Szerkes vyslovil hypotézu
CDC pre kubické grafy, ktora je ekvivalentna s hypotézou CDC. V sicast-
nosti sa povazuje za jeden z najzévaznejsich otvorenych problémov v teorii
grafov. V postupe pri rieseni hypotézy CDC pre rozne triedy grafov sa ¢asto
vyuzivaju znalosti z oblasti tokov, ako napriklad nikde nulovy 4-tok, alebo

podobne znalosti z oblasti problémov zafarbitelnosti hran ur¢itym poctom
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Obr. 2.1: Kompletny graf K5 a CDC s po¢tom cyklov 5

farieb (napriklad 3-zafarbitelnost). Jeden mozny pristup pri dokazovani hy-
potézy CDC by mohlo byt aj napriklad ukazanie, ze kazdy graf obsahuje
redukovatelni konfiguraciu, podgraf, ktory moZe byt nahradeny mensim pod-
grafom. Vo vSeobecnosti sa podarilo ukazat, Zze problém CDC sa d& redukovat

na kubické grafy, ktoré niest 3-zafarbitelné (tzv. snarky).

2.1.1 Hranové grafy

V praci [MS01] bolo ukazané, ze dokazovanie hypotézy CDC pre hranové
grafy je rovnako tazké, ako dokazovanie hypotézy CDC pre dvojsuvislé grafy.
Taktiez bolo ukazané, ze ak ma graf G CDC, tak aj L(G) ma CDC.



2.1.2 Planarne grafy

Stenové dvojité cyklové pokrytie (FCDC) grafu G je definované, ako subor
kruznic taky, ze ak G je topologicky dvojsuvisly rovinny graf, t.j. rovinny
graf s danym rovinnym nakreslenim, tak pre kazdu stenu S; grafu G plati, ze
hrany incidentné so stenou S; tvoria kruznicu K; a plati ze K; patri FCDC.
Nakol'ko kazda hrana grafu G je incidentna prave s 2 stenami, tak patri 2
kruzniciam z FCDC a teda FCDC je CDC. Uvedomme si, ze dvojsivislost
nam zaruci, ze kazdéa hrana je incidentna prave s 2 stenami, resp. vobec fakt,

ze kazda hrana lezi na nejakej kruznici grafu G.

2.2 Hypotéza PPDC
Hypotéza 2.2 KazZdy jednoduchy graf mda PPDC.

Tuto hypotézu dokazal Li v [Li90]. Dolezitou vlastnostou PPDC, vd'aka kto-
rej ma zmysel sa s nim zaoberat je, ze ak mame graf G bez izolovanych
vrcholov, tak vzdy existuje PPDC grafu G také, Ze ziadna cesta z daného

PPDC nemé dlzku 0.

2.3 Hypotéza SCDC

Hypotéza 2.3 KazZdy jednoduchy bezmosty graf na n vrcholoch mad dvojité
pokrytie kruznicami, pricom kruZnic je najviac n — 1. (KaZdy jednoduchiy
bezmosty graf ma SCDC.)



Obr. 2.2: Petersenov graf a PPDC.

Pri rieseni hypotézy CDC vyvstala automaticky otézka, ¢i je mozné nejako
ohranicit pocet cyklov v dvojitom cyklovom pokryti grafu. Tuto hypotézu
(SCDC) nacrtol Bondy a dnes je stale otvorend, pretoZze niektoré grafy na
n vrcholoch vyzaduju v svojich CDC najmenej n — 1 kruznic a zaroven nie
je zatial znamy jednoduchy graf na n vrcholoch, ktory by vyzadoval viac,
ako n — 1 kruznic vo svojom najmensom CDC. Medzi grafy, ktoré vyzaduju
najmenej n — 1 kruznic patria napriklad kompletné grafy, ¢o vyplyva z na-

sledovnej vety.

Veta 2.1 Majme graf G, ktory mda CDC. Pocet kruznic v tomto CDC' bude

minimdlne maximdlny stupern grafu.

Dokaz.

Majme teda graf G. Nech v € V(G) a plati, Ze v ma maximalny stupen

d(v) = n. Potom vieme, Ze kedZe kazda hrana incidentna s v je v CDC prave
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Obr. 2.3: Petersenov graf a SCDC s po¢tom cyklov 5

dvakrét a plati, ze kazdé kruznica z CDC obsahuje bud dve hrany incidentné

s v, alebo Ziadnu, tak pocet kruznic v CDC bude minimalne 27" = n, o je

zaroven maximalny stupen grafu. Wl

Poznamka: V texte sa objavuji striedavo pojmy cyklus a kruznica. Uve-
domme si, Ze nakol'ko CDC nema $pecifikovany pocet kruznic v pokryti grafu,
mozeme pouzivat pri vyslovovani hypotézy pojem kruznice namiesto cyklu.
V hypotéze SCDC to vSak neplati a tak pre SCDC budeme pouzivat pojem
kruznice. Uvedomme si tiez, preco je hypotéza zamerana na jednoduché grafy.
Ak by sme mali graf G s nasobnymi hranami, kde |V (G)| < d(v) Av € V(G),
tak je zrejmé, ze CDC bude mat najmenej |V (G)| kruznic. Vyuzili sme pred-

chadzajicu vetu o minimalnom pocte CDC.



2.3.1 Hranové grafy

Bolo dokazané, ze hranovy graf lubovolného grafu bez vrchola stupia 2 ma
SCDC. Uvadzame niekol'ko viet ohfadom SCDC na hranovych grafoch.

Veta 2.2 Ak T je strom neobsahugici 2-most, tak L(T) md SCDC. [MS01]
Veta 2.3 Pre vsetky n > 2 L(K,) md SCDC. [MS01]

Veta 2.4 L(K,,,,) mda SCDC pre m,n > 1 okrem pripadu, ked {m,n} =
{1,2}. [MS01]

Veta 2.5 Ak G je plandrny graf neobsahujici 2-most, tak L(G) md SCDC.
[MS01]
2.3.2 Planarne grafy

Hoci sme v predchadzajucej sekcii ukazali, ze FCDC je CDC, pre SCDC to
neplati. Ak totiz G je jednoduchy dvojsuvisly planarny graf na n vrcholoch
obsahujici viac, ako 2n — 3 hréan, tak plati, Ze G ma najmenej n stien. Pred-
chadzajuce vyplyva z Eulerovho vzorca (|V(G)| — |E(G)| + s = 2), kde s je

pocet stien v grafe.
Veta 2.6 Maximdlne plandrne grafy maji SCDC. [Sey93]
Toto st jednoduché planarne grafy, kde kazdé stena formuje trojuholnik.

Veta 2.7 4-suvislé plandrne grafy maji SCDC. [Sey93]



2.3.3 Karteziansky sucin grafov

Tato trieda grafov sa zda byt v istom zmysle idealnou, pretoze pri dokazovani
SCDC pre graf z tejto triedy mozeme ¢asto vyuzit poznatky z PPDC. V
nasledujucej kapitole uvedieme dokaz, ktory, ako aj dokazy nasledovnych

viet, sa o PPDC opieraju.
Veta 2.8 GOP, md SCDC. [NS08]

Veta 2.9 GOP, pre k > 3, md SCDC ak G md SCDC. [NS08]

Veta 2.10 Nech G je n vrcholovy graf bez izolovangch vrcholov a nech G mad
SCDC. Potom pre lubovolny strom T, GAOT ma SCDC. [NS08/

Veta 2.11 Nech G je graf na n vrcholoch bez izolovanich vrcholov. Potom

pre vsetky k > 2, GUCsy, md SCDC s 2n kruznicami. Navyse, ak G md
SCDC, tak GOCy,_1 md SCDC' s najviac 3n — 1 kruznicami. [NSO8]

2.4 Dalsie hypotézy

Hypotéza 2.4 (5-CDC) Kazdy bezmosty graf mad systém cyklov S taky, Ze
|S| <5 a kazdd hrana je prdve v dvoch cykloch.

Hypotéza 2.5 (5-CDC) (ind formuldcia) KaZdy bezmosty graf md dvojité
pokrytie kruznicami také, Ze kruzZnice je mozné zafarbit 5 farbami tak, Ze

kazZdd hrana je v prave 2 kruzniciach réznej farby.

Predchadzajuce dve hypotézy s ekvivalentné.

10



Kapitola 3
Aplikacia

V tejto kapitole ukdzem sivis medzi triedou hranovych grafov kompletnych

bipartitnych grafov a triedou kartezidnskych su¢inov grafov.

3.1 Hranové grafy a kartezidnsky sicin grafov
Veta 3.1 L(K,,,) ~ K,,0K,.

Dokaz.

Nech V(K,,,) = (A,B) a |A| = m, |B| = n. A = {ay,0aq,....,an}, B =
{b1,ba, ..., b, }.

Potom

V(L(Kmn)) = {(a1,b1), (a1, bs), ..., (a1, by), (ag, b1), ...(am, by) }

E(L(Kmn)) = {((z1,41), (€2, y2))| 71 = w2 X0r Y1 = o}

11



Nech |V (K,,)| = m, |[V(K,)| = n. Nech V(K,,) = {c1,¢2,...cin}, V(K,) =
{di,ds, ...,d,}.

Potom
V(L(KmDKn)) = {Cldl, Cldg, ceey Cldn, ngl, ...Cmdn}

E(L(K,O0K,)) = {(x1y1, x2y2)| £1 = xa XOr Y7 = Y2 }.

Zjavne existuje bijektivne zobrazenie ¢((a;, b;)) = ¢;d; pre vietky 1 <i < m,
1 < j < n. KedZe bijektivne zobrazenie z mnoziny vrcholov na mnozinu
vrcholov nie je ni¢ iné, ako tzv. ,premenovanie” vrcholov, tak plati, ze grafy
L(Kp,,) a K, 0K, st izomorfné a teda L(K,,,) ~ K,0K,. R

3.2 Karteziansky siucin a SCDC

Veta 3.2 K,, mda SCDC s n — 1 hamiltonovskymi kruznicami.
Konstrukény dokaz tejto vety sa da najst v [Bon90b|.

Veta 3.3 GUH ma SCDC, ak G a H maji SCDC a ak plati, Ze aspon jeden

z grafov G, H md v nejakom svojom SCDC hamiltonovski kruznicu.

Dokaz.

Dokaz je z velkej casti podobny dokazu vety 2.11. Bez ujmy na vSeobecnosti
uvazujme, ze H mé SCDC s hamiltonovskou kruznicou C. Nech P(G) je
PPDC grafu G. Dalej len P. Nech P je vyvazené. Nech |G| = n.

Uvazujeme 2 pripady:

12



|C| = 2k. Nech @ € P je cesta, ktora ma koncové vrcholy p a ¢q. Nech pre
0 <i<2k—1, Q ma koncové vrcholy p' a ¢'. Potom
Co=Q""U{"¢'}uQ" U PP U™ U{’uQ ™ U {p’p'}U
U Q2 U {21y U Q%1 U {100,

Potom Cj, je kruznica v GOC a Cp = {Cy|Q € P} je stubor n kruznic, ktoré
dvakrat pokryvaju vietky hrany z G%, 0 < i < 2k — 1 a raz vSetky hrany z
CH' 0 < i< n—1.Zjavne nam ostava pokryt 2k — 2 kruznic zo SCDC v
grafe H v kazdom z grafov H', 0 < i < n — 1. Dostavame tak (2k —2)n +n

kruznic, ¢o je zjavne menej, ako 2kn.

|C'| = 2k — 1. Potom
Co=Q" U{""tu" u{PP’uR™ U{uR* U {p’p'Iu
U QQk—S(— U {ka—3p2k‘—2’p2k—2p0}.

Potom Cg je kruznica v GOC a Cp = {Cy|Q) € P} je subor n kruznic, ktoré
dvakrat pokryvaju vietky hrany z G%, 0 < i < 2k — 3 a raz vietky hrany z
CH' 0 <i<n—1. Kedze G ma SCDC, tak dostavame dalsich n — 1 cyklov,
spolu teda 2n — 1 cyklov. Zjavne nam ostava pokryt 2k — 3 kruznic v kazdom
z grafov H', 0 < i < n — 1. Dostavame tak (2k —3)n+2n—1=2kn—n—1

kruznic, ¢o je menej, ako (2k — 1)n. B

Veta 3.4 K,,0K, md SCDC pre m,n > 1 okrem pripadu, ked {m,n} =

(1,2},

K,OK; ma SCDC trivialne.
KUK, = K,,.d1P,, m > 1 ma SCDC, ¢o je zrejmé z 2.8.

K,,OK,, m,n > 3 ma SCDC, ¢o vyplyva z predchédzajicich viet. B

13



Veta 3.5 L(K,,,,) mda SCDC pre m,n > 1 okrem pripadu, ked {m,n} =

{1,2}.

Vyplyva z viet 3.1 a 3.4. &

14



Kapitola 4
Zaver

V tejto préaci sme urobili zhrnutie poznatkov o malych cyklovych pokrytiach
na planarnych grafoch, hranovych grafoch, kartézskych sicinov grafov, nacrtli
sme suvislosti medzi hypotézami a skonstruovali dokazy viet 3.1, 3.3, 3.4, 3.5,
¢im sme napriklad overili platnost hypotézy SCDC pre kartézsky sucin grafov,

ako je to uvedené v kapitole 3.
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