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Abstrakt

V tejto praci sa zaoberdme modelmi externej paméte, ktoré vystihuju hierarchické
paméate v dnesnych vypoctovych systémoch. Konkrétne uvadzame takzvany cache-
oblivious model, ktory pre isté problémy dosahuje optiméalne vysledky bez znalosti pa-
rametrov tejto paméatovej hierarchie. Pre tento model uvadzame niekolko algoritmov
a datovych struktur, hlavne B-stromy, spolu s analyzou poc¢tu pamatovych presunov.
Napokon v poslednej casti prace popisujeme funkcionalitu a pouzivanie vizualizacii
vytvorenych ako sicast tejto prace.

Vysledkom prace su vizualizacie pre niekolko vybranych cache-oblivious datovych
struktur, ktoré s implementované ako rozsirenie aplikacie Gnarley Trees, ktora vznik-
la ako sucast bakalarskej prace Jakuba Kovaca v roku 2007. Na prilozenom CD sa

nachédza zdrojovy kéd a spustitelnd verzia tejto aplikacie.

KrUCoVE SLOVA: ddtové Struktury, pamétova analyza, cache, cache-oblivious, vizu-

alizécia
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Abstract

In this thesis we consider models of external memory, which capture the hierarchical
memory used in today’s computer systems. In particular we describe the so called
cache-oblivious model which for some problems achieves optimal results without the
need to know the parameters of this memory hierarchy. We describe several algorithms
and data structures in this model, primarily B-trees, together with analysis of their
memory transfers. In the last part we describe the features and usage of visualizations
created as a part of this work.

The result of this thesis is visualization of several selected cache-oblivious data
structures implemented as an extension of the Gnarley Trees application, which was
created as a part of bachelor’s thesis by Jakub Kova¢ in 2007. The attached CD

contains source code and executable version of this application.

KEYWORDS: data structures, memory analysis, cache, cache-oblivious, visualizations
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Uvod

Pri tvorbe efektivnych algoritmov sa najcastejsie zaujimame o c¢asovu zlozitost a pri-
padne aj paméfovu zlozitost. To dosahujeme analyzou v takzvanom RAM modeli, v
ktorom je pristup k datam v paméti povazovany za operaciu vykonatelni v konstant-
nom case. V pripadoch, ked pracujeme s velkym objemom dat, ktoré si uloZzené na
médiu s velkou kapacitou ale nizkou pristupovou rychlostou, vsak tento model prestava
vystihovat realitu.

V skutoc¢nosti vSak nemusi ist priamo o velmi velké objemy dat a pomalé média.
Rozdiely v pristupovych rychlostiach medzi vyrovnavacou paméfou na procesore a
hlavnou operacnou paméfou st dostatocne velké na to, aby sa nam v praxi oplatilo
minimalizovat pocet presunov aj medzi nimi. Ich velkost je pritom radovo len niekolko
kilobajtov, ¢o je castokrat podstatne menej ako objem spractivanych dat a nemozeme
teda predpokladat, ze k tymto pomalym pristupom neddéjde.

Dolezitym faktorom teda moze byt aj pocet tychto paméatovych operacii. Tie maja
priamy vplyv na vysledni c¢asovi zlozitost, a preto je vyhodné minimalizovat mnozstvo
zapisov a ¢itani z pomalého tloziska a snazit sa vyuzivat prave rychlu vyrovnavaciu
pamat.

Klasickym pristupom v tychto pripadoch st takzvané cache-aware algoritmy, ktoré
poznaju presné parametre paméatového systému pre dosiahnutie pozadovanej efektivity.
Néasledkom toho moze byt viazanost na konkrétny systém ¢i naroc¢nost a komplikovanost
implementécie. V tejto praci sa budeme venovat cache-oblivious algoritmom a datovym
struktiram, ktoré tieto parametre nepoznaji, no napriek tomu su v istych pripadoch
asymptoticky rovnako efektivne ako ich cache-aware ekvivalenty.

Okrem samozrejmej vyhody, kedy nam stac¢i jedna univerzalna implementacia al-
goritmu pre lubovolné mnozstvo réznych systémov, prindsaju tieto algoritmy aj iné
zlepsSenia. V takmer kazdom systéme je pamat hierarchicka — zlozena z viacerych trov-
ni, pricom kazda je vacsia ale pomalsia ako ta predosla. Pri cache-aware algoritmoch by
pre optiméalne vyuzitie kazdej z irovni paméte bolo potrebné poznat parametre kazdej
urovne, a rekurzivne vnorif do seba mnoho instancii, kazda optimalizovant pre jednu
uroven. No v pripade cache-oblivious algoritmov a datovych Struktir nam staci jedna
instancia — kedZe nevyzaduje poznat parametre ziadnej irovne, bude rovnako efektivna

bez ohladu na ich hodnoty a teda rovnako efektivna na kazdej tirovni stcasne.



Uvod

V tejto praci vysvetlujeme problematiku analyzy poctu pamétovych operacii, po-
pisujeme cache-oblivious paméfovy model, porovnavame ho s cache-aware modelom a
uvadzame prehlad vybranych algoritmov a datovych struktir. Pre popisané struktary
uvadzame analyzu ich spravania v cache-oblivious modeli.

Hlavnym vysledkom préace je implementacia vizualizacii tychto datovych struktur.
Vizualizacie st implementované ako rozsirenie programu Gnarley trees, ktory vznikol
ako bakalarska praca Jakuba Kovaca a neskor bol rozsireny o dalsiu funkcionalitu v
ro¢nikovych projektoch a bakalarskych pracach. Tento program sme rozsirili o podporu
pre simulaciu vyrovnavacej pamate a pridali sme vizualizacie niekolkych cache-oblivious
datovych struktir. Cielom je umoznit uzivatelom experimentovat s tymito struktirami,
sledovat ich spravanie krok po kroku. Tieto kroky si podrobne vysvetlené, ¢o ulahcuje

porozumeniu ich fungovania.



KAPITOLA

Pamiatovy model

Pri ¢asovej analyze algoritmov sa zvycajne pouziva takzvany RAM model (skratka z an-
glického Random-Access Machine, stroj s ndhodnym pristupom k paméti) [2], v ktorom
sa predpokladd moznost pristupovat k Iubovolnému tiseku paméte v konstantnom case.
To znamena, ze vo vyslednej asymptotickej analyze pocitame len pocet vykonanych
operacii.

V skutocnosti vSak moderné pocitace vyuzivaji niekolko droviiovi paméatovu hierar-
chiu [11]. T4 sa typicky skladé z registrov a troch trovni cache (vyrovnavacej paméte)
priamo na procesore, nasledne z hlavnej operacnej pamate a disku. V tomto poradi
su tieto trovne zoradené od najrychlejsej a najmensej (odozva radovo 1ns, kapacita
64 KiB) aZ po najpomalsiu ale najvicsiu (odozva od 100 ps po 10 ms podla typu', kapa-
cita rddovo 1 TiB). Priblizné hodnoty pre vSetky drovne su v tabulke 1.1. Ako vidiet,
rozdiel v pristupovej dobe k roznym datam moze byt az 10 000 000-nasobny. Naskytuje
sa teda otazka, ¢i je uzitocné a presné hovorit o konstantnom case.

Dosledkom tejto hierarchie je zavislost vyslednej rychlosti algoritmu od jeho pristu-

pov k pamati. Operacie, ktoré vyuzivaju data ulozené na disku potrvaju dlhsie ako tie,

Tabulka 1.1: Priblizné parametre roznych trovni paméate. Hodnoty troch trovni cache
na procesore (L1, L2 a L3) uvddzame pre mikroarchitektiru Intel Haswell. [13, 14]

Urovenn Velkost Odozva Asociativita Velkost bloku
L1 64 KiB! 4clk? ~ 1ns 8 64 B

L2 256 KiB! 11clk? =~ 4ns 8 64 B

L3 220MiB 36¢lk? ~ 12ns 64 B
RAM =~ S8GiB ~ 100 ns 16 B
Disk ~ 1TiB ~ (0.1-10ms 4 KiB-2 MiB

! Hodnota pre jedno jadro procesora.
2 Pocet cyklov procesora, uvedené ¢asové aproximécie pri 3 GHz.

Klasické pevné disky (HDD) alebo disky bez pohyblivych éast{ (SSD)



1. Pamatovy model 1.1. External-memory model
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Obréazok 1.1: External-memory model

ktoré vyuzivaju iba data v registroch. Pri pristupe k datam na disku sa v skutoc¢nosti
tieto data postupne presunu z disku do hlavnej pamate, do cache na procesore a napo-
kon do registrov. Toto zabezpeci, Ze ich opakované pouzitie, pokial nebudu dovtedy z
cache odstranené, bude rychlejsie. Pre vsetky susedné dvojice paméatovych trovni teda

slizi t4 mensia a rychlejsia ako vyrovnavacia pamat pre ti vacsiu a pomalsiu.

1.1 External-memory model

Jednym zo spodsobov, ako zohladnit tieto skutoc¢nosti pri analyze algoritmov, je takz-
vany external-memory model (model externej paméte), nazyvany tiez /0 model alebo
cache-aware model [1]. Ten popisuje pamét skladajicu sa z dvoch ¢asti (obrazok 1.1),
ktoré volame cache a disk.

Vsetky vypocty prebiehaju nad datami v cache, ktora ma obmedzent velkost. Os-
tatné data su ulozené na disku neobmedzenej velkosti, no nemoézeme s nimi priamo
manipulovat a je ich potrebné najskor preniest do cache. V samotnej analyze algorit-
mov potom pocitame pocet tychto prenosov z disku do cache a naopak.

Pristup k datam, ktoré sa prave nachadzaju v cache volame cache hit (zasah cache).
Naopak pristup, ktory vyzaduje data najskor presunut z disku do cache volame cache
miss (minutie cache). Tieto presuny su realizované v blokoch paméte velkosti B. Disk
aj cache sa skladaju z takychto blokov a za jednu operaciu povazujeme presun jedného

bloku medzi nimi. Cache ma obmedzentu velkost M a sklad4 sa teda z % blokov.

1.1.1 Cache-aware algoritmy

Pokial pozname parametre B a M, mozeme skonstruovat algoritmus, ktory bude tito

dvojicu paméti vyuzivat efektivne. Takyto algoritmus volame cache-aware (uvedomu-



1. Pamatovy model 1.2. Cache-oblivious model

juci si cache). Sucastou tohto algoritmu by bolo spravovanie presunov paméte — je
potrebné riesit ¢itanie blokov z disku a ich umiestnovanie do cache, nahradzanie blo-
kov v cache pri zaplneni a spatny zapis blokov na disk. Toto nemusi byt explicitnou
stucastou algoritmu a moze byf rieSené na inej trovni.

Tento model popisuje len dve trovne paméte a teda funguje efektivne len pre danu
susednu dvojicu, pre ktort ho na zaklade znalosti parametrov optimalizujeme. V mo-
dernych systémoch ale mame takychto dvojic niekolko. Keby sme poznali parametre
pre vsetky tieto dvojice, mdézeme tieto algoritmy optimalizovat pre vsSetky susedné
dvojice a ich parametre. Stdle vSak zostava problémom viazanost algoritmu na tieto

parametre a pri ich zmene prestava byt optimalny.

1.2 Cache-oblivious model

Druhym spésobom, ktory zohladnuje nekonstantny pristupovy cas k idajom v paméti,
je takzvany cache-oblivious model (na cache nedbajici), v ktorom uvazujeme rovna-
ki dvoj-turoviiovi pamét zlozeni z disku a cache [12, 20]. Na rozdiel od cache-aware
modelu vsSak algoritmus nepozna parametre B a M. Pokial sa nam napriek tomu
podari navrhnit algoritmus, ktory vykondva (asymptoticky) rovnaky pocet paméto-
vych presunov ako cache-aware algoritmus, bude bezat efektivne pre Tubovolné takéto
parametre.

Vyhodou oproti cache-aware algoritmom je automatickd optimalizacia pre dané
parametre. V pripade cache-aware algoritmov méze byt problémom ziskat presné hod-
noty tychto parametrov a potrebné pri ich zmene upravit algoritmus. Vyvoj algoritmu,
ktory bude fungovat na rozlicnych architektirach, moéze byt znac¢ne problematicky.

Dalsou vyhodou je, Ze takyto cache-oblivious algoritmus bude (rovnako) efektivny
medzi kazdou dvojicou susednych trovni. Vzhladom na to, ze hodnoty parametrov
nepozna, bude pre Iubovolnu takt dvojicu pracovat rovnako efektivne ako pre kazdu

in.

1.2.1 Sprava pamaite

V momente, ked sa cache-oblivious algoritmus pokisi o vykonanie operacie, ktorad po-
trebuje data mimo cache, je potrebné ich najskor z disku skopirovat. V pripade, Ze je v
cache volny blok, je mozné presunit data bez nutnosti nahradenia. V opa¢nom pripa-
de je vsak potrebné uvolnit miesto tym, ze sa vyberie blok z cache (ak bol tento blok
upraveny, najskor sa jeho obsah zapiSe spét na disk), ktory bude nasledne prepisany
pozadovanym blokom. Tento proces sa nazyva vymena stranok (page replacement), a
algoritmus rozhodujici, ktory blok z cache odstranit, volame stratégia vymeny stranok

(page-replacement strategy). Dve zdkladné stratégie vymeny stranok si LRU a FIFO.
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Stratégia LRU (least recently used — najdlhsie nepouzité) vyberd vzdy blok, ktory
bol najdlhsie nepouzity. Implementacia vyzaduje udrziavat si ku kazdému bloku poci-
tadlo, ktoré sa pri pristupe nastavi na nulu a pri pristupe k inym blokom zvysi o jedna.
Pri potrebe uvolnit miesto v cache vyberieme blok s najvéic¢sou hodnotou pocitadla —
ten, ku ktorému najdlhsie nebol pristup.

Stratégia FIFO (first in, first out — prvé dnu, prvé von) je este jednoduchsia — bloky
udrziavame zoradené podla poradia, v akom sme ich vlozili do cache. Ked vyberame

blok na odstranenie, vezmeme ten, ktory bol pridany najskor.

Problémy

Ak by sa tato stratégia spravala tak, ze vzdy odstrani blok, ktory bude potrebny v
dalsom kroku algoritmu, tak by bolo mozné efektivne pracovat len s jednym blokom v
cache, napriek tomu, ze by sa ich do cache zmestilo viac. Vzhladom na to, Ze analyza
mnozstva cache-oblivious algoritmov predpokladé isty minimalny pocet blokov, ktory
sa zmesti do cache, bol by tento predpoklad nenaplneny. To by mohlo spdsobit, Zze by
algoritmus vykonal viac paméfovych presunov ako tato analyza predpovedala.

Dalsim problémom je takzvand asociativnost cache- pocet pozicii v cache, na ktoré
mozeme dany blok ulozif, ktory je z praktickych dovodov casto obmedzeny. Inak by
bolo potrebné ukladat spolu s kazdym blokom jeho plnti adresu na disku, ¢o by reduko-
valo celkovy pocet blokov, ktoré sa do cache zmestia. Znizenim asociativity je mozné
ukladat iba cast adresy, pricom zvysok je implicitne urceny poziciou v cache. V pripade
nizkej asociativity vsak moézu opat nastat situacie, kedy je algoritmus schopny vyuzit

iba maly pocet blokov v cache. V modernych systémoch (tabulka 1.1) sa asociativita

M

pohybuje okolo 8, ¢o znamend, ze dany blok je v cache mozné umiestnit len na 8 z 5

pozicii.

Idedlna cache

Tieto problémy cache-oblivious model obchadza predpokladom idealnej cache, ktora je
plne asociativna (kazdy blok disku je mozné ulozit v kazdom bloku cache) a pouziva
optimalnu stratégiu vymeny stranok, ktora vzdy odstrani blok, ktory bude potrebny
najneskor. Prvy predpoklad je sice v redlnych systémoch neprakticky, no z teoretické-
ho hladiska je v poriadku. Druhy predpoklad je nerealizovatelny, kedze by stratégia
vymeny stranok musela predpovedat budice kroky algoritmu. Nasledovné lemy vsak
ukazuju, ze aj bez tychto predpokladov na realnom systéme s nizkou asociativitou a

jednoduchou stratégiou vymeny stranok sa algoritmus zhorsi len o konstantny faktor.

Lema 1.2.1. Algoritmus, ktory v idedlnej cache velkosti M s blokmi velkosti B vykond
T pamdtovijch operdacii, vykond najviac 2T pamdtovych operdcii v cache velkosti 2M s
blokmi velkosti B pri pouZiti stratégie LRU alebo FIFO. [12, Lemma 12]
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Lema 1.2.2. Pine asociativna cache velkosti M sa dd simulovat s pouzitim O(M)
pamdte tak, Ze pristup ku kaZdému bloku v cache zaberie v priemernom pripade O(1)
casu. [12, Lemma 16]

1.3 Prehlad vysledkov v cache-oblivious modeli

Pre sirsi rozhlad v tejto problematike uvadzame v tabulke 1.2 na strane 8 zoznam
niekolkych beznych problémov. Ku kazdému uvadzame ako priklad najlepsie zname
cache-aware a cache-oblivious algoritmy a datové struktury, ktoré ten problém riesia,
spolu s asymptotickou analyzou poc¢tu paméfovych presunov.

V tejto praci sa budeme venovat prevazne problému vyhladavacich stromov, kon-
krétne B-stromom. V nasledujicej kapitole uvedieme ich fungovanie a analyzu poctu
pamétovych presunov v external-memory modeli. V tretej kapitole popiSeme vizuali-

zacie, ktoré sme pre tieto struktiary vytvorili.



1.3. Prehlad vysledkov v cache-oblivious modeli

Pamatovy model

1.
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KAPITOLA

Cache-oblivius algoritmy

a datové struktuary

V tejto kapitole popiseme niekolko cache-oblivious algoritmov a datovych struktir, spo-
lu s ich paméatovou analyzou v cache-oblivious modeli. Zaroven uvedieme ekvivalentni
cache-aware datova Struktiru a vzadjomne ich porovname. Najskor sa vSak pozrieme

na jeden jednoduchy priklad, ako tito analyzu riesime.

2.1 Zakladny algoritmus

Na demonstraciu cache-oblivious algoritmov a ich analyzy v external-memory mode-
li pouzijeme jednoduchy algoritmus, ktory pocita agregacni funkciu nad hodnotami
uloZzenymi v poli. Uvazujeme pole A = {ay,...,a,} a dani funkciu g s pociatoénou
hodnotou gy. Chceme vypocitat hodnotu f,(A), kde f, je rozsirenie agregacnej funkcie

definované nésledovne:

fg({alv SR 7ak}) = g(aka f({ah o 7ak—1}>>
fg(w) = go

Tuato funkciu je mozné implementovat jednoducho ako jeden cyklus. Schematicki
verziu implementacie uvddzame v algoritme 2.1. Tento algoritmus s pouzitim vhodnej
funkcie g a hodnoty gg je mozné pouzit na rézne, ¢asto uzito¢né vypocty, ako napriklad

maximum, minimum, suma a podobne:

" (z,y) = max(z,y)  go = —o0

g
9

sum (

T,y) =1r+Y g™ =0



2. Cache-oblivius algoritmy a datové struktiry 2.1. Zakladny algoritmus

Algoritmus 2.1 Implementécia agregacnej funkcie f,
function AGGREGATE(g, go, A)

1:
2 Y < 9o

3: fori«1,...,]A| do
4

5

y < g(Ali,y)
return y

2.1.1 Analyza zlozitosti
Casova analyza

Klasicka ¢asova analyza tohto algoritmu je trividlna ak uvazujeme RAM model. Kedze
pristup ku kazdému prvku A[i] zaberie konstantny cas a za predpokladu, Ze c¢as na
vypocet funkcie g je nezavisly na vstupe, bude vysledny ¢as na vypocet tejto funkcie
linedrny od velkosti pola N, teda T'(N) = O(N).

Analyza poc¢tu pamitovych presunov

V pripade cache-aware algoritmu by sme pole A mali ulozené v [%W blokoch velkosti
B. Pri vypocte by sme postupne tieto bloky nacitali do cache a pracovali s nimi. V
ramci jedného bloku pocas vypoc¢tu nedochadza k paméfovym presunom. Zaroven staci
kazdy prvok spracovat raz a teda celkovy pocet paméatovych operacii bude presne rovny
poctu blokov, (%1 Tento algoritmus vsak pozaduje znalost parametra B a zarovnat
pole v pamiti tak, aby zabralo najmensi potrebny pocet blokov.

Jednoducho vsak vieme dosiahnut (takmer) rovnaka zlozitost aj v pripade cache-
oblivious algoritmu 2.1, ktory ziadne parametre paméte zjavne nevyuziva a nepozna.
Budeme predpokladat, ze pole A je ulozené v suvislom tseku paméte — to je mozné
dosiahnut aj bez znalosti parametrov paméate. Zvysok algoritmu prebieha rovnako ako
v predchadzajicom pripade. Kazdy blok obsahujici nejaky prvok pola A bude teda
presunuty do cache prave raz, a ziadne iné presuny nenastant. Ostava zistif, kolko
takych blokov moze byft.

KedZe nepozname velkosti blokov v pamati, nevieme pri ukladani prvkov pola za-
rucit zarovnanie so zaciatkom bloku. V najhorsom pripade ulozime do prvého bloku
iba jeden prvok. Potom bude nasledovat L%j plnych blokov a nakoniec este najviac
jeden blok, ktory opét nie je plny. Spolu méme teda [ %] + 2 blokov.

Pokial [%] < [%] méme spolu najviac [%] + 1 blokov. V opa¢nom pripade B
deli N, teda v prvom a poslednom bloku je spolu presne B prvkov a medzi nimi sa
nachddza najviac 222 = & — 1 plnych. Teda blokov je vzdy najviac [£] + 1.

Zostrojili sme teda cache-oblivious algoritmus s asymptoticky rovnakou zlozitostou
O(%) ako optiméalny cache-aware algoritmus, ktorého implementacia je vsak jedno-
duchsia, kedze nemusi explicitne spravovat presun blokov do cache. Parameter B sme

pouzili len pocas analyzy, v samotnom navrhu algoritmu nie.
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2. Cache-oblivius algoritmy a datové struktary 2.2. Vyhladavanie v statickej mnoZzine

2.2 Vyhladavanie v statickej mnozine

Castym problémom v informatike je nutnost rychlo a efektivne vyhladavat prvok v
nejakej statickej mnozine prvkov. Tento problém by Siel riesif hasovanim, budeme
vsak uvazovaf usporiadani mnozinu, v ktorej chceme vediet efektivne pristupit k pred-
chadzajucemu a nesledujucemu prvku. V tejto sekcii popiseme niekolko algoritmov a
datovych struktir, ktoré tento problém riesia. VSetky maji v . RAM modeli casovi zlo-
zitost O(log N), kde N je pocet prvkov v prehladdvanej mnozine, no v cache-aware a
cache-oblivious modeloch sa budu lisit poctom pamatovych presunov, ktoré vykonaju.

Tento rozdiel je sposobeny inym usporiadanim prvkov v paméti. Kedze maju vsetky
uvedené pristupy logaritmicki ¢asovi zlozitost bude pocet presunutych blokov najviac
O(log N). V tomto odhade vSak nevystupuju ziadne parametre cache a teda ich zvac-
Senie tento algoritmus nemusi urychlit. Ukazeme ale datovua struktiru, ktora dosahuje
podstatne lepsi vysledok O(loggz N) a bude nam tiez sluzit ako zéklad pri rieSeni dy-

namickej verzie tohto problému.

2.2.1 Binarne vyhladavanie

Ako prvé popiseme binarne vyhladdvanie, ktoré je asi najznamejsie. V algoritme 2.2
uvadzame implementaciu, ktora najde poziciu prvku K v usporiadanom poli A s N
prkvami A[O, ..., N — 1], pre ktoré plati Vi, j; 0 <i<j < N :A[] <A[j].

Algoritmus 2.2 Implementécia bindrneho vyhladavania
1: function FIND(A, K)
2 left <0
3 right < N
4: while left < right do
5: mad <— LMJ
6
7
8
9

if A[mid] = %( then
return mid
else if Ajmid] > K then
right < mid
10: else
11: left <~ mid+1

12: return K ¢ A

Vidime, ze tato implementacia binarneho vyhladavania nikde nepozaduje znalost
parametrov B ani M a teda ide o cache-oblivious algoritmus, tak ako v pripade agre-

gacného algoritmu 2.1.
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2. Cache-oblivius algoritmy a datové struktary 2.2. Vyhladavanie v statickej mnoZzine

Analyza zlozitosti

Pri kazdej iteracii zmensime oblast, ktord treba preskiimat na polovicu. Pocet iteracii

a celkova zlozitost bude teda rieSenie rekurentného vztahu
T(N)=T(N/2)+ O(1)

V pripade ¢asovej analyzy je bazou rekurencie T'(1) = O(1) a vyslednd ¢asova zlozitost
bude T'(N) = O(log N).

Pri pamétovej analyze bude bazou T'(B) = O(1), pretoze po zredukovani prehlada-
vaného intervalu na velkost B vieme vSetky potencidlne prvky naéitat v O(1) blokoch
a k dalSim presunom uz nedéjde. Riesenim a celkovou pamatovo zlozitostou teda bude
T(N) = O(log N —log B) = O(log %).

Ako vsak uvidime v dalSej sekcii, toto riesenie nie je optimalne.

2.2.2 Cache-aware riesenie

V pripade, ze pozname velkost blokov B v cache, mozeme problém vyhladdvacich
stromov riesit B-stromom [5] s vetvenim ©(B). Kazdy vrchol teda vieme nacitat s
pouzitim O(1) pamétovych presunov. Vyska takého B-stromu, ktory méa N listov, bude
O(logg N). Celkovo teda vyhladavanie v tomto strome vykona O(logz N) paméatovych
presunov.

Toto je lepsi vysledok ako dosahuje bindrne vyhladédvanie. Stale vsak zostava otazka,
¢i neexistuje este efektivnejsSie riesenie. Pozrime sa teda na spodnd hranicu tohto

problému.

2.2.3 Spodna hranica pre vyhladavanie

Pri vyhladavani potrebujeme pristipit k aspon (log N) prvkom. Tie by v idedlnom

log N
B

presunov. Tento odhad je ale prilis optimisticky — ako ukazeme odvodenim vacsej

pripade boli ulozené v € ) blokoch, ¢o tvori spodnt hranicu poc¢tu paméatovych
spodnej hranice, nie je mozné ho dosiahnut.

Toto odvodenie spravime rovnako ako v [10] technikou informacnej zlozitosti. Na
najdenie daného prvku v mnozine obsahujtcej N poloziek potrebujeme ziskat lg(2/N+1)
informac¢nych bitov reprezentujucich poziciu tohto prvku — N moznych existujicich
prvkov a N + 1 pozicii medzi nimi (a na okrajoch) pre neexistujici prvok. V kazdom
pamétovom presune nacitame jeden blok velkosti B, ktory modze obsahovat najviac
lg(2B + 1) bitov informécie — hladany prvok je jeden z tychto B prvkov alebo patri v

usporiadani niekam medzi ne. V najlepSom pripade je teda potrebnych aspon

lg(2N + 1) S lg N

LB+ 1) 2 igB o lUoes )
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2. Cache-oblivius algoritmy a datové struktary 2.2. Vyhladavanie v statickej mnoZzine

pamétovych presunov. Tento odhad je na rozdiel od predchadzajiceho dosiahnutelny,
napriklad prave cache-aware B-stromami.

Vidime teda, Ze na rozdiel od cache-oblivious bindrneho vyhladdvania, je cache-
aware B-strom asymptoticky optimalnym riesenim tohto problému. Chceli by sme

teraz najst cache-oblivious datova struktiru, ktora tiez dosahuje tto spodnu hranicu.

2.2.4 Naivné cache-oblivious rieSenie

Predtym ako popiseme efektivne cache-oblivious riesenie, sa pozrime na klasicky bi-
narny vyhladavaci strom. Asi najjednoduchsi spdsob, ako usporiadat uzly (statického)
binarneho stromu v paméti, je nasledovny. Koren ulozime na poziciu 1. Lavého a
pravého potomka vrcholu na pozicii x ulozime na pozicie 2z a 2z + 1. Otec vrcholu x
bude teda na pozicii |3]. Toto usporiadanie volame BFS usporiadanie (z anglického
breadth-first search — prehladavanie do sirky), kedze pozicie vrcholov sa zvysuju v rov-
nakom poradi ako by prebiechalo prehladavanie tohto stromu do Sirky. Priklad takto
ulozeného stromu je na obrazku 2.2(a).

Vyhodou tohto usporiadania st implicitné vztahy medzi vrcholmi. Na udrziava-
nie stromu stac¢i jednorozmerné pole klticov. Na prechod medzi nimi mozeme pouzit

trividlne funkcie uvedene v algoritme 2.3.

Algoritmus 2.3 Funkcie pre ziskanie pozicii lavého syna, pravého syna a rodic¢a vrcholu
na pozicii x
1: function LEFT(x) 1: function RIGHT(x) 1: function PARENT(z)

2: return 2z 2: return 2z + 1 2: return |3 |

Nevyhodou je vsak vysoky pocet pamétovych presunov pri vyhladavani. Vyska
tohto stromu je! O(log N). Pri nacitani vrcholu na pozicii z sa v rovnakom bloku

nachédzaju vrcholy na poziciach
r—k,...,.v—1xz,x+1,...,0+¢

kde k+ ¢ = B — 1. Pri dalSom kroku vyhladavania budeme potrebovat vrchol 2z alebo
2z 4+ 1 a teda nés pozicie mensie ako x nezaujimaju. V najlepSom pripade teda bude
k=0al¢=DB—1. Aby sa v tomto intervale nachédzali pozadované vrcholy, musi
platit
2r+1<x+{l=x+B-—1
r<B-2

To znamend, ze pre pozicie x > B — 2 uz bude potrebny paméatovy presun pre kazdy

vrchol. Vrchol s poziciou B —2 bude mat hibku O(log B) a teda poéet vrcholov na ceste

Nejde o vyvazovany bindrny strom a teda by vyska mohla byt az O(N). KedZe viak pracujeme
so statickymi datami, mozeme ich vopred usporiadat a vyrobif vyvazeny staticky strom.

13



2. Cache-oblivius algoritmy a datové struktary 2.2. Vyhladavanie v statickej mnoZzine

70

7'07'1 Tk?

. ™

Obréazok 2.1: Schematické znézornenie rekurzivneho delenia pri van Emde Boasovom
usporiadani. Podstromy 7y, ..., 7, sa ulozia do suvislého tseku paméte.

z korena do listu, ktorych pozicie v paméti si vacsie ako B — 2 bude Q(log N — log B).
Pre kazdy z nich je potrebné vykonat paméatovy presun a teda vyhladavanie v takto
usporiadanom bindrnom strome vykona aspon Q(log %) pamatovych presunov, ¢o je

rovnako ako binarne vyhladavanie horsie v porovnani s cache-aware B-stromom.

2.2.5 Vyhladavaci strom vo van Emde Boasovom usporiadani

Problémom predoslého riesenia je neefektivne usporiadanie v paméti — pri pristupe ku
vrcholu sa spolu s nim v rovnakom bloku nachadzaja vrcholy, ktoré nie si pre dalsi
priebeh algoritmu podstatné.

MoZnym rieSenim je takzvané van Emde Boasovo usporiadanie (van Emde Boas
layout, nazvané podla van Emde Boasovich stromov s podobnou myslienkou), ktoré
popisali Bender et al. [6, 7]. Toto usporiadanie vznikne rekurzivnym delenim, ktorého
schéma je na obrazku 2.1 a priklad takto ulozeného stromu na obrazku 2.2(b).

Uvazujme tplny binarny strom vysky h. Ak h = 1 tak mame iba jeden vrchol v a
vystupom usporiadania bude poradie (v).

Pre h > 1 ozna¢me m = max;en{2’ | 2° < h}, teda najvacsiu mocninu dvoch mensiu
ako h. Rozdelime vstupny strom na podstrom 7y vysky A — m, ktorého korenom je
koren pévodného stromu. Zostant nadm podstromy i, ..., 7, vysky m (obrazok 2.1).
Korene tychto podstromov st potomkovia listov 7y a ich z listy su listy vstupného
stromu. Vsetky tieto podstromy maju priblizne poloviénu vysku a teda ich velkost je
O(v/'N) kde N je velkost vstupného stromu, kedze A=1llgN =1g V'N. Rekurzivne
ich ulozime do van Emde Boasovho usporiadania a nasledne ulozime za seba, vystupom

teda bude poradie (19, 71, ..., 7g)-

Prechod stromom v pamaéiti

Na rozdiel od klasického BF'S usporiadania nie je pri takomto usporiadani v pamati tri-
vidlne zistif, na akej pozicii sa nachadzaji potomkovia alebo rodi¢ aktualneho vrcholu.
Jednym moznym riesenim je spolu s kazdym vrcholom ukladat aj ukazovatel na tieto
relevantné vrcholy. Tym znizime pocet vrcholov, ktoré sa zmestia do jedného bloku o
konstantny nasobok — v pripade, Ze je klic¢ rovnako velky ako ukazovatel, bude pocet

vrcholov v jednom bloku stvrtina povodného poctu.
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2. Cache-oblivius algoritmy a datové struktary 2.2. Vyhladavanie v statickej mnoZzine
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(b) wan Emde Boasovo usporiadanie

Obréazok 2.2: Porovnanie klasického a van Emde Boasovho usporiadania na tplnom
binarnom strome vysky 5. Cisla vo vrcholoch urcuji poradie v pamaéti.

Inym riesenim je vnutorne pracovat s BFS usporiadanim a prechadzat medzi pozi-
ciami funkciami uvedenymi v algoritme 2.3. Pri pristupe k vrcholu tato BFS poziciu
prevedieme na ekvivalentnu poziciu vo van Emde Boasovom usporiadani. Pri strome

s N vrcholmi je mozné tito konverziu realizovat v ¢ase O(loglog N) [15].

Vyhladavanie

Pri analyze vyhladavania sa pozrime na také podstromy predoslého delenia, ze ich vel-
kost je ©(B). Dalsie delenie a preusporiadanie je uz zbyto¢né, no to cache-oblivious
algoritmus neméa ako vediet. KedZe ale po rekurzivnom volani ziskame len iné uspo-
riadanie, ktoré ulozime v suvislom tseku paméte, bude stale mozné tento podstrom
nacitat v O(1) blokoch.

Majme teda vyhladavaci strom zlozeny z takychto podstromov, ktorych velkost
je medzi Q(vB) a O(B). Ich vigka je teda ©(log B). Pri strome vysky O(log N)

log N

teda prejdeme cez (’)( 5) takych podstromov a kazdy vyZzaduje konStantny pocet
pamétovych presunov. Spolu sa ich teda vykond O(logg N), ¢o zodpoveda spodnej

hranici tohto problému.

15



2. Cache-oblivius algoritmy a datové struktary 2.2. Vyhladavanie v statickej mnoZzine

2.2.6 Rozdiely v pristupe ku pamati

Rozdiely medzi bindrnym vyhladavanim a statickymi vyhladédvacimi stromami v BFS
a van E'mde Boas usporiadaniach vizualne zndzornuju obrazky 2.4 a 2.5 na strane 18.
Pozrime sa vsak najskor na mensi obrazok 2.3, na ktorom vysvetlime princip tejto

vizualizacie.

(a) Bindrne vyhladdvanie (b) BFS strom (¢) van Emde Boasov strom

Obrazok 2.3: Porovnéavanie pristupov ku pamati v roznych struktarach pri vyhladavani
hodnoty 17 medzi 31 prvkami

Jednotlivé policka st polozky pola, pricom v pamaéti si usporiadané v poradi zhora
nadol a zlava doprava. Samotné kltuce (vo vrcholoch stromov) si vSak usporiadané inak
a prave preto su tieto pristupy inak efektivne. Vo vsSetkych pripadoch vyhladavame
prvok v mnozine {1,...,2" —1}, ¢o je pocet vrcholov tiplného binarneho stromu vysky
h. Farby oznacuju stav policka v simulovanej cache s velkostou bloku B = 4. Bloky st
zarovnané tak, Ze jeden stlpec predstavuje jeden blok a teda sa pri na¢itani lubovolného
politka spolu s nim nadita cely prislusny stipec.

Cervena farba reprezentuje prvky, ktoré sa v momente pristupu nenachadzali v ca-
che a bolo potrebné ich naéitat (cache miss). Zelend naopak oznacuje prvky, ktoré uz v
cache boli (cache hit) — nacitali sa spolu s nejakym ¢ervenym prvkom v rovnakom bloku.
Ostatné prvky, ktoré sa nacitali ako sucast bloku ale neboli pouzité, si oznacené zltou
farbou. V tejto simulacii je pocet blokov v cache (%) pre jednoduchost neobmedzeny.

V malom obrazku 2.3 (vyska stromu h = 5) S$ipky urc¢uju poradie, v akom vyhla-
ddvanie pristupovalo k jednotlivym prvkom. Vo velkych obrazkoch 2.4 a 2.5 (vyska
stromu h = 9) si Sipky pre prehladnost vynechané a policko s bodkou oznacuje pozi-
ciu, na ktorej bol napokon pozadovany prvok najdeny. Rozdiely medzi tymito troma

Kedze vsetky hladané hodnoty boli zvolené ako listy tychto vyhladavacich stromov,
pristupili operacie vyhladavania vo vsetkych troch pripadoch prave k h prvkom. Roz-
diel je vSak v pomere poctu ¢ervenych (ktoré v cache neboli a bolo ich potrebné nacitat)
a zelenych (na ktoré nebol potrebny pamétovy presun) prvkov.

Ako lahko vidiet, binarne vyhladavanie zacne v strede a presuva sa medzi prvkami,
ktoré st od seba coraz menej vzdialené az do momentu, kedy uz je prehladavany interval
dostatocne maly na to, aby sa zmestil do bloku.

Naopak strom v BFS usporiadani robi stale vacsie a vacsie skoky a porovnavané

prvky sa do jedného bloku zmestia iba na zaciatku.
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2. Cache-oblivius algoritmy a datové Struktiry 2.3. Usporiadané pole

Avsak strom vo van Emde Boasovom usporiadani potom ¢o pristipi k nejakému
prvku v dalsich krokoch pristupuje k prvkom, ktoré si v pamati blizko a velky skok,
ktory pristipi mimo cache, vykondva menej casto. Vdaka tomu dosahuje v oboch

prikladoch najlepsi pocet zasahov do cache, teda najviac zelenych policok.

2.2.7 Dynamicka verzia vyhladavacieho stromu

V casti 2.2.5 sme popisali struktiru, ktord dokaze vyhladavat v usporiadanej static-
kej mnozine optimélne, rovnako ako cache-aware B-stromy. Problémom tejto datovej
struktiry je vSak nemoznost efektivne vkladat ¢i odoberaf prvky — pri kazdej zme-
ne by bolo potrebné strom preusporiadat. Dostavame tak cache-oblivious ekvivalent
statickych cache-aware B-stromov.

Na tpravu tohto statického stromu tak, aby efektivne zvladal operacie pridavania
a odstranovania, budeme potrebovat pomocnt datova strukturu, ktort popiseme v

nasledovnej sekcii.

2.3 Usporiadané pole

Problémom idrzby usporiadaného pola (z anglického ordered-file maintenance) budeme
volat problém spocivajici v udrziavani zoradenej postupnosti N prvkov vo forme sivis-
1ého pola velkosti O(N). V tomto poli teda mdzu byt medzery velkosti najviac O(1),
vdaka ¢omu bude nacitanie K po sebe iducich prvkov vyzadovat O(%) pamétovych
presunov. Do tejto postupnosti musi byt mozné efektivne vkladat prvky na Iubovolni
danu poziciu a tiez odstranovat existujuce prvky.

Déatovou struktirou, ktora tento problém riesi efektivne je struktira zhustenej pamd-
te (packed-memory structure). Myslienka tejto Struktiry spociva v zostrojeni binarneho
stromu nad prvkami tohto pola a udrziavani hustoty — podielu plnych a vsetkych pozi-
cii — pre kazdy vrchol v konstantnych hraniciach. Tym zaruc¢ime, ze struktira nebude
ani prilis plnd, ¢o by spdsobovalo pri vkladani nutnost presuvat velké mnozstvo exis-
tujucich prvkov na uvolnenie miesta, a ani prilis prazdna, ¢o by sposobovalo pomalé

prechadzanie kvoli velkym medzeram.

2.3.1 Popis struktiary

Budeme pouzivat verziu z [6] s malymi upravami. Celd datova Struktira pozostava z
jedného pola velkosti T' = 2". To (pomyselne) rozdelime na bloky velkosti S = ©(log N),
tak aby S = 2°. Pocet blokov tak bude tieZ mocnina dvoch.

Nad tymito blokmi zostrojime (imagindrny) uplny bindrny strom (obrazok 2.6).

Hibkou vrcholu oznadéime jeho vzdialenost od korefia, pri¢om koreti ma hibku 0 a listy
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2. Cache-oblivius algoritmy a datové Struktiry 2.3. Usporiadané pole

O(log N) || ©(log N) || ©(log N) || ©(log N) @(logN)—G(logN) @(logN)—G(logN)

Obréazok 2.6: Usporiadané pole velkosti N. Strom nad blokmi je len imagindrny a
nezostrojuje sa v pamati.

majt hibku d = h — ¢. Na popis operdcii budeme potrebovat definicie hustoty a hranic

hustoty, ktoré uvedieme v nasledovnej casti.

2.3.2 Definicia hustoty

Kapacitou vrcholu v, ¢(v), oznac¢ime pocet poloziek (aj prazdnych) pola patriacich do
blokov v podstrome, ktorého koren je tento vrchol. Kapacita listov bude teda S, ich
rodicov 2S5 a kapacita korena bude 7. Podobne budeme pocet neprazdnych poloziek v

podstrome vrcholu v volat obsadenost a znacit o(v).

Hustotou, 0 < d(v) < 1, oznafime d(v) = ZEZ; Zvolme lubovolné konStanty

Po, 70, Pd, T4 Spliajice
O0<pi<pr<To<myg<l

Z tychto konstant definujeme pre vrchol s hibkou k dolnd a horni hranicu hustoty

(pr & ) nasledovne:

k k

kaPoJrE(Pd—Po) Tk:TO_E(TO_Td>

Dostaneme tak postupnost hranic pre vietky hibky, pri¢om plati (pi, ;) C (pis1, Tis1)

a teda sa tieto intervaly smerom od listov ku korenu zmensuju:
0<pi<pg1<-<p<mp<n<---<1yg<l

Hovorime, 7e vrchol v hibky k je v hraniciach hustoty ak plati p, < d(v) < 7.

2.3.3 Operacie
Vkladanie

Implementacia operacie vkladania sa sklada z niekolkych krokov. Najskor zistime, do
ktorého bloku v spada pozicia, na ktort vkladame. Pozrieme sa, ¢i je tento blok v
hraniciach hustoty. Ak dno tak plati d(v) < 1 a teda o(v) < ¢(v), ¢ize v tomto bloku
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2. Cache-oblivius algoritmy a datové Struktiry 2.3. Usporiadané pole

je voIné miesto. Mdzeme teda zapisat novi hodnotu do tohto bloku, pricom moze byt
potrebné hodnoty v bloku poprestuvat, avsak zmeni sa najviac S = O(log N) pozicii.

V opacnom pripade je tento blok mimo hranic hustoty. Budeme postupovat hore
v strome dovtedy, kym nenajdeme vrchol v hraniciach. Kedze strom je iba pomyselny,
budeme tito operéaciu realizovat pomocou dvoch sucasnych linedrnych prechodov k
okrajom pola. Pocas tohto prechodu si udrziavame pocitadla neprazdnych a vSetkych
pozicii, ktoré inicializujeme podla tohto bloku. Dalej postupujeme nasledovne.

V pripade, Ze je hustota (podiel poéitadiel) podstromu reprezentujiceho prave prej-
deny interval mimo hranic hustoty, posunieme sa v pomyselnom strome nahor. To
dosiahneme prechodom dolava alebo doprava o prave tolko pozicii ako je velkost uz
prejdeného intervalu. Tento postup ukonc¢ime v momente, ked hustota dosiahne poza-
dované hranice.

Po najdeni takéhoto vrcholu v hraniciach rovnomerne rozdelime vsetky hodnoty v
blokoch prislichajicich danému podstromu. KedZze intervaly pre hranice sa smerom
k listom iba rozsiruju buda po tomto popresivani vSetky vrcholy tohto podstromu v
hraniciach hustoty a teda aj pozadovany blok bude obsahovat aspon jednu prazdnu
poziciu. Mozeme teda novi hodnotu vlozit ako v prvom kroku.

Ak nenajdeme taky vrchol, ktorého hustota by bola v hraniciach, a teda aj koren
je mimo hranic, je tato struktira prilis plna. V takom pripade zostrojime nové pole

dvojnasobnej velkosti a vsetky prvky rovnomerne rozmiestnime do nového pola.

Odstranovanie

Operécia odstranovania prebieha analogicky. Ako prvé pozadovani polozku odstranime
z prislichajuceho bloku. Ak je tento blok aj nadalej v hraniciach hustoty tak skoncime,
inak postupujeme nahor v strome, kym nendjdeme vrchol v hraniciach. Néasledne
rovnomerne prerozdelime polozky blokoch daného podstromu.

Pokial taky vrchol nenajdeme, je pole prilis prazdne a zostrojime nové polovic¢ne;j

velkosti a rovnomerne do neho rozmiestnime zostavajice polozky pévodného.

2.3.4 Analyza

Pri vkladani aj odstranovani sa upravi suvisly interval I, ktory sa sklada z niekolkych
blokov. Nech pri nejakej operacii doslo k prerozdeleniu prvkov v blokoch prisltichaju-
cich podstromu vrcholu w v hibke k. Teda pred tymto prerozdelenim bol vrchol u v
hraniciach hustoty (py < d(u) < 7%) ale nejaky jeho potomok v nebol.

Po prerozdeleni budu vsetky vrcholy v danom podstrome v hraniciach hustoty, av-
sak nie len v svojich, ale kedZze sme prerozdelili podstrom vrcholu u, tak aj v hraniciach
pre hibku k, ktoré si tesnejsie. Bude teda platit p, < d(v) < 7. Najmensi pocet

operacii vlozenia, ¢, potrebny na to, aby bol vrchol v opaf mimo hranic je
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—— =d(v) <71 > Tht1

o(v) < Te(v) o(v) + q > Try1¢(v)
q > (Th1 — T)e(v)

Podobne pre prekrocenie dolnej hranice je potrebnych aspon (pg — pg11)c(v) operécii
odstranenia.

Pri dprave intervalu blokov v podstrome vrcholu u je potrebné upravif najviac
c(u) poloziek, avSak tato situdcia nastane az ked sa potomok v ocitne znovu mimo
hranic hustoty. Amortizovana velkost intervalu, ktory treba preusporiadat pri vlozeni
do podintervalu prislichajiceho vrcholu v teda bude

c(u) B 2¢(v) B 2 _ 2 O(logT)

(k1 — T)c(v) B (Thg1 — Tr)c(v) B Tr+1 — Tk Td — To

kedze 75 a 1y su konstanty a vyska d uplného bindrneho stromu s 7' listami je d =
©(logT'). Podobnym spdsobom dostaneme rovnaky odhad pre odstranovanie.

Pri vkladani a odstranovani prvku ovplyvnime najviac d podintervalov — tie, ktoré
prislichaji vrcholom na ceste z daného listu (bloku) do korena. Spolu teda bude
amortizovand velkost upraveného intervalu O(log® T').

V pripade, Ze je aj koren mimo hranic hustoty, je potrebné vytvorit pole dvojnasob-
nej velkosti. Do sposobi zmenu intervalu velkosti O(N), avSak najblizsich N operécii
vkladania méze prebehnuf bez nutnosti zvacsovat pole. Preto je amortizovana velkost
tymto sposobom upraveného intervalu iba O(1) a podobne aj pre odstranovanie.

Této datova struktira teda udrziava N usporiadanych prvkov v poli velkosti O(N)
a podporuje operacie vkladania a odstranovania, ktoré upravuju suvisly interval amor-
tizovanej velkosti O(log® N) a je ich teda mozné realizovat pomocou O(@) paméto-
vych presunov.

Existujui tiez verzie tejto Struktury [9], ktoré dosahuji rovnaky pocet paméatovych
operacii nie v amortizovanom, ale najhorsom pripade. V tejto praci sa im vSak nebu-

deme venovat.

2.4 Dynamicky B-strom

V tejto sekcii popiSeme dynamickt verziu cache-oblivious vyhladavacieho stromu. Prva
verzia tejto struktiry, ktord navrhli Bender, Demaine et al. v [6] a neskor podrobne
popisali v [7], bola vSak zna¢ne komplikovana a preto uvedieme zjednoduseni verziu.
Tt navrhli Bender, Duan et al. v [8] a dosahuje rovnaké vysledky, ale jej popis a analyza

st podstatne jednoduchsie.
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" §~
’o"'lmax{kl, ka}| [max{ks, ki}] [max{ks, ks}| [max{k, kx}l‘\,’

ky ko ks ks ks ke ke kg }Usporiadane’ pole

Obrazok 2.7: Dynamicky strom, ktory vznikne spojenim usporiadaného pola a static-
kého stromu vo van Emde Boasovom usporiadani. Sipky znézornuju sparovanie listov
a poloziek pola.

2.4.1 Cache-aware riesenie

V pripade cache-aware modelu mézeme na rieSenie tohto problému opat pouzit B-strom
s vetvenim O(B) ako v casti 2.2.2. Rovnako ako pre vyhladdvanie bude na vkladanie

potrebnych O(logy N) pamétovych presunov.

2.4.2 Popis cache-oblivious struktary

Tato datova struktiru vytvorime zlozenim predchadzajicich dvoch — statického stro-
mu (2.2.5) a usporiadaného pola (2.3.1) — jednoduchym spésobom. Majme usporiadané
pole velkosti ©(N). Kedze pocet poloziek v usporiadanom poli je mocnina dvoch, moze-
me nad nim vybudovat plny binarny staticky vyhladavaci strom ulozeny vo van Emde
Boasovom usporiadani. Listy tohto stromu budi naviazané na prvky usporiadaného
pola (pozri obrazok 2.7).

KTIuce, ktoré tato struktira obsahuje, si ulozené v usporiadanom poli (s medzera-
mi). Listy statického stromu obsahuju vo svojich klic¢och rovnakt hodnotu ako k nim
prislichajice polozky usporiadaného pola. Medzeru reprezentujeme hodnotou, ktora je
pri pouzitom usporiadani najmensia (v pripade ¢iselnych klicov —oo). Ostatné vrcholy

stromu obsahuji ako kli¢ maximum z klucov svojich synov.

2.4.3 Vyhladavanie

Vyhladavanie v tejto strukture prebieha jednoducho. Zac¢inajic od korena, porovname

.....

podstrome (kedZe maximum z celého Tavého podstromu je prave klaé¢ lavého syna),

ktory rekurzivne prehladame. V opa¢nom pripade prehladdme lavy podstrom. Ked
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dosiahneme list, porovname jeho kIu¢ s hladanym. Ak sa zhoduji, nasli sme pozado-

vanu polozku a v opacnom pripade sa v strukture nenachadza.

Analyza

Toto prehladdvanie prechadza cestu od koretia k listu v strome hibky O(log N) uloze-
nom vo van Emde Boasovom usporiadani a teda, rovnako ako v ¢asti 2.2.5, vykona

O(logz N) pamétovych presunov.

2.4.4 Vkladanie

Zaujimavejsou operaciou je vkladanie, ktoré v povodnom statickom strome nebolo
(efektivne) mozné. Prvym krokom je ndjdenie pozicie, na ktord tento kIuc¢ patri. To
dosiahneme podobne ako v predoslej sekcii. Budeme ale hladat predchadzajici a na-
sledujuci klué. Tym najdeme v usporiadanom poli dvojicu pozicii, medzi ktoré chceme
vlozit novii hodnotu.

Vlozenie do usporiadaného pola zmeni stvisly interval /. Néasledne bude potrebné
aktualizovat klice v statickom strome, aby opéf obsahovali maximum zo svojich sy-
nov. Tuto aktualizaciu dosiahneme takzvanym post-order prechodom, kedy sa vrchol
aktualizuje az po tom, ¢o boli aktualizovani jeho synovia. Tym méame zarucené, ze
po aktualizacii vrchol obsahuje vysledni, korektnti hodnotu. Implementacia takéhoto

prechodu je naznacend v algoritme 2.4.

Algoritmus 2.4 Implementacia post-order prechodu na aktualizaciu statického stromu

1: function UPDATE(v, I) > v je vrchol stromu, ktory prave aktualizujeme
> [ je zmeneny interval v usporiadanom poli

2: if v.podstrom N I = () then > pokial sa zmena tohto vrcholu
3: return > urcite nedotkla, tak ho mézeme preskocit
4: if v je list then

5: v.kIu¢ < hodnota z usporiadaného pola

6: else

7: UPDATE(v.lavy) > najskor aktualizujeme lavého
8: UPDATE(v.pravy) > a pravého syna
9: v.kIG¢ +— max(v.Javy.klué, v.pravy.klac) > az potom tento vrchol

2.4.5 Analyza vkladania

Tato analyzu rozdelime na tri ¢asti (obrdzok 2.8), v ktorych sa postupne pozrieme
na rozne urovne v statickom strome, ktoré treba po vlozeni do usporiadaného pola

aktualizovat. Budeme predpokladat, ze velkost zmeneného intervalu I v usporiadanom
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Horna cast

Stredné cast

Spodné dve tirovne

}Usporiadané pole

Obrazok 2.8: Rozdelenie statického stromu na tri ¢asti pri analyze poctu pamatovych
presunov.

poli je K. Pre jednotlivé tirovne spocitame pocet potrebnych paméfovych presunov a

nakoniec ich s¢itanim ziskame vyslednu zlozitost operacie vkladania.

Spodné dve urovne

Uvazujme najskor ako v ¢asti 2.2.5 také podstromy van Emde Boasovho delenia, ktorych
velkost je medzi v/B a B, a teda sa zmestia do najviac dvoch blokov v cache. Pozrime sa
na spodné dve trovne takychto podstromov (na obrazku 2.8 reprezentované najmensimi
trojuholnikmi). Listy spodnej trovne budu listy celého statického stromu a korene
spodnej spodnej tirovne budu synovia listov hornej trovne. Zvysok stromu pokracuje
nad tymito droviiami a vratime sa k nemu neskor.

Podstromy v tomto deleni sa zmestia do najviac dvoch blokov a vieme ich teda
nacitat pomocou O(1) pamétovych presunov. Tieto podstromy vznikli rekurzivnym
van Emde Boasovym delenim z podstromu 7" velkosti viac nez B. Ozna¢me ich, rovnako,
ako v casti 2.2.5, 19, 71,..., Tk, pricom 7y je podstrom v hornej drovni a 7,...,7; st
podstromy v spodnej trovni, ktorych korene st potomkovia listov 7.

Pri post-order prechode cez podstrom T prejdeme najskor cez lavych synov od
korena 7y cez 11 az do listu. Nasledne bude post-order prechod prebiehat v podstrome
71, az kym nebudu vSetky jeho vrcholy a napokon aj koren aktualizované. Az potom sa
vratime do 7y a k 7 uz viac pristupovat nebudeme, ale prejdeme nasledovny podstrom,
To. Takto postupne aktualizujeme vSetky podstromy, pricom postupnost navstivenych
podstromov bude

To, T1, 70,725+ - -5 705, Ti5 TOy - - - 5 Tks TO

Vidime, ze pokial dokazeme udrzat v cache aspon dva také podstromy, teda za

predpokladu M > 4B, sme schopni takyto post-order prechod zrealizovat pomocou
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O(1) paméatovych operacii pre kazdy podstrom velkosti < B. Takéto podstromy maji
O(B) listov, pricom nimi potrebujeme pokryt interval velkosti K (podstromy, ktorych
ziaden list nelezi v upravenom intervale nie je potrebné aktualizovat) a teda celkovy
pocet podstromov na spodnych dvoch trovniach, ktoré potrebujeme nacitat a upravit

je O(%) a staci ndm na to O(%) paméitovych presunov.

Stredna cast — najblizsi spoloény predok

Oznac¢me ako T7,...,T; tie stromy, ktoré obsahuju aktualizované podstromy velkosti
najviac B na spodnych dvoch trovniach. Plati teda ¢ = (’)(%). Oznacéme U taky pod-
strom statického stromu, ktorého koren je najblizsi spolo¢ny predok korenov T, ..., T}.
Ak je tento korefi v hibke h tak U obsahuje vietky vrcholy hibky aspoii h, ktoré treba
aktualizovat — tie mimo U nie si predkovia upravenych vrcholov a teda hodnoty kli-
¢ov ich potomkov neboli v prvej ¢asti zmenené, alebo uz boli aktualizované ako sucast
nejakého podstromu 7; na spodnej tirovni.

Pocet vrcholov U je najviac dvojnasobok poctu listov a teda |U| = O(%). KedZe pri
post-order prechode navstivime kazdy vrchol O(1) krat (najprv pri prechode z korena
ku listom, pricom nésledne rekurzivne prejdeme lavého a pravého syna, a potom pri
navrate z rekurzie) a teda celkovo budeme potrebovat O(%) pamétovych presunov na

aktualizaciu U.

Horna cast — cesta z najblizsieho spolo¢ného predka do korena

Poslednd mnozina vrcholov, ktoré je potrebné aktualizovat, je cesta z korena U do
korefia statického stromu. Dlzka tejto cesty je obmedzend vyskou stromu O(log N) a
pri aktualizovani prechdadzame cez jej vrcholy postupne. Podobne ako pri vyhladavani
(Cast 2.4.3) bude potrebnych O(logz N) paméatovych presunov.

Vysledna zloZitost

S¢itanim nasledovnych zlozitosti poc¢tu paméatovych operacii

Néjdenie pozicie v usporiadanom poli: ~ O(logz N)

Vlozenie do usporiadaného pola: (9(%)
Aktualizacia spodnych dvoch trovni: (9(%)
Aktualizacia strednej irovne: @) (%)
Aktualizacia hornej trovne: O(logg N)

dostavame celkovi zlozitost O(logg N + %) Kedze amortizovana velkost upraveného

intervalu je K = O(log? N) dostdvame vyslednti amortizovant zlozitost po¢tu paméto-

vych operacii pri vkladani: O(loggy N + log;N)-
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2.4.6 Odstranovanie

Algoritmus odstranovania je analogicky, po najdeni prvku v usporiadanom poli ho
odstranime, ¢im sa zmeni stvisly interval amortizovanej velkosti O(log? N). Nésledne
aktualizujeme kltce v statickom poli rovnako ako pri vkladani. Vysledna zlozitost bude

taktiez rovnaka.

2.5 Vylepseny dynamicky B-strom

Any problem in computer science
can be solved with another level

of indirection.

David Wheeler

Oproti cache-aware B-stromom ma pri vkladani cache-oblivious dynamicky strom
popisany v predchadzajicej sekcii naviac O(@) paméatovych presunov. V pripade,
ze B = O(log Nloglog N), bude tento ¢len zanedbatelny a dosiahneme rovnaky vy-
sledok ako cache-aware B-stromy. Jednoduchou modifikdciou vsak mézeme tento ¢len
odstranit bez nutnosti tohto predpokladu.

Vezmeme N klticov a rozdelime ich do @(%) blokov velkosti ©(log N). Minimum
z kazdej skupiny pouzijeme ako klice v predchadzajicej datovej strukture, ktorej vel-
kost bude @(%).

2.5.1 Vyhladavanie

Najskor vyhladdme pozadovany blok v B-strome, ¢o zaberie O(logy %) = O(logg N)
paméatovych presunov. Nasledne prejdeme dany blok cely a ndjdeme v nom pozadovany
kli¢. To vyzaduje (9(%) pamaéatovych presunov — zanedbatelné voc¢i hladaniu v B-
strome — a spolu teda vyhladavanie vyzaduje rovnako vela paméfovych presunov ako

neupraveny B-strom: O(loggz N).

2.5.2 Vkladanie a odstranovanie

Po najdeni pozadovaného bloku vykoname vlozenie pripadne odstranenie z neho kom-

log N

pletnym prepisanim, ¢o vyzaduje O(=%

) presunov. Zaroven budeme udrziavat velkos-
rozdelit na niekolko mensich. Skupina prekroci svoje hranice najskor po Q(log V) ope-
raciach. V takom pripade po rozdeleni alebo spojeni bude potrebné vykonat vlozenie
alebo odstranenie z B-stromu. Vydelenim dostavame amortizovanu zlozitost vkladania

a odstranovania: ,
logy N + &
log N

logN)
B

O( ) =0O(
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2. Cache-oblivius algoritmy a datové Struktiry 2.5. Vylepseny dynamicky B-strom

Najskor vsak musime néjst blok, ktory budeme aktualizovat. Teda vysledna zlozi-
tost bude O(logz N) rovnako ako pri cache-aware B-strome. Opét sme teda dosiahli
rovnaky pocet operacii ako ekvivalentnd cache-aware datova struktura, avsak tentokrat

nie v najhorsom ale amortizovanom pripade.

2.5.3 Prechod

Nevyhodou tejto modifikacie je zhorsenie poctu paméatovych presunov potrebnych na
prechod po sebe iducich klicov. V pripade pévodného cache-oblivious B-stromu su
kltice ulozené v stvislom useku paméte — usporiadanom poli velkosti O(N). Je teda
mozné nacitat K po sebe iducich klicov s pouzitim O(%) pamétovych presunov.

Po tejto zmene vSak v jednom bloku B-stromu nacitame najviac O(log N) klacov.
Dalsie st uloZené v nasledovnom bloku, ktory viak nemusi byt v paméti na nasledovnej
pozicii. Preto v pripade, ked B = Q(log N) a vieme jeden takyto blok nacitat v O(1)
paméatovych presunoch, moze byt potrebnych az (’)(%) pamétovych presunov — tolko,
kolko je blokov. V pripade, ked B = O(log N) nac¢itame v jednom pamétovom presune
najviac B klucov a bude teda potrebnych O(%) pamatovych presunov ako v pripade
povodného cache-oblivious B-stromu.

Spolu teda dostavame, ze na prechod K po sebe iducich klticov potrebujeme

K
min{ B, log N'}

O( )

pamatovych presunov.
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KAPITOLA

Vizualizacie

An algorithm must be seen

to be believed.

The Art of Computer Programming
DoNaLD E. KNUTH

Cielom tejto préce je nielen popisat cache-oblivious pamatovy model a rozne datové
struktury v nom, ale aj vytvorit ich vizualizdcie. Tie maju sluzit na edukacné ucely
pre studentov (a uéitelov) a poméhat pri pochopeni ich fungovania.

Vysledkom préace su vizualizacie demonstrujice datové struktiry popisané v pred-
chadzajucich sekcidch: wvan Emde Boasovo usporiadanie (sekcia 2.2.5) v statickom
bindrnom vyhladavacom strome, usporiadané pole (2.3) a dynamicky B-strom (2.4).
Stucastou je tiez simuldcia cache (sekcia 1.1) s moznostou volby parametrov B a M —

velkost bloku a celkova velkost.

3.1 Gnarley trees

Tieto vizualizacie si implementované ako rozsirenie programu Gnarley trees, ktory
vznikol ako sucast bakaldrskej praca Jakuba Kovaca [17]. Tento néstroj na vizualiza-
ciu (prevazne stromovych) datovych struktir bol nésledne v bakalarskych pracach [16,
18, 23] a ro¢nikovych projektoch rozsireny o mnohé dalsie datové struktiry a v sucast-
nosti podporuje desiatky struktir, ako napriklad ¢erveno-cierne, sufixové a intervalové

stromy, union-find, haldy a mnohé dalsie.

3.1.1 Spustenie

Stucastou préace je prilozené CD obsahujice kompletny zdrojovy kod [22] tohto programu

a tiez spustitelni verziu [21]. Aplikdcia pozaduje JVM! a je ju mozné spustit pomocou

Y Java Virtual Machine, dostupné na https://www.java.com/en/download/

28


https://www.java.com/en/download/

3. Vizualizacie 3.1. Gnarley trees

Vyber datovej struktiry Aktudlna datova struktira
/ +—— Vyber jazyka / Popis vykondvanej akcie

Language

Slowniky Cache-Oblivious B strom

Prioritné fronty
ZlGgitelné prioritné fronty
Union Find

Stringoldgia

Intervalové stromy

1

17
Aspof jeden syn tohto vrcholu sa ‘

YyYvYyvvyvwyyry

zmenil, upravime jeho kIUE na
maximum z kluCov synov

Staticky vyhl'addvaci strom
Usporiadané pole
Cache-Oblivious B strom

25%-100%

38%-88%

50%-75%

Povolenid hustota

Hladaj Odstraii | spat | | Dalej |

Zmai Nahodné

VloZ
V| Pauzy

Ovladaci panel J \ Povolenie krokovania \\ Krokovanie dopredu / dozadu

Obréazok 3.1: Uzivatelské rozhranie pocas operacie vkladania klica 10 do dynamického
cache-oblivious B-stromu (sekcia 2.4).

siborov start.sh pripadne start.bat, podla opera¢ného systému. Dostupné su tiez
individualne vizualizacie vo forme Java appletov, ktoré je mozné spustit otvorenim
siboru index.html v preferovanom internetovom prehliadaci.

Obsah tejto CD prilohy je tiez dostupny na http://school.lacop.net/thesis/

cd-contents.zip.

3.1.2 Funkcionalita

Program umoznuje uzivatelom zobrazovat tieto Struktiry a manipulovat s nimi. Vset-
ky operacie su rozlozené na malé, jednoduché kroky a kazdy je vysvetleny, ked sa
vykonava. Je mozné posuvat sa po krokoch dopredu, ale aj vracat sa dozadu, a teda
sa da kedykolvek vratit az k pociatocnému stavu. Toto je dolezité pri experimentovani
s danou $truktirou, kedy dve rozne operacie (alebo jedna operacia s dvoma roznymi
parametrami) spdsobia rdzne spravanie a vysledky. Uzivatel ma takto moznost jedno-
ducho sa po vykonani prvej operacie vratit do predoslého stavu a preskiimat spravanie
druhej z nich.

Cely program je taktiez dvojjazycny — je mozné prepnut medzi anglictinou a slo-

vencinou, ¢o umoznuje sSirsie pouzitie tychto vizualizacii.
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3. Vizualizacie 3.2. Staticky strom

(a) (b) (c)

‘2|1|3‘ ‘4|2|1|3|6|5|7‘ |8|4|12|2|1|3|6|5|7|10|9|11|14|13|15‘

1

Obrazok 3.2: Statické stromy roznych velkosti (vysok) vo van Emde Boasovom uspo-
riadani.

3.1.3 Prehlad programu

Program sa sklada z troch hlavnych casti (obrazok 3.1). Najvrchnejsia ¢ast okna tvori
hlavné menu, v ktorej mézeme volit datové struktiry a prepinat jazyk rozhrania. Da-
tové struktury su pre prehladnost rozdelené do niekolkych kategoérii. Tie popisané a
implementované v tejto praci sa nachadzaji v kategérii Cache-oblivious.

V spodnej casti okna sa nachadza ovladaci panel, ktory obsahuje vstupné pole pre
hodnotu, ktori chceme vyhladat alebo vlozit a tla¢idl4 na vykonanie tichto akcif. Dalej
obsahuje tlac¢idla na prechod do dalSieho kroku a navrat do predchadzajiceho stavu s
moznostou toto krokovanie vypniit.

Najvacsia, prostredna c¢ast okna zobrazuje vizualizaciu aktualnej datovej struktury.
Toto zobrazenie je vektorové a je mozné ho posuvat, priblizovat a oddalovat. Zaroven
sa tu zobrazuju informécie o aktudlne vykonavanej akcii (ak je povolené krokovanie) a
dalsie vizualizacné prvky ako sipky alebo vyznacné vrcholy.

Podrobnejsi popis uzivatelského rozhrania a navod na pouzivanie sa nachidza v

bakalarskej praci Jakuba Kovaca [17] v siedmej kapitole.

3.2 Staticky strom

Najjednoduchsou datovou strukturou je staticky vyhladavaci strom. Implementovali
sme vytvorenie tohto stromu a jeho ulozZenie v pamaéti. Je mozné strom zvacsit alebo
zmensit podla preferencii — ukazky stromov réznych velkosti st na obrazku 3.2.

Cisla vo vntitornjch vrcholoch st kltce, ¢isla nad vrcholom uréuji jeho poziciu v
pamati. Ulozenie tohto stromu v paméti, vo forme stvislého pola, je zobrazené nad
korenom stromu. Vnutorné ¢isla pola su opéf kluce, pricom su zoradené podla svojich
pozicii zlava (pozicia 1) doprava.

Medzi ulozenim vo van Emde Boasovom usporiadani a klasickom BFS usporiada-

ni (ako v casti 2.2.4) je mozné prepinat. Zmenia sa pritom ¢isla uddvajice pozicie
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3. Vizualizacie 3.2. Staticky strom

Obrazok 3.3: Rozdiel medzi van Emde Boasovym (hore) a BFS (dole) usporiadanim
na strome vysky 5. Klice zostavaju rovnaké, lisia sa vSak ich pozicie v pamaéti repre-
zentované malymi ¢islami nad vrcholmi a polom nad korenom.

vrcholov v pamati a ich poradie v poli nad stromom. Rozdiel medzi tymito dvoma

usporiadaniami vidief na obrazku 3.3.

3.2.1 Simulacia cache

Porovnanie tychto dvoch usporiadani je rozsirené o simulédciu cache. Uzivatel si moze
zvolif parametre cache — pocet vrcholov B, ktoré sa zmestia do jedného bloku a po-
cet blokov % v cache. Tiez je mozné cache kedykolvek vyprazdnif — odstranif z nej
vsetky nacitané bloky. Simuldcia na vymenu stranok pouziva stratégiu FIFO, ktora je
popisana v casti 1.2.1.

Této simulécia zaroven pocita pocet pamétovych pristupov k vrcholom pri vyhlada-
vani. Prvé pocitadlo udava pocet vsetkych pristupov a sprava sa rovnako pri van Emde
Boasovom aj BFS usporiadani a tiez pre lubovolné parametre cache. Druhé udéava po-
¢et pristupov, pri ktorych bolo potrebné nacitanie z disku (cache miss) a pri zmene
parametrov ¢i usporiadania sa bude spravat inak. Cielom cache-oblivious algoritmov
je minimalizovat prave pocet takych presunov, ktoré pocita toto druhé pocitadlo.

Na vizualizaciu pritomnosti v cache slizi farba — vrcholy a polozky pola obsahujtce

klice maju svetlejsiu farbu pozadia v pripade, ze je dany blok v cache a tmavsiu, ak
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3. Vizualizacie 3.3. Usporiadané pole

(a) Nulty krok (b) Prvy krok (¢) Druhy krok

Lo s OER | e EH
: ©

Obrazok 3.4: Simulacia cache pocas vyhladavania kluca 3. Pred prvym pristupom
je cache prazdna. V prvom kroku nacitame koren, ktory je oznaceny cervenou farbou
(cache miss), kedze nebol v cache. Spolu s nim sa v jednom bloku nacitali dalsie vrcholy,
ktoré su oznacené svetlejSou farbou. V druhom kroku je vrchol s klti¢om 2 oznaceny
zelenou farbou (cache hit), kedze uz bol do cache nacitany v predchadzajicom kroku.

je mimo. V strome je vdaka tomu lahko vidiet, ktora cast je nacitand a je mozné
nou prechadzat bez dalsich presunov. V pripade van Emde Boasovho usporiadania
pojde prevazne o ¢ast podstromu aktualne porovnavaného vrcholu, avsak pri klasickom
usporiadani to budu prave vrcholy mimo tohto podstromu, o ktorych uz vieme, Ze nie
st pri vyhladavani potrebné.

Pri krokovani vyhladavania je pri pristupe k vrcholu tiez pouzita zelené alebo cer-
vend farba na jeho docasné zafarbenie (podobne ako v casti 2.2.6) podla toho, ¢i sa v
danom momente v cache nachadzal (cache hit) alebo nie (cache miss). Ukéazky tohto

zafarbovania st na obrazkoch 3.4 a 3.5.

3.3 Usporiadané pole

Dalsou implementovanou vizualizaciou je usporiadané pole (obrazok 3.6), ktoré bolo
popisané v casti 2.3. Bloky, na ktoré je toto pole imaginarne rozdelené si znazornené
tym, ze su od seba oddelené medzerou. Taktiez sa zobrazuje imaginarny strom nad
tymito blokmi, ktorym sa pri vkladani prechadza. Hodnoty vo vrcholoch reprezentuja
hustotu (v percentéch) intervalu v prislusnom podstrome. Farby (zelena alebo ¢ervend)
vrcholov indikuji, ¢i sa hustota daného vrcholu nachadza v hraniciach.

Téato vizualizacia podporuje vkladanie hodnoty na Iubovolni poziciu v poli. V
pripade, Ze sa pole preplni, automaticky sa vytvori nové, dvojnasobne vicsie. Po

vlozeni hodnoty je tiez vyznaceny interval, ktory sa zmenil.

3.4 Dynamicky strom

Vizualizdcia dynamického stromu (¢ast 2.4) vznikla spojenim predchddzajucich dvoch

vizualizacii (obrazok 3.7). Hornd cast je staticky strom vo van Emde Boasovom uspo-
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3. Vizualizacie 3.4. Dynamicky strom

(a) Prvy krok

2] 2]

(d) Stvrty krok

w[o[+[7] 0 oo

Obrazok 3.5: Simulacia cache pocas vyhladavania klica 15. Pred prvym pristupom je
cache prazdna. Po nacitani bloku, ktory obsahuje kluce {16,8,4,12} v prvom kroku,
nedochadza v druhom a tretom kroku k paméatovym presunom. Najblizsi kli¢ mimo
cache (cache miss) je az v Stvrtom kroku.
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3. Vizualizacie 3.4. Dynamicky strom

Obrazok 3.6: Usporiadané pole obsahujice hodnoty 1 az 10. VsSetky vrcholy maju
hustotu v hraniach hustoty. Hodnoty 0 reprezentuju prazdne pozicie.

Obrazok 3.7: Vizualizacia dynamického cache-oblivious B-stromu.

riadani (obrézok 3.2), dolnd je usporiadané pole (obrazok 3.6), pricom strom hustot
je tu preklopeny nadol, aby sa neprekryval so statickym stromom. Hrany medzi nimi
spajaju listy stromu s prvkami usporiadaného pola.

V tomto strome je mozné vyhladavat a vkladat do neho nové kluce. Pri vkladani
prebehne najskor vlozenie do usporiadaného pola rovnako, ako pri jeho samostatnej vi-
zualizacii. Nésledne sa aktualizuju kluce statického stromu. V pripade zdvojnasobenia

velkosti statického pola sa vytvori novy, vacsi staticky strom.
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Zaver

V tejto préaci sme uviedli problematiku navrhu a analyzy algoritmov a datovych struktuar
v pamatovych modeloch akymi st cache-aware a cache-oblivious modely, v ktorych na
rozdiel od klasického RAM modelu nepovazujeme kazdy pristup k datam za operaciu
vykonatelni v konstantnom c¢ase. Prinos tychto modelov sme podlozili pristupovymi
dobami k roznym pamatiam v realnych systémoch, ktoré sa lisia o niekolko radov.

Dalej sme sa zamerali na cache-oblivious model, ktory je podstatne novsi a menej
znamy ako cache-aware model. Jeho hlavnym prinosom je automatickd prenositelnost
medzi systémami s réznymi parametrami paméte, automatické fungovanie na kazdej
urovni pamétovej hierarchie a jednoduchsia implementacia. Uviedli sme niekolko cache-
oblivious algoritmov a datovych struktir, ktoré st rovnako alebo porovnatelne efektivne
ako ich cache-aware ekvivalenty.

Hlavnym vysledkom prace su vsak vizualizacie vybranych cache-oblivious datovych
struktur, ktoré boli implementované ako rozsirenie vizualizacného programu Gnarley
trees. Tie mozu slazit ako u¢ebny nastroj pre zjednodusenie a urychlenie porozumenia
tymto struktiram.

V budiicnosti by sme chceli tieto vizualizacie rozsirit o dalsie cache-oblivious datové
struktury, ako napriklad prioritné fronty, stromy s textovymi klti¢mi, spajané zoznamy

a tiez o cache-oblivious triediace algoritmy.
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Kolofén
Sadzba tejto prace bola vykonana systémom XJATEX s pouzitim
sablény memoir. Literatura bola spravovana systémom BiBTEX.
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