Metrické vlastnosti nahodne indukovanych podgrafov

n-rozmernej hyperkocky

BAKALARSKA PRACA

Maros Bajtos

UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY
KATEDRA INFORMATIKY

9.2.1 Informatika

Veduci zaverecnej prace
doc. RNDr. Eduard Toman, CSc.

BRATISLAVA 2008



Tymto prehlasujem, ze som bakalarsku pracu vypracoval samostatne s odbornou pomocou skolitela a s

pouzitim uvedenej literatiry.

Bratislava, maj 2008 Maros Bajtos



Abstrakt

Predlozena praca sa zaobera niektorymi metrickymi vlastnostami ndhodne indukovanych podgrafov
n-rozmernych hyperkociek. Ciel prace je vy¢islit horné a dolné ohranicenie vrcholového pokrytia pre
Specidlny pravdepodobnostny model - ndhodne indukované podgrafy n-rozmernych hyperkociek s danym
poctom vrcholov (tento model bol zavedeny v [5]). N4 najdenie tychto ohranideni je pouZity vSeobecny
greedy algoritmus pre hladanie vrcholového pokrytia[2] a niektoré vysledky z [1] a z [3]. Vrcholové pokrytie

nadhodne indukovaného podgrafu hyperkocky je tizko spité s minimalizaciou boolovskych funkcii.
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1 Uvod

V predlozenej praci sa zaoberame ndhodne indukovanymi podgrafmi n-rozmernej hyperkocky. Pod n-rozmernou
hyperkockou myslime graf, ktorého vrcholy st bindrne vektory dlzky n a hrana je medzi kazdymi dvoma
vrcholmi, ktoré sa lisia prave v jednej suradnici. Nahodne indukovany graf je graf, ktory vznikol z povod-
nej n-rozmernej hyperkocky odobratim niekolkych vrcholov - pravdepodobnost p ponechania konkrétneho
vrcholu v kocke je parameter pravdepodobnostného modelu. Okrem parametra p, zadefinujeme parameter
(resp. funkciu) m(n) a triedu uvazovanych podgrafov obmedzime na podgrafy s m(n) vrcholmi. Ako neskor
ukéZeme, parameter p nebude v naSich vypoctoch hrat ziadnu rolu.

Cielom préce je vy¢islit horny a dolny odhad vrcholového pokrytia ndhodného grafu, ktoré je konstruované
greedy algoritmom. KedZe nie je mozné vy¢islit tieto hodnoty vSeobecne pre celt triedu grafov, hodnoty, ku
ktorym dospejeme buda platif iba takmer vzdy - konkrétnejSie s pravdepodobnostou bliziacou sa jednej
tak ako sa n blizi k nekonecénu. Rovnako budu vy¢cislené aj hodnoty pre ostatné metrické veli¢iny. A teda
vysledkom prace buda hodnoty, ktoré buda platit pre majoritnii ¢ast grafov - mnoZstvo grafov, pre ktoré
platit nebudii bude zanedbatelné.

V préaci bude pouzitych niekolko §tandardnych pravdepodobnostnych metdd a kombinatorickych technik.

Taktiez sa opierame o niekolko technik, ktoré boli pouzité v [1] a v praci si pouzité niektoré vysledky z [3].

1.1 Pojmy a znacenie

Nech G je graf. Mnozinu vrcholov grafu G ozna¢me V(G) a mnozinu hran grafu ozna¢me E(G).

Nech B ={0,1}. Nech V.= B™ anech E = {(,y); (z,y € V)A(|{i; (z); # (v):}| = 1)}. Potom graf G pre
ktory plati V(G) = V a E(G) = E nazyvame n-rozmernou hyperkockou. A teda hyperkocka je jednoduchy
graf s 2" vrcholmi (ktoré st reprezentované binarnymi vektormi dizky n), ktor§ méa hranu medzi kazdjmi

dvoma bodmi, ktoré sa lisia prave v jednej stiradnici.

Nech @,, je n-rozmerné hyperkocka. Potom symbolom R,, budeme znacit mnoZinu vsetkych jej podgrafov,

ktoré vznikli odobratim niekolkych vrcholov z Q,, a teda

Ry ={R; (V(R) € V(Qn)) ANE(R) = {(z,y);2,y € V(R) A (z,y) € E(Qn)}}

Nech K = {K3, K>, ...K,} je kone¢nad mnozina. Nech L = {L4, Lo, ...L, } je mnozina podmnozin K (teda
nech L; C K) a nech (J_, L; = K. Potom dvojcu (K,L) nazveme hypergrafom, prvky mnoziny K budu
vrcholy a prvky mnoZiny L budd hrany daného hypergrafu.

Pravdepodobnost istej udalosti budeme znagit vyrazom Pr[ udalost |.

1.2 Popis modelu

V tejto Casti formalne zadefinujeme model, ktorym sa zaoberame. V predchadzajicej kapitole sme definovali
mnozinu R,, ktord predstavuje ista triedu podgrafov n-rozmernej kocky, konkrétne triedu, ktora vznikla
odobratim niekolkych vrcholov z hyperkocky. Nie je vSak nasim ciefom Studovat tato triedu. Pre ticely tejto

prace zvolime parameter (resp. funkciu) m a zadefinujeme mnozinu



Rym = {R§ (R € Rn) A (‘R| = m)}

Teda nasim ciefom je Studovat konkrétnu triedu podgrafov, s prave m vrcholmi, kde m = f(n) pre lu-

m
2’7l

¢ € (0,1). Pre formalnu definiciu pravdepodobnostného modelu (priestoru), ktory budeme studovat, ostava

bovolnt, pevne zvolend, funkciu f. NavySe budeme pozadovat, aby — ¢ pre nejakil konkrétnu konstantu

zadefinovat pravdepodobnostnt funkciu P : R,, ,,, — (0,1).

Vychédzame zo Standardného pravdepodobnostného modelu (R,,, Pr), v ktorom plati:

PrlveG)=p
a pre ktory je funkcia Pr : R, — (0,1) definované nasledovne:
Pr(G) = p(\V(G)|)<1 _ p)(\V(Qn)\—IV(G)D

pri¢om p € (0,1) je pevne zvoleny parameter.

Teraz je potrebné odvodif pravdepodobnostni funkciu pre triedu grafov R, ., ktord by vychadzala z
popisaného modelu.
Lema 1. Nech R € R, ,,,. Potom plati

Dokaz: Ozna¢me udalostou A vyber konkrétneho grafu R € R, ,, a udalostou B vyber fubovolného

P(R) =

grafu z R, ,,. Potrebujeme vyjadrit podmienent pravdepodobnost udalosti A za podmienky udalosti B v

pravdepodobnostnom modeli (R, Pr). Dosadenim do vzorca ziskavame:

P(R) = Pr|A|B]

O

Pozndmka: Vyslednd funkcia nie je ni¢im prekvapiva, kazdy graf z R, ,, mé rovnaky pocet vrcholov a
271

teda jeho vyber je rovnako pravdepodobny. Kedze grafov s m vrcholmi je prave ( ), predpis funkcie
m

P(R) je priamodiary.



Pre potreby tejto prace treba este odvodit pravdepodobnost, Ze konkrétna mnoZina Z je podmnozinou
V(R) pre ndhodne indukovany graf R.
Lema 2. Nech Z C V(Q,), |Z| = k a zéroven k < m? a k < 2%. Potom pre n — oo plati:

PriZ CV(R) = (57)”

Dokaz: Ozna¢me udalostou A, Ze mnozina Z je podmnozinou V(R) pre ndhodny graf R € R, ., a uda-
lostou B vyber lubovolného grafu z R, ,,,. Opét chceme vyjadrit podmienent pravdepodobnost udalosti A

za podmienky udalosti B. Dosadenim do vzorca ziskavame:

Prl[AnB
Prial) = Tl
2 |7 .
|1Z] m—|Z| 1—p)2'—m
p ( m_ |z )p (1-p)

( i: >pm(1 —-p)*m
(5-7)
m—|Z|
(%)

Tato pravdepodobnost je mozné tiez asymptoticky tesne odhadntf pre n — oo, k < m? ak < 2%

hodnotou:
( m ) 1Z]
2TL

1.3 Vztah medzi vrcholovym pokrytim a DNF boolovskej funkcie

Najmensie vrcholové pokrytie ndhodného podgrafu n-rozmernej hyperkocky je tizko spété s minimalizaciou
zapisu boolovskej funkcie s n premennymi v disjunktivnej norméalnej forme (DNF). Mnozinu vrcholov hyper-
kocky (V(Q.,,)) tvori 2" binarnych vektorov dlzky n. Kazdému grafu R € R,, priradime konkrétnu boolovski

funkciu n premennych f nasledovnym spésobom:

f(al, as, an) =1

préave vtedy ked

(a1,a2, an) S V(R)

kde R je dany graf, ku ktorému zostrojujeme boolovska funkciu. Ako vidno tento vztah je bijektivny,
kazdy graf R € R,, jednozna¢ne urcuje jednu boolovskt funkciu n premennych a naopak.
Zoberme teraz lubovolné vrcholové pokrytie grafu R jeho podhyperkockami. Kazdej hyperkocke ktora sa

v danom pokryti nachadza priradime konjunkciu K nasledovnym spésobom:



K(al, as, an) = biubiu ceeey bz

r

kde 1 <41 < i3 < ... < i < n, stradnice a;,, a;,...a;, maji rovnakd hodnotu pre vsetky body danej
podhyperkocky z pokrytia. Dalej b;, = a;, ak hodnota a;, = 1 resp. b;, = @;, ak hodnota a;, = 0.

Je jednoduché nahliadnut Ze tento vztah je opét bijektivny a teda kazdej podhyperkocke grafu R vieme
jednoznac¢ne priradit konkrétnu konjunkciu a naopak. Navyse tymto spdsobom vieme jednoduchym sposobom
z vrcholového pokrytia zostrojit DNF danej boolovskej funkcie - kazdej hyperkocke z pokrytia vieme priradif
konjunkciu. Tieto konjunkcie spolu tvoria ¢leny DNF. A teda miniméalne vrcholové pokrytie grafu R jeho

podhyperkockami zodpoveda minimalnemu zapisu v DNF k nemu zostrojenej boolovskej funkecii.



2 Gradientné pokrytie nahodného grafu kockami.

Cielom tejto Casti je objasnit pojem gradientného (greedy) pokrytia, uviest konstruktivny algoritmus na jeho

zostrojenie a uviest znenie a dokaz vety, ktord v tejto praci zohréva klucovi tlohu.

2.1 Algoritmus pre zostrojenie gradientného pokrytia

Nech (X,A) je lubovolny hypergraf. Cielom tohto algoritmu je zkonstruovat mnozinu B - gradietné pokrytie

- pre ktort plati:

BCA
(X, B) je hypergraf

Algoritmus:

Vyber hranu A; € A maximélnej mohutnosti a vytvor mnozinu By = {4;}.

Opakuj: Nech Bj_; je podmnozina hran z A vybratych v prvych k-1 krokoch éinnosti algoritmu, X je
podmnozina vrcholov hypergrafu, ktoré nie si1 obsiahnuté v ziadnej z doteraz vybratych hran. Ak mnozina X},
je prazdna, algoritmus ukonéi svoju pracu a jeho vysledkom je mnozina Bj_;. V opa¢nom pripade algoritmus

vyberd hranu A; € A obsahujicu najvicsi pocet vrcholov z X}, a vytvorl mnozinu By = By—1 U {A;}.

Je zrejmé, ze algoritmus ukonci svoju pracu po kone¢nom pocte krokov a jeho vysledkom je pokrytie

hypergrafu s dizkou rovnou poétu krokov algorytmu (Oznaéme ju [(X, A)).

2.2 Horny odhad pre gradientné pokrytie vSeobecného hypergrafu

Nasledujtica veta bola dokdzand v [2].

Veta 1: Nech (X,A) je hypergraf a nech existuje jeho podhypergraf (Y,B) taky, Ze stupeni v(x) kazdého
vrchola 2 € Y podhypergrafu nie je mensi ako v(v < |B|) a pre niektoré € > 0: |Y| > (1 — ¢).|X|. Potom
dizka I(X, A) gradientného pokrytia hypergrafu (X,A) vyhovuje nerovnosti:

1Bl | |X]ve
v |Bl

Kedze tato veta mé zdsadny vyznam, uvedieme aj jej dokaz.

X, A) <1+elX|+

Dékaz: Nech (X,A) je hypergraf, (Y,B) je jeho podhypergraf a spolu s v a € vyhovuji podmienkam vety.
Aplikujeme gradientny algorytmus na hypergraf (X,A). Nech ¢y, je relativna pocéetnost vrcholov, ktoré nie st
pokryté po uskuto¢neni k-teho kroku gradientného algoritmu. Je prirodzené polozit dy = 1. Zrejme j, klesa

pre rastice k, pri¢om §, = 0 pre posledny r-ty krok algoritmu.

Indukciou dokézeme, Ze plati:

0p<e+(l—¢e).(1-a) (1%)

pricom o = ‘—gl.
Baza: pre k = 0 tvrdenie trividlne plati.

Krok: ukazeme, ze ak (1x) plati pre k(k > 0), tak plati aj pre k + 1:

Ak 6 < e, tak nerovnost (1x) je viditelne splnend, inak d; > ¢ dokdZeme:



Opp1 < O — (6k — 5).a & (2*)

S X011 < | X0k + X (0 — ). (3%)

, ktorti dokdzeme a z platnosti (2x) a indukéného predpokladu potom bude platit (1x) pre k + 1:

IN

Ok+1 O0p—(0p —e)a=(1—a) .0 +eca<(1 —a).(€+(1 —-e)(1 —oz)k) +ea

= (l-a)e+(l-a)1-a) " +ea=c+(1—-¢)(1—a)"!
Oznacme Y; mnozinu vrcholov z € Y, ktoré nie st pokryté po ukonceni k-teho kroku algoritmu. Na to

aby sme dokézali platnost (3%) potrebujeme ukézat, Ze na k+1-om kroku algoritmu mézeme vybrat hranu

h z mnoziny A/Bj, obsahicu aspoil | X|.(6x — €).« vrcholov nepatriacich do mnoziny Yj. Je zrejmé Ze:

Yl > [Y] = (1= 68).[X| = (1 = )| X]| = (1 = 0).[ X[ = (& —&).|X]

V désledku toho, ze Vo € Y je v(z) > v, priemerny pocet vrcholov x € Yy, pokrytych hranou h € B, je

aspor D‘/gl'”. Preto v mnozine B (a teda aj v mnozine A) ndjdeme hranu obsahujtcu aspoii |X|(dx — ).«

nepokrytych vrcholov. To znamend, Ze plati (3x) a teda aj (2x).

Je zrejmé, ze pre Tubovolné prirodzené k nie je pocet krokov gradientného algoritmu (a teda dlzka pokrytia

..........

kX (e (1=e) (1= o)) < b+ X+ )
pretoe ako ukdzeme (1 —¢). (1 — a)® < e ** pree e (0,1) aa € (0,1)
Definujme funkciu f: f(a) = (1 — a).e®.

(l-—e)(l-a)f<e ™ = (Q1-a)f<et
& (1-a)<e @k
& (I-a)e >k <1
& fla)<1
Pre funkciu f plati:
S F(0) =1
-Va € (0,1) f'(a) = —a.e™ < 0, takZe pre « z intervalu (0,1) je funkcia f nerasttca.

Vdaka spomenutym dvom vlastnostiam funkcie f plati Vo € (0,1) f(«) < 1, a preto:

(Vk > 0)I(X, A) < k +|X].(c + e~*F)

Ak polozime k = [1.In(|X|.a)] tak dostaneme tvrdenie vety O
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3 Horny a dolny odhad vrcholového pokrytia

V predchadzajucej kapitole sme uviedli a dokazali vetu, ktorda ma v tejto praci zasadny vyznam. NaSim
ciefom bude najst parametre (a podhypergraf (Y,B)) pre dant vetu a ndsledne jej vyuzitim dosiahnut po-
zadovany vysledok. Treba vSak objasnit niektoré vzfahy medzi skimanym pravdepodobnostnym modelom a
parametrami tejto vety.

Ako uZ bolo spomenuté, vSetky metrické vlastnosti ako aj vysledné odhady gradientného pokrytia budu
platit pre nahodé grafy s pravdepodobnostou bliziacou sa k 1 tak ako sa n bliZi k nekone¢nu. Cielom bude
teda najst parametre pre Vetu 1, ktoré buda platif prave tymto sposobom.

Avgak Vetu 1 nie je mozné priamo aplikovat na zadefinovany model, kedZe v zneni vety sa uvazuje o
hypergrafe a doteraz sme uvazovali len o hyperkockich - ktoré aj napriek podobnosti nazvu, nemaja s

hypergrafmi nic¢ spolo¢né - hyperkocka je jednoduchy graf. Zmienent vetu vyuzijeme nasledovnym sposobom:

Vrcholy hypergrafu (X,A) buda totozné s vrcholmi ndhodne indukovaného grafu R
Hrany hypergrafu (X,A) buda vSetky podhyperkocky ndhodne indukovaného grafu R

Vo Vete 1 je urceny horny odhad pre pokrytie hypergrafu hyperhranami. V nasom pripade teda ide
o pokrytie ndhodne indukovaného podgrafu hyperkocky jej podkockami a teda v konec¢nom désledku je
vycisleny horny odhad zapisu boolovskej funkcie n premennych v DNF (ziskanej gradientnym algoritmom).

Aby sme mohli vyuzit Vetu 1, je potrebné zostrojit podhypergraf (Y,B), s parametrami, ktoré by umoz-
nili aplikovanim vety dosiahnut ¢o najlepsi odhad. Tento podhypergraf (Y,B) bude tvorit ”zdravé jadro”
hypergrafu, priGom vrcholy, ktoré v tomto podhypergrafe nie st zahrnuté, buda tvorit zanedbatelnt cast
vzhladom na cely hypergraf. Toto zdravé jadro bude tvorif mnozina podhyperkociek konkrétnej dimenzie,

ktort odvodime v kapitole 5.

V kapitole 4 sa budeme zaoberaf podhyperkockami ndhodne indukovaného grafu. Vy¢islime strednu
hodnotu a disperziu pre metrick veli¢inu X, ; - pocet k-rozmernych podhyperkociek grafu R. Pre ttto
veli¢inu uvedieme aj asymptoticky presny odhad, ktory bude platif s pravdepodobnostou bliziacou sa k
jednej tak ako sa n blizi k nekoneénu. Tieto medzivysledky neskor pouzijeme na vy¢islenie hodnoty |B| zo

znienia vety.

Kapitola 5 sa zaobera dal§imi parametrami - potrebujeme urcit dimeziu podhyperkociek (a s tym savisiaci
parameter v), ktoré budu tvorif zdravé jadro (podhypergraf (Y,B) zo znenia vety). Najprv uréime stredni
hodnotu a disperziu novej premennej Y;, ;, - po¢tu k-rozmernych podhyperkociek obsahujucich fixny vrchol.
Je jednoduché nahliadnut, Ze v nasom pripade ide vlastne o stupeli daného fixného vrcholu v podhypergrafe
(Y,B), ktory budeme konstruovat. UkdZeme, Ze disperziu tejto premennej vieme odhadnit len pre dimenzie
ohranicené istou funkciou ky. V nadviiznosti na tento medzivysledok ukdzeme, ze ak zvolime vSetky kg-
rozmerné kocky za podhypergraf (Y,B) dosiahneme pozadovaného vysledku - vrcholov, ktoré sa nenachadzaji
v ziadnej z ko-rozmernych kociek je zanedbatelné mnozstvo (teda limitne nula) a takisto vSetky vrcholy tohto

podhypergrafu dosahuju isty stupeii (opit aZz na zanedbatelné mnoZstvo vrcholov).

Kapitola 6 obsahuje vy¢islenie horného odhadu vrcholového pokrytia ndhodne indukovanych podgrafov

n-rozmerne]j hyperkocky aplikaciou dosiahnutych vysledkov a Vety 1.

11



V kapitolach 4 az 6 sa zaoberame iba hornym odhadom pre gradientné vrcholové pokrytie. Pre vycislenie
dolného odhadu sta¢i vyuzit vysledky z diplomovej prace M.Kovalikovej [3]. Horny odhad je vydéisleny v
kapitole 7.
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4 Hyperkocky - nahodné veli¢iny

V tejto Casti sa zaoberame podhyperkockami nahodne indukovaného grafu R. Zavedieme novi nahodni
premennt, odvodime jej strednii hodnotu a rozptyl a dokdzeme aj dalSie tvrdenia, ktoré vyuzijeme v dalSich
kapitolach.

Ozna¢me symbolom X, , ndhodnt premennt - pocet k-rozmernych podhyperkociek ndhodne indukova-

ného podgrafu n-rozmernej hyperkocky.

Lema 3:
m — 2k
E(X, ) = [ P A
k on
m
Dokaz: Tato hodnotu ziskame priamociarym aplikovanim postupu z Lemy 2. O

Poznédmka: Stredni hodnotu moézeme tiez asymptoticky tesne odhadnif pre k < 1°g2m a k < § hodnotou:

s = (7 ) ()

Poznamka: V pripade, Ze k nespliia dané ohrani¢enie, uvedeny vyraz je horny odhad pre E (X k)

Lema 4:

Dokaz:

Var(Xnx) = B(X, ) = B(Xnx)?
on _ (2k'+1 _ 2j) >

) Z()()(’“)<m<<>>

m

(27172k+1>
2 k . k+1
n 2(n—k) _ no\ g [ N n—k m—2
GG G
m
o))
(™)
( om — (2k 1 _ 9d) > ( on — gkl
_ . n i n—3j n—k m — (2FT1 — 27) m — 2kt
£ [EE S
g7 _ gkl 2n — 2k 2

’ 92(n—Fk) m — 2k +! m — 2F
) (n) U )

Disperziu modZzeme zhora odhadntf hodnotou:

+
N
> 3
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e = w5 (5) (15 (1) (@7 -607)
@200 @7

=0

Postupnost a; = 277 ((%)_2] — 1) je neklesajuca, teda pre Var(X,, ;) plati:

n (M 2k +1 K n n—j n—k
2 (27> ay | o L

=\ J j j
ek [T 2kt my —2" n ’
= 2 (5) ((gn) - 1) k
2

< ") g (I >

<) 7 &)

Var(Xn )

IN

Lema 5: Nech k < § a k < 1°g2m. Potom plati:

no\ ook MmN\ no\ ok MmN\
k 2 (27) e Xnp < k 2 (27> te

Kde € = p(n) < "

. > 2n—k (2%)% a ¢ je Iubovolne rastica funkcia.

Doékaz: Podla Chebyshevovej nerovnosti plati

X
lim Pr{| X, — E(X,4)| > e < lim Var(Xo.)

n— oo n—oo 62

=0

a teda

lim Pr(|X,,— E(X,k)| <e]=1

n— oo

Teraz zavedme nové oznacenie:

p=(5)ab=

=

A novy parameter p:

Nech p je najmensie celé ¢islo ktoré spliia nerovnost:

p > loglog;, 2"
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Kedze p je najmensie také ¢islo, plati aj
uw—1 <loglog, 2"

Z toho plynu nasledujtice nerovnosti:

2!1
1a.(%) > 2" teda pgu <27

201
1b.(%) < 2" teda p*' "t > 27"

Teraz ukazeme niekolko tvrdeni, ktoré budu vychddzat z vyssie uvedenych poznatkov.

Lema 6: Nasledujtce tvrdenie platia pre kazdy ndhodne indukovany graf R s pravdepodobnostou bliZia-

cou sa k jednej tak ako n — oo:

1. R neobsahuje podkocky s rozmerom k pre k > pu.

2. Xn,kw<z>2"_kp2k prek<pu—2(aprek<Zak<

Dokaz:
1. Chceme ukédzat, ze lim, oo X, = 0 (pre £ > p). Na

ukazat nasledovné:

lim
n—oo

n

(;

nerovnosti 1la vyplyva:

Oznacéme [,

k

n 2n—k

ok
p
k
2k log n+n—kp2

o(n)

n

Ik

hS)

n

BS)

S

)
)
)
)

IN
S

IN
S

S

n)

(
(
(
(
(
(
o(

n)

A teda lim,,_,o. I = 0.
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1
0g2m)

zéklade tvrdenia z Lemy 5. vieme, ze staci

n n—k 2% _
(k >90(n)2 p* =0

)(p(n)?”kpzk a polozme k = p + r kde » > 1. Z platnosti < Z >

&
2(/1,+7‘) log n+n7kp2

n 2(,u+7‘) logn+n—k,_ 2H*2"

p

n 2(M+7‘) log n+n—k (p2“> z
n)2(l‘«+7‘) logn+n—k (2777,) 2"
2(,u+r) logn+n—k—n(2")

2(H+r) logn—n(2"-1)—k



n '3
2. Teraz dokazeme ze E(X, i) ~ Xn i, teda ze X,  ~ ) 2”*kp2k. Opit mozeme vyuzit Lemu 5. -

n n
stadi ukazat, ze plati ( L ) o(n)y/2nkp2" = o ((

) 2”_kp2k> (pre k < u — 2). Teda chceme ukazat

k
ze:
n ,
p(n)y/2n=kp*
. k . p(n)
lim = lim = 0
n—oo n—oo n—
n 2n—k’p2k 2 p
k
Kedze vieme Ze ¢(n) je Iubovolne rastica funkcia, staéi ukazat, ze lim, 2"_kp2k = oo. Oznadme

I, = 2"_kp2k a polozme k < pu — 2. Z uvedeného a z platnosti 1b vieme vyvodif nasledovné:

I, > Qn—(u—2)p2“’2
271
- on—(u-2) <p2‘“1)
> g2 (7))
on—(n—2)—3%
Z horného ohranicenia pre p vyplyva, zZe lim, . [ = co a teda tvrdenie plati. O
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5 Vrcholy - nahodné veliciny

Pre potreby tejto casti zavedieme novi ndhodnt premennt Y, j, - pocet k-rozmernych podkociek grafu R,

ktoré obsahuju fixny vrchol v € V(R).

Dalej ukazeme niekolko zaujimavyjch faktov. Zistime, Ze existuje rozmer ko taky, Ze pre asymptoticky
vSetky vrcholy ndhodného grafu (s pravdepodobnostou bliziacou sa k 1 tak ako n — oo) plati Ze Y, ; je
len velmi mélo vzdialend od jej o¢akévanej hodnoty. V snahe dokazat toto tvrdenie (ktoré neskor formalne

zadefinujeme), dokdZeme niekolko pomocnych liem.

Najprv odvodime zékladné hodnoty pre Yy, x - E(Yy ) a Var(Y, k).

Lema 7:

Doékaz: Tato hodnotu ziskame priamociarim aplikovanim Lemy 2. O

Lema 8: Var(Y, i) < CUZ))B E?(Y,.1), pre k < ko, kde ko = loglog, n

Dokaz: Pre odvodenie Var(Y, ) pouzijeme vztah Var(Y, i) = E(Ynz,k) — E%(Y,. ). KedZe hodnotu
druhého ¢lena uz pozname, staci odvodit len hodnotu prvého ¢lena - E(Yﬂ% +)- Vyjadrime teda ocakdvany
pocet usporiadanych dvojic K,L (kde K, L st k-rozmerné kocky) ktoré patria do R a zaroveti vrchol v patri
do K,L :

=
T

T
I

> PriK,LCRAvEK,I]
(K,L)

> Pr[K,LCRAvEK,IL]
KNL={v}
+ ) Pr[K,LCRAvEK,I]
KNL#{v}

Teraz odvodme pocet tych kociek, ktorych prienik je len vrchol v:

—k .
Y PrK,LCRveK]L] = (Z)(nk )ka+2

KNL={v}
n n ok+1_o

= E*(Ynz)

Odvodenie druhého ¢lena bude o nieco zlozitejsie:

k

— _k ] r
3 Pr[K,LQR/\vEK,MZZ(n)(n T)(” )pwl‘?
KL% (v} o\ k—r k—r

Teraz ukazeme, ze pre k < kg je prvy ¢len sumy najvicsi, teda ukadzeme ze plati:
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n n—1 n—=k ok+1_ol
1 k—1 k—1 P -
n—oe fn n—r n—=k PPy B
r k—r k—r

Odvodenie. Pre premennt j plati 1 < r < k. VSetky nerovnosti platia v limitnjch pripadoch, teda pre

n— oo

loglog,n > k

loglog,n > log (Zk —2) —log(r—1)
logyn > 2" -2
- r—1
2k —2
logyn > 2log,(k+1)+ o

Y

log, n

K
log,, ((k + 1)2b2r—12)

log,n > log, ((k+1)2b2r—12 +2k>

2k _o
n—2k > (k+1)%7—1
n — 2k 2"'—2
el =t
Vrl(n =2k +2) o2 .
k+12 P =
rin —2k+2)""1 5,
(k—r+1)20-D7F =1
rI((k — ) )2(n —2k+1)! 5, > 1
((k—1))2(n— 2k 1 1)! =
n n—1 2k+1721
1 k—
> 1

N

Teraz uz len sta¢i odhadntt zhora tato sumu:
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k
Z n n—r n—k p2k+1_2r
T k—r k—r
n
1

S k n—1 n—~k p2k+1_21
k—1 k—1
1 2
n — k41 1
< kn 2
2
S k‘3<n>p2k+1_21
n \ k

3
< DEp%qy,
< - (Yok)

Z toho vyplyva, ze Var(Y, ) vieme odhadnaf nasledovne

Var(Yoe) = E(Y2) = E*(Yak)
3
< E*(Yox) + k*OEQ(Yn,k) — E*(Yo 1)
n

kS o
- Mgy,
- (Yo,k)

Lema 9: Nech ko = loglog, n a nech 0 < k < ky Potom plati:

1 (ko)®
Pri|Yor—E(Ypr) 2 —EYnr)| <
ko n

Dékaz: Tvrdenie vyplyva priamo z Chebysevovej nerovnosti, ak zvolime ¢ = %E(Yn,k)
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6 Horny odhad pre vrcholové pokrytie

Lema 10: Nech (ko) je relativny pocet tych vrcholov z ndhodne indukovaného grafu R, takych, ze Y;, 1, <

n
pgko_l(l — -L). Potom s pravdepodobnostou bliziacou sa k 1 tak ako n — oo plati:
ko ko

(ko)®

n

er(ko) <

Dokaz: Na zaklade predchadzajiucej lemy vieme odvodit o¢akévany pocet vrcholov z R, pre ktoré plati
Yor — E(Yo k)| > éE(Ynk) Oznac¢me tto premenni by (R).

(ko)®

vER
ko)®

n

—~

<

m

Pouzitim Markovove]j nerovnosti pre by (R) dostavame:

Priby(R) > ko E(be(R))] < =
0

A kedze kg — oo plati:

lim Prbg(R) <

n— oo n

Teraz je uz jednoduché nahliadnut, Ze premennt er(kg) vieme ohranic¢it v limitnom pripade nasledovne:

O

Veta 2: Velkost gradientného pokrytia ndhodného grafu R hyperkockami, je s pravdepodobnostou bli-

ziacou sa k 1 tak ako n — oo najviac

27L
log, n

(c+o(1))

kde ¢ € (0,1) je konstanta z definicie studovaného pravdepodobnostného modelu (teda 33 — c)

Dékaz: Pre ukizanie tejto vety pouzijeme Vetu 1 (ako podhypergraf (Y,B) zvolime hypergraf tvoreny

vietkymi podhyperkockami grafu R rozmeru k) s naledovnymi parametrami:
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€

Ry

n k
B _ 2n—k0 270
|B| < ko ) P

Dosadenim do rovnice zo znenia Vety 1. dostdvame nasledovné:

Il

™
=
—

ol
(=}
~

[
3

Bl |X]ve
— In
o "Bl

n n— k n ko _ 1
K <k0>2 i m<ko>p“1(l_k‘o>e
1

= 1+ %m+ n

n n n
2k0—1 (1 _ L on—kq p2ko
(o )rea) (L)

1
L6 2nfkop m (1 — R) e
= 1420 1

+ N m 4+ 1 7 In 2n_k0p

IN

14+¢|V]+

la

" ko

Kedze p = (Qﬂn) s pravdepodobnostou bliziacou sa k 1 tak ako n — oo plati:

1

g, 2 ), (o d)e
< = 1

la < 1+nm+ 1*1710 n 2o (22)

kg m k
1+;m+2701n(2 06)

IA

kG
= 1+—m+
n logy, n
1 kS Inl 1
_ m<+0+n0gbn+ >
m  n log, n log, n
m + o(2")
log, n
271

= logn (c+0(1))

m

(Inlogyn+1)

A teda horné ohranicenie pre gradientné pokrytie grafu g je rovné:
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7 Dolny odhad pre vrcholové pokrytie

Pre ziskanie dolného odhadu vrcholového pokrytia pouzijeme vysledky z prace M.Kovalikovej. Uvedme ten

najpodstatnejsi (toto tvrdenie je sucast vety 4. z [3]):

Lema 11: Nech Ay = loglog, n + logloglog, n + . Potom s pravdepodobnostou idiacou k 1 tak ako
n — oo plati:
VJAQ(R) = 0(2")

kde an A, J& pocet vrcholov ndhodne indukovaného podgrafu n-rozmernej hyperkocky, ktoré st pokryté

(v gradientnom pokryti) podkockami rozmeru vicsieho ako Az a € je lubovolnd kladna nenulové konstanta.

Na zédklade lemy 11. je mozné urcit dolny odhad vrcholového pokrytia.
Veta 3: Velkost gradientného pokrytia ndhodného grafu R hyperkockami, je s pravdepodobnostou bli-

ziacou sa k 1 tak ako n — oo aspon

2’ﬂ
vloglog, nlog, n

(¢ —o(1))

kde v > 1 ac€ (0,1) je konstanta z definicie studovaného pravdepodobnostného modelu (teda 3 — c).
Dokaz: Na zaklade Lemy 11 vieme povedat, ze absolitna vi¢sina vrcholov (teda limitne vSetky vrcholy)
nahodného grafu st pokryté podkockami rozmeru mensieho ako A;. Pre ziskanie dolného odhadu pre gra-
dientné pokrytie je teda postacujuce vycislif pocet potrebnych podkociek rozmeru Ay na pokrytie tychto

vrcholov. S pravdepodobnostou bliZiacou sa k jednej tak ak n — oo ( a pre v > 1)plati nasledovné:

s VB - V5 (R) m — o(2") mon —o(2") gn
A= 222 2¢loglog, nlog,n — vloglog, nlog,n  vloglog, nlog, n

(c—o(1))
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8 Zaver

Na zéaver zhrnieme dosiahnuté vysledky. Najprv sme v kapitole 4 odvodili niekolko pravdepodobnostnych
hodnét premennej X, ; - teda poctu podkociek v ndhodne indukovanom grafe n-rozmernej hyperkocky.

Vypoditali sme disperziu a ofakévani hodnotu tejto premennej. To umoziiilo dokézat dalsie fakty o tomto
n
modele - asymptoticky presny odhad premennej X, 5 (ktory bol rovny ( ) ) 2"*kp2k) a urdif maximalnu

dimenziu v ktorej este je mozny vyskyt podkociek (loglog, n). V dalSej kapitole sme sa zaoberali premennou
Y, 1 - poctom k-rozmernych podkociek, ktoré obsahuju fixny vrchol v. T4to premenné je vlastne stupen
vrchola v, ak uvazujeme ako hrany len k-rozmerné podkocky. K tejto premennej sme opét urcili disperziu a
ocakavani hodnotu. Vsetky tieto ziskané medzivysledky néas v kapitole 6 doviedli k jednej z hlavnych viet
tejto prace - vete o hornom odhade gradenientného pokrytia ndhodne indukovaného grafu s danym poctom

vrcholov. Pouzitim vety 1 a zjednoduSenim ziskaného vysledku sme dosiahli pozadovant hodnotu horného

odhadu - loz:n(c + o(1)). Posledna kapitola sa zaobera dolnym odhadom pre vysSie spominané pokrytie.
V tejto kapitole si pouzité vysledky z prace M.Kovalikovej [3]. Ako sa ukédzalo po vyé&isleni tejto hodnoty,
horny a dolny odhad nie st asymptotické funkcie. Gradientné pokrytie ndhodne indukovaného podgrafu

n-rozmernej hyperkocky s danym poctom vrcholov teda zatial nemd asymptoticky presny odhad.

Oblast, ktorou sa zaoberd tato praca ma stale vela otdzok, na ktoré by bolo potrebné najst odpovede.
KedZe rozsah tejto prace bol obmedzeny ¢asovo aj priestorovo, nebolo mozné sa venovat dalsim témam. Medzi
témy, ktoré s touto pracou suvisia a stali by za preskiimanie urcite patri aj odhad gradientného pokrytia
nahodne indukovaného podgrafu n-rozmernej hyperkocky s danym poc¢tom vrcholov v zavislosti od réznych

funkecii m(n), najmé funkcii ktoré sa blizia k nule tak ako sa n blizi k nekoneénu réznymi rychlostami.
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