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V praci sa zaoberdme rovnomernym vyuzivanim stavov deterministickych konec¢nych
automatov. PrindSame analyzu niekolkych moznych definicii pojmu ,rovnomerné vyuzi-
vanie stavov®. Ukézeme vzfah medzi minimalnym automatom v zmysle Myhill-Nerodovej
vety a rovnomerne vyuzivanymi automatmi. Dalej pracujeme s triedou jazykov, pre ktoré
existuje rovnomerne vyuzivany automat, uvadzame zdkladné uzaverové vlastnosti tejto

triedy a zaradujeme ju do Chomského hierarchie.

KL UCOVE SLOVA: deterministické konecné automaty, vyuzivanie stavov, minimélny auto-

mat.



Predhovor

V dnesnej modernej dobe sa coraz Castejsie stretdvame s pocitacmi aj na miestach, kde
by sme to v minulosti neocakévali. Preto sa snazime vylepSovat jednotlivé ¢asti pocitaca,
zefektivnit ich préacu, ale aj znizit ich nepriaznivy vplyv na Zivotné prostredie. Sti¢astou
kazdého pocitaca je procesor — riadiaca jednotka, ktora vykonava vypocet.

Zaujimavou otazkou spojenou s vyvojom procesorov je ich zahrievanie pocas vypoctu.
(Hlavne vypoctovo naro¢né ulohy zamestnavaju procesor natolko, ze ho treba chladit.)
Tento problém sa sice v praxi riesi, no pre potreby tedrie doposial nebol vypracovany
ziaden zodpovedajici model. Preto v praci prindSame analyzu vyuzivania stavov konec-
nych automatov. (Konefné automaty povazujeme za jeden z najjednoduchsich modelov
procesora.) KedZze je nasou snahou dosiahnuf rovnomerné zahrievanie procesorov, budeme
uvazovat rovnomerné vyuZivanie stavov automatov.

Prvym ciefom prace bola analyza réznych definicii rovnomerného vyuZzivania automa-
tov. Mnoho Tudi si iste pod rovnomernym vyuzivanim stavov automatu predstavi nieco iné,
preto sme tychto definicii navrhli viacero, porovnali ich z pohladu jednoduchosti a ,sily*,
no tiez sme dbali na to, aby definicie prili§ neodbocovali od nasej intuitivnej predstavy
rovnomerne vyuzivanych automatov.

Po vybrati vhodnej definicie bolo nasim hlavnym cielom blizsie urcit triedu jazykov,
ku ktorym existuji rovnomerne vyuzivané automaty. K tomu sme si v praci vybrali skima-
nie uzaverovych vlastnosti tejto triedy, ¢im sme triedu jasne odlisili od triedy regularnych

jazykov.
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Kapitola 1
Uvod

Pojem deterministického kone¢ného automatu je v tedrii formalnych jazykov a automa-
tov dobre zndmy. Konec¢ny automat — jeden z najjednoduchsich typov konec¢nostavovych
zariadeni — moze byt vnimany ako zjednodusSeny teoreticky model pre procesor pocitaca.
Medzi problémy spojené s vyvojom procesora urcite patri aj jeho zahrievanie. Pocas vy-
poctu procesor meni obsah svojich registrov a pri kazdej takejto zmene vyprodukuje istu
davku tepla, kvoli ktorému potom treba procesor chladit. (Ak by sa kremik na ¢ipe roz-
tavil, pravdepodobne by procesor uz nefungoval tak, ako by mal fungovat.) Moze sa staf,
ze sa procesor prili§ zahrieva na malej ¢asti a na inych miestach je v podstate chladny. Za
predpokladu, Ze sa procesor bude zahrievat rovnomerne, by bolo mozné chladit procesor
efektivnejsie. Otazkou zostéva, i sa procesor dé navrhnit tak, aby sa zahrieval rovnomerne
a zaroven aby nestratil svoju vypoctovu silu.

V préaci budeme skuiimat zjednoduSeny matematicky model procesoru, deterministicky
konecny automat. Budeme predpokladat, Ze krok vypoc¢tu automatu sposobi zahriatie istej
Casti procesoru — v zavislosti od aktualneho stavu automatu®, a teda budeme konstruovat
automaty, ktoré rovnomerne vyuzivaju svoje stavy. Téme rovnomerného vyuzivania stavov
automatov — teoretického rieSenia problému so zahrievanim sa procesorov — sa doposial
nevenovala pozornost. Preto v préaci zacneme navrhom definicie rovnomerného vyuzivania
stavov.

V kapitole 2 pre tplnost uvedieme zékladné pojmy, s ktorymi budeme v dalSom texte
pracovat — definiciu deterministického kone¢ného automatu, niektoré operécie na jazykoch.

Predpokladame vsak, Ze ¢itatel absolvoval aspon zékladny kurz tedrie formalnych jazykov

ITento predpoklad nie je tGplne spravny — v praxi je zahrievanie procesora zlozitejsi proces. Vzhladom
na to, ze budeme skiimat zjednoduseny model, verime, Ze nam ¢itatel tito nepresnost odpusti.



Kapitola 1. Uvod

a automatov a ma predstavu o tychto pojmoch, preto budeme stru¢ni. V kapitole 3 za-
definujeme pojem rovnomerne vyuzivaného automatu viacerymi spésobmi a porovname
tieto definicie. Vyberieme definiciu, ktora podla néas najlepsie vystihuje intuitivne chépa-
nie rovnomerného vyuzivania stavov. S touto definiciou budeme pracovat v dalSom texte.
V Kapitole 4 potom budeme skiimat triedu jazykov akceptovanych koneénymi automatmi,
ktoré rovnomerne vyuzivaji svoje stavy. DokdZeme vztah medzi minimélnym automatom
a rovnomerne vyuzivanymi automatmi pre dany jazyk. Uvedieme uzaverové vlastnosti tejto
triedy a naznacime, ktoré vlastnosti by sa zmenili inou volbou definicie.

Vhodné volba definicie nie je jednoduché tloha. Sktisime najst kompromis medzi do-
stato¢nou presnostou pojmu (tak, aby definicia vystihovala nase intuitivne vnimanie rov-
nomerného vyuzivania stavov) a dobrymi vlastnostami definicie. Musime vSak pamiitat aj

na to, Ze teoreticky model nemoze presne vystihnut situaciu pozorovani v praxi.



Kapitola 2
Zakladné pojmy

V celej praci sa zaoberame deterministickymi kone¢nymi automatmi. Uvadzame preto de-
finiciu tohto pojmu ako je uvedena v [HMUO1]. Pre tplnost uvedieme aj definiciu nedeter-
ministického kone¢ného automatu, aj ked sa nim tato préca nezaoberd. (Vysledky mozu
byt pri vhodnej volbe definicie rovnomerného vyuzivania stavov rozsiritelné aj na nedeter-
ministické automaty.) Citatelovi, ktory nie je oboznameny s pojmami slovo, jazyk, trieda
jazykov, ako aj s ostatnymi zakladnymi pojmami tedrie formalnych jazykov, odporicame

nastudovat prislusné pojmy napriklad v [RF08].

2.1 Deterministicky kone¢ny automat

Definicia 2.1.1. Deterministicky konecny automat (DKA) je pitica A = (K, 3,0, qo, F),
kde K je konecnd mnoZina stavov, Y je konecnd vstupna abeceda, qy € K je pociatocny

stav, F' C K je mnoZina akceptacnych stavov a 6 : K x ¥ — K je prechodovd funkcia.

Definicia 2.1.2. Konfiguracia DKA A je dvojica (q,w) € K X ¥*, kde q je stav automatu

a w je nespracovand cast vstupného slova.

Definicia 2.1.3. Krok vypoctu DKA A je relacia b4 na konfigurdciach definovand nasle-

dovne:

(q,av) Fa (p,v) <= p=4(q,a).

Definicia 2.1.4. Jazyk akceptovany deterministickym konecnym automatom A je mnoZina
slov L(A) = {w € ¥* | (qo,w) % (¢,e) Nq € F}.



2.2. Nedeterministicky kone¢ny automat Kapitola 2. Zakladné pojmy

Poznamka 2.1.1. V predchddzagicej definicii sme pouzili dve standardné oznacenia. Jazyk
¥* oznacuje jazyk (mnozina) vsetkyjch slov nad abecedou X. Reldcia F oznacuje reflexivno-

tranzitivny uzaver relacie 4.

2.1.1 Deterministicky kone¢ny automat so zastavenim

Pre potreby prace budeme uvazovat miernu obmenu deterministického kone¢ného auto-
matu. Jediny rozdiel medzi klasickou definiciou a definiciou pouzivanou v praci bude to, ze
klasicky deterministicky automat musi vzdy docitat slovo, nemoze sa zastavit a neakcep-
tovat slovo. Upravou prechodovej funkcie zabezpedime, aby sa automat mohol zaseknit.
(A tym neakceptovat slovo, na ktorom sa zasekne.) Nejjednoduchsou tpravou J-funkcie
je povolit, aby bola na niektorych dvojiciach stav-pismeno nedefinovani. Napriek tomu,
ze takto definované prechodové funkcia uz nie je funkciou (nie je definované na vsetkych

prvkoch), ale relaciou, budeme stéle hovorit o prechodovej funkcii.

Poznamka 2.1.2. Krok vypoctu, konfigurdcia a akceptacny jazyk si definované analogicky
ako pri klasickom DKA.

Citatel' si moze vSimnit, Ze takto definovany deterministicky kone¢ny automat mé
rovnaki vypoctovu silu ako kalsicky DKA — Zaseknutie sa automatu je ekvivalentné s pre-
chodom do stavu g,, ktory je neakceptacny, a v ktorom je pre kazdé pismeno x z abecedy
prechodova funkcia definovana ako §(qy,, ) = qy-

Napriek tomu, ze budeme pouzivat DKA, ktory dokéaze pocas vypoctu zastavit, budeme
ho nazyvat (deterministicky kone¢ny) automat. V niektorych pripadoch tuto skutoc¢nost

pripomenieme v poznamkach pod ¢iarou.

2.2 Nedeterministicky kone¢ny automat

Definicia 2.2.1. Nedeterministicky konecny automat (NKA) je pitica A = (K, %, 9, qo, F),
kde K je konecnd mnoZina stavov, ¥ je konecnd vstupnd abeceda, qo € K je pociatocny
stav, F C K je mnoZina akceptacnyjch stavov a § : K x (3 U {e}) — 2K je prechodovd

funkcia.

Definicia 2.2.2. Konfiguracia NKA A je dvojica (¢, w) € K X ¥*, kde q je stav automatu

a w je nespracovand cast vstupného slova.



2.3. Operacie s jazykmi Kapitola 2. Zakladné pojmy

Definicia 2.2.3. Krok vijpoctu NKA A je reldcia b4 na konfigurdciach definovand nasle-

dovne:

(q,av) F4 (p,v) <= p € d(q,a).

Definicia 2.2.4. Jazyk akceptovany nedeterministickym koneénym automatom A je mno-
zina slov L(A) = {w € ¥* | (qo,w) F* (q,6) Nq € F}.

2.3 Operacie s jazykmi

V préci budeme hovorit aj o uzaverovych vlastnostiach triedy jazykov prislichajtcich k rov-
nomerne vyuzivanym automatom vzhladom na operécie s jazykmi. Predpokladdme, Ze ope-
récie prienik, zjednotenie a komplement'® st ¢itatelovi zndme aj z tedrie mnozin. Uvedieme
prehlad operécii, ktoré sa pouzivaju v tedrii formalnych jazykov.

Oznacené zjednotenie L; U, Ly = Ly U{c} - Lo, pricom c € X, ¢ & Xp,.

Zretazenie L;- Ly ={u-v | u € L1,v € Ly}, kde ak u = wyus ... u;, v = v102...v;, tak

UV = Uy . . UV V2 . . V)
Mocnina L’ ={c}aVn>1;L" =L L2

Iteracia (Kleeneho uzaver x) L* =|J;-, L".

Kladna iteracia (Kleeneho uzaver +) Lt =J;2, L".

Reverz Nech u = ujuy ... u;. L = {u" | u € L}, kde u® = wju;_ ... usuy

Homomorfizmus Zobrazenie h : ¥ — X5 také, ze Vu,v € 37 : h(u-v) = h(u) - h(v),

nazyvame homomorfizmus. Nech L C 35, potom h(L) = {h(u) | u € L}.

Inverzny homomorfizmus Nech A je homomorfizmus. Pomocou h definujeme zobrazenie

h=1: 35 — 2% ako h™(u) = {v | h(v) = u}.> Potom h"Y(L) =, ., h "} (w).

weL

Substittcia Zobrazenie p : X1 — 2%2 také, ze Vu,v € 37 : p(u-v) = p(u)-¢(v), nazyvame
substiticia. Nech L C X7, potom ¢(L) = [J,,c ©(w).

'Pri komplemente jazyka L povazujeme za univerzalnu mnozinu jazyk X3, kde X7, je minimélna abe-
ceda, ktora obsahuje vSetky pismena z jazyka L

2Mocnina sa d4 analogicky definovat aj pre slova: w® =ec aVn > L;uw" =w-w

3Toto zobrazenie je v istom zmysle inverzné k homomorfizmu h.

0 n—1



2.3. Operacie s jazykmi Kapitola 2. Zakladné pojmy

Poznamka 2.3.1. V kapitole 4 budeme skimat uzdverové vlastnosti triedy rovnomerngch
jazykov — trieda je uzavretd vzhladom na operdciu, ak po prevedeni operdcie s jazykom
z triedy vznikne tieZ jazyk z tejto triedy. Pri uzavretosti triedy jazykov T vzhladom na nejaki
operdciu pracujicu s dvomi a viacerymi jazykmi budeme predpokladat, Ze vsetky jazyky

patria do triedy T .



Kapitola 3

Definicia rovhomerného vyuzZivania
stavov DKA

V tejto kapitole si budeme v§imat vyuzivanost stavov DKA A na jazyku L(A) alebo jeho
podmnozinach. Preto ak budeme hovorif o vyuzivani stavov na jazyku L, budeme pred-
pokladaft, ze L C L(A). Ako sme uviedli v kapitole 2, budeme uvazovat deterministického
kone¢ného automatu ktory sa moze pocas vypoctu zaseknut. (KedZe v praci skimame iba
vypocty na slovach z akceptacného jazyka, nebol by stav, ktory by sa pouzival len na do-
¢itanie slova a neakceptovanie, nikdy vyuzity. Potom by automat nemohol rovnomerne
vyuzivat svoje stavy — jeden zo stavov by sa nevyuzival vobec.)

V nasledujicom texte sktisime vyslovit prirodzent definiciu rovnomerného vyuzivania
stavov DKA a objasnit dévody, preco takato definicia nespliia nase poziadavky. Neskor sa
dopracujeme k definiciam, ktoré budt vhodnejsie na vyuzitie. Nasim cielom bude rozpoz-
nat rozdiely medzi definiciami a vybrat ta, ktord najlepsie vystihne pojem rovnomerného
vyuzivania stavov.

Budeme hovorit o rovnomernom vyuzivani automatu A na jazyku L. Ak jazyk L ne-

Specifikujeme, budeme predpokladat, ze L = L(A).

3.1 Intuitivna definicia

Na to aby sme o stavoch DKA A = (K, X, 4, qo, F') mohli povedaf, Ze st rovhomerne vy-
uzivané na jazyku L, potrebujeme definovat rovnomerné vyuZivanie stavov na slovéch.

Uvazujme slovo w = wywy ... w, € L. Pre toto slovo existuje jednozna¢ny vypocet auto-



3.1. Intuitivna definicia Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

matu A

(qo, wrws . .. wy) F (g1, wows ... wy,) F* (qr, €).

Pre zjednodusenie zapisu zavedieme oznacenie # 4[q,w], ktoré bude znamenat pocet vy-

skytov stavu ¢ vo vypocte automatu A na slove w. V pripade, ze bude jednoznac¢ne urceny

automat, o ktorom hovorime, budeme vyuzivat aj alternativne oznacenie #|q, w].
Definujme rovnomerné vyuzivanie stavov na slove w. Prirodzenym spdsobom dostavame

nasledujucu definiciu.

Definicia 3.1.1. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-

merne vyuzivany na slove w € L(A), ak

Vp,q € K #(p, w| = #lq, w].

Zékladnym problémom tejto definicie je fakt, Ze automat moze byt rovnomerne vyuzi-
vany na slove w iba ak plati |w| + 1 = k - |K| pre nejaké k € N. Aby sme sa problémom
tohto typu vyhli, moézeme do definicie 3.1.1 vniest parameter, ktory ndm umozni isti ne-
rovnomernost vyuzivania stavov. Aby sme mohli stale hovorit o rovhomernom vyuZivani,

povolime iba konstantna odchylku.

Definicia 3.1.2. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-

merne vyuzivany na slove w € L(A) s parametrom k € N ak

Vp,q € K [#[p, w] — #[q, w]| < k.

Tymto parametrom sme sa zbavili obmedzenia na dizku slov, na ktorjch mézu byt auto-
maty rovnomerne vyuzivané. Vyslovme teraz definiciu rovnomerného vyuzivania automatu

na jazykoch. Vyuzijeme pritom definiciu 3.1.2.

Definicia 3.1.3. Deterministicky koneény automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-

merne vyuzivany na jazyku L C L(A) s parametrom k € N ak
Vwe L VpgeK  |#p,w]—#lgw]| <k

Priklad 3.1.1. Pre jazyk Ly = {a" | n = 3 mod 7} ezistuje rovnomerne vyuZivany au-
tomat Ay taky, Ze L(Ay) = Li. Pritom parameter z definicie je rovny 1. Aj pre jazyk

Ly ={a" | n =8 mod 9} existuje rovnomerne vyuZivany automat Ag taky, Ze L(As) = Lo.



3.2. Porovnévanie stavov Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

Pritom parameter k = 0, ¢o znamend, Ze automat Ay je rovnomerne vyuZivany aj podla

definicie 3.1.1 na kaZdom slove z Ly. Prvy automat je

Al = ({q07 41,492,493, 44, g5, QG}a {a}a 517 qo, {q3})7

kde 61(qgi,a) = ¢iv1 moa 7 pre i € {0,1,2,3,4,5,6}. Druhy automat je

A2 = ({Qm 41,492,943, 44,95, 4s, 47, QS}a {(Z}, 527 qo, {qS})7

kde 62(qi,a) = ¢iv1 moao pre i € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
Lahko nahliadneme ako vyzerd viypocet oboch automatov, a tak aj zistime prislusné

konstanty z definicie 3.1.3.

V definiciach 3.1.2 a 3.1.3 sme zaviedli isty parameter — odchylku od skuto¢ne rovnomer-
ného vyuzivania stavov. Parametrov ovplyviiujtcich vlastnosti definicii objavime v dalsom
texte viac. Budeme skiimaf ich vplyv na definiciu a skiisime vytvorit definiciu, ktora bude

mat podla nas vyhovujice vlastnosti.

3.2 Porovnavanie stavov

Vo vsetkych troch definiciach sme porovnavali kazda dvojicu stavov. V praxi by mohlo byt
nepohodlné porovnavanie vyuzivania vsetkych stavov navzajom.Nase tivahy zjednodusi,
ak budeme porovnévat maximélne a minimélne vyuzivany stav. UkaZzeme, Ze nasledujice

definicie su ekvivalentné k definiciam 3.1.2 a 3.1.3.

Definicia 3.2.1. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-

merne vyuzivany na slove w € L(A) s parametrom k € N ak

max(#[p, w]) — min(#g, w]) < k.

peEK qeK

Definicia 3.2.2. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-

merne vyuzivany na jazyku L C L(A) s parametrom k € N ak

Vw € L max(#[p, w]) — min(#[q, w]) < k.

pEK qeEK

Vyhodou definicie 3.2.2 oproti 3.1.3 je fakt, Ze v definicii 3.2.2 porovnavame vyuzivanost

len dvoch stavov.



3.3. Parametre definicie Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

Veta 3.2.1. Deterministicky koneény automat A je rovnomerne vyuZivany podla definicie

3.1.3 parametrom k € N prdve vtedy, ked je rovnomerne vyuzivany podla definicie 3.2.2

Dékaz. Ak pre kazda dvojicu stavov DKA A plati |#[p, w] — #[q, w]| < k tak tato ne-
rovnost plati aj vtedy, ak stav p je maximéalne vyuzivany a stav ¢ minimélne vyuzivany,
teda max,ex (#[p, w]) — mingex (#[q, w]) < k. Z toho vyplyva, ze DKA A je rovnomerne
vyuzivany aj podla definicie 3.2.2.

Opacne, ak plati maxpecx(#[p, w]) — mingex(#[q, w]) < k, tak zrejme plati nerov-
nost |#[p, w] — #[q, w]| < k pre kazda dvojicu stavov p a gq. Ak by totiz pre nejaké dva
stavy platilo #[p, w] — #[q, w] > k, tak vyuzitim nerovnosti #[p, w] < max,cx(#[p, w])
a #[q, w] > minge i (#[q, w]) dostavame maxye i (#[p, w]) — mingex (#[g, w]) > k. Teda ak
je DKA A rovnomerne vyuzivany podla definicie 3.2.1, tak je rovnomerne vyuZivany aj
podla definicie 3.1.1. O

3.3 Parametre definicie

V definicii 3.2.2 sme pouzili parameter k, ktory ndm umozni vyuzivat niektoré stavy viac
ako iné pri zachovani rovnomernosti vyuzivania stavov. Definiciu vSak ovplyviuje viacero

faktorov. Uvedieme prehlad tych zékladnych.

3.3.1 Volba stavov

Za automat, ktory rovnomerne vyuZiva svoje stavy, mozeme povazovat aj taky, ktory
vyuziva rovnomerne vsetky stavy okrem pociatocného a ten vyuziva relatlivne malo. Pri-
kladom takého automatu je automat pre oznacené zjednotenie dvoch jazykov, pricom tieto
jazyky maju rovnomerne vyuzivany automat podla definicie 3.2.2. Takyto automat vsak

podla definicie 3.2.2 nevyuziva svoje stavy rovnomerne. Ttto definiciu mozeme upravit.

Definicia 3.3.1. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-
merne vyuzivany na jazyku L C L(A) s parametrom k € N ak ezistuje Koy C K takd,

ze

Vwe L max (#[pw]) - min (#lg,w]) <k

aVw € L  max,ek, (#[p, w]) < k.

Podmienka, aby stavy z mnoziny K, boli vyuzivané menej ako k-krat je dolezita kvoli

v . . 7 .. J ) ’ . ’ , . .
nasej motivacii najst definiciu, ktora by vyhovovala rovnomernému zahrievaniu procesora.
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3.3. Parametre definicie Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

Ak by boli stavy, ktoré neporovnavame s ostatnymi pouzivané casto, procesor by sa v tychto

miestach zahrial.

Poznamka 3.3.1. Tdto definicia ndm umozni konstruovat rovnomerne vyuZivané auto-
maty pre jazyk {w} - L, kde w = wy...w; a L md rovnomerne vyuZivany automat —
priddme nove stavy G, ..., Guw,, novy pociatocny stav bude qu,,6(qu, W) = Gu,., pre
led{l,...;i—1} a 0(qu;,wi) = qo-

Poznamka 3.3.2. Vsimnime si, Ze ani takdto definicia ndam neumozni turdit, Ze trieda
jazykov ku ktorym existuje rovnomerne vyuzZivany automat, je uzavretd na oznacené zjedno-
tenie, aj ked by to tak na prvy pohlad mohlo vyzerat. Pozrime sa na automat pre oznacené
zjednotenie jazykov Ly a Ls. Nech pre tieto jazyky existuju rovnomerne vyuZivanée auto-
maty Ay a Ay. Bez ujmy na vseobecnosti mozZeme predpokladat, Ze stavy tychto automatov
st rozne. Automat A pre jazyk Li U, Ly bude mat stavy qo U K1 U K3, kde qo je novy stav.
(Pouzivame Standardni konstrukciu.) Delta funkcia bude na stavoch z mnoZiny Ky res-
pektive Ko definovand rovnako ako v automate Ay respektive Ay. V stave qq dodefinujeme

delta funkciu nasledovne.
(g0, ¢) = qo, (g0, ¥) = d2(qo,, ) VYV € Xy U s

Z definicie delta funkcie vidime, Ze L(A) = L1 U, Ly. Tento automat nie je rovnomerne
vyuzivany, pretoZe na slovach z jazyka Ly, ktoré nepatria do Lo, budi stavy z mnoZiny
K, sice rovnomerne vyuZivane, no stavy z mnoziny Ko ostani nevyuZité. Konkréetnym
prikladom mozu byt jazyky L1 = {a' | i € N} a Ly = {b' | i € N}. Dd sa ukdzat, Ze
pre oznacené zjednotenie tychto dvoch jazykov naozaj meexistuje rovmomerne vyuzZivany

automat.

Ako uvadza poznamka 3.3.2, ani trieda automatov rovnomerne vyuzivanych podla de-
finicie 3.3.1 nebude uzavreta na oznacené zjednotenie. Ak by sme volili mnozinu K inti
pre kazdé slovo w, vyriesili by sme tym problém z poznamky 3.3.2. Takto definovana
rovnomernd vyuzivanost automatu by vSak uz ani zdaleka nevystihovala nasu povodni

motivaciu, preto si takto definiciu dovolime vynechat.

3.3.2 Rovnomerné vyuzivanie na mnozine slov

Dalsim faktorom ovplyviiujicim definiciu rovnomerného vyuzivania stavov je jazyk, na kto-

rom mé byt automat rovnomerne vyuzivany. Ak by sme napriklad povolili, aby rovnomerne
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3.3. Parametre definicie Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

vyuzivany automat na niektorych slovach nevyuzival svoje stavy rovnomerne, stale by sme
mali dobra definiciu tohto pojmu. (Za predpokladu, Ze slov, ktoré neuvazujeme, bude
relativne méalo.) NavySe existuju jazyky, ktoré by vdaka tejto definicii mali rovnomerne
vyuzivany automat.

Na tento parameter definicie sa vSak da pozriet aj z iného uhla. Ak by automat vyuzival
svoje stavy nerovnomerne, no po ,akceptovani“ vsetkych slov z akceptacného jazyka za se-
bou by ich vyuZival rovnomerne, mohli by sme tiez povedat, Ze je rovnomerne vyuZzivany.
V takomto pripade vsak nebude definovanie tohto pojmu rovnaké ako v predchadzajacich
definiciach. Jazyk, ktory automat akceptuje moze byt aj nekonecny. Vtedy bude automat
vyuzivat svoje stavy ,nekonecne vela krat“.

MozZnym rieSenim je zarucit rovnomerné vyuZzivanie stavov na kone¢nych mnozinach
slov tak, aby tieto mnoZiny tvorili rozklad jazyka L. Vhodnou volbou tychto mnozin moze
byt rozklad podla dizky slova. V praxi viak mézeme maf problém s usporiadanim slov.
Musime mysliet na to, ze ak dame slova na vstup v nespravnom poradi, moze sa procesor
prehriat (vyuzivat niektory svoj stav omnoho viac ako iné) na zacdiatku a v priebehu spraco-
véavania dal$ich slov bude postupne chladntaf. V tomto pripade by bol automat rovnomerne
vyuzivany podla definicie 3.3.2, av8ak v skuto¢nosti by sa zahrial. Tato definicia teda hovori

iba o tom, Ze pri istom usporiadani slov mdze byt automat rovnomerne vyuzivany.

Definicia 3.3.2. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F) nazveme rovno-

merne vyuzivany na jazyku L C L(A) s parametrom k € N ak

vn €N max > #lpw min > #Hlgwl | <k

weL weL

|lw|=n |w|=n
Poznamka 3.3.3. Definiciu 3.3.2 moZeme vyslovit v kombindcii s definiciou 3.3.1, a to
hned dvoma spdosobmi. Bud najprv zvolime pevni mnozinu Ky z definicie 3.3.1 alebo po-

volime, aby bola mnoZina Ky rozna pre kazZdu diZku slova n.

3.3.3 Maximalne vyuzivany stav

V kazdej definicii sme doteraz vzdy porovnavali dva stavy. (Ci uz kazdé dva v prvych
definiciach alebo minimélne a maximalne vyuzivané v dalsich.) Ak si vSak uvedomime, ze
v pripade tplne rovnomerného vyuzivania stavov (toho z definicie 3.1.1) vyuzivame kazdy

stav (Jw| + 1)/|K| krat, moézeme vyslovit definiciu, ktord neporovnava dvojicu stavov,
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3.3. Parametre definicie Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

ale tvrdi nie¢o o kazdom zvlast. Analogickym dokazom k dokazu vety 3.2.1 ukézeme, Ze
nam staci uvazovat maximéalne vyuzivany stav. Tiez sa zamyslime nad vztahom definicie

s porovnavanim dvoch stavov a definicie 3.3.4

Definicia 3.3.3. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-

merne vyuzivany na jazyku L C L(A) s parametrom k € N ak

CJuw[+1

YVweLVpeK ‘#[p, w] T

<k

Definicia 3.3.4. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-

merne vyuzivany na jazyku L C L(A) s parametrom k € N ak

Yw e L

(. ) -

<k

Veta 3.3.1. Ak automat A vyuZiva svoje stavy rovnomerne podla definicie 3.3.3 , tak ich

vyuZiva rovnomerne podla definicie 3.3.4 s rovnakym parametrom k.

Dokaz. Ak pre kazdé slovo w a kazdy stav p plati |#[p, w] — (Jw| + 1)/|K|| < k tak pre
kazdé slovo w zrejme plati | maxye (#[p, w]) — (Jw| + 1)/|K|| < k. ]

Poznamka 3.3.4. Vsimnime si automat A = ({qo, q1, q2,q3},{a, b}, 9, qo, {q2}), kde

6(q,a) = q,
0(qi,b) = g,
0(q2,a) = g,
0(g3,0) = qo.

Tento automat je rovnomerne vyuZivany podla definicie 3.53.4 pre k = 1/4. (Najviac vy-
uFvané stavy si qo, q1 a ga — na slovdch (ab)** kaZdy (i + 1)-krdt.) Automat A nie je

rovnomerne vyuZivany podla definicie 3.3.3 pre k = 1/4, pretoZe

z. C4iv3] 31
#[Q4, (ab)2 +1] — 7 — 1 ‘ = Z > Z

4i+3|
—|=

Preto neplati obratend implikdcia vo vete 3.5.1.

Poznamka 3.3.5. Obrdtend implikacia v predchddzajicej vete neplati pre rovnaky para-

meter k. MoZe ndm vsak zdleZaf len na tom, aby existovali nejaké konstanty ki, ko tak,
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3.3. Parametre definicie Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

aby v pripade, Ze je A rovnomerne vyZivany podla definice 3.3.4 s parametrom ki, tak
je aj rovnomerne vyuZivany podla definicie 3.3.8 s parametrom ky. V tom pripade st de-
finicie ekvivalentné — prvi implikdciu sme ukdzali v dokaze vety 3.3.1, opacniu ukdZeme
nasledovne, sporom.

Nech je automat A rovnomerne vyuzivany podla definicie 3.3.4 s parametrom ki a zd-
roven neezistuje ko také, aby bol automat A rovnomerne vyuZivany podla definicie 3.3.3.
UvazZugme stav py taky, Ze pre kazZdé ko existuje slovo wy, take, Ze

B |w, | + 1

’#[phwl@] T > k.

Ak je #[plvwkz] > (|w/€2| + 1)/|K|7 tak z tOhO; ze maxpeK(#[p’ wkz]) > #[plawkz] a pﬂ

volbe ko = ki dostdvame, Ze

|w/€2| +1
r;lea[?{#[p’ wk2] |K|

‘>k17

¢o je spor s tym, Ze A je rovnomerne vyuZivany podla definicie 3.3.4. Preto musi platit
#[p1, we,] < (Jwp,| +1)/|K|. (Presnejsie #[p1, wi,| < (|wi,| +1)/| K| — ko.) KedZe vypocet
na slove wy, md |wy,| + 1 krokov, plati
‘w]@’ +1 kg
> - RS
(Inak by 3 e i #[ps Wi, ] < |wiy| +1— ko /| K| < |wy,| +1.) Potom ale pre ky = |K|k1 plati,
ze | 41
ka -+
—— >k
rgg]}#[p, Wy, ] ] 1

¢o je spor s predpokladom, Ze A je rovnomerne vyuZivany podla definicie 3.5.4.

Vsimnime si, Ze ak je automat rovnomerne vyuzivany podla definicie 3.2.2, tak pre
kazdé slovo w plati | max,ex (#[p, w]) — minge g (#[q, w])| < k. Miniméalne vyuzivany stav
nemdze byt vyuzity viac ako (|w| + 1)/|K]| krat, pretoze stavov je |K| a na slove w st
stavy vyuzité presne (Jw|+ 1) krat. Keby bol minimélne vyuzivany stav vyuzity viac krat,
dokopy by boli stavy vyuzité viac ako |w|+|K|+1 krat. Touto ivahou sme ukazali, ze kazdy
automat, ktory je rovnomerne vyuzivany podla definicie 3.2.2, je rovnomerne vyuzivany aj
podla definicie 3.3.4.

Ak sa zamyslime nad opac¢nou implikiciou, zistime, ze definicie nie sii ekvivalentné.

(V zmysle, ze automat A je rovnomerne vyuzivany podla definicie 3.3.4 s parametrom k4
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3.4. Definicie zavislé od poradia slov Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

prave vtedy, ked je s tym istym parametrom rovnomerne vyuzivany podla definicie 3.2.2.)
Automat z poznamky 3.3.4 je rovnomerne vyuzivany podla definicie 3.3.4 s parametrom
ks = 1/4, no podla definicie 3.2.2 az s parametrom k4 = 1. Ni¢menej, ked ndm nezélezi
na hodnotach parametrov, ale len na tom, ¢i existuju, su definicie ekvivalentné. Podobnou

uvahou ako v poznadmke 3.3.5 mozeme zistit, Ze
ma; , w| — min w| < ki + ko,
peg#[p ] qu#[q, | < ki + ko

kde k; je parameter z definicie 3.3.4 a ks je také prirodzené cislo, ze pre vSetky slova w € L

plati
lw| +1

K|
Ak by tato nerovnost pre kazdé ko neplatila, dospeli by sme k sporu s definiciou 3.3.4

— ko.

1 >
min #g, w] =
pomocou uvahy z poznamky 3.3.5. (Volbou ke = |K|k;.)

3.4 Definicie zavislé od poradia slov

V tejto kapitole sme uviedli viacero definicii, z ktorych sa niektoré daji kombinovat. Najv-
hodnejSou definiciou vzhladom na ¢o najlahSiu pracu s fiou pri dokazovani sa zatial javi
definicia 3.3.4, pretoZe pri nej sta¢i najst iba jednu hodnotu, maximum poc¢tu vyuzitia ne-
jakého stavu na danom slove. Na druhej strane mozeme povedat, Ze tato definicia je prilis

obmedzujica. VSimnime si napriklad automat A = ({qo, 01}, {a,b}, 0, 90, {q1}), kde

d(qo,a) = qo,
5((]071)):5((]17[)) = {1,

a 0(q1,a) je nedefinovana. (Ak by sme cheeli pouzit klasicki definiciu DKA, mame eSte
stav ¢, a 0(q1, @) = 8(qu, @) = 0(qu, b) = qu-)

Tento automat nebude rovnomerne vyuzivat svoje stavy podla definicie 3.3.4. (Napri-
klad kvoli slovam a’b, konkrétny dovod moze céitatel néjst v priklade 4.1.5.) Napriek tomu,
ak by sme tomuto automatu davali na vstup slova vo vhodnom poradi, bude svoje stavy
vyuzivat rovhomerne. Pod vhodnym poradim myslime napriklad také, v ktorom automat
dostane na vstup najprv vietky slova dlzky 0, potom slova dlzky 1, a tak dalej. Automat
A je teda rovnomerne vyuzivany podla definicie 3.3.2.

Definicia 3.3.2 sa d4 poupravit podobne ako definicia 3.2.2 na 3.3.4.
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3.4. Definicie zavislé od poradia slov Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

Definicia 3.4.1. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-

merne vyuzivany na jazyku L C L(A) s parametrom k € N ak

(n+1)-|LNZ"|

- <
Vn e N max lzl_: #[p, w) K| <k.
welL

Vyraz |L N ¥"| udava pocet vietkych slov jazyka L dizky n. Vynisobenim (n + 1)
dostavame pocet vSetkych stavov vyuzitych vo vypoctoch na tychto slovach. Po prede-
leni poctom stavov dostaneme pocet vyuziti jedného stavu na tychto slovach, ak by sa
kazdy stav pouzil rovnako ¢asto. Lahko nahliadneme, Ze rozdiel v podmienke bude vzdy
nezaporny. (Rovnako ako v definicii 3.3.4.) MoZeme si preto dovolif pisat podmienku bez
absolutnej hodnoty.

MoéZeme si viimnit, Ze ak je jeden zo stavov vyuzivany ¢astejsie na kazdom slove dizky
n (aj ked len o konstantu) a ak takychto slov je viac ako n, nebude automat podla tejto
definicie rovnomerne vyuzivat svoje stavy. Napriek tomu by takyto jazyk bol rovnomerne
vyuzivany podla definicie 3.3.4. Vyslovime preto eSte slabsiu definiciu, ktora tento problém
vyriesi. Je v8ak dolezité paméitat na nasu motivaciu. Procesor, ktory sa bude zahrievat tak
ako povoluje definicia 3.4.2 sa moze na niektorych castiach zahrievat viac ako na inych, no

stale len v zavislosti od po¢tu slov dlzky n. (A teda po¢tu vykonanych vipoctov.)

Definicia 3.4.2. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-

merne vyuzivany na jazyku L C L(A) s parametrom k € N ak

(n+1)-|LNX"

Vn € N I;lea% Z_ #p,w] | — T4 <klLNnx"|.
weL

Podmienku z definicie méZeme prepisat do ekvivalentného tvaru

maxXpe kg <Z|w|n #lp, w]) n4+1

weL

vn € N . <
" LNy K]

k,

z ktorého vidime, Ze definicia je velmi podobnd definicii 3.3.4 — rozdielom je, Ze si vSima

priemerné vyuzitie maximéalne vyuzivaného stavu na slovach dizky n.
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3.5. Vyber vhodnej definicie Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

3.5 Vyber vhodnej definicie

Mohli by sme uvazovat aj o takej zmene definicie 3.3.4, v ktorej si nebudeme vsimat
niektoré stavy automatu. (Podobne ako v definicii 3.3.1.) Problémom je vSak uré¢if vhodna
mnozinu stavov, ktoré si nebudeme vsimat. Ak ich zvolime prili§ vela, definicia strati svoj
vyznam a automat nebudeme mdoct povazovat za rovnomerne vyuzivany. (Ak by 12 stavovy
automat vyuzival rovnomerne dva svoje stavy, pravdepodobne by sme uz nemame pravo
tvrdit, Ze vyuziva svoje stavy rovnomerne.) O jednej z prijatelnych volieb mnoziny stavov,
ktoré si nebudeme vSimat, hovoria nasledujice dve definicie rovnomerného vyuzivania —

prva definicia je analdgiou definicie 3.3.4, druha analégiou 3.4.2.

Definicia 3.5.1. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F) nazveme rovno-

merne vyuzivany na jazyku L C L(A) s parametrom k € N ak

1
Yw € L max (#[p, w]) ] + <k,

peK Ko K — K
kde Ko ={q€ K | 3 e NVw € L: #[q,w] < i}.
Definicia 3.5.2. Deterministicky konecny automat A = (K, 3,0, qo, F') nazveme rovno-

merne vyuzivany na jazyku L C L(A) s parametrom k € N ak

n+1)-|LNX"|

( n
_ <
Vn € N per?(a_ﬁo |§|_ #[p, w] K — K| < k|LNX",
weL

kde Ko ={q€ K | 3i e NVw € L : #[q,w] < i}.

Tieto dve definicie maju svoje vyhody, ale aj nevyhody. Medzi hlavné nevyhody patri
odbocenie od povodnej motivacie. Ak by sa procesor zahrieval len na malej ¢asti, uz sa
nebude v pravom slova zmysle rovnomerne zahrievat. Napriek tomu v tedrii automatov
takéto definice maji zmysel, konstrukcie automatov, ktoré st rovnomerne vyuzivané, sa
modzu zjednodusit. Rozhodli sme sa takéto definicie v dalSom texte neuvazovat, aj ked by
takato moznost zmenila triedu jazykov, pre ktoré existuji rovnomerne vyuzivané automaty
ako aj niektoré vlastnosti triedy rovnomerne vyuzivanych automatov. V niektorych pripa-
doch upozornime na skutoc¢nost, Ze tato definicia ma iné vlastnosti ako definicia 3.3.4, tieto

tvrdenia vsak budu len informativne a bez dékazov.
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3.5. Vyber vhodnej definicie Kapitola 3. Definicia rovnomerného vyuzivania stavov DKA

V dalsom texte budeme hovorit, Ze automat je rovnomerne vyuzivany podla nejakej de-
finicie, ak existuje konstanta k z definicie taka, aby platila podmienka z definicie. Navyse
budeme uvazovat rovnomerne vyuzivanie stavov na akcepta¢nom jazyku. (Budeme volit
L = L(A).) Budeme uvazovat definicie 3.3.4 a 3.4.2. Tieto definicie sme vybrali ako repre-
zentacné, prva z nich zarucuje, ze stavy buda rovnomerne vyuzivané na vsetkych slovach.
Druhé povoluje obc¢asné vyuzivanie niektorych stavov castejsie ako inych, no tieto musia
byt vyuzivané menej pre iné slova danej dlzky. Tahko nahliadneme, Ze kazdy automat,
ktory je rovhomerne vyuzivany podla definicie 3.3.4, bude rovnomerne vyuzivany aj podla
definicie 3.4.2.
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Kapitola 4
Trieda rovnomernych jazykov

V predchadzajicej kapitole sme zadefinovali pojem rovnomerne vyuzivaného automatu.
V dalSom texte budeme pracovat s vybranymi definiciami 3.3.4 a 3.4.2. Zaujima nés, pre
aké jazyky existuju rovnomerne vyuzivané automaty.

Najskor ukézeme vztah dvoch automatov akceptujtcich ten isty jazyk vzhladom na rov-
nomerné vyuzivanie stavov, vyslovime uzaverové vlastnosti triedy jazykov prislichajucich
rovnomerne vyuzivanym automatom a zaradime tato triedu do Chomského hierarchie.

(Budeme samostatne uvazovat obe triedy prislichajice k tymto definiciam.)

4.1 Minimalny automat

V dalsom texte budeme pracovat s miniméalnym automatom pre dany regularny jazyk.
Pouzijeme Myhill-Nerodovu vetu, ktorti uvedieme bez dokazu. Citatel ho vSak moze najst
napriklad v [RF08].

Veta 4.1.1 (Myhill-Nerode). Majme jazyk L C ¥*. Nasledugice tvrdenia si ekvivalentné.
1. L je reqularny jazyk.

2. L je zjednotenim niektorych tried ekvivalencie nejakej sprava invariantne; reldcie

ekvivalencie konecného indezu.

3. Reldcia Ry, definovandu R v <= (Vxjuxr € L <= vz € L) je reldcia ekvivalencie

konecného indexu.

Podla Myhill-Nerodovej vety existuje minimdlny automat — deterministicky konecny

automat pre dany jazyk L, ktory ma najmensi mozny pocet stavov. Ten je zostrojeny tak,
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4.1. Minimalny automat Kapitola 4. Trieda rovnomernych jazykov

aby kazdej triede rozkladu relacie R z tretej vlastnosti Myhill-Nerodovej vety prislichal
prave jeden zo stavov minimélneho automatu. (Ak je slovo u v nejakej triede rozkladu,
automat bude po prec¢itani u v stave prislichajicom tejto triede.) Zaujima nas vztah
medzi minimalnym automatom a existenciou rovnomerne vyuzivaného automatu.

KedZe kazdému stavu minimalneho DKA prislicha jedna trieda rozkladu, iné DKA
pre dany jazyk moZeme zostrojif z miniméalneho tak, Ze ,rozdelime“ stav minimélneho
automatu na viacero stavov. Vsimnime si, Ze stavy prislichajice roznym triedam rozkladu
nemozeme spajat, pretoze ak bude automat po precitani slov v a v v rovnakom stave
a existuje x také, ze ur € L a vxr € L, automat uz nebude akceptovat jazyk L.

Pred tym, ako budeme pokracovat, vyslovime jednu pomocna vetu. T4 hovori, Ze ne-
mozu existovat stavy, ktoré predchddzaji danému stavu pri kazdom vypocte rovnako ¢asto.
Pod tym, Ze stav g predchédza stav p vo vypocte na slove w budeme rozumiet to, Ze au-

tomat jednym krokom vypoctu prejde zo stavu g do stavu p.

Veta 4.1.2. Nech i € N a DKA A = (K,X,0,qo, F). Nech ezistuje stav p € K taky,
Ze pre vietky k € N existuje slovo w € L také, Ze #[p,w| > k. Potom neezistuji stavy

S0, --.,8; € K také, Ze vo vypocte na kaZdom slove w predchddzaji stav p rovnako casto.

Dokaz. Nech s je jeden zo stavov s, ..., s; taky, ze na pevne danom slove w = wowy . .. w,
predchadza druhykrat p ako prvy z tychto stavov. Nech je to po js krokoch, pricom prvy
krat s predchadzal p po j; krokoch. Potom pumpovanim casti slova wj, ... w,, dosiahneme

to, Ze stav s bude predchadzat p rddovo viac krat ako ostatné zo stavov py, ..., p;. O]

Veta 4.1.3. Nech DKA A je minimdlny automat pre jazyk L = L(A). Pre jazyk L ezistuje

rovnomerne vyuZivany automat prave vtedy, ked je A rovnomerne vyuzivany.

Dokaz. Tvrdenie plati len pre definiciu 3.3.4.
Ukéazeme, ze ak A nie je rovnomerne vyuzivany, ziaden iny automat pre jazyk L nebude
rovnomerne vyuzivany. To, ze A nie je rovnomerne vyuzivany znamena, ze pre vsetky k£ € N

existuje slovo w také, ze

lw| +1

To znamend, ze rozdiel max,ex (#[p, w]) — (Jw| + 1)/|K| rastie s zviac¢Sujtacou sa velkostou
slova w. (Vyraz maxper (#[p, w]) nemoze byt mensi ako (Jw| + 1)/| K], inak by mal akcep-

taény vypocet menej ako |w|+ 1 krokov, ¢o je pri deterministickych koneénych automatoch
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nemozné.) Nech p je stav, ktory je maximalne vyuzivany. Moézeme pisat

Cfw[+1
K|

#p, w] > k. (4.1)

Pozrime sa teraz na automat B taky, ze L(B) = L. Ten musel vznikntat rozdelenim nie-
ktorych stavov automatu A. (Tak, Ze jednej triede rozkladu relacie R; bude prislichat
niekolko stavov automatu B.) Ak stav p, ktory je maximdalne vyuzivany v automate A,
rozdelime na stavy po, ..., p;, mozeme v najlepSom pripade rozdelit podet vyuziti stavu p
rovnomerne medzi stavy po, ..., p;. (Ak by sme vyuzitie stavu p rozdelili rovnomerne medzi
niektoré stavy a ostatné by sme vyuzivali len konStantne vela krat, boli by pre nés tieto
mélo vyuzivané stavy skor pritazou — iba by zmensovali podiel (Jw|+1)/|Kg|.) Problémom
v tomto pripade bude to, Ze budeme potrebovat rozdelit aj vSetky ostatné stavy na i + 1
dalsich — aby sme si v stave pamiitali, do ktorého zo stavov pyq,...,p; mame ist. Tento
udaj by sme si v stave nemuseli pamitat jedine vtedy, keby sme vedeli, Ze na kazdom slove
automat A prechddza z i+ 1 roznych stavov do stavu p rovnomerne. To vSak nemoze platit.
(Veta 4.1.2.) Touto tivahou sme nahliadli, ze ak chceme max,cx (#[p, w]) znizit ¢ + 1-krat,
potrebujeme na to automat s |K|(: + 1) stavmi. Potom ale podmienka z definicie nie je

splnena pre ziadne kg, pretoze

#[p, w] lw| + 1

— > kg,
i+1  |K|i+1) " "

plati z 4.1 pre k = kg - (1 + 1).

Ukazali sme, ze ak pre L existuje rovhomerne vyuzivany automat, tak minimélny auto-
mat A je rovnhomerne vyuzivany. Obratena implikacia plati trividlne, pretoze ak minimalny
automat A je rovnomerne vyuzivany, tak existuje rovnomerne vyuzivany automat. (Préave
ten miniméalny.)

]

Poznamka 4.1.1. Predchddzajica veta ndm umozriuje nazyvat jazyky rovnhomerné podla
definicie 3.3.4, pretoZe vieme jednoznacne povedat, kedy je jazyk rovnomerny — ak je mi-

nimdlny automat pre tento jazyk rovnomerne vyuzivany.

UkéZzeme eSte, Ze automat pre nejaky jazyk nemusi byt rovnomerne vyuzivany napriek
tomu, ze minimalny automat pre tento jazyk je rovnomerne vyuzivany. (A teda nie kazdy

automat pre rovnomerny jazyk je rovnomerne vyuzivany.)
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4.1. Minimalny automat Kapitola 4. Trieda rovnomernych jazykov

Priklad 4.1.1. Jazyk L = {a’ | i € N} je rovnomerne vyuZivany. (Minimdlny automat pre
tento jazyk md len jeden stav.) Vimnime si automat A = ({qo,q1},{a},d,q0,{q1}), kde
d(qo,a) = 6(q1,a) = q1. Stav qo sa vyuZije iba raz, preto takyto automat nie je rovnomerne

vyuzZivany.

Poznamka 4.1.2. Ak by sme uvaZovali rovnomerni vyuzZivanost podla definicie 3.5.1, bol
by takto upraveny automat tieZ rovnomerne vyuZivany, pretoZe stavy, ktoré siu vyuZivané

konstantne vela krdt vo vypocte na kazdom slove patria do mnoziny K.

Ukazeme este, ze veta 4.1.3 neplati pre definiciu 3.4.2. Na dvoch prikladoch nahliad-
neme, ze existuje jazyk, ktorého minimélny automat je rovnomerne vyuzivany, ale existuje
aj taky automat, ktory akceptuje dany jazyk a nie je rovhomerne vyuzivany, a naopak,
Ze existuje jazyk, ktorého minimalny automat nie je rovnomerne vyuzivany, ale existuje
k nemu aj automat ktory je rovnomerne vyuzivany. (Stale uvazujeme rovnomerné vyuzi-

vanie vzhladom na definiciu 3.4.2.)

Priklad 4.1.2. Automat A = ({q07 q1, 42, QS}a {a7 b}7 (SA? qo, {q07 q1, 42, Q3})7 kde

da(q0,a@) = qo,
0a(qo,b) = 04(g3,0) = au,
0a(q,0) = ¢,
0a(q2,0) = g,

akceptuje jazyk L(A) = L = {a'VV | i,j € N}. Minimdlny automat pre tento jazyk je

rovnomerne vyuzivany podla definicie 3.4.2, on sdm vsak nie, pretoze

ma | S #prw) | - CFLAEOET ) (D

PR oen K] fwl=n 4
weL weL
 (n+1)(n+2) (n+1)? n*4+4n+3
- 2 4 4 ’

a tak neexistuje Ziadna konstanta k takd, aby k(n + 1) ohranicil tento vyraz.

Poznamka 4.1.3. Tento automat nebude rovnomerne vyuzivany ani podla definicie 3.5.2,

pretoZe Ziaden stav nie je vyuZivany konstante, a tak Ky = ().
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4.1. Minimalny automat Kapitola 4. Trieda rovnomernych jazykov

Priklad 4.1.3. UvazZujme dva automaty, ktoreé akceptuji slovd tvaru wiws . . . wo_1wy, kde
wa;_1wy; je bud ab alebo ba pre vsetky i € {1,...,l}. Prvy z automatov (ten minimdlny)

oznacime A = ({QO7 q1, Q2}7 {aa b}7 5A7 qo, {q()}); kde

5,4((107@) = (1,

0a(q1,0) = qo,
04(q0,b) = @,
da(q2,a) = qo.

D?"Uh@j automat B = {QO7 q1, 492, Q3}7 {CL, b}7 5Ba qo, {qO) Q3}); kde

08(qo, @) = 0p(qz,a) = q,
0p(q1,0) = = qo,

5B(CI0, b) = 5B(Q27b) = (g2
0p(q,a) = g3,

vznikol z minimdlneho automatu miernou upravou d-funkcie a pridanim nového stavu. Po-
cet slov nepdrnej dizky patriacich do jazyka L = L(A) = L(B) je 0. Pocet slov dizky 2j je
27, (KaZdi dvojica wy;_1we; moZe byt bud ab alebo ba.) Chceme ndjst konstanty ka a kg

tak, aby platili nerovnost:

(2 +1)27 .

— a2 kAW

max Z'#[p,w] 5 < ka2,
|w]|=2j
weL

(2 + 1) .

_ BT E g

max IIZT#[p’w] o S hs?,
ngJ

V automate A bude max,ck, <Z|w|:2j#[p, w]) = Z|w|:2j#[qo,w], pretoZe stav qy je
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na slove dizky 2j vyuZity j + 1 krdt, ¢o je viac ako zvysné dva stavy. Potom

Z #lq0, W] _M:(j+1)2j_ (25 +1)20  (j+2)27

3 3 3

e

a Ziadna konstanta k4 neexistuje. Automat A nie je rovnomerne vyuZivany podla definicie
3.4.2

V automate B je situdcia zloZitejsia. Uvazujme slovo dizky 2j také, Ze prdve p dvojic
pismen we;_1Wo; je tvaru ab a zvysnych j — p je tvaru ba. Potom je stav qo na takomto
slove vyuZity p + 1-krdt (vZdy na konci dvojice ab a uplne na zaciatku vypoctu), stav g1 je
vyuZity p-krdt (vidy v strede dvojice ab), stav qa je vyuZity j — p krdt (vidy v strede dvojice
ba) a stav g3 je vyuZity j — p krdt — na konci dvojice ba. Slov dizky 27, v ktorych p dvojic

Way;_1Wo; jJe tvaru ab je dokopy (;) Preto

J

5 =5 () -2

|w|=2j p=0
weL

Zdroveri lahko overime, Ze najuyuzivanejsim stavom je naozaj qo. Z uvedeného dostdvame

m+m%_j ,ﬁl(%+mw_ww+mw_@+mw_3j
E -#[CIO,UJ] — =2/ 172 1 = 1 —12-
|w|=2j
weL

Preto existuje konstanta k z definicie 3.4.2 a tak sme nasli rovnomerne vyuzZivany automat

pre jazyk, pre ktory minimdalny automat nie je rovnomerne vyuZivany.

V nasledujicom texte zaradime triedu rovnomernych jazykov do Chomského hierarchie
a uvedieme niektoré uzaverové vlastnosti. Oznac¢me B triedu rovnomernych jazykov podla
definicie 3.3.4. Kvoli poslednému prikladu budeme uvazovat este dalSie dve triedy jazykov.
Trieda B; bude oznacovat triedu jazykov, ktorych minimalny automat je rovnomerne vy-
uzivany podla definicie 3.4.2. Trieda B, bude oznacdovaf triedu jazykov, pre ktoré existuje
nejaky rovnomerne vyuzivany automat podla definicie 3.4.2. Ako sme ukézali v priklade
4.1.3, plati By C B,. Tiez plati B, By, By C R, pretoze jazyky vo vSetkych troch triedy
urcite maja aspon jeden deterministicky konecny automat, a teda st regularne. Vieme
povedat, ze kazdy konecny jazyk ma minimalny automat, ktory je rovnomerne vyuzivany

podla oboch definicii. Na priklade ukézeme, Ze konecné jazyky su vlastnou podmnozinou
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rovnomernych jazykov. Ukazeme tiez, Ze rovnomerné jazyky st vlastnou podmnozinou re-

gularnych jazykov.

Priklad 4.1.4. Jazyk ¥* je rovnomerny. Minimdlny automat pre tento jazyk je automat
A= {q},2,0,9,{q}), kde 6(qo,x) = qo, pre véetky x € X. Tento automat je rovnomerne

vyuZivany podla oboch definicii pre lubovnolné k € N.

Priklad 4.1.5. Jazyk L = {a't’ | i,j € N} nie je rovnomerny podla definicie 3.3.4, je
vSak regquldrny. (A jeho minimdlny je tieZ rovnomerne vyuZivany podla definicie 3.4.2.)
Minimdlny automat pre tento jazyk je automat' A = ({qo,q1},{a,b},8,q0,{q0,1}), kde
3(qo,a) = qo, 9(qo-b) = 6(q1,b) = q1. Tento automat nie je rovnomerne vyuZivany podla
3.3.4, pretoZe pre kaZdé k € N a pre slovo a** plati max,c(#[p, a**]) = #[q, a**] = 4k
adk —4k/2 =2k > k.

4.2 Uzaverové vlastnosti rovnomernych jazykov

Budeme skiimat uzavretost triedy rovnomernych jazykov vzhladom na niektoré operacie.

Tam, kde to bude mozné, uvedieme aj uzaverové vlastnosti tried B; a Bs.
Veta 4.2.1. Trieda B nie je uzavretd na zretazenie.

Dokaz. Jazyky Ly = {a' | i € N} a Ly = {b' | i € N} st rovnomerné, napriek tomu jazyk
Ly-Ly={a'¥’ | i,j € N} nie je. (Priklad 4.1.5.) O

Veta 4.2.2. Trieda B nie je uzavretd na zjednotenie.

Dékaz. Jazyky Ly = {a' | i € N} a Ly = {b' | i € N} st rovnomerné, ale L; U L, nie
je. Minimalny automat pre Ly U Ly je automat A = ({qo-9a, @}, {a, b}, 9, g0, {¢a, @ }), kde
3(qo, ) = ¢z, 0(qs, ) = g, pre € {a,b}. Tento automat nie je rovnomerne vyuzivany,
pretoze pre kazdé k € N a pre slovo a3**2 plati max,crc (#[p, a3*2]) = #[qa, a***?] = 3k +2
adk+2— (3k+3)/3=2k+1>k 0

Poznamka 4.2.1. MoZeme si vsimnat, Ze trieda B nie je uzavretd ani na oznacené zjed-
notenie, v ktorom sa nerovnomerne vyuziva pociatocny stav, ktorym rozlisujeme, ¢i slovo

patri do prvého alebo druhého jazyka. Vsimnime si tieZ, Ze vo vseobecnosti ndm nepomaoZze

ltento automat nie je tiplne DKA, pretoze § funkcia je v skutoénosti relacia, nie funkcia. (Pre niektoré
hodnoty je nedefinovand a automat sa zasekne.) Spravne by mal mat automat tri stavy, z toho dva
akceptacné a jeden ,upratovaci“, do ktorého sa dostane stale, ked bola ¢ funkcia nedefinovand a z ktorého
nemdze odist.
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ani neuvaZovanie stavov mnoZiny Ko podla definicie 3.5.1, pretoZe na slovdch z prvého ja-
zyka sa nevyuZivaju stavy, ktore pribudli z automatu pre druhy jazyk. Tieto vsak nemusia

byt mdlo vyuZivané. (Nemusia patrit do mnoZiny Ko.)
Veta 4.2.3. Trieda B nie je uzavreta na komplement

Dékaz. Deterministicky automat pre jazyk L prerobime na automat pre jazyk LC velmi
jednoducho — sta¢i zamenit akceptacné stavy za neakceptacné. Moze sa zdaft, ze ak bol po-
vodny automat rovnomerne vyuzivany, automat pre komplement jazyka nema preco nebyt
rovnomerne vyuzivany. Musime si v8ak uvedomit, Ze definicia rovnomerného vyuZzivania
na jazyku L hovori len o slovach z jazyka L a ni¢ ostatnych slovach. (Tych z jazyka L°.)
Preto sa moze lahko staf, Zze automat pre L® uZ nebude rovnomerne vyuzivany. Mini-
malny automat pre jazyk L = {a} je A = ({0, q1, ¢}, {a},d, g0, {@1}), kde 0(qo,a) = q1
ad(q1,a) = 0(qa,a) = qo. Tento automat je rovnomerne vyuzivany. Ak vsak budeme uvazo-
vat automat pre L¢ (zmenime mnozinu akcepta¢nych stavov na {qo, ¢2}), zistime, Ze stav

2 je na slove dlzky n vyuzity n — 1 krat, a preto jazyk LC nie je rovhomerny. O]

Poznamka 4.2.2. Dokazy pre neuzavretost na zretazemie, zjednotenie a komplement sa

dagi analogicky sformulovat aj pre definiciu 3.3.1.
Veta 4.2.4. Trieda B nie je uzavretd na inverzny homomorfizmus.

Dokaz. Uvazujme homomorfizmus h, ktory zobrazi b na b a a na e. Jazyk L = {b} je
rovnomerny, pretoze je kone¢ny, ale h™'(L) = {a’ba’ | i,j € N} uZ rovnomerny nie je,
pretoze minimalny automat pre tento jazyk mé tri stavy a pri slovach, v ktorych je ¢ > j
sa prvy stav vyuziva viac ako treti. (Pre velky rozdiel i — j rastie aj pocet vyuziti prvého

stavu oproti po¢tu vyuziti trietieho stavu.) O
Veta 4.2.5. Trieda B nie je uzavretd na substiticiu.

Dokaz. Jazyk L = {aba} je rovnomerny, pretoze je konecny. Vsimnime si substiticiu
¢, ktora zobrazi znak b na jazyk {b} a znak a na jazyk {a’ | i € N}. (Ako sme uz
uviedli v predchadzajicom texte, jazyky {b} a {a’ | i € N} st rovnomerné.) Jazyk
o(L) = {a'ba’ | i,j € N} uz rovnomerny nie je, ako sme ukézali v predchddzajicom
dokaze. O

Poznamka 4.2.3. Vsimnime si, Ze dokaz poslednijch dvoch viet sa nezmeni, ani ked bu-
deme uvaZovat triedu By. Preto moZeme prehlasit, Ze trieda By nie je uzavretd na inverzny

homomorfizmus ani na substiticiu.
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Veta 4.2.6. Triedy B a By nie su uzavreté na iteraciu a kladni iterdciu.

Dokaz. Koneény jazyk L = {ab, ba} patri do oboch tried. Jazyk L* je jazyk z prikladu 4.1.3,
kde sme ukézali, ze L* & B;. (Rovnako ukdzeme, ze LT ¢ B;.) Ked si vS§imneme vypocet
minimélneho automatu pre tento jazyk na slove (ab)’, zistime, Ze #|qo, (ab)’] = i + 1,
a preto minimélny automat pre tento jazyk nie je rovnomerne vyuzivany podla definicie

3.3.4, z ¢oho vyplyva L* & B. (Pre jazyk Lt by dokaz vyzeral analogicky.) O
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V préaci sme podali rozne pohlady na rovnomerné vyuzivanie stavov konecnych automatov
a analyzovali sme viaceré definicie. Nasou snahou bolo vybrat z definicii ta, ktora by ¢o
najpresnejsie vystihovala povodni motivaciu za hladanim rovnomerne vyuzivaného auto-
matu — rovnomerné zahrievanie procesora. Napriek tomu, ze sme pri niektorych definiciach
boli nadmieru mierni, trieda jazykov, ku ktorym existuji rovnomerne vyuzivané automaty,
bola vzdy mensia ako regularne jazyky. Tento vysledok hovori, Ze vo vSeobecnosti nemusi
existovat rovnomerne vyuzivany automat k deterministickému automatu. Preto sme sa
skimali triedu rovnomernych jazykov a jej uzaverové vlastnosti. Ukazalo sa vSak, ze rov-
nomerné jazyky nie st uzavreté ani na také zdkladné operécie, akymi su zretazenie alebo
zjednotenie. Medzi tie pozitivnejsie vysledky prace patri tvrdenie, ze ak pre jazyk existuje
rovnomerne vyuzivany automat, tak aj minimalny automat pre tento jazyk bude rovno-
merne vyuzivany. Samozrejme, ako pri vii¢Sine tvrdeni v tejto praci, platnost tohto tvrdenia
je obmedzena len na niektoré definicie rovnomerného vyuzivania stavov.

Hlavnym problémom pri navrhu definicie rovnomerného vyuzivania pre nas bolo dosta-
to¢ne presne dodrzaf motivaciu, aby sa nestalo, ze definicia uz nebude hovorit ni¢ o rovno-
mernosti vyuzivania stavov, ako aj fakt, ze rovnomerné vyuzivanie stavov v zmysle, ktory
v praci uvazujeme, nebolo doposial skiimané.

Termin rovnomerného vyuzivania stavov deterministickych automatov nie je trivialne
transformovatelny na nedeterministické automaty. Problémov je hned viacero, pri nedeter-
minizme nemame jednoznac¢ne urceny vypocet automatu. Napriek tomu verime, ze vysledky
pre nedeterministické automaty by mohli byt o nieco priaznivejsie, hlavne kvoli jednoduch-
sim konstrukciam automatov pre prienik, zjednotenie, ale aj ostatné operacie s jazykmi.

Po zisteni, Zze rovnomerné jazyky su vlastnou podmnozinou regularnych jazykov je na-
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mieste rozmyslat o miere rovnomernosti vyuzivania automatov. Tato miera sa da zaviest
pomocou definicii v tejto praci napriklad tak, Ze namiesto konstanty k, ktora ohranicuje
isti podmienku rovnomernosti v definicii, budeme hovorit o funkcii f(n), ktora ohrani¢i
ttto podmienku v zavislosti od dlzky slova. MéZzeme potom prehlasif, Ze nejaky automat
A je rovnomernejSie vyuzivany ako iny automat B, ak funkcia fa(n) rastie asymptoticky
pomalsie ako funkcia fg(n).

V praci sme ponechali otvorené otazky uzavretosti rovnomernych jazykov na opera-
cie prienik, homomorfizmus a reverz. Nasou hypotézou je neuzavretost na Ziadnu z nich.
Vsetky spomenuté otazky, od uzaverovych vlastnosti po nedeterminizmus, planujeme sku-

mat v dalSej praci.
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