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Kapitola 1

Uvod

V praci, ktoru c¢itatel berie do riak, sa budeme zaoberat algoritmami
na testovanie prvociselnosti prirodzenych ¢isel. Tymto problémom sa
matematici zaoberaji uz od ¢ias starych Grékov, no mimoriadnu zaujimavost
ziskal nedavno ked nasiel praktické vyuzitie. Objavom Sifrovacieho systému
RSA sa uskutocnila revolucia v kryptografii smerom k asymetrickému
Sifrovaniu znamenajucemu zasadny prevrat. V tomto systéme si klac¢ovymi
pojmami prave prvocisla, testovanie prvociselnosti a faktorizacia ¢isel, ktoré
vzniknu ako sucin dvoch prvocisel. Napriek tomu, Ze od objavu uz ubehlo
par rokov a odvtedy boli vymyslené dalsie asymetrické metody, zostava
otvoreny problém zlozitosti faktorizacie a aspekty tykajice sa RSA rovnako
zaujimavy pre matematikov a informatikov. Nielen preto, Ze na Sifre
RSA je aj v stcasnosti zalozené velké mnozstvo bezpecnostnych systémov,
ale aj pre jednoduchost zadania kontrastni k zlozitému problému, ktory
popisuje, charakteristickt pre mnohé problémy v teorii ¢isel (za vsetky snad
sta¢i spomenut Velku Fermatovu vetu, ktora napriek svojmu jednoduchému
zneniu pochopitelnému priemernym stredoskolakom, odolavala snaham o
dokézanie stovky rokov).

Praca je tematicky zamerana na skupinu testov, ktoré maju istu jedno-
tiacu liniu a vSetky st viacmenej zaloZzené na Malej Fermatovej vete, ¢o je
az prekvapivo jednoduchy vysledok elementarnej tedrie ¢isel. Samozrejme
pri skiimani réznych aspektov tychto testov budeme potrebovat ovela viac
vedomosti z teodrie ¢isel a algebry. V zésade vSak chceme predlozit teoriu,
ktori sa budeme snazit budovat ¢o najsebestacnejsie a vela vysledkov
budeme dokazovat len zo zékladnych vedomosti a predpokladov na citate-
la. Pri putovani od najjednoduchsich testov prvociselnosti zaloZzenych na
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jednoduchych vylepseniach definicie az po najsofistikovanejsi test si budeme
vSimat rozne vlastnosti. Vo vSeobecnosti na testy prvocisel kladieme jasne
definované naroky - chceme, aby boli rychle v zmysle vypoctovej zlozitosti
a presné v zmysle matematickej korektnosti vysledku. 7Z oboch tychto
podmienok mierne upustime v zaujme poskytnutia iného pohladu na vec pre
nezainteresovaného citatela. VéacSina testov, ktorymi sa budeme zaoberat,
maji v skuto¢nosti pravdepodobnostny charakter a teda nespliiaju druha
podmienku. Ak o nejakom ¢isle prehlasia, ze je prvoc¢islom, alebo naopak ho
oznacia za ¢islo zlozené, mozu sa s istou pravdepodobnostou mylit. Taky test
na prvy pohlad vyzera pre matematika nezaujimavo, no v skuto¢nosti tento
pristup otvara tzasné moznosti nielen z hladiska praktickej aplikovatelnosti
vysledkov.

Nase rozpravanie vyvrcholi v kapitole o Miller-Rabinovom teste, v ktorej
sa po tvodnej analyze (rovnako ako v ostatnych pripadoch sa pozrieme
na pravdepodobnost omylu tohto algoritmu a preskimame existenciu ¢isel,
pre ktoré zlyhava tuplne) budeme zaoberat suvislostou tohoto testu s
tzv. Rozsirenou Riemannovou hypotézou. Tato dodnes nedokdzanéa veta
z komplexnej analyzy ma prekvapujice dosledky v roznych oblastiach
matematiky, teoriu ¢isel nevynimajiac. Jej platnost implikuje skutoc¢nosti,
ktorych vyuzitim sa nam podari ukazat, Ze uvedeny Miller-Rabinov test
mozno jednoduchym spésobom upravit na deterministicki polynomidlnu
verziu. Ako som spomenul, aj v otazke vypoctovej zlozitosti upustime od
presnych dokazov a ostaneme v intuitivnej rovine. Nebude to vSak na skodu
vykladu, nakolko sa pokusime, aby z popisu algoritmov bolo zrejmé, ako
sa prislugny polynomialny algoritmus zostroji a aby ¢itatel bol schopny
dalej pokracovat v tivahach smerom ku korektnému zavedeniu ohranic¢eni
na vypoctovi zlozitost. Do tychto detailov sa nepistame v zaujme co
najstrucnejsieho vystihnutia podstatnych vlastnosti, ktoré uvedené algoritmy
budu mat. Nakoniec, ¢itatel si iste vSimne, Ze mnohokrat su tieto algoritmy
tak jednoduché, Ze ani nepouzivame slovo algoritmus, aby sme veci zbytoc¢ne
nekomplikovali a ostdvame pri statickom opise vlastnosti. Vsetky uvedené
vlastnosti sa vSak na algoritmus daju pretransformovat a v skutoc¢nosti sa
naozaj s mensimi tpravami a vylepSeniami pouzivaju.

Zostava este pripomenit, ze si nedavame za ciel poskytnut vycerpa-
vajici pohlad na testovanie prvociselnosti. Zaoberame sa predovetkym
liniou, ktora vyuziva Mali Fermatovu vetu a postupnym zovsSeobechovanim
Fermatovho testu sa dostaneme az k testu Miller-Rabinovmu.  Prave
tato jednotna linia je velmi zaujimava z estetického a pedagogického



hladiska, nakolko odkryva mnohé zaujimavé skuto¢nosti. Testy, ktorymi
sa zaoberame, vSak nie st jedinymi sposobmi, ako prvociselnost testovat.
V sacasnosti je uz znamy Agrawal-Kayal-Saxena (AKS) test prvociselnosti,
ktory je deterministicky bez zavislosti na akejkol'vek nedokézanej hypotéze,
a teda z teoretického hladiska vyznamnejsi ako testy, ktorymi sa zaoberame
my. Takisto existuju testy vyuzivajice eliptické krivky a pravdepodobne
do zbierky testov este nejaké pribudni aj v budtcnosti. Napriek tomu
testy, ktorymi sa zaoberame v praci si jednoduché na pochopenie a ich
implementacie sa pouzivaju v mmnohych praktickych aplikiciach. Verim,
Ze Citatela s hlbSim zaujmom o testy prvociselnosti inpirujem k Studiu
literattry, kde sa o nich dozvie viac.
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Kapitola 2

Pseudoprvocdisla

Ako sme spomenuli v tivode, budeme sa v tejto praci zaoberat predovsetkym
témami stivisiacimi s testovanim prvociselnosti. V tejto kapitole sa poktsime
naznacit hlavni liniu vysvetlenim pojmu pseudoprvodisla. Ak chceme zistit,
¢ je nejaké ¢islo prvoéislo, mame niekolko moznosti. Tou najjednoduchsou a
najpriamodiarejSou je nasledovat definiciu, ktora hovori o prvocisle ako o ¢isle
p > 1, ktoré méa v mnoZine {1,...,p} prave dva delitele, a to 1 a p. Takze
nam staci jednoducho pre kazdé ¢islo z tejto mnoziny preverit, ¢i je delitelom
¢isla p. Ak také ¢islo najdeme a nebude to ani jedno z dvojice 1 a p, potom
je ¢islo p zlozené. V opafnom pripade mozeme s istotou prehlésit (nakolko
sme splnili podmienku z definicie), Ze ¢islo p je prvocislo. Samozrejme takyto
pristup je pre velké p ¢asovo naroc¢ny, az prakticky nerealizovatelny. Avsak
prave to dava motiviciu zaoberat sa testovanim prvociselnosti ako pomerne
bohatou podmnozinou algoritmickej teérie ¢isel. Pozrime sa najprv, ako sa
da tento test zjednodusit trividlnymi priamociarymi tvahami. Nasledujicu
vetu iste pozné kazdy stredoskolak :

Veta 2.1 Prirodzené cislo n je prvocislom prdve vtedy, ak n > 2 a n nemd
Ziadneho delitela d pre ktorého by platilo 1 < d < \/n

Dokaz Ukéazeme, ze ak n je zloZené ¢islo, potom existuje prvociselny delitel
p Cisla n pre ktory plati p < \/n. KedZe &islo n je zloZené, musia existovat
prirodzené ¢isla r, s > 1, pre ktoré je n = rs. Nech p je najmensi prvociselny
delitel ¢isla n. Potom urcite plati p < r a p < s, odkial uz p < y/n. Preto
ak nejaké ¢islo nema delitela 1 < d < /n, nemodze byt zlozené a je nutne
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6 KAPITOLA 2. PSEUDOPRVOCISLA

prvocislom. W

Tato veta nam sformulovala podmienku ekvivalentnii definicii prvocisla,
ktorej preverenie vSak vyZzaduje menej Casu. NavySe z dokazu lahko
nahliadneme, Ze vetu mozno upravit : Nielen Ze sta¢i aby ¢islo n nemalo
ziadneho delitela 1 < d < /n, stadi ak nema ziadneho prvociselného
delitefa 1 < p < 4/n. Ak preverime delitelnost ¢isla n vSetkymi
prvoc¢islami z tohto rozsahu, mozeme s istotou urc¢it, ¢ je m prvocislo.
Zndmym konsStruktivnym zovSeobecnenim tohto pristupu je konsStrukcia
mnoziny prvocisel pomocou Eratostenovho sita, ¢o je metdéda postupného
hladania prvocisel odstranovanim néasobkov uz najdenych prvocisel. Tento
algoritmus je vhodny ak chceme zostrojit tabulku prvocisel v nejakom
rozsahu. Prirodzene, tu uz vstupuji do hry nielen naroky na casovi zlozitost,
ale aj zlozitost pamétova. Pri velkostiach prvocisel, ktoré st pre nas
zaujimavé z hladiska aplikacii je prakticky nemozné takuto tabulku zostrojit
a ulozit. Samozrejme nakolko zlepSenie v podobe predchadzajicej vety nie
je az tak vyznamné, nie je to v ramci sucasnych vypoctovych moznosti
realizovatelné ani ¢asovo. Velmi zaujimavym, nie uz tak celkom trivialnym
tvrdenim je nasledujica veta :

Veta 2.2 (Wilsonova veta) Nech p je prirodzené cislo, p > 1. Potom p je
prvocislo prave vtedy, ak plati (p — 1) = —1 (mod p).

Doékaz Pripady p = 2,3 sa Tahko rozoberu samostatne, takze moZzeme
predpokladat, ze plati p > 3. Ak p je zloZené, potom sa medzi ¢islami
1,2,...,p — 1 nachédzaju nejaké jeho delitele, takze celkom urcite plati
((p—1D!,p) > 1 a teda nemdze byt (p — 1)! = —1 (mod p). Ak je vSak p
prvocislo, potom p je nesudelitelné s kazdym z tychto ¢isel. Preto pre kazdé
z nich, povedzme a, existuje ¢islo b také, ze ab = 1 (mod p). Vsimnime si,
ze toto b je jednoznac¢ne urcéené. Keby bolo zéroven ac =1 (mod p), muselo
by byt ab = ac (mod p), a teda b = ¢ (mod p), odkial uz (kedze ¢isla su
z prisludného rozsahu) plynie b = c¢. Teda ku kazdému z ¢isel a existuje
prislusné b, pricom kedZe p je prvocislo a = b plati len ak a je 1 alebo p — 1.
Z tohoto uz dostavame poparovanie, vdaka ktorému mame 2-3--- (p—2) =1
(mod p). Prenésobenim kongruencie ¢islom p — 1 uz dostéavame pozadovany
vztah.ll



Wilsonova veta poskytuje nutna a postacujicu podmienku prvociselnosti
pre Tubovolné prirodzené ¢islo. Metdda testovania prvoéiselnosti, ktora ju
vyuziva, pre ¢islo n overi platnost kongruencie (n — 1)! = —1 (mod n) a
na zaklade toho s istotou prehlasi, ¢i sa jedna alebo nejedna o prvocislo.
Na mierne zrychlenie tohto postupu mozeme vyuzit fakt, Ze pre cisla 4
z mnoziny 1,...,p — 1 plati ¢ = n — i (mod n), takze pre neparne n
je (((”2;1))')2 = (n — 1)I. To nam umozihuje overit platnost kongruencie
z Wilsonovej vety v polovicnom c¢ase. V skutoc¢nosti napriek tomu téato
metdda nie je efektivnejSia ako naivnéd metoda prehladavania delitelov,
kedZe na vypocet modularneho faktorialu zatial nebol vymysleny rychlejsi
postup ako postupné nasobenie.  Vezmime si napriklad ¢&islo 1997 a
pokusme sa zistit, ¢ podla Wilsonovej vety je prvocislom. Na to, aby
sme to urobili, potrebujeme zistit, aky déva ¢islo 999! zvySok po deleni
1997. Nakol'ko nie je zname Zziadne dramatické vylepSenie tohoto vypoctu,
de facto musime na to vykonat priblizne 1000 modularnych nasobeni
(pricom ak sa nam pri niektorom podari zvySok vynulovat, koné¢ime).
Na porovnanie, ak postupujeme podla stredogkolského algoritmu hladania
delitelov, musime vykonat 44 deleni, dokonca ak pozndme mnoZinu malych
prvocisel a delime iba nimi, bude ich eSte menej. Napriek tomu je této
veta z teoretického hladiska zaujimava, najmaé preto, ze ide o ekvivalenciu.
Ekvivalentné tvrdenia v tvare Prime(p) <= S(p) maju vyhodu
v tom, ze poskytuju iplnu charakterizaciu pojmu prvocislo a davaju metody
ako s istotou urcit prvociselnost. V centre nasho zaujmu vsSak nebudu
takéto tvrdenia, ale tvrdenia v tvare Prime(p) = S(p). Tie nam
davaju sice volnost v zavedeni jednoducho testovatelnych podmienok, no
nezarucuju nam z teoretického hladiska prakticky ni¢ o ¢isle p. To je
velmi neprijemné skutocnost, ako vSak neskér uvidime, vhodnou volbou
tvrdenia S mozno dosiahnut, Ze implikaciu do istej miery oto¢ime (pri prijati
urc¢itej pravdepodobnosti omylu alebo predpokladu platnosti Rozsirenej
Riemannovej hypotézy). Velmi jednoduchym prikladom tvrdenia S(p) by
bolo : Cislo p > 1 je 23,5 alebo nie je delitelné 2,3 ani 5. Takéto
tvrdenie naozaj spliiaju vietky prvocisla a tiez ho zrejme spliia vela zloZenych
¢isel. Na tomto jednoduchom tvrdeni mozno ilustrovat, kam bude viest nase
snazenie. Ak o nejakom ¢isle p plati S(p), potom je to bud preto Ze p je
prvocislo, alebo je to jedno z ¢isel, ktoré su sice zlozené, ale napriek tomu
tvrdenie pre ne plati. Pre tieto ¢isla zavedieme Specidlne pomenovanie.

Definicia 2.1 Nech S je undrny predikdtovy symbol, pricom S(p) plati pre
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lubovolné prvocislo p. Potom zloZené ¢islo n, pre ktoré plati S(n) nazveme
S—pseudoprvocislom.

S—pseudoprvocisla su ¢isla, ktorych existencia nam brani otocit im-
plikiciu Prime(p) = S(p) a pouzivat tvrdenie S ako potencidlne
jednoduchsi test prvociselnosti. V zavislosti od volby vhodného tvrdenia S
dostaneme rézne mnoziny takychto S—pseudoprvocisel. Konkrétne v nasom
jednoduchom priklade je tdto mnozina velmi velkd. Velkost mmnoZiny
mozno zadefinovat roznymi sposobmi, kazdopadne nech uz si zavedieme
akykolvek sposob posudzovania, nasim hlavnym cielom je dosiahnut, aby
S—pseudoprvocisel bolo v istom zmysle dostato¢ne malo. Budeme sa pritom
odvolavat na pojem nizkej relativnej pocetnosti, ¢im mame na mysli, Ze
pocet S—pseudoprvocisel nejakej velkosti (napr. [—bitovych) je (vyrazne)
mensi ako pocet prvodisel tejto velkosti. NavySe pozadujeme, aby preverenie
platnosti predikatu S bolo mozné vykonat rychlo, inak by pre nas nemal
nijaky vyznam. V nasledujtcich troch kapitolach sa budeme venovat préave
predikidtom s tymito vlastnostami.



Kapitola 3

Fermatove pseudoprvocisla

Naznacili sme, kam smeruje nasa snaha pri zavidzani pojmu pseudoprvocisla.
Chceme najst tvrdenie, ktoré plati pre vSetky prvocisla, pricom nie je nutne
postacujicou podmienkou prvociselnosti ¢isla. Navyse pozadujeme, aby bolo
efektivne vyhodnotitelné, ¢ nejaké konkrétne ¢islo toto tvrdenie splha (t.j.
mé vlastnost nim predpisani). Prvym takym tvrdenim, od ktorého sa buda
tak trochu odvijat aj vSetky ostatné, o ktorych budeme hovorit, je Malé
Fermatova veta.

Veta 3.1 (Mala Fermatova veta) Nech p je prvocislo. Pre lubovolné celé
¢islo a plati a? = a (mod p), ak navyse a nie je delitelné p tak aP~' = 1
(mod p).

Dokaz Ak a je nasobkom p, tvrdenie zrejme plati (a” rovnako ako a davaju
po deleni p zvysok 0). Predpokladajme teda, ze (a,p) = 1. Ukézeme, Ze ¢isla
0-a,1-a,--+,(p—1)-a predstavuju aplnu sustavu zvyskov modulo p, teda ze
z hladiska zvy8kov po deleni p sa jedna iba o permutaciu mnoziny 0,1, ..., p—
1. KedZe uvazovanych cisel je p, staci nam ukéazat, ze vietky davaju po deleni
p rozne zvysky. Vezmime [ubovolné dve z nich a predpokladajme sporom
i-a = j-a (mod p). Odtial mame p | (i—j)a akedze (a,p) = 1 musip | (i—j).
Avsak obe ¢isla 7, 7 st mensie ako p, takZe tento vztah nutne implikuje i = j.
Naozaj teda plati, Ze ¢isla 0-a, 1-a, - - - , (p—1)-a tvoria aplnu ststavu zvyskov
a ked ich medzi sebou (s vynimkou prvého) vynasobime, musime dostat ten
isty vysledok modulo p ako pri vynasobeni ¢isel 1,...,p — 1. Inymi slovami,
plati @ - 2a---(p — 1)a = a?"*(p — 1)! = (p — 1)! (mod p). Pretoze ¢islo
(p — 1)! nie je delitelné prvocislom p, mézeme nim tiato kongruenciu kratit,

9



10 KAPITOLA 3. FERMATOVE PSEUDOPRVOCISLA
¢im dostaneme a?~! =1 (mod p).M
Mala Fermatova veta je tvrdenie tvaru Prime(p) = F(p,a), kde
F(p,a) <= d’ =a (mod p)

VoIbou konkrétneho a (ktoré budeme nazyvat bizou) dostaneme tvrdenie,
ktoré moézeme pouzit v naSom mechanizme. Prakticky to znamena, ze
budeme testovat prvociselnost testovanim platnosti tvrdenia F(p,a). Ak
zistime, Ze F(p,a) neplati, potom p celkom iste nie je prvocislom. Ak
viak F(p,a) plati, bud budeme mat stastie a spravne ho identifikujeme
ako prvocislo, alebo ho tak oznac¢ime mylne. Na prvy pohlad sa sice moze
zdat, Ze umocnenie na p—tu nie je o ni¢ jednoduchsie nez skusanie p — 1
zvyskovych tried. AvSsak na umocnenie mozno pouzit metdédu, ktora postupne
generuje §tvorce ziskanych zvyskov (teda &isla a,a?, a*, a®,...) a zohladiuje
ich podla cifry v dvojkovom zépise ¢isla p. Tento postup vedie k algoritmu
s logaritmickou ¢asovou naroc¢nostou, takze preverenie platnosti Fermatovej
vety pre konkrétnu bazu je naozaj efektivne.

Definicia 3.1 Prirodzené cislo p nazijvame Fermatovym pseudoprvocislom
v bdze a, ak plati F(p,a) a c¢islo p je zloZené.

Nasledujica tabulka obsahuje niektoré z prvych Fermatovych pseudopr-
vocisel pri malych bazach.

Fermatove pseudoprvodisla v baze a

341, 561, 645, 1105, 1387, 1729, 1905.. ..

91, 121, 286, 671, 703, 949, 1105, 1541, 1729, ...
15, 85, 91, 341, 435, 451, 561, 645, 703, ...
4,124, 217, 561, 781, 1541, 1729, 1891, ...

Tk W N

Néazov Fermatove pseudoprvodisla zjednodusime a budeme ich nazyvat
jednoducho pseudoprvodéisla. Oproti S—pseudoprvoéislam (pre nase jedno-
duché tvrdenie S zavedené vyssie) maju vyhodu minimélne v tom, Ze su
parametrizovatelné ¢islom a, tzv. béazou. Pre kazdé a tak dostavame ina
mnozinu pseudoprvocisel, ktoré vsetky vyhovuji vyssie uvedenej implikacii.
Zaujimavy je na tom fakt, ze vhodnym vyberom baz a a zostrojenim prieniku
mnozin pseudoprvocisel v tychto bazach by mohlo byt potencidlne mozné ob-
medzit mnozinu pseudoprvocisel. Totiz, ak je nejaké ¢islo pseudoprvocislom
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v niektorej z baz, nemusi byt pseudoprvocislom v inej. V krajnom pripade
by sa ndm dokonca mohlo stat, Ze prienik mnozin pseudoprvoéisel v tychto
bézach by bol prazdny, ¢im by sme ziskali deterministicky test prvociselnosti
(Co je len iny néazov pre otoCenie nasej implikicie). Tento test by spocival
v jednoduchom prevereni platnosti F'(p, a) postupne pre vietky vybrané bazy.
Ak by bol pre vSetky tspesny, potom by sme mohli s istotou tvrdit, Ze
p je prvocislo. Totiz, ak by p bolo zlozené, potom musi byt na zéklade
vysledku pseudoprvocislom vo vSetkych testovanych bazach. Avsak to by
znamenalo, Ze mnoziny pseudoprvocisel v tychto bazach maji neprazdny
prienik, dostavame spor. Také jednoduché to bohuZial nie je. Kazdopadne
parametrizicia bazou nam dava vécsie manipula¢né moznosti.

Definicia 3.2 Nech n je zloZené prirodzené cislo. Ak pre vSetky prirodzené
¢isla a plati ™ = a (mod n), nazveme n Carmichaelovym cislom.

Predpokladajme, Ze existuje nejaké Carmichaelove ¢islo n podla pred-
chadzajicej definicie. Potom pre vSetky ¢isla a plati F(n,a), teda ¢islo
n je pseudoprvocislom pre vsetky bazy. Co to vSak znamena ? Takéto
Carmichaelove ¢islo lezi vo vSetkych mnozinach pseudoprvoéisel, a teda urcite
nevieme vybrat skupinu disjunktnych mnozin. Kazda mnozina pseudoprvo-
¢isel obsahuje vsetky Carmichaelove ¢isla. Kolko vsak takych ¢isel vobec
existuje 7 Pozrime sa najprv na niektoré vlastnosti Carmichaelovych ¢isel.
Skor nez tak urobime, musime spomenut fakt, Ze v literatire sa obvykle
pouziva mierne odlisné definicia Carmichaelovych ¢isel ako sme pouzili my,
viacmenej z technickych dévodov. Preto predtym ako budeme pokracovat,
vyslovime alternativnu definiciu a ukézeme, Ze je naSej ekvivalentna.

Lema 3.1 (Carmichaelove ¢&isla) Nech n je zloZené prirodzené éislo. Po-
tom n je Carmichaelove ¢islo prdave vtedy, ak pre vSetky cisla a nesidelitelné
sn plati a” ' =1 (mod n).

Dokaz Fakt, ze Carmichaelovo ¢&islo spliia uvedent podmienku je viacmenej
trividlny. Ak totiz pre vietky a plati a” = a (mod n), potom n | a(a"* —1)
a v pripade, Ze (a,n) = 1 zrejme plati n | a"~' — 1. Zaujimavejsia je druha
implikacia. Predpokladajme, Ze pre vietky a nestdelitelné s n plati a® ! = 1
(mod n). Ukazeme, ze potom n nemoéze byt delitelné Stvorcom ziadneho
prvocisla. Predpokladajme sporom, Ze pre nejaké prvocislo p plati p? | n.
Pretoze grupa Z, je cyklicka (tento vysledok algebry niekolkokrat v tejto
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praci pouzijeme, ¢itatel moze jeho dokaz najst napr. v [8]), existuje jej
generétor, ¢islo g, ktoré v nej ma rad p(p — 1). Oznaéme m saéin vietkych
prvocisel, ktoré okrem prvocisla p delia ¢islo n (ak také neexistuji, bude
m = 1). Kedze (p%,m) = 1, podla Cinskej zvyskovej vety ma ststava
kongruencii a = g (mod p?), a = 1 (mod m) rieSenie. Toto ¢&islo a je
vdaka druhej kongruencii nestudelitelné s m, vdaka prvej je nesidelitelné
s p. Pretoze tieto dve ¢isla obsahuju vsetky prvociselné delitele cisla n,
mus{ platit (a,n) = 1. Odtial podla predpokladu plati ¢"* = 1 (mod n),
tym skor aj a” ' = 1 (mod p?). PretoZe viak rad prvku a v grupe Z% Je
p(p — 1), musi platit p(p — 1) | n — 1. Av8ak p | n, a teda ani p nemoze
delit n — 1, ¢im sme dostali hfadany spor. Ukazali sme teda, Ze ¢islo n je
stdinom roznych prvocisel. Dalej ukaZeme, Ze pre vietky tieto prvocisla plati
p—1|n—1. Predpokladajme, Ze pre nejaky prvociselny delitel p ¢isla n
neplati p— 1| n — 1. Nech g je generator cyklickej grupy (Zs,-). Oznac¢me
m = %, podla éinskej zvyskovej vety existuje a spliiajuce kongruencie a = ¢
(mod p) a @ =1 (mod m). Potom (a,n) =1 aa" ' =g"! (modp). Ale
g" ' # 1 (mod p), pretoze n — 1 nie je podla predpokladu delitelné rddom
prvku g, ¢o je &islo p — 1. Preto a® ! # 1 (mod p), a teda nemdze platit ani
a" ' =1 (mod n), ¢o uz je hladany spor. UkéZeme teraz, ako z toho, Ze ¢islo
n je suc¢inom roznych prvocisel, pre ktoré plati p — 1 | n — 1, plynie, Ze n je
Carmichaelovo ¢islo. KedZe n nie je delitelné stvorcom ziadneho z prvocéisel,
sta¢i nam ukézat, ze plati ™ = a (mod p) pre vSetky prvociselné delitele
¢isla n. Zrejme ak (a,p) # 1, uvedena kongruencia je trividlne splnena.
V opa¢nom pripade je ekvivalentna kongruencii ¢"~!' = 1 (mod p). Podla
Malej Fermatovej vety plati a?~! = 1 (mod p) a podla predpokladu plati
p—1]|n—1. Z tychto dvoch faktov uz uvedenu kongruenciu dostavame. B

Ukéazali sme, Ze definicia Carmichaelovho ¢isla, ktord berie do tvahy
iba bazy nesudelitelné s n je naSej definicii ekvivalentna. V skutoc¢nosti
sme dokazali ovela viac, a to platnost ekvivalentnej podmienky nazyvanej
Korseltovo kritérium :

Veta 3.2 (Korseltovo kritérium) Nechn je nepdrne zlozZené cislo. Potom

a) Ak n je delitelné stvorcom nejakého prvocisla, potom n nie je Carmicha-
elovo ¢islo.

b) Ak n je sicinom roznych prvocisel, potom je Carmichaelovym cislom
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prave vtedy, ak p — 1 | n — 1 pre vsetky prvociselné delitele p cisla
n.

Miernym spresnenim ziskaného vysledku je nasledujtca lema.

Lema 3.2 Kazdé Carmichaelovo ¢islo je siucinom nagmenej troch réznych
prvocisel.

Doékaz 7 Korseltovho kritéria vieme, ze Carmichaelovo ¢islo je sucinom
prvocisel, musime len vyluc¢it moznost, Ze by bolo st¢inom len dvoch réznych
prvocisel. Predpokladajme teda, ze n = pq, p < q. Potom, keby n bolo
Carmichaelovo ¢islo, podla ¢asti b) Korseltovho kritéria by muselo platit
n—1=0 (mod p—1). AvSak platin—1=p(g—1+1)—1 =pg—p+p—1=
plg—1)+p—1=p—1(modg—1)ap—1=2 0 (mod ¢ — 1), kedze
0 <p—1<qg—1. To je hladany spor, takze tvrdenie plati. B

Ked Korselt v roku 1899 sformuloval uvedené kritérium, este netusil, ¢i
v skuto¢nosti vobec nejaké Carmichaelove ¢isla existuju. Presnejsie, sformu-
loval ho v snahe ich existenciu vyvratit. Nielen z tvah naznacenych vyssie
je totiz jasné, Ze existencia Carmichaelovych ¢isel sposobuje neprekonatelnu
prekdzku v pouzivani Fermatovho testu prvociselnosti. V roku 1910 Robert
D. Carmichael nagiel prvé takéto ¢islo, ktorym je 561. Pouzitim Korseltovho
kritéria sa o tom mozeme velmi jednoducho presvedé¢it aj my : plati 561 =
3711, pricom 2 | 560, 10 | 560 aj 16 | 560. Jednoduchost tohoto prikladu
posobi az prekvapivo ked si uvedomime, Ze Korseltovi sa ho nepodarilo
najst. On sa vSak zrejme snazil skor o vyvratenie jeho existencie. Dalsie
Carmichaelove ¢isla st 1105 = 5-13-17, 1729 = 7-13-19, 2465 = 5-17-29, atd.
Takmer o storocie neskér dokézali W.R.Alford, A.Granville a C.Pomerance,
ze Carmichaelovych ¢isel je nekoneéne vela a nasli odhad ich relativnej
pocetnosti. Pre dostato¢ne velké n existuje aspon n? Carmichaelovych ¢isel
nepresahujucich n. Na druhej strane, pre x = 10" pre n mensie ako 16
(¢o stt moznosti, ktoré boli preverené vypocétom) existuje menej ako x0-337
Carmichaelovych ¢isel mensSich neZ n a nezda sa byt velmi pravdepodobné, Ze
by ich bolo viac nez z2 pre z < 101, Kazdopadne tieto fakty znamenaji, Ze
nase uvahy o nemoznosti vyberu béaz, pre ktoré budi mnoziny disjunktné sa
ukazali opodstatnené. Kazda mnozina pseudoprvocisel uréena nejakou bazou
obsahuje minimalne vSetky Carmichaelove ¢&isla. AvSak moznost vybrat
mnozinu baz, ktora urcéi disjunktné mnoziny pseudoprvocisel, je velmi silny
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vysledok a Carmichaelove ¢isla nepredstavuju prekazku iba v jeho dosiahnuti.
Najvécsim problémom je fakt, ze pouzitim Fermatovho testu ich nemame
Sancu odlisit od prvodisel, ani ked ho vykoname pre vSetky bazy. V dalsom
si ukdzeme, Ze toto obmedzenie sa d& pri inych testoch prekonat. Pozastavme
sa eSte ale na chvilu pri Fermatovom teste a poloZzme si otazku, ako je to
s ostatnymi zlozenymi ¢islami.

Lema 3.3 Nech n je prirodzené cislo. Ak existuje ¢islo a, nesudelitelné s n,
ktoré nespliia kongruenciu a”~' =1 (mod n), potom z ¢isel nesudelitelngjch
s n ju splia najviac polovica.

Doékaz Uvazujme grupu (Z:, ), ukdzeme ze v ramci nej je mnozina F'(n) =
{a | a®™ ' =1 (mod n)} podgrupou. Ked si vezmeme Iubovolné dva prvky
a,b € F(n), platia kongruencie ¢"* = 1 (mod n) a ! = 1 (mod n),
z ktorych plynie (ab)"! = a"1 - b""! = 1 (mod n), takZe sucin ab patri
do F(n). Dalej pre Tubovolné a € F(n) plati (a=})*' = (a»)"! =1
(mod n), takze aj a™' € F(n). To znamen4, 7e mnoZina F(n) je uzavreta
na sucin a inverzné prvky a je teda naozaj podgrupou grupy Z!. Kedze
podla Lagrangeovej vety pocet jej prvkov musi delit pocet prvkov grupy,
ak nie je tato podgrupa totozné s celou grupou (¢o je zarucené existenciou
prvku, ktory do nej nepatri), ma najviac poloviény pocet prvkov, ¢o sme
chceli dokazat. l

Tento vysledok je celkom optimisticky a hovori nam, ze ak pri testovani
nenatrafime na Carmichaelovo ¢islo, potom Sanca, ze bude pseudoprvocislom
pri ndhodne zvolenej béaze je najviac polovicna. Inymi slovami, ak zlozené
¢islo nie je Carmichaelovo, potom patri do najviac polovice z mnozin
pseudoprvodisel vo vsetkych bézach. To znamena, Ze ked vyberieme
dostato¢ény pocet baz, bude pomerne velké Sanca, Ze v niektorej z mnozin sa
toto ¢islo nebude nachadzat. Nebudeme sa teraz pustat do presného opisu
tohto faktu, lebo situéacia v dalsich testoch bude velmi podobna a navySe
nam ju nebudu dalej komplikovat Carmichaelove ¢isla. NaSe rozpravanie o
pseudoprvocislach zakonc¢ime zaujimavym prikladom, ktory objavil Lehmer v
roku 1950 : Pri definicii, akd sme zvolili, je ¢islo 161038 = 2-73-1103 parnym
pseudoprvoéislom v baze 2. V ¢lanku [10] st dokonca spomenuté dalsie
priklady a niektoré pozorovania o parnych pseudoprvocislach. Ich existencie
by sme sa zbavili, ak by sme mierne upravili definiciu pseudoprvoéisla, no v
podstate ide len o kozmeticky problém, ktory navyse inSpiruje k zaujimavym
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uvaham, takze to robit nebudeme. V dalSom rozpréavani sa budeme nakoniec
aj tak zaoberat inymi moznostami, ako definovat pseudoprvocisla, nakol'ko
sposob priamo vyuzivajici Fermatovu vetu sa ukazal neuspokojivy.
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Kapitola 4

Euler - Jacobiho pseudoprvocisla

V snahe zlepsit nase moznosti otocenia implikicie Prime(p) =— S(p)
a ¢o najviac ochudobnit mnoziny pseudoprvocisel, musime sa pokiusit néjst
dalgie netrivialne tvrdenia platné pre prvocisla. Za tymto uc¢elom sa budeme
zaoberat pojmom kvadraticky zvysok.

Definicia 4.1 Nech p je nepdrne prvocislo a a je celé ¢islo, (a,p) = 1. Cislo
a nazgvame kvadratickym zvyskom modulo p ak kongruencia y* = a (mod p)
md riesenie. 'V opacnom pripade c¢islo a nazyvame kvadratickym nezvyskom
modulo p.

O Tubovolnom ¢isle vieme povedat, ¢i je kvadratickym zvySkom, ak
vyrie§ime prislusnt kongruenciu. KedZe sa vSak vo vSeobecnosti nejednéa
o jednoduchy problém (napriklad skusanie vSetkych zvyskovych tried ako
najjednoduchsi pristup iste nie je pre velké p prakticky realizovatelné), je na
mieste uvazovat o efektivnejSom zistovani odpovede na otazku, ¢i je nejaké
¢islo kvadratickym zvySkom. Skor nez uvedieme tvrdenie, ktoré nam to
umozni, zavedme eSte pojem Legendrovho symbolu.

Definicia 4.2 Nech p je nepdrne prvocislo. Pre lubovolné celé ¢islo a > 0

definujeme Legendrov symbol % nasledujucim sposobom:

= 1 ak a je kvadraticky zvysok modulo p
—1 ak a je kvadraticky nezvysok modulo p

. 0 aka=0 (mod p)
;) :

p

17
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Legendrov symbol teda jednoduchym spoésobom vyjadruje skutoc¢nost, ¢i
nejaké Cislo je kvadratickym zvySkom podla prislusného modulu. Nasledu-
juca veta ukazuje, Ze hodnoty symbolu nie st volené nahodne a zaroven
poskytuje jednoduchsi pristup k naSmu problému.

Veta 4.1 (Eulerovo kritérium) Nech p je nepdrne prvocislo. Potom

(£) =

p

p—1

Doékaz Ak a = 0 (mod p), potom zrejme aj a2 = 0 (mod p), a teda
tvrdenie plati. Ak je a kvadraticky zvySok modulo p, potom podla definicie
kongruencia y? = a (mod p) m4 rieSenie. Umocnenim tejto kongruencie na
’%1 dostavame yP~! = o'z (mod p). Cislo y zjavne nemdze byt delitelné
prvoc¢islom p, nakolko by to znamenalo, Ze a je delitelné p. AvSak podla
predpokladu a je kvadraticky zvySok, ¢o je ¢islo s modulom nesudelitelné.
To nam umoziuje pouzit Mali Fermatovu vetu, podla ktorej y?~! = 1
(mod p). Porovnanim uZ dostdvame 7 = 1 (mod p), ¢o sme chceli
dokézat. Nakoniec predpokladajme, Ze a je kvadratickym nezvyskom modulo
p. KedZe (a,p) = 1, opit podla Malej Fermatovej vety plati a?~! = 1
(mod p), ¢o mozno prepisat na tvar (apT_1 — 1)(ap2;1 + 1) = 0 (mod p),
odkial je zrejmé, 7e ak neplati kongruencia 'z =1 (mod p), potom plati
ar = —1 (mod p). UkaZeme teda sporom, Ze prva z kongruencii naozaj
neplati. Uvazujme teraz grupu (Z;, -), kedze sa jedna o multiplikativnu grupu
kone¢ného pola, je cyklickd a teda existuje nejaky jej generator b. Zrejme
mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze a je prvkom tejto grupy
(pri¢itanim néasobku p k nemu sa skimané vlastnosti nezmenia), preto pre
vhodné i plati @ = b'. To dalej znamena, Ze (b’)% =1 (mod p). Pretoze
vSak rad generatora b v grupe je p — 1, musi p — 1 delit ¢islo z'p%l, inymi
slovami ¢islo % musi byt celé a teda i je parne. AvSak potom &islo bz je
rieSenim kongruencie y?> = a (mod p), a teda a je kvadraticky zvysok, ¢o je
hladany spor. B

Vdaka Eulerovmu kritériu ziskavame pomerne uéinny nastroj na vy-
¢islovanie Legendrovho symbolu. Podobne ako v pripade Fermatovej vety
mozeme pouzit metédu postupného umochovania ¢isla a a zohladnenia
mocnin podla dvojkového zépisu exponenta, takZe tento postup je rovnako
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ako pouzitie Fermatovej vety efektivny. Uvedieme jednoduchy priklad na
ilustraciu tohto algoritmu. Majme prvocislo 643 a zaoberajme sa otazkou,
¢i je ¢islo 21 kvadratickym zvysSkom modulo toto prvocislo. Zaujima nas
teda hodnota (%). Podl'a Eulerovho kritéria nam staci vypocitat zvySok
¢isla 2132, Na to si najprv vyjadrime exponent v dvojkovej ststave 321 =
28 1+ 26 4+ 29 a predpoéitame si jednotlivé zvysky postupnym umociovanim :
21" = 21 (mod 643), 21% = 441 (mod 643), 21* = 295 (mod 643), 218
220 (mod 643), 21 = 175 (mod 643), 2132 = 404 (mod 643), 21%4
537 (mod 643), 21'% = 305 (mod 643), 21%¢ = 433 (mod 643). Teraz
vyberieme mocniny, ktoré sa nachadzaju v dvojkovom rozklade exponenta
a uz dostavame (%) = 21-537-433 = —1 (mod 643), teda ¢islo 21 nie je
kvadratickym zvyskom modulo 643. Prave Eulerovo kritérium bude pre nas
zakladom dalsieho typu pseudoprvodisel. Pokisime sa pouzit nas osvedceny

postup a pozriet sa na neho ako na implikaciu Prime(p) = E(p,a), kde

E(p,a) <~ (g) =47 (mod p)

Av8ak mame jeden velky problém - Legendrov symbol nie je definovany pre
p = 2 ani pre zlozené ¢isla. Cela implikicia teda ma zmysel len ak p je neparne
prvodislo, a vtedy z pochopitelnych dovodov nemé pre nas nijaky prinos. Od
tohto miesta prijmeme dohodu zaoberat sa vylu¢ne neparnymi prirodzenymi
¢islami. Na mnohych miestach sa tak naSe tvahy technicky zjednodusia a
Citatel iste uzna, Ze zistit, ¢éi je parne prirodzené ¢islo prvocislom, rovnako
ako zistit ¢i je prirodzené Cislo parne je problémom, ktory moézeme s ¢istym
svedomim povazovat za trivialny. S faktom, Ze v definicii sa hovori iba o
neparnych prvocislach sa v8ak pokusime vysporiadat. Jeden z pristupov ako
to urobit by bol nahradit Legendrov symbol jeho potencialnymi hodnotami.
Takto dostdvame nasledujici pojem.

Definicia 4.3 Nepdrne zloZené cislo n nazveme Fulerovym pseudoprvocis-
n—1
lom v bdze a, ak plati a2 = £1 (mod n).

Takto zavedené Fulerove pseudoprvocéisla si zjavne podmnozinou Ferma-
tovych pseudoprvocisel a maji podobné vlastnosti. Existuju tzv. absolitne
Fulerove pseudoprvocisla, ktoré si podmnozinou Carmichaelovych cisel
a st Eulerovymi pseudoprvodéislami pre vSetky béazy s nimi nesudelitelné.
Najmensim takymto Eulerovym pseudoprvocéislom je ¢islo 1729 = 7- 13 - 19.
Aj preto tento spdsob rieSenia nasej komplikacie nie je zrejme najvhodnejsi.
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Vhodnejsim bude zovSeobecnit pojem Legendrovho symbolu na zloZzené ¢&isla.
Na to budeme potrebovat niekol’ko pomocnych tvrdeni.

Veta 4.2 (Gaussova lema) Nech p je nepdrne prvocislo a (a,p) = 1. Nech

dalej p1, p2, - - )Pt s absolitne nagmensie zvysky pri deleni prvocislom p
utvorené postupne k ¢islam 1-a,2-a,. .., ’%1 ~a. Nech v je pocet zdpornijch
c¢isel v mnozine {p1, pa, - . . 7pp%1}. Potom plati

a v

() =2 @odp)

p
Dokaz Pre absolitne najmensie zvysky plati —% < p; < §. Ukazeme, Ze
cisla |p1], |p2l, - -, |p%| st vSetky rozne. Predpokladajme, Ze by medzi nimi
boli nejaké dve rovnaké, teda nech pre vhodné i,j plati |p;| = |p;|. Potom

tiez plati p; = p5 a vzhladom na to, ako st definované aj a® - i* = a® - j?

(mod p). Tuato kongruenciu mozno vzhladom na podmienku (a,p) = 1 kratit
¢islom @?, ¢im dostaneme i? = j2 (mod p) alebo (i —7)-(i+j) =0 (mod p).
Zrejme 2 < i+ j < p—1, preto musi byt i = j (mod p), ¢o v8ak uz znamena

p—1

i = j. Teda ¢isla |p], \p2|,...,|pp2;1\ st vSetky rozne a nadobudaju P&~

A . ~ ~ . : 2 —1 A
hodnot z intervalu (0, £). Pretoze vSak v tomto intervale je prave %= roznych
celociselnych hodnot, st len ich permutaciou. Vynasobme ich teraz medzi
sebou a prihliadnime na ich znamienka. Dostaneme rovnost

v p_l
Pl'ﬂz"'P%:(_l) (T)'

Avsak z definicie jednotlivych zvyskov plynie kongruencia

p=t (p—1
R (S
Porovnanim méme o'z - (’%1)! = (-1)" - (&2)! (mod p). Vzhladom

na to, ze p 1 (pT_l)!, mozeme tuto kongruenciu kratit éislom (’%1)!, ¢im
dostévame "z = (—=1)" (mod p). Pouzitim Eulerovho kritéria uz odtial

plynie dokazovany vztah. W

Teraz nas bude zaujimat, ako sa Legendrov symbol sprava v pripade a = 2
a niektoré dalsie, viac menej trivialne identity.
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Lema 4.1 Nech p je nepdrne prvocislo. Potom

a) Ak a=0b (mod p), potom <%> = <§>
D (3)=()-6)
c) (%) = (_1);{%1

Dokaz Vlastnosti a),b) plyna priamo z definicie Legendrovho symbolu

a vety 4.1. Zaoberajme sa teda vztahom c). Na vypocet hodnoty (%)

pouzijeme Gaussovu lemu. Aby sme zistili potrebni hodnotu v, uvazujme,

kolko ¢isel z mnoziny S = {2,4, ..., p—1} sa nachadza v intervale I = (%, p).
Zrejme tento pocet je rovnaky ako pocet ¢isel v prieniku intervalu %I = (%5

s mnozinou celych ¢isel. Ak polozime p = 8¢ + r, mozeme pisat |I N S| =
2INZ] =|(5,8)NZ| =|(2¢c+ % 4c+ £) N Z|. Tato rovnost mozno dale]
upravit na kongruenciu ak si uvedomime, Ze pric¢itanim parneho celého ¢isla
k hranici intervalu sa nezmeni parita poctu ¢isel v jeho prieniku s mnozinou

celych ¢isel. Je teda [I N S| = [(7,5) NZ| (mod 2). Ked teraz pouzijeme

. « ~ o, 2_ . P 2
Gaussovu lemu a uvazime, ze ¢islo Z’Tl je parne pre r = 1,7 a nepéarne pre
r = 3,5, dostdvame uz dokazované tvrdenie. ll

Skor nez prejdeme k zovSeobecneniu pojmu Legendrov symbol na zlozené
¢isla, zastavime sa eSte pri jednej zaujimavej vlastnosti Legendrovho symbo-
lu, nazyvanej kvadraticka reciprocita. Dokézeme si najprv pomocni lemu a
potom samotné tvrdenie.

Lema 4.2 Nech p,q si nepdrne prvocisla a a € N, pricom p { a,q {1 a. Ak

plati p = g (mod 4a) alebo p = —q (mod 4a), potom (%) = (%)

Doékaz Pouzijeme Gaussovu lemu na vypocet (%) Na to potrebujeme

zistit paritu po¢tu ¢isel z mnoziny S = {a, 2a, . . ., p%la}, ktoré zaroven patria
do mnoziny I = (ip,p) U ($p,2p) U...U((b— $)p,bp), kde b = |%]. Totiz b

je jedno z cisel 2, “T’l, a teda v prvom pripade bp = %ap > 1%1@, v druhom
pripade bp + & = %ap > p%la, ¢o znamena, Ze ziadny prvok mnoziny S

so zapornym absolitne najmensim zvyskom modulo p nelezi mimo mnoziny
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I (interval ((b— 3)p,bp) bol posledny, ktory mohol obsahovat taky prvok).
NavySe ziadne z krajnych bodov intervalov v I, ktoré sa celymi ¢islami,
nepatria do mnoziny S, kedZe su vSetky delitelné prvocislom p, zatial ¢o
prvky mnoziny S nie st prvoé¢islom p delitelné. Po vydeleni ¢islom a I'ahko
nahliadneme, ze plati [SNI| = |ZN 21|, kde 1T = (£, 2)u (2, 2)yU...U

2a’ a 2a’ a
((zbal)p bp) Polozime teraz p = 4ac+r a ozna¢ime J = (=, H)U(3, 24U, ..U

(@, b;") Rozdiel medzi mnozinami E] a J je len v tom, Ze druha z nich

mé vSetky krajné body intervalov posunuté o ¢islo 2¢. To v8ak nezmeni pocet
¢isel v prieniku s mnozinou celych éfsel, plati teda |Z N £ = |Z N J|. Avsak
rovnaku konstrukciu mozno vykonat aj pre prvocislo ¢. Inymi slovami, kedze

parita ¢isla [SN |, a tym padom aj vysledok (% , zavisela len od zvysku ¢isla

p po deleni 4a a teda analogickym postupom by sme zistili ze (g) zavisi len od

zvysku ¢isla ¢ po deleni 4a, plati v pripade p = ¢ (mod 4a) naozaj rovnost

(%) = <%> Uvazujme teraz pripad p = —q (mod 4a). Jedind zmena v

dokaze je, ze ¢islo r nahradi ¢islo 4a — r. Tym sa mnozina 1] zmeni na
mnozinu K = (2— L, 4—2)U(6— 22, 8- 20). . U(4b—2— 20" 4p ) Teda

2a°
K predstavuje mnozinu, ktora Vznlkne Z mnoziny _E] prlcltanlm péarnych

celych ¢fsel k hraniciam intervalov. Z toho vSak plynie |[K NZ| = |11 N Z|
(mod 2), odkial w7 (5) _ (5) &m je dokaz ukondeny. W

Veta 4.3 (Zakon kvadratickej reciprocity) Nech p,q si rozne nepdrne
prvocisla. Potom <§> . (2) — (_1)”71 =t

p

Dokaz Kedze p, g st neparne prvocisla, davajiu po deleni Styrmi zvysky 1
alebo 3. Kazdopadne plati jeden zo vztahov p = ¢ (mod 4), p = —¢ (mod 4).
Rozoberme oba pripady. Nech teda najprv p = ¢ (mod 4), potom nech bez
ujmy na vSeobecnosti p > ¢ a mozeme pisat p — ¢ = 4a pre vhodné a € N,
teda p = 4a + q. f)alej plati

()= ()= () -C)
)= (575G 6)
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Podla lemy je (%) = (%), kedZe p = ¢ (mod 4a). To v8ak znamena Ze

(0 ()- () -

Pritom posledné rovnost plyme zo skutocnosti, Ze ¢islo 4= L je parne prave
vtedy, ked je parne ¢islo £ T' Nech teraz p = —¢ (mod 4). Polozme p+q =
4a pre vhodné a. Dostéavame postupne

()= =) 6)=(57)=C)

Z lemy vsak plynle <%> = ( ) ¢o znamena Ze <§> = (%). KedZe v tomto

pripade (—1)"z" > =1, je tym dokaz ukonceny. W

Na ilustraciu uzito¢nosti dokédzanych tvrdeni sa vratime k prikladu, ktory
sme riesili pouzitim Eulerovho kritéria. Zaujimala nas vtedy hodnota Legen-
drovho symbolu (%) Tuto modZeme teraz vypocitat inak. Podla lemy 4.1
mozeme pisat (%3 = (6773) . (%). Obidva symboly na pravej strane
mozeme zjednodus$it pouzitim zakona kvadratickej reciprocity. Dostaneme

tak (643) = — (%) - = (%3’) = (g) (%) Tu uz jednodu(i‘hym dopoditanim

napriklad aj pouzitim Eulerovho kritéria dostaneme (g) . (g) =(-1)1=-1
Dostali sme ten isty vysledok ako priamym pouzitim Eulerovho kritéria a
dostali sme sa k nemu ovela rychlejsie.

V tejto chvili mame teda v rukich vsetky néastroje potrebné na efektivnu

manipulaciu s Legendrovym symbolom a mo6zeme pristtpit k jeho zovseobec-
neniu. Legendrov symbol % sme definovali len ak p je prvocislo. Prirodzeny

sposob, ako tuto definiciu rozsirit aj na zlozené ¢islo ukazuje nasledujica
definicia.

Definicia 4.4 Nech n je nepdrne prirodzené cislo, ktorého prvociselny

rozklad je n = pi*...pF. Nech a > 0 je celé ¢islo. Jacobiho symbol (%)
je definovany nasledovne:
() -11(;)
1 ’l

=
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Takto zavedeny Jacobiho symbol méa bohuzial niekolko nevyhod. Jednou
z nich je, ze uz ndm neposkytuje informaciu, ktort niesol Legendrov symbol,
a teda nehovori, ¢i je prislusné ¢islo a kvadratickym zvyskom modulo n. Je
to tak preto, ze Jacobiho symbol je su¢inom Legendrovych symbolov, a ked
parny pocet z nich méa hodnotu -1, vysledok napriek tomu bude 1. Takéto
¢islo je kvadratickym nezvySkom modulo niekolko prvociselnych faktorov
a teda nemdze byt kvadratickym zvySkom modulo ich nasobok. Velmi
jednoduchy priklad, ktory to ilustruje, je (2) = (2) - (2) = (=1)-(-1) = 1.
Hodnota tohto Jacobiho symbolu je sice 1, no ¢islo 2 je kvadratickym
nezvyskom modulo 3 aj 5, a teda nemoze byt kvadratickym zvyskom
modulo 15. Napriek tomu, Ze Jacobiho symbol nam nenesie informéaciu
ktord motivovala vznik Legendrovho symbolu, vdaka jeho definicii teraz
mame moznost zaviest novy typ pseudoprvocisel na zéklade zovseobecneného
Eulerovho kritéria. Pretoze pre prvocisla sa Legendrov a Jacobiho symbol
zhoduju, mozeme ich jednoducho v tomto tvrdeni zamenit. Dostaneme tak
predikat

a p=1
E(p,a) <= <];> =az (mod p),

o ktorom uz ma zmysel uvazovat pre vsetky neparne ¢isla, s ¢im sa uspokojime
a zavedieme novy pojem.

Definicia 4.5 Nepdrne prirodzené zloZené c¢islo n nazgvame Euler-Jacobiho
pseudoprvocislom v bdze a, ak a a n su nesiudelitelné a plati E(n,a).

V nasledujucej tabulke uvadzame niekolko prvych Euler-Jacobiho pse-
udoprvocisel v malych béazach :

Euler-Jacobiho pseudoprvoéisla v baze a
561, 1105, 1729, 1905, 2047, 2465, 3277, ...
121, 1729, 2821, 7381, 8401, ...

781, 1541, 1729, 5461, 5611, 6601, 7449, ...
25, 703, 2101, 2353, 2465, 3277, ...

~J Ot W N

Uspesne sa nam podarilo zalozit na Eulerovom kritériu pojem pseudopr-
vocisel, ktorymi sa moZzeme dalej zaoberat, no predsa len sa musime pri
sposobe, ktory sme pouzili, eSte chvilu pozastavit. Prirodzena poziadavka
na vhodné tvrdenie S do naSej 8ablony Prime(p) = S(p) je aby bolo
mozné rozhodnit o platnosti tvrdenia S efektivnejsie ako o tvrdeni Prime(p).
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Problém je v tom, Ze Jacobiho symbol je definovany ako stucin Legendrovych
symbolov pre prvocinitele ¢isla n. Samozrejme keby sme poznali prvocinitele
n, asi by otazka ¢i je n prvocislo bola pomerne bezpredmetnéa. Nastastie vsak
existuje sposob, ako Jacobiho symbol pocitat efektivne bez nutnej priamej
znalosti prvociselného rozkladu ¢isla n. Tento spdsob vyuziva zovseobecnenie
vlastnosti Legendrovho symbolu, ktoré sme si uz dokézali. Nasledujice
tvrdenia ndm teda umoznia rychlu enumeraciu Jacobiho symbolu a potom sa
budeme moct dalej zaoberat vlastnostami Euler-Jacobiho pseudoprvocisel.

Lema 4.3 Nech n je nepdrne prirodzené c¢islo. Potom
a) Ak a=b (mod n), potom (£) = (%).
b) (%) =) (%)

24

) (2) = (-1

Doékaz Nech n = pi'p5’...pi" je prvociselny rozklad ¢isla n. Z definicie

Jacobiho symbolu mame (£) = Hle (1%)&7 (%) = Hle (f)el Ak plati
a = b (mod n), potom pre vSetky p;, kedZe delia n, plati tiez a = b (mod p;).
Podla lemy 4.1 vSak z toho vyplyva aj (}%) = (ﬁ), odkial uz plynie

(3

tvrdenie a). Takisto pretoze podla lemy 4.1 je <“—b> = (i) . (ﬁ), plati aj

Dpi Dpi
Hle (;—b> L= Hle (pi) - Hle (pﬂ) ', ¢o implikuje tvrdenie b). Na dokaz

tvrdenia c) si uvedomme, 7e z lemy 4.1 plynie vzfah (2) = []L, <pl> C =

,?,1 %71 . .
Hle(—l)eip 5 = (—1)246:1 ¢i"5~ . Dokazovana rovnost je teda ekvivalentna

s kongruenciou Zle ef% = "28_1 (mod 2), alebo Zle ei(p? —1)=n?—1
(mod 16). Stvorec neparneho ¢isla p moze davat po deleni 16 iba 2 rézne
zvysky, a to 1, ak p = 1,—1 (mod 8) alebo 9, ak p = 3,5 (mod 8). Dalej
plati, ze ak nejaké neparne ¢islo p je su¢inom niekolkych neparnych ¢&isel,
z ktorych Tubovolny pocet dava po deleni 8 zvysky 1,-1 a parny, resp. neparny
pocet dava zvysky 3,5, potom p déva po deleni 8 zvysky 1,-1, resp. 3,5. (Je
totiz 35 = —1 (mod 8) a 32 = 52 = 1 (mod 8)). Tieto fakty aplikujeme
na nas problém. Zrejme ak prvoéislo p; dédva po deleni 8 zvysky 1,-1 alebo
m4 parny exponent e;, je vyraz e;(p? — 1) delitelny 16, ak dava niektory zo
zvyskov 3,5 a exponent e; je neparny, potom dava tento vyraz zvysok 8 po
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deleni 16. Inymi slovami, plati Zle e;(p? —1) = 8u (mod 16), kde u je pocet
prvocisel s neparnym exponentom a jednym zo zvyskov 3,5 v rozklade ¢isla
n. Na druhej strane, ak je tento pocet u péarny, znamené to podla vyssie
uvedeného, Ze n? = 1 (mod 16), ak je u nepéarne plati n*> = 9 (mod 16).

Porovnanim pre oba pripady uz dostavame dokazovani kongruenciu. Hl

Lema 4.4 Nech m,n si nesidelitelné nepdrne prirodzené c¢isla. Potom

(2)-(3) - o

Dokaz Toto tvrdenie je zovSseobecnenim vety o kvadratickej reciprocite a
predstavuje najdolezitejsi néstroj umoznujuci prakticky vypocet Jacobiho
symbolu. Nech m =p;...p, an=g¢q;...q. S pouzitim lemy 4.3 a vety 4.3
dostédvame (%) = ngl szl (%) = H;:1 HZ:l €.k (;17—’;) = (—-1)~ (%), kde
€k je -1 ak p; = ¢ = 3 (mod 4) a 1 v opacnom pripade, a teda u je
pocet parov (j, k) takych, pre ktoré ¢;, = —1. Av8ak u = ab, kde a je
pocet prvocisel p; davajicich zvySok 3 po deleni 4 a b je pocet prvocisel
qr. davajucich zvySok 3 po deleni 4. Potom m = 3% = (—1)* (mod 4) a
n = 3" = (—1)" (mod 4). Ak st obe &isla a,b neparne, potom (—1)% = —1,

v opacnom pripade (—1)* = 1. Plati teda (—1)* = —1 prave vtedy, ak
m = n = 3 (mod 4). V tomto pripade je (%) = —(%), inak plati

(%) = (n%) Lahko nahliadneme, Ze tento fakt je ekvivalentny s dokazovanym
tvrdenim. W

Pouzitim predchadzajicich tvrdeni vieme v polynomidlnom ¢ase (od
velkosti vstupu) enumerovat Jacobiho symbol, podobne ako sme to robili
v pripade Legendrovho symbolu, pricom nepotrebujeme vediet ni¢ o prvoci-
selnom rozklade ¢isla n. Ukazali sme teda, ze Euler-Jacobiho pseudoprvocisla
splhaju vetky predpoklady, ktoré po nich pozadujeme. My viak samozrejme
chceme viac - chceme, aby mnoziny Euler-Jacobiho pseudoprvocisel boli
v istom zmysle chudobnejsie ako mnoziny Fermatovych. NavysSe sa chceme
zbavit ich spolo¢ného prieniku v podobe Carmichaelovych ¢isel a ukazat, ze
v tomto pripade ziadne podobné ¢isla neexistuju. O tom, Ze to tak naozaj
je, hovori nasledujuca veta.

Veta 4.4 Nech n je nepdrne zloZené cislo. Potom existuje aspon jedno
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prirodzené c¢islo a, 2 < a < n — 1, nesudelitelné s n, pre ktoré neplati
. n—1
kongruencia a2z = (%) (mod n).

Dokaz Predpokladajme, ze pre vSetky prirodzené ¢isla a mensie ako n

nesudelitelné s n plati AT = (%) (mod n). Umocnenim tejto kongruencie

dostéavame pre (a,n) = 1 vztah a" ! = (%)2 = (£1)2 =1 (mod n). Odtial
plynie, Ze n je Carmichaelovo ¢islo. Preto podla lemy 3.2 musi byt st¢inom
roznych prvocisel a mozeme pisat n = ¢y ...q,, kde q1,...,q, st navzajom
rozne neparne prvocisla. Nech u je kvadraticky nezvySok modulo ¢;. Podla
Cinskej zvyskovej vety existuje a, pre ktoré plati a = u (mod ¢;) aa = 1

(mod ¢y ...¢q,). AvSak pre takéto a plati (%) = ( “ ) = <“) ( “ ) =

a

q1--qr Gdr
(q%) (q;.qr> = —1. Na druhej strane zrejme 't =1 (mod ¢3 . ..q,), takze
nemoze platit "z = —1 (mod n). Preto neplati ani a"z = (£) (mod n),

a teda existencia ¢isla a je v spore s predpokladom. Tvrdenie preto plati. H

Kazdé zlozené ¢islo teda nepatri aspon do jednej z mnozin Euler-Jacobiho
pseudoprvoéisel. Uvazujme teraz prvky a € Z! a Specidlne ozna¢ime G(n)
mnozinu tych, ktoré splitaju kongruenciu, napriek tomu Ze n nie je nutne
prvoéislo. Teda G(n) = {a € Z;| (%) = a"T (mod n)}. Ukazeme, ze G(n)
je podgrupou grupy (Z:, ). Pre Tubovolné dva prvky a;, as € G(n) totiz plati

(o) = (u). (=) = a:%l -a;%l (mod n), teda G(n) je uzavreta na sucin.

Rovnako je uzavretd na inverzné prvky, nakolko pre I'ubovolné a € G(n)

plati (£)- (%) = 1, preto <%) =(a"7)' = (a))"> (mod n). Podla
Lagrangeovej vety teda staci, aby existovalo jedno a ktoré do G(n) nepatri
a uz ich tam bude patrit najviac polovica zo Z;. My sme v predchadzajicej
vete také a nasli, a teda uz vieme, ze kazdé zlozené cislo patri najviac do
polovice mnozin pseudoprvocisel vo vSetkych bazach. Na tomto fakte je
zalozeny tzv. Solovay-Strassenov algoritmus, ktory testuje prvociselnost ¢isla
n tak, ze postupne voli rézne ndhodné bazy a a zistuje platnost tvrdenia
E(n,a). My sme prave ukazali, ze pravdepodobnost, ze sa Solovay-Strassenov
algoritmus pomyli a o zlozenom ¢isle prehlasi po m opakovaniach, Ze je to
prvocislo, je mensia nez 27™. Ak budeme chciet pouzitim tohto algoritmu
generovat prvocisla tak, Ze zvolime ndhodné ¢islo a otestujeme ho, potom
vstupuje do hry otazka rozvrstvenia prvocisel a zaujima nés trochu zlozitejsia
otazka, ktortu vyrieSime v nasledujicej vete.



28 KAPITOLA 4. EULER - JACOBIHO PSEUDOPRVOCISLA

Veta 4.5 Pravdepodobnost omylu pri generovani prvocisel pomocou Solovay-
Strassenovho algoritmu, t.j. pravdepodobnost, Ze c¢islo n je zloZené, napriek
tomu, Ze algoritmus po m opakovaniach o ndhodne zvolenom ¢isle prehldsil,
Ze sa jednd o prvocislo, je najviac mg}”ﬁ

Dokaz Oznac¢me a udalost "Ndhodné nepdrne prirodzené c¢islo n prislusnej
velkosti je zloZené”, zrejme @ je potom "Ndhodné nepdrne prirodzené cislo n
je prvocislo”, dalej nech b je udalost “Solovay-Strassenov algoritmus vyhldsi
o c¢isle n Ze je prvocislo m-krdt po sebe”. 7 predchadzajicich tivah vieme,
ze plati P(b | a) < 27™. Na vypocet pravdepodobnosti P(a | b), ktora nas
zaujima, pouzijeme Bayesovu vetu. Aby sme tak mohli urobit, potrebujeme
najprv poznat pravdepodobnost udalosti a. Nech N < n < 2N. Podla
prvodiselnej vety je pocet prvoéisel medzi N a 2N priblizne 2= — N ~
N o n

m2N  InN
v ~ . KedZe medzi ¢islami N a 2N je priblizne % ~ 4§ neparnych
prirodzenych &sel, mozeme pouzit priblizna hodnotu P(a) ~ 1 — 2. Podla
. . _ P(@®la)P(a) __ P(bla)P(a)
Bayesovej vety teda mame P(a | b) = BE) = POaPa) L PH@PE)

Pla)1-:2) _ P(bla)(Inn—2) 2-m(nn—2) __  Inn-2
Pbla)1-2 )+, POla)(Inn-2)+2 — 27™(Inn-2)+2 ~ Inn-242m+0

pozadované ohranic¢enie. ll

~

¢o predstavuje

Predchédzajuce tvrdenie je zavisenim nasho ftsilia v oblasti Euler-
Jacobiho pseudoprvocisel.  Podarilo sa ndm zostrojit polynomialny al-
goritmus na testovanie prvociselnosti, ktory ma urciti pravdepodobnost
omylu, avSak tato je pre dostato¢ne velky pocet opakovani takd malé,
7e z praktického hladiska moZeme povazovat jeho vysledky za takmer
isté. Ukazali sme, Ze tento algoritmus na rozdiel od algoritmu Fermatovho
nem4 slabinu v existencii nerozliSiteInych pseudoprvoéisel. Jeho najvacsou
slabinou (najmaé z teoretického hladiska) je jeho pravdepodobnostny charak-
ter. Napriek tomuto nedostatku ma vyznam, miniméalne kvoli praktickych
aplikdciam, zaoberat sa pravdepodobnostnymi algoritmami. V dalsej
kapitole ukazeme este jeden z nich a podari sa nam tiez neistotu tspechu
algoritmu nahradit neistotou platnosti Riemannovej hypotézy, ¢o pre Tudi
presvedcenych o jej platnosti znamené odstrénenie nedostatku, pre ostatnych
aspon rozsirenie moznosti. Kazdopadne uz len stivislosti, ktorymi sa budeme
zaoberat si zasluhuju pozornost.



Kapitola 5

Silné pseudoprvocisla

V tejto chvili sa v naSom rozpravani dostdvame k najsofistikovanejsej
vol'be predikatu S v modeli S—pseudoprvocisel, akym sa budeme zaoberat.
Predstavuje akysi vrchol v hierarchii tvrdeni a zovSeobecnenie nasSich pred-
chadzajucich skiisenosti. Nebude vsak opét zalozeny na ziadnych naro¢nych
vlastnostiach prvocisel, dokonca sa vratime o krok spét a opéat pouzijeme iba
Malu Fermatovu vetu, tentokrat trochu v elegantnejsej podobe.

Lema 5.1 Nech p je prvocislo, a mech plati p = 2°t, kde t je nepdrne
prirodzené ¢islo (t.j. 2° je najvysSia mocnina dvogky, ktord deli cislo p).
Potom pre lubovolné prirodzené cislo a, ktoré nie je delitelné prvocislom p
bud plati o' = 1 (mod p), alebo existuje ¢islo 0 < i < s — 1, pre ktoré plati
a?t = —1 (mod p).

Dokaz Lema je pomerne jednoduchym désledkom Malej Fermatovej vety.
Stadf si totiz uvedomit, ze podla nej plati a®>* = 1 (mod p), ¢o modzeme
prepisat ako (a2t —1)(a® "' +1) = 0 (mod p). PretoZe p je prvocislo, ak
deli sacin, znamenéa to, ze deli aspon jedného sucinitela. Ak teda neplati

a* " = —1 (mod p), potom celkom uréite plati a* * = 1 (mod p). Avsak
tento vztah opif mozno prepisat na tvar (a2 ¢ —1)(a® "t +1) =0 (mod p)
(pre s>1, inak sme skoncili uz predtym, kedze platilo a* = 1 (mod p)). Z

neho analogicky bud dokaz ukoné¢ime alebo pokracujeme dalej tym istym
postupom. Ak sa nam nikde dokaz nepodari ukoncit, dostaneme sa az k
tomu, Ze plati a' = 1 (mod p), kde tiez dostavame jednu z dokazovanych
moznosti. Tvrdenie teda plati. H.

29
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Lema 5.1 nam podobne ako prislusné tvrdenia v predchédzajacich kapi-
tolach poskytuje moznost volby tvrdenia S do modelu S—pseudoprvodisel,
nakolko ma spravnu formu implikacie Prime(p) — R(p,a), kde

R(p,a) < da'=1 (modp)V (Fie (0,s—1))a*" =—-1 (mod p),

ak predpokladame ze p = 2°t a t je neparne. NavySe je podobne ako v pripade
predikatov F' a E parametrizovana parametrom a, ktory budeme nazyvat, ako
inak, bazou. Analogicky si zavedieme definiciu silnych pseudoprvocisel (preco
ich tak odvazne nazyvame silnymi, pokusime sa opisat v tejto kapitole).

Definicia 5.1 Nech n je nepdrne zloZené cislo, a lubovolné prirodzené cislo
a nech plati R(n,a). Potom n nazyvame silngm pseudoprvocislom v baze a.

V nasledujtcej tabulke uvadzame niekolko prvych silnych pseudoprvodi-
sel v malych bazach :

silné pseudoprvocisla v baze a

2047, 3277, 4033, 4681, 8321, ...

121, 703, 1891, 3281, 8401, 8911, ...
341, 1387, 2047, 3277, 4033, 4371, ...
781, 1541, 5461, 5611, 7813, ...

T W N

Podobne ako v predchadzajucich pripadoch nas bude zaujimat, aka vahu
mé skuto¢nost, Ze ¢islo n splia predikat R(n,a) pre nejakt bazu a. Inymi
slovami, ako vela vlastne silnych pseudoprvodisel existuje. Zavedieme si
navyse eSte jeden pojem, ktory bude hrat vyznamnu rolu v na8ich tvahéch.

Definicia 5.2 Nech n je nepdrne zloZené cislo. Cislo a nazveme svedkom,
ak plati 1 < a <n—1 a c¢islo n nie je silnym pseudoprvocislom v bdze a.

Ak sa pozerame na vec z algoritmického pohladu postupného preve-
rovania platnosti predikitu R(n,a) pre rozne béazy a, potom svedok je
béza, na ktorej naSe skuSanie zlyhd a umozni nam s istotou prehlasit, ze
testované ¢islo je zlozené. Existencia pseudoprvocisel by nam az tak nevadila,
keby kazdé konkrétne ¢islo bolo pseudoprvocislom len v malom pocte béz,
zatial ¢o v8etky ostatné bazy by boli svedkami. Potom by sme totiz mali
velku pravdepodobnost, Ze sa nam po malom poc¢te opakovani preverovania
predikatu R podari ¢islo "usvedcit”. Na tejto myslienke, ktora nakoniec bola
pouzita aj v predchadzajtcich kapitolach, je zalozeny tzv. Rabin-Millerov
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test prvociselnosti. Tento test nesie pomerne paradoxné meno, nakolko
povodnym autorom myslienky silnych pseudoprvocisel a vyuzitia lemy 5.1 na
testovanie prvociselnosti bol Artjuhov (v préci [2]), ktorému sa nepodarilo
myslienku presadit a az o desatrocie neskor ju spopularizoval Selfridge. Miller
je autorom ¢lanku [11], z ktorého ¢erpa tato praca a v ktorom sa zaobera
suvislostou Riemannovej hypotézy s moznym deterministickym rozsirenim
testu. Rabin sa zasluzil o pravdepodobnostnu variantu testu (v pracach
[13] a [14]), o ktorej prave rozpravame. V skuto¢nosti nezéavisle od neho k
rovnakému vysledku prisiel Monier (v préci [12]), no okolnosti sposobili, Ze
Rabinov vysledok sa podarilo spopularizovat vyraznejsie. Nech uz historia
tvrdi ¢okol'vek, tento test vo vSetkych podobéch je velmi poucnym vyuZitim
mnohych désledkov teodrie ¢isel. My sa budeme dalej zaoberat ohrani¢enim
poctu baz, pre ktoré moze byt ¢islo silnym pseudoprvocislom.

Lema 5.2 Nech n je nepdrne prirodzené c¢islo a nech 2° je najvyssia mocnina
dvojky, ktord deli n — 1 (t.j. platin — 1 = 25, kde t je nepdrne prirodzené
islo). Nech v(n) je najvicsie prirodzené cislo, ktoré spliia 2™ | p — 1 pre
kazdé prvocislo p, ktoré deli n. Ak n je silné pseudoprvocislo v bdze a, potom
plati jedna z kongruencii a®™ ™'t =1 (mod n), a7 = =1 (mod n).

Dokaz Fakt, ze n je silné pseudoprvocislo v baze a znamena, ze muselo
prejst testom a teda predovetkym bud plati ' = 1 (mod n), alebo pre
nejaké i z mnoziny {0, ...,s— 1} plati a** = —1 (mod n). V prvom pripade
je trivialne splnené kongruencia a2~ =1 (mod n) a nie je ¢o dokazovat.
Zaoberajme sa teda druhym pripadom a predpokladajme, Ze mame nejaké
prirodzené &islo i, ktoré splia uvedent kongruenciu. Vezmime si navyse
Tubovolné prvocislo p, ktoré deli ¢islo n. Kedze p deli n, plati okrem
vyssie uvedenej kongruencie aj a®* = —1 (mod p) a tiez a® * =1 (mod p).
Ak oznacime r rad prvku a v grupe Z;, potom zrejme z predchddzajucich
dvoch kongruencii dostavame, Ze r | 207t a r § 2i¢. RAd je totiZ najmensie
¢islo s vlastnostou a” = 1 (mod p), ktoré deli vsetky ostatné ¢isla s touto
vlastnostou. Z poslednych dvoch vztahov vidno, Ze ¢islo » nemdze obsahovat
vo svojom prvociselnom rozklade dvojku v inej ako (i+1)-tej mocnine - keby
obsahovalo vo vysSej, neméze platit r | 277! (pripomeiime, 7e ¢ je neparne
¢islo), keby naopak v nizsej, muselo by platit aj r | 2°¢. Z Malej Fermatovej
vety vieme, Ze plati a?~! = 1 (mod p). Opit pouZijeme argument, Ze ¢islo
r ako rad prvku a musi delit vSetky ¢isla s touto vlastnostou, a teda plati
r | p—1. Odtial uz podla vyssie uvedého mame, ze 21 | p— 1. Pretoze tato
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uvaha nijako nezavisela od vyberu konkrétneho prvociselného delitela p ¢isla
n, da sa urobit pre kazdy z nich. To ale znamend, Ze 27! | p — 1 pre kazdé
prvocislo p, ktoré deli n. Podla zadania v(n) je najvacsie ¢islo s takouto
vlastnostou, a preto i + 1 < v(n). Rozoberme teraz dva pripady - najprv
nech i+1 = v(n). Vtedy a2 ™"t = 2"t = —1 (mod p), takZe je splnen4 prva
z kongruencii zo zadania. V druhom pripade, teda ak i + 1 < v(n), mozeme
pisat v(n) — 1 = ¢ 4+ d pre nejaké vhodné kladné celé ¢islo d. Vdaka tomu
plati a2 ™7 = @2 = (a2)2' = (=1)%' = 1 (mod p). V tomto pripade je
teda splnend druha kongruencia zo zadania a dokaz je hotovy. B

Lema 5.3 Nech n je nepdrne prirodzené ¢islo. Oznacme S(n) nasledovne
definovani mnozinu ¢isel : {0 < a <n | a®™ " =1 (mod p)va2 ™" = —1
(mod p)}, kde v(n) md rovnaky vjznam ako v predchdidzajicej leme. Dalej
oznaéme w(n) pocet roznych prvocisel, ktoré delia éislo n. Potom plati

S(n)] = 22000400 [Tt,p - 1)
pln
Dokaz Nech &slo n mé prvodiselny rozklad n = [[2™ p® (podla zadania
je v fiom préave w(n) prvocisel). Rozdelime si mnozinu S(n) na dve disjunktné
Gasti S(n) = S1(n) USy(n), kde Si(n) = {0 <a<n|a®™ =1 (mod p)}
aS(n)={0<a<n|a®” " ==1 (mod p)}. Najprv sa budeme zaoberat
prvou z nich. Zaujima nas teda, kolko rieSeni ma kongruencia a2 ™'t = 1
(mod n). Pomocou prvociselného rozkladu za pouzitia Cinskej zvyskovej
vety mozeme tento problém preformulovat na hladanie rieSeni ststavy rovnic
tvaru a2 = 1 (mod p®) pre vietky i z mnoziny 1,...,w(n). Takto
ziskané sistava mé totiz nesudelitelné moduly a teda kazdé jej rieSenie je
zaroven rieSenim povodnej kongruencie. NavySe pocet rieSeni ststavy je
stc¢inom poctu rieSeni jednotlivych kongruencii. Zaoberajme sa teda tymito
kongruenciami. Vyuzijeme pri tom fakt, Ze grupa Z. je pre nepérne prvocislo
p a kladné prirodzené ¢islo a vzdy cyklicka, a teda existuje jej generétor,
ktory si oznac¢ime g. VSetky prvky grupy, a teda vSetky potencidlne riesenia
nasej kongruencie potom mozeme napisat v tvare ¢',...,¢?" @ 1. Pritom
vyuZivame, Ze pocet prvkov takejto grupy je ¢(p®) = p*t(p — 1) (¢ je
Eulerova funkcia - pocet ¢isel nesudelitelnych s argumentom a mensich ako
argument). Pozrime sa na to, ktoré z nich naozaj rieSeniami st. Rad
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prvku g v grupe ZZ. je presne p*~t(p — 1), takZe ak ma byt nejaké g'
riesenim kongruencie a2t = 1 (mod p®), potom &slo i - 2/ ~1¢ must
byt nésobkom radu, teda ¢isla p*~'(p — 1). Oznaéme si pre jednoduchost
m = 2" ¢ = p*'(p—1) anech (m,q) = D, m = MD a q = QD.
Potom teda musi platit, ze ¢M D je nasobkom (D, alebo, ¢o je ekvivalentné
s tym, iM je nasobkom (). Kedze vsak M a () su nesudelitelné, musi byt
¢islo i nasobkom (). No a vdaka tomu uZ sme nasli vSetky rieSenia nasej
kongruencie - si to ¢isla zodpovedajice mocninam generatora s exponentami
Q,2Q,...,DQ. Tychto cisel je presne D, takze aj rieSeni kongruencie je
presne D. Co je vSak D ? Pozrime sa naspit na definiciu a dostavame
D = (20~ po~1(p — 1)). Z definicie v predchadzajicej leme vidno, Ze
2v(M=1¢ deli &islo n— 1, ¢o znamené, Ze je nestudelitelné s n a aj s Tubovolnym
prvociselnym delitelom p ¢isla n. Preto plati D = (2¥™~1¢ p — 1), Dalej
rovnako priamo z definicie ¢isla v(n) dostéavame, ze 2¥(~1 deli p — 1, takze
kedze &islo ¢ je neparne, mozeme pisat D = 2Y(W~1(¢t p — 1). Dostali sme
teda uz vyjadrenie poctu rieSeni kazdej z kongruencii nasej sdstavy, no a
ako sme spomenuli na zaciatku pocet rieSeni celej stustavy, a teda pocet
rieSeni nasej povodnej kongruencie, je rovny sucinu tychto poctov. Teda
plati |S1(n)| = H:J:(?) 2V =1(t p; — 1) = 2@ =Dw(n) [1,.(t,p —1). Vidime,
7e to je presne polovica z dokazovaného poctu prvkov mnoziny S(n), takze
uz nam staci dokézat, ze mnoziny S;(n) a S;(n) st rovnako velké a budeme

ov(n)—1p

hotovi. Chceme ukazat, ze kongruencia a —1 (mod n) ma rovnako

vela rieSeni ako kongruencia a2 =1 (mod n). Podobne ako predtym,
sta¢i nam zaoberat sa kongruenciami v tvare ™ = —1 (mod p®), kde p st
prvociselné delitele ¢isla n. Ak vSsak méame takuto kongruenciu, da sa ukazat,
7e je ekvivalentna so stistavou dvoch kongruencii ¢*™ =1 (mod p®) aa™ # 1
(mod p%). Jednym smerom je implikicia zrejma, druhym plynie z toho, Ze
kongruenciu a*™ =1 (mod p®) moZno prepisat do tvaru (a™—1)(a™+1) =0
(mod p®). Tu vyuzijeme, Ze p je neparne prvocislo, a teda nemdze delit
naraz obe zatvorky, teda p® musi delit niektord z nich. Prvid z nich vSak
podla predpokladu nedeli, a teda musi druht a naozaj plati a™ = —1
(mod p%). Z ekvivalentnosti so stustavou uz dostdvame pouzitim rovnakého
postupu ako v pripade mnoziny S;(n), Ze pocet riedeni kazdej z kongruencif je
2V (t, p—1) =2 =1(t, p—1) = 2"(™~1(¢, p—1). Riedeni kazdej z kongruencif
je rovnako vela, takZze pouZzitim éinskej zvyskovej vety dostaneme, Ze aj
rieseni povodnej kongruencie je rovnako vela a teda mnoziny Si(n) a Sa(n)
st rovnako velké. Tym je dokaz ukonceny. W
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Predchadzajice dve lemy nas dokladne pripravili, moézeme prejst k dokazu
podstatného vysledku.

Veta 5.1 Nech n > 9 je nepdrne zloZené ¢islo. Oznacme S(n) nasledovne
definovani mnozinu ¢isel : {0 < a < n | n je silné pseudoprvocislo v baze a}.
Potom plati S(n) < 1é(n).

Dokaz Z lemy 5.2 vyplyva, Ze mnozina S(n) definované v leme 5.3 obsahuje
vietky bazy, v ktorych je ¢islo n silnym pseudoprvoéislom. Preto [S(n)| <
|S(n)| a ak sa ndm podari ukézat, Ze plati [S(n)| < 2é(n), budeme hotovi.

o(n) )
IS(n)]’
4. Nech n = p{"'p5?...p3" je prvociselny rozklad ¢isla n, potom podla lemy

5.3 plati

Budeme sa zaoberat pomerom o ktorom chceme ukazat, Ze je najmenej

on)  pi W T (i —1) . (py — 1)
S(n)] 2. 2(”(”) DN T (tp — 1)

V citateli sme pritom pouzili zndmy vzorec na vypocet Eulerovej funkcie z
prvoc¢iselného rozkladu argumentu. Tento vztah moZzeme dalej upravit na

tvar
TL _ - Hpaz—l pz —1
n 2v(n)— Yt,p; — 1)

pi—1
1t p—1)°
plati vzdy 2/ | p; —1 a &islo ¢ je neparne, a teda ¢islo (¢, p; — 1) je neparnym
delitelom ¢isla p; — 1, uvedené ¢leny st parne celé ¢isla. PretoZe aj sucinitel
pf”_l je vzdy celym ¢islom, aj cely pomer bude vzdy celym ¢&islom. My
potrebujeme ukézat, Ze toto celé ¢islo je najmenej 4. Na to rozoberieme
viacero moznosti, ako mdze vyzerat prvociselny rozklad ¢isla n. Ak N > 3,
t.j. ak cislo n delia aspon 3 rozne prvocisla, potom kedze kazdy sucinitel v
nasom vyraze je aspon 2, spolu s koeficientom % to znamena, ze g%”))' > 4.
TakZze ndm staci zaoberat sa pripadmi N = 2 a N = 1. V prvom z nich
najprv predpokladajme, Ze niektoré z dvoch prvocisel, ktoré delia n ho
delia vo vysSSej ako prvej mocnine. Potom vsSak prislusny clen p?i_l ma
hodnotu aspon 3 (éislo n je neparne a teda aj prvocislo p; musi byt nepérne).
Obidva ¢leny maji hodnotu aspon 2, a teda cely sicin spolu s

Zaoberajme sa teraz Cislami KedZe podla definicie ¢isla v(n)

~1
2u(n) 1( 71)
koeficientom 2 5 je rovny najmenej 6. MoZeme teda dalej predpokladat, ze
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¢islo n ma tvar n = p-q, kde p < ¢ st rézne prvocisla. Ak by ¢islo ¢ — 1 bolo
deliteIné &islom 2(™+! (pripomefime, Ze podla definicie musi byt delitelné
¢islom 2Y(™), potom stcinitel ng;(}f,q—l) by mal hodnotu aspon 4, sucinitel
W)ﬂ;(;p_n aspon 2, a spolu s koeficientom % cely sucin aspon 4, boli by
sme teda hotovi. balej teda mozeme predpokladat, ze ¢islo g — 1 je delitelné
presne v(n)-tou mocninou dvojky. Platin —1=pg—1=p(g—1)+ (p—1),
odkial n — 1 =p—1 (mod ¢ — 1), a kedZe p < ¢ dostavame ¢ — 11 n — 1.
Pretoze 2¥(™ | n, znamené tento fakt, Ze musi existovat neparne prvodéislo,
ktoré deli ¢— 1 vo vyssej mocnine ako &slo n—1. Nech ¢g—1 = 2¥™¢/, potom
(t,g—1)=(t,¢) < %/. Teda 2v™~1(t g — 1) < 2”(”)_1% = 21 &0 znamend,
ze Clen W%ql—m ma hodnotu najmenej 6. KedZze opét ¢len 211(71)2;(1,;)—1)
hodnotu aspon 2 a koeficient je %, plati v tomto pripade %EZ;‘ > 6. Posledny
pripad, pre ktory sme este nedokoncili dokaz je N = 1, t.j. ak cislo n je
mocninou prvocisla n = p®*. Pritom zrejme musi platit o > 2, nakolko podla
predpokladu je ¢islo n zlozené. Kedze v tomto pripade mame prvocislo iba
jedno, opét 2“™ je presne mocnina dvojky, ktora deli p — 1. Mozeme teda
pisat p—1 = 2*™p/ kde p’ je neparne prirodzené ¢islo. Plati p*—1 = 2°¢, kde
s > v(n), ¢o dalej modzeme rozpisat ako (p — 1)(p®~ ' +... 4+ 1) = 25 a dalej
p(p*t 4. 4+ 1) = 257t Odtial, kedZe p' je neparne ¢islo, dostédvame
P’ | t alebo inymi slovami (¢,p—1) = (¢,p’) = p’. Dosadenim tohoto vysledku
2’/_(“)5)1(1@71) |§EZ§| -
n > 9 ur¢ite viac ako 4. Tym sme rozobrali aj poslednt moznost a dokaz je

ukonceny. W

ma

uz dostavame = 2, celkovo to znamena p*~t ¢o je pre

Podobne ako v pripade Solovay-Strassenovho algoritmu nam tento vy-
sledok poskytuje ohrani¢enia pravdepodobnosti omylu, ktoré nés presvedcia
o tom, Ze pravdepodobnostny charakter pri dostato¢nom pocte opakovani
vobec nepredstavuje prekazku v praktickom pouziti, a ze prvocisla, ktoré
takymto sposobom vygenerujeme (vystizne nazyvané ako industrial-grade
prvocisla), mozeme bez vy¢itiek svedomia pouzivat aj v aplikaciach, kde
potrebujeme vysoki presnost a bezpecnost. Pravdepodobnost zlyhania
ostatnych ¢lankov néstroja, ktory pouzivame (napr. na Sifrovanie) moze
byt ¢asto ovela vacsia. Aka je teda pravdepodobnost omylu pri pouziti
Rabin-Millerovho algoritmu na testovanie prvocisla a aka pri generovani pri
prvocisel v nejakej mnozine 7 Tieto otézky st Casto zamiehané a nespréavne

odpovedané trividlnym spdsobom "mensia nez 4%", pri poc¢te opakovani T'.
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Tato odpoved je spravna pre prvu otazku, kde plynie z predchéadzajucej lemy.
V druhom pripade vSak nie je na prvy pohlad zrejmé, kedze tu vstupuje do
hry otazka rozvrstvenia prvocisel, podobne ako to bolo v situacii, ktorou sa
zaoberd veta 4.5. Dé sa ukazat (napr. v [4]), Ze aj tu je pravdepodobnost
omylu mensia nez 4%. Kazdopadne pre dost velké T sa jednd naozaj o
zanedbatelné ¢isla, ktoré uplne postacuju pre praktické ucely. Nas vSak
bude dalej zaujimat teoretickd otazka, ¢ mozno tento nedostatok odstréanit.
Ukazeme, ze za predpokladu platnosti Rozsirenej Riemannovej hypotézy
mozno naozaj dosiahnut deterministicki modifikiciu Rabin-Millerovho testu.
Téa spociva v nasledujucej myslienke : Ak je ¢islo zlozené, potom aspon
% ¢isel st svedkami jeho zlozenosti. Nam stac¢i najst jedného z nich a
budeme vediet, Ze ¢islo je zlozené. Ak by sa ndm podarilo vzdy najst
dostatocne malého svedka, nemusime prechadzat vsetky ¢isla a stale budeme
mat istotu spravneho vysledku. PresnejSie, ak sa ndm podari ukazat, ze
existuje ohranic¢enie na najmenSieho svedka, potom stac¢i hladat svedkov
mensich ako toto ohranicenie. Ak taky neexistuje, potom neexistuje ziadny.
Zavedme si preto oznacenie W (n) pre najmensieho svedka ¢isla n a pozrime

sa na to, ako vieme ¢islo W (n) zhora ohranicit.

V nasledujicom dokaze pouZijeme vysledok o tzv. hladkych (v anglickej
literatire smooth) ¢islach, ktory dokazali v roku 1997 Konyagin a Pomerance
v [9]. Prirodzené ¢islo sa nazyva y—hladké, ak nie je delitelné Ziadnym
prvocislom vac¢sim ako y. Takto definované ¢&isla pri réznych volbach
parametra y s medzi prirodzenymi ¢islami casto az prekvapivo pocetne
zastupené. Napriklad viac ako 30 percent ¢isel z mnoziny {1,...,n} st pre
dostato¢ne velké n y/n—hladké ¢isla, tzn. maja v prvociselnom rozklade len
"malé" prvocisla. Na vyjadrenie pomerného zastupenia hladkych ¢isel sa
zavadza funkcia

U(z,y) = {1 <n <z |njey—hladke}

Vysledok z [9] hovori o tom, Ze pre vietky prirodzené ¢isla = > 4, 2 < v <z
plati ¥(x, :1:%) > xIn""z. Pozrime sa na to, ako ho mozno vyuzit.

Lema 5.4 Nech n je nepdrne zloZené cislo, ktoré je delitelné Stvorcom

nejakého prvocisla. Potom plati W (n) < In®n.

Dokaz Najprv ukazeme s vyuzitim uvedeného vysledku, Ze ak p je neparne
prvodislo, potom existuje prvocislo a < 41n®p, pre ktoré neplati a?~ ! = 1
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(mod p?). Predpokladajme sporom, Ze kazdé prvocislo a < 4In®p tito
kongruenciu splia. Potom ak b je [ubovolné ¢islo z mnoziny {1, ..., p*}, ktoré
sa d4 napisat ako su¢in prvocisel mensich nez 41n”p (inymi slovami podla
nadej terminolégie Tubovolné 4 In® p—hladkeé &islo), potom spliia kongruenciu
»~! = 1 (mod p?). Takychto &sel b je v mnozine {1,...,p*} presne
Y(p?,41n* p). Teraz pouzijeme horeuvedeny vysledok na ohrani¢enie tohoto

_Inlnz

poctu. Pre Iubovolné z,y také, 7e z > 4, 2 < y < z, plati ¢(z,y) > z'~ Wy
(tento vztah dostaneme jednoducho prepisanym horeuvedeného vysledku za
predpokladu y = x%). Ak do tohto vztahu dosadime konkrétne z,y ktoré

2

nas zaujimaju, dostavame 1 (p?,41n? p) > (pQ)l_lﬁl% = (p?)2 = p. Cisel b,
ktoré spliaji kongruenciu ##~! = 1 (mod p?) je teda aspoi p. Sktisme zistit,
kolko ich je presne inym spdsobom. Grupa Z5 Je cyklicka, obsahuje teda
nejaky generator g. Tento generator mé rad rovny poc¢tu prvkov grupy, t.j.
p(p —1). Navyse vSetky prvky grupy sa nachadzaju préave raz v postupnosti
g,9%, ...,g""" V. Ak nejaky prvok b = ¢' ma spliiat ' = 1 (mod p?),
musi platit ¢'® Y = 1 (mod p?). Pretoze rad prvku g je presne p(p — 1),
musi i(p — 1) | p(p — 1), a teda i | p. Toto je nutna a zaroven postacujtica
podmienka pre &slo i na to, aby b = ¢* splhala prisluina kongruenciu. V
mnozine exponentov {1,...,p(p — 1)} je prave p — 1 &isel, ktoré ju spliaju.
To ale znamené, Ze existuje prave p — 1 rdoznych moznosti pre ¢islo b, ktoré
vyhovuju naSej kongruencii. My sme vSak dokazali, Ze ich je najmenej p,
¢o uz znamena spor. Vratme sa teraz k dokazu zo zadania. Opét budeme
sporom predpokladat, Ze neexistuje ziadny svedok, ktory by bol mensi ako
In? n. To znamena, ze &slo n je silnym pseudoprvoéislom vo vietkych bazach
mensich nez In®n. Podla zadania existuje prvocislo p také, ze p? | n. KedZze
n je silnym pseudoprvoéislom v bazach a € [1,1n*n), plati pre vietky tieto a
kongruencia a®~! = 1 (mod n), a preto aj kongruencia a”! = 1 (mod p?).
Vezmime si [ubovolné také a a oznacme v jeho rad v grupe Z5%. KedZe podla
Eulerovej vety plati a®™ = a?®~Y =1 (mod p?), musi v | p(p — 1). Pretoze
v8ak tiez v | n—1, odkial plynie, Ze v a p st nestudelitelné, dostavame v | p—1.
To znamena, Ze a?~' = 1 (mod p?), pricom sme ni¢ nepredpokladali o &isle a,
takze tato kongruencia plati pre vsetky ¢isla, a tym skor pre vSetky prvocisla
a z rozsahu a € [1,In’n). Pretoze 4In’p < In®n, plati tato kongruencia
aj pre vietky prvodisla a < 4In’p. To uZ je ale spor s vysledkom, ktory
sme dokézali vyssie, a teda naozaj musi existovat svedok mensi nez In?n, ¢o
znamena, ze plati W(n) < In*n. W



38 KAPITOLA 5. SILNE PSEUDOPRVOCISLA

Predchédzajica lema poskytuje ohranicenie pre Specialny tvar cisla n,
ktoré sme zatial boli schopny dokézat bez pouzitia nedokézanej Riemannovej
hypotézy. Vo vSeobecnom pripade si ju vSak vezmeme na pomoc. Nasleduju-
ce tvrdenie je zaviSsenim nasho rozpravania. V dodatku sa spomina dosledok
Rozsirenej Riemannovej hypotézy, aj priamy dokaz tvrdenia o existencii
malého svedka. Na tomto mieste vSak uvedieme elegantnejsi sposob ako toto
tvrdenie dokazat s vyuzitim vysledku z tedrie charakterov. D& sa ukézat,
ze pre lubovolnu nevlastnt podgrupu H grupy Z existuje prvok mensi nez
21n? n, ktory do nej nepatri. Ukazeme, 7e tato vlastnost uz staci na odvodenie
vysledku, ktory nas zaujima.

Veta 5.2 Nech n je nepdrne zloZené cislo a plati Rozsirend Riemannova
hypotéza, potom plati W(n) < 21In’n.

Dokaz Ukazali sme uz, Ze mnozina S(n), o ktorej sa Tahko ukaze, 7e
je podgrupou Z¥, je nadmnozinou mnoziny S(n). Mnozina S(n) pritom
obsahuje vSetky bézy, v ktorych je n pseudoprvocislom. Takze ak najdeme
nejaké ¢&islo, ktoré nepatri do S(n), nebude patrif ani do S(n) a bude
svedkom. My chceme ukézat, Ze vieme najst také ¢islo mensie nez 21n?n.
S pouzitim dosledku spomenutého vyssie vSak méame existenciu takého ¢isla
zarucend. Preto toto ¢islo je svedkom a dokaz je ukonceny. Wl

Predpokladajme, Ze plati Rozsirend Riemannova hypotéza. Zhriime si,
¢o nam hovori tato veta. Pre Tubovolné zlozené ¢islo n existuje svedok mensi
ako 2In*n. Ak vyskasame vietky bazy v rozsahu 1 az 2In’n a nenajdeme
ho tam, moézeme s istotou tvrdit, Ze sa jedna o prvocislo. Ak tam svedka
najdeme, naopak s istotou vieme, ze sa jedné o ¢islo zlozené. Mame teda k
dispozicii deterministicky, a ¢o je dolezité, polynomialny test prvociselnosti
(podmieneny platnostou Rozsirenej Riemannovej hypotézy).
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Zaver

Deterministicky test vyuzivajici Rozsireni Riemannovu hypotézu predlozil
Miler v ¢lanku [11] v roku 1976 (v skutocnosti sa ligila konstanta pred
logaritmom, nakol'ko toto ohrani¢enie spravil az Bach v [3] r.1990). Odvtedy
bol ndjdeny deterministicky Agrawal-Kayal-Saxena (AKS) test prvoéiselnos-
ti, ktory vyuziva vlastnosti cyklotomickych polynémov a ktory nezéavisi na
ziadnej nedokazanej hypotéze a test ECPP zalozeny na eliptickych krivkach,
ktory mé tu vyhodu, ze ak prehlasi o ¢isle Ze je prvocislom, potom naozaj
prvocislom je (samotny nazov obsahujici primality proving naznacuje, Ze
vysledok je o nie¢o cennejsi ako v pripade pravdepodobnostnych algoritmov).
Napriek tomu sa dodnes pouziva aj Rabin-Millerov test v nedeterministickej
podobe (v praktickych aplikidciach sa vé¢Sinou pracuje s nejakou fixne
zvolenou mnoZinou testovanych béaz), nakolko je rychlejsi a dostatocne
spolahlivy.

Praktickému pouzitiu algoritmov a metédami na ich pouzivanie v realnych
aplikacidch sme sa zaoberali iba okrajovo. Urcite stoji za zmienku, zZe
Rabin-Millerov test je implementovany ako prvociselny test v systémoch
ako Mathematica ¢i Matlab, jeho modifikiciu obsahuje aj kniznica NTL
(Number theory library), jedna z najrychlejsich kniznic na vypocty v teorii
¢isel. V tychto systémoch je test implementovany s pevne danou mnozinou
baz, voci ktorej sa testované c¢islo skiiSa, a ktorou je v istom rozsahu
prvodiselnost naozaj zarucena. Vdaka svojej rychlosti uprednostnili autori
tychto systémov Rabin-Millerov test pred deterministickymi, ktoré sice
déavaju presné vysledky, no pre praktické aplikicie st nedostatoc¢ne rychle. Aj
pri vedeckych vypoctoch je preferovany spdsob najprv pouzit Rabin-Millerov
test na Gvodni eliminaciu a az potom nasadit testy typu ECPP alebo AKS.
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V préci sme si dali za tlohu predstavit ¢itatelovi jednotiaciu liniu prvodi-
selnych testov zalozenych na Malej Fermatovej vete, previest ho na ceste od
Fermatovho testu az k Miller-Rabinovmu a ukazat moznost deterministického
rozsirenia tohto testu, ¢o zaroven povazujeme za najzaujimavejsi vysledok,
ktorym sme sa zaoberali. V texte bola naznacené linia prechadzajica od
Fermatovych pseudoprvocisel cez Eulerove a Fuler-Jacobiho pseudoprvoéisla
k silnym pseudoprvocislam. Az po posledna dvojicu sa vzdy jednalo o
zovseobecnenie predchadzajuceho pojmu zavedenim novej definicie. Euler-
Jacobiho a silné pseudoprvocisla takymto spdésobom nestivisia, v skuto¢nosti
ani jedna z tychto mnoZin nie je podmnozinou druhej, ako moze ¢itatel I'ahko
nahliadnut z tabuliek uvedenych v texte (napr. uz ¢islo 561 je Euler-Jacobiho
pseudoprvocislom v baze 2 a nie je silnym pseudoprvocislom v tejto béaze a
naopak 703 je silnym pseudoprvocislom v baze 3 a nie je Euler-Jacobiho
pseudoprvoéislom v tejto baze).

Napriek tomu, Ze sme sa nevenovali presnému popisu vypoctovej zlozi-
tosti, je z rozpravania zrejmé, ze vSetky testy, ktorymi sme sa zaoberali,
su pri testovani konkrétnej bézy priblizne rovnako rychle a vsSetky st
polynomiélne od velkosti vstupu. Pri zovSeobechovani testov sme sa
nesnazili hladat sposoby ako ich urychlit, ale snazili sme sa odstranovat
niektoré ich nedostatky. Prvym vyznamnym nedostatkom bola existencia
Carmichaelovych ¢isel a absolutnych Eulerovych pseudoprvoéisel, ktory sa
nam podarilo odstranit zovseobecnenim na Euler-Jacobiho, resp. silné
pseudoprvocisla. Nakoniec sme pouzitim predpokladu Rozsirenej Rieman-
novej hypotézy ziskali podmieneny vysledok, ktory moze v pripade dovery
k Riemannovej hypotéze odstranit aj teoreticky nedostatok spocivajuci v
pravdepodobnostnom charaktere testov.

NasSe rozpravanie skoncilo, no problémy v teorii ¢isel ostavaji otvorené.
Rovnako ostéva otvorenéd otazka platnosti Riemannovej hypotézy. Mozno
Citatel za par rokov pri ¢itani tohto textu bude modct ignorovat vsetky
poznamky o neistej platnosti nasich tvah na konci textu, alebo naopak
bude musiet ignorovat vSetky vysledky podopreté hypotézou. Urcite vsak
vdaka pokroku v matematike nadobudnt nase uvahy iny rozmer v kontexte
aktualnych znalosti. Okrem takto formulovanych tvrdeni vSak moja praca
obsahuje vela konstrukcii a pouceni, ktoré budu pre citatela uzitoéné
kedykolvek sa bude chciet hlbsie zaoberat aspektami algoritmickej teorie
¢isel. To som si kladol pri pisani za ciel a verim Ze sa mi to v ¢o
najuspokojivejsej miere podarilo dosiahnut.
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Riemannova hypotéza

Riemannova hypotéza je pomerne znamym problémom, dokonca sa obcas
spomina vo filmoch uréenych pre bezného divaka, ktory ani netusi, o ¢om
tato veta hovori. V skutocnosti ide o netrivialny problém, pri ktorom
uz formulacia a pochopenie vyzaduje isté znalosti komplexnej analyzy.
Predstavuje tak kontrast k vetam ako Velkd Fermatova veta, ktoré naopak
maju znenie jednoduché, napriek tomu Ze ide o problém porovnatelnej
zlozitosti. Velkd Fermatova veta vSak uz v dne$nej dobe dokizana je,
Riemannova hypotéza zatial pokusom o dokaz alebo vyvratenie odolava.
Napriek tomu predstavuje kltuc¢ova vetu, o ktori sa opiera mnoZstvo
teorii, Casto az prekvapivo vzdialenych od povodného zamerania samotnej
hypotézy. Takou je v podstate aj naSa tedria, v ktorej sa zaoberame
pseudoprvocislami. Na prvy pohlad nijako nestuvisi s komplexnou analyzou.
V nasledujucich riadkoch sa pokusime naznacit Riemannovu hypotézu a jej
suvislost s tedriou Cisel. Pozrieme sa aj na jej zovSeobecnenie, ktoré bude
viest k vete, ktora bude klacova v uvahach v dalSej kapitole. Zacneme
definiciou Riemannovej zeta-funkcie (podla nej sa Riemannova hypotéza
zvykne nazyvat aj Riemannovou zeta-hypotézou).

Definicia A.1 Riemannova zeta-funkcia ((s) je funkciou komplexnej pre-
mennej s, ktord je analytickym rozsirenim nasledujicej funkcie definovanej
nekonecnym radom :

1

(s) =) —

ns
n=1

Uz z tejto definicie je zrejmé, Zze Riemannova hypotéza nebude jedno-
duchou zélezitostou. Nekoneény rad v definicii pozndme z realnej analyzy
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a vieme, ze pre realne s < 1 diverguje. V skutocnosti konverguje pre
vSetky komplexné ¢isla s, ktorych redlna cast je vicsia nez 1. Pre ostatné
komplexné ¢isla priamo z tohto predpisu nedostaneme hodnotu Riemannovej
funkcie, kedze rad diverguje. Prave preto je v definicii zmienka o analytickom
rozsireni na cel mnozinu komplexnych ¢isel. Pre vSetky komplexné funkcie
s istymi $pecidlnymi vlastnostami vieme najst takéto rozsirenie jednoznacne.
Konkrétne ak méame na otvorenej podmnozine komplexnych ¢isel definovant
hladku funkciu, vieme ju jednozna¢nym sposobom rozsirit na hladkd funkciu
definovani na celej mnozine komplexnych c¢isel. Teda napriek tomu, Ze
uvedeny predpis nadm nehovori, aké hodnoty nadobuda funkcia pre ¢isla s
s Re(s) < 1 (v skutofnosti nAm to priamo nehovori ani pre ostatné s,
uzavreté tvary nekone¢ného radu st zname len pre niektoré Specidlne s),
definuje ju tento predpis pre vSetky komplexné &isla jednoznac¢ne. Vdaka
tomu mé zmysel vobec zaoberat sa kritickou oblastou 0 < Re(s) < 1 a
hladat v nej nuly Riemannovej funkcie, o ¢om hovori Riemannova hypotéza.
Skor nez prejdeme k jej formulacii, zastavme sa pri vete, ktord ndm naznaci
suvislost Riemannovej hypotézy s prvocislami a tedriou ¢isel.

Veta A.1 Nech s je komplexné ¢islo, pre ktoré plati Re(s) > 1 a nech P je
mnozina vsetkyjch prvocisel. Potom plati

() =JJa-p""

peEP

Dokaz Sucin na pravej strane rovnosti obsahuje ¢initele tvaru (1—p=*)~! =

ﬁ, ktoré su podla vzorca pre sucet geometrickej postupnosti uzavretym
P

tvarom nekoneénych stuétov v tvare 1+ & + -+ ... Cely sacin teda mozno

interpretovat ako roznasobené zatvorky obsahujuce uvedeny rad pre kazdé

prvocislo. Pritom pre kazdé prvocislo mame prave jednu takito zatvorku.

Ak ich roznasobime, dostaneme sicet ¢lenov v $pecialnom tvare. Podla

toho, ktoré zatvorky sme zohladnili a ktoré mocniny sme z nich vybrali,
dostaneme konkrétne ¢islo v tvare (p;“*py 2% -+ p,™**)~t. (Na to, aby sme
dostali kone¢né ¢islo sme mohli len z kone¢ne vela zatvoriek vybrat niec¢o
iné ako jednotku, preto mé takéto preoznacenie opodstatnenie). Ak teraz
ozna¢ime n = pi'py?® - - pi¥, vidime, ze ¢len, ktory sme dostali ma tvar #
pre prislusné komplexné ¢islo s. To znamend, Ze sa nachadza aj v sucte,

ktorym je definovana Riemannova funkcia, t.j. > o~ L. Na druhej strane,

n=1 ns

kazdy clen tohto suc¢tu sa da spétne rozpisat v uvedenom tvare a nie je
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tazké si uvedomit, Ze spravnym vyberom zatvoriek vieme dostat akykolvek
¢len. Pretoze kanonicky rozklad kazdého prirodzeného ¢isla na prvocisla je
jednoznacny, dostavame uz jednoznacni korespondenciu medzi ¢lenmi na
Tavej a pravej strane rovnosti. Plati teda dokazované rovnost. W

Predchadzajuca veta naznacila v hrubych rysoch stvislosti medzi kom-
plexnou analyzou zaoberajicou sa spojitymi velicinami s rydzo diskrétnym
oborom teérie ¢isel. Suvislosti ovela prekvapujucejsich existuje omnoho
viac, pre nas je zaujimavy napriklad fakt, Ze je mozné zostrojit vyjadrenie
funkcie m(x), ktorda poc¢ita prvocisla mensie ako z, v zavislosti od nil
Riemannovej zeta-funkcie v kritickom pasme 0 < Re(s) < 1. Riemannova
funkcia nadobuda nulu trividlne v zapornych celych ¢&islach, no ked sa
obmedzime na oblast 0 < Re(s) < 1, ukazuje sa, Ze vSetky netrividlne nuly
nadobtida Riemannova funkcia v argumentoch Specidlneho tvaru. O tom
hovori Riemannova hypotéza.

Hypotéza A.1 (Riemannova hypotéza) Pre vsetky komplexzné cisla s,
ktoré lezia v oblasti 0 < Re(s) < 1 plati, Ze ak ((s) =0, potom Re(s) = 3.

Inymi slovami vSetky nuly Riemannovej funkcie v kritickom péasme
lezia na priamke Re(s) = 3. 7 tohto nenépadného tvrdenia mozno
odvodit mnozstvo netrividlnych désledkov z réznych oblasti matematiky.
Pre néas bude zaujimavé predovsetkym tvrdenie, ktoré je dosledkom jedného
zo zovSeobecneni Riemannovej hypotézy. Na jej zovSeobecnenie vsSak

potrebujeme nahliadnut do teoérie Dirichletovych charakterov.

Definicia A.2 Nech D je prirodzené ¢islo. Funkciu x definovani pre
vsetky prirodzené c¢isla a nadobidajicu hodnoty z mnoziny komplexnych cisel
nazyvame Dirichletovym charakterom modulo D, ak splia podmienky:

a) x(mn) = x(m)x(n) pre vietky m,n
b) x je periodickd s periédou D
c) x(n) =0 prdve vtedy ak (n,D) > 1

Dirichletov charakter vznikol ako rozSirenie pojmu charakter v grupe,
podstatné vlastnost ktori maji spoloénii je multiplikativnost. Priamo z tejto
vlastnosti mame x(1) = x(1-1) = x*(1), odkial kedze (1,D) = 1 pre
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Tubovolny modul D podla podmienky c) je x(1) # 0 a teda musi byt
x(1) = 1. Tym mame jednozna¢ne determinovant hodnotu v bode 1 pre
vsetky Dirichletove charaktery. Ako moZno ahko preverit, jednym prikladom
Dirichletovho charakteru je aj Legendrov, resp. Jacobiho symbol. Staci
polozit x(a) = (%) a vSetky podmienky st trividlne splnené. V tomto
konkrétnom pripade nadobuda vo vSetkych bodoch jednu z hodnét 1,-1 a 0.
Aké dalsie hodnoty méZe vo vSeobecnosti nadobudat Dirichletov charakter?

Lema A.1 Nech x je Dirichletov charakter modulo D. Potom pre vsetky
prirodzené cisla n nesiudelitelné s D plati |x(n)| = 1.

Dokaz Podla Eulerovej vety plati pre Tubovolné n nesudelitelné s mo-
dulom D kongruencia n®®) = 1 (mod D), kde ¢ je Eulerova funkcia -
pocet ¢isel nesudelitelnych s argumentom. Pretoze Dirichletov charakter
je periodické funkcia s periédou D, v argumentoch liSiacich sa o nasobok D
dava rovnaké hodnoty. To znamena, ze plati x(n®P)) = x(1) = 1. Navyse
z multiplikativnosti vieme, ze x(n®P)) = x(n)?P). Odtial uz plynie, ze x(n)
je jedna z komplexnych odmocnin jednotky a jej absolutna hodnota je rovna
jednej. W

Dirichletove charaktery teda nadobudaju vylu¢ne hodnoty leziace na
jednotkovej kruznici v komplexnej rovine. Pre konkrétny modul D mame
potencidlne ¢(D)*"”) moznosti, ako moze vyzerat Dirichletov charakter.
Hodnota v kazdom bode je totiz podla predchadzajiceho dokazu ¢(D)-
tou odmocninou z jednotky. V skutocnosti je Dirichletovych charakterov
ovela menej a maja niekol'ko d'alsich zaujimavych vlastnosti. Napriklad ked
si vezmeme lubovolné dva Dirichletove charaktery xi,x2 modulo Dy, Dy,

potom mozeme definovat ich sacin xix2 modulo D = [Dq, Dy]. TLahko sa
ukaze, ze tento tiez splha vlastnosti Dirichletovho charakteru : Z definicie
a multiplikativnosti x1, x2 dostaneme xixa2(mn) = xi(mn) - x2(mn) =

x1(m) - x1(n) - xa(m) - x2(n) = xi1x2(m) - x1x2(n). Periodickost modulo
D plynie priamo z toho, ze D je spolo¢nym nasobkom D; a D,, rovnako
ako tretia podmienka z definicie. Ak polozime D; = Dy, dostavame priamo
z vysSie uvedeného, ze Dirichletove charaktery modulo D st uzavreté na
nésobenie. V skutoc¢nosti plati viac.

Veta A.2 MnozZina Dirichletovych charakterov modulo konkrétne prirodzené
¢islo D tvori s operdciou ndsobenia definovanou ako bezZné ndsobenie funkcii
grupu.
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Dokaz Ukézali sme uz, Zze mnozina je vzhladom na operdciu nasobe-
nia uzavretd. Asociativnost nésobenia plynie z asociativnosti nésobenia
Tubovolnych funkcii, zaoberat sa preto musime predovSetkym neutralnym
a inverznym prvkom. Funkciu yg definovani nasledujicim spdsobom
nazveme zdkladngm alebo trividlnym Dirichletovym charakterom :

0 ak (n,D) >1
Xo(n):{ 1 ak (n,D)=1

Lahko sa overi, Ze je v ramci na$ej mnoziny neutralnym prvkom,
pri prendsobeni nezmeni ziadny Dirichletov charakter a sama definiciu
Dirichletovho charakteru splita. Nech y je I'ubovolny Dirichletov charakter,
potom X je funkcia, ktorda pre vSetky prirodzené cisla n spliia rovnost
X(n) = x(n), t.j. vSetky hodnoty st komplexne zdruzené ¢isla k hodnotam
povodnej funkcie x. Ukazeme, ze plati xX = xo. Pre prirodzené ¢isla n také,
ze (n, D) > 1 plati xx(n) = x(n)x(n) = 0. Pre ¢isla n nesudelitelné s D plati
xx(n) = x(n)x(n) = |x(n)|* = 1, kde posledna rovnost plynie z lemy A.1.
Odtial uz vidime, Ze funkcie xX a xo st identické. Preto X je inverznym
prvkom k prvku x a uvedend mnozina je naozaj grupou. l

Ukézali sme, Ze Dirichletove charaktery modulo D tvoria multiplikativnu
grupu. Dalsou prirodzenou otazkou je aka je tato grupa velkid. Uz sme
spomenuli, Ze vSetkych moznosti, ako mozno definovat Dirichletov charakter
modulo D pri obmedzeni na hodnoty, ktorymi st ¢(n)-te odmocniny
z jednotky, je ¢(n)?™. Nie vietky z tychto potencialnych kandidatov
naozaj spliiaju definiciu. 7 dokazu lemy A.l navySe vieme, ze x®(P) je
vzdy trividlnym Dirichletovym charakterom. R&ad kazdého prvku v grupe
Dirichletovych charakterov teda deli ¢(D). Da sa ukéazat, Ze pocet prvkov
grupy Dirichletovych charakterov modulo konkrétne prirodzené éislo D je
prave ¢(D) a navySe tato grupa je izomorfna so Zj. To nam poskytuje
pomerne jasnu predstavu o Struktare Dirichletovych charakterov, pozrime sa
teraz na ich vyuzitie.

Definicia A.3 Nech x je Dirichletov charakter modulo D. Potom k memu
prislichajica Dirichletova L-funkcia md tvar

L(s, x) = ?
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Dirichletova L-funkcia je pokusom o zovSeobecnenie Riemannovej zeta-
funkcie s vyuzitim Dirichletovych charakterov. V konkrétnom pripade
trividlneho Dirichletovho charakteru dostaneme v citateli funkcie jednotku
az na ¢isla sudelitelné s modulom D (také ¢leny maja v ¢itateli nulu, teda zo
sumy vypadni), takze v tomto pripade je L-funkcia takmer totozna so zeta-
funkciou. Podobnym sposobom ako v dokaze vety A.1 vieme dostat vztah,
ktory ukazuje suvislost L-funkcii s prvocislami :

L(s,x) =[] (1 - M) R

S
peP p

P v predchadzajicom vzorci tradi¢ne oznacuje mnozinu prvocisel. Analogic-
ky rozsirime aj samotnu Riemannovu hypotézu.

Hypotéza A.2 (Rozsirend Riemannova hypotéza) Nech x je lubovol-
ny Dirichletov charakter. Pre vSetky komplexné cisla s, ktoré leZia v oblasti
0 < Re(s) < 1 plati, Ze ak L(s,x) =0, potom Re(s) = .

V skutocnosti existuje dalSie zovSeobecnenie Riemannovej hypotézy,
ktoré sa zaobera tzv. Dedekindovymi zeta-funkciami, no to pre nés nie je
az tak podstatné. NavySe zrejme s rasttiicou vSeobecnostou narasta aj tusilie,
ktoré bude potrebné na to, aby boli tieto hypotézy v budiicnosti dokazané
alebo vyvratené. My vSak v nasledujicom rozpravani podoprieme jeden
nas vysledok Rozsirenou Riemannovou hypotézou, presnejsie jej dosledkom
v podobe nasledujicej vety :

Veta A.3 Nech plati Rozsirend Riemannova hypotéza. Nech D je prirodzené
cislo a x je metrividlny Dirichletov charakter modulo D. Potom existuje
prirodzené ¢islo n, pre ktoré plati n < 2In* D a x(n) # 1. Tie? existuje
prirodzené cislo m, pre ktoré plati m < 3In* D a x(m) # 0 a x(m) # 1.

Tento pomerne silny vysledok (dokédzal ho Bach spresnenim Ankenyho
vysledku v préci [3]) nam hovori, ze ak si vezmeme netrivialny Dirichletov
charakter, t.j. funkciu ktora okrem nuly a jednotky nadobuda aj nejaké
iné hodnoty, tak prva takuto hodnotu nadobuda pre dost maly argument.
V podstate nam to hovori, ze Struktara funkcie Dirichletovho charakteru
nemoze byt uplne Tubovolné a vykazuje pre nas podstatnu pravidelnost. My
sa zaoberame velmi podobnym problémom, ktorym je hladanie svedkov, ¢o
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st ¢isla dokazujice zlozenost testovaného ¢isla. Mame k dispozicii vysledok,
ktory nam hovori, Ze svedkov je dostatocne vela, no my potrebujeme viac.
Chceme ukazat, ze vieme najst dostatoéne malého svedka. Iba v hrubych
rysoch som nacrtol ciel snaZenia, no istd podobnost je uZ zrejma - chceme
ohranicit vyskyt prvkov Specidlnych vlastnosti v nejakej mnozine. Vieme, ze
tam su, no nevieme, ¢i su z istého hladiska dostato¢ne malé. O tom hovori
predchadzajuca veta aj nou podoprety hlavny vysledok nasho rozprévania.
Ten si v nasledujtcej vete dokazeme pouzitim vysledku z kapitoly o silnych
pseudoprvodislach. V nej sa nachiddza aj jednoduchsia verzia dokazu, ktora
vSak pouziva vysledok z tedrie charakterov. Ak ¢itatela zaujima priamy
dokaz bez pouzitia tohto vysledku, v dalsom texte sa ho dozvie.

Veta A.4 Nech n je neparne zloZené cislo a plati RozSirend Riemannova
hypotéza, potom plati W(n) < 21n’n.

Dokaz Vdaka leme 5.4 modzeme predpokladat, Ze n nie je deliteIné
Stvorcom ziadneho prvodcisla, a teda je sucinom niekolkych (uréite aspon
dvoch, kedZze je zlozené) prvocisel. Keby bolo, platilo by totiz eSte
silnejsie ohranicenie W(n) < In?n, a to dokonca bez predpokladu platnosti
Riemannovej hypotézy a nemali by sme ¢o dokazovat. Vezmime si teda
Tubovolné prvoéislo p, ktoré deli ¢slo n a oznadme 2° najvyssiu mocninu
dvojky, ktora deli ¢islo p — 1. Presnejsie nech plati p — 1 = 25¢, kde
t' je neparne ¢islo. Ukazeme, Ze ak je n silné pseudoprvocislo v nejakej

/
, . . . . , —1
béze a, potom nasledujtice dve kongruencie st ekvivalentné : a?" ! = —1

(mod n) a A | (mod p). Nech plati prva z nich. KedZe z Malej
Fermatovej vety vieme (nakolko n je silné pseudoprvocislo v béaze a, urcite
plati (a,p) = 1), Ze a?! = 1 (mod p), plati a2t =1 (mod p). Tuto
kongruenciu mozno prepisat na tvar (aQSl_lt/ — 1)(a23/_1tl +1) =0 (mod p).
Pretoze p je prvocislo, a teda fakt, Zze deli sti¢in znamené, Ze musi delit
niektorého zo sucinitelov, stac¢i nam ukazat, ze plati a7 # 1 (mod p)

a bude nutne platit a2 = (mod p). Predpokladajme sporom, ze

slflt/ . 25/71t/t —

plati a? = 1 (mod p), potom aj a

. s'—1 ~ . 4 v
kongruencie a?* ' = —1 (mod n) na t-tu, kedze t' je neparne &islo,

25/ _ltt/

(mod p). Umocnenim

dostaneme a —1 (mod n), ¢o uz implikuje spornt kongruenciu

a2 = (mod p) (p je totiz delitefom n). Predpokladajme teraz
s/—ltl

naopak najprv ze plati a? = —1 (mod p). Podla predpokladu n je
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silné pseudoprvocislo v baze a. Preslo teda testom, ¢o znamené, ze splnilo

niektort z kongruencii. Nech najprv o = 1 (mod n). Potom umocnenim
2 — (

s

dostavame a2 ' = 1 (mod n), preto aj a mod p). Na druhej
strane priamo z predpokladov mame tieZ umocnenim a =1 (mod p)
(vyuzivame pritom, Ze ¢ je neparne), ¢o je opét spor. Nech teda pre nejaké
0 <i < s—1nplati a*" = —1 (mod n). Z dokazu lemy 5.2 plynie, Ze
plati ¢ + 1 < v(n). Z definicie ¢isla v(n) navySe priamo dostavame, Zze
v(n) < s, o znamend, ze plati i + 1 < §', alebo i < s’ — 1. Predpokladajme
sporom, 7e i < s’ — 1, v takom pripade umocnenim kongruencie a?* = —1
(mod n) na 2! —tu dostaneme oM =1 (mod n). Ak umocnime dalej

tauto kongruenciu na neparne ¢islo ¢ a vyuZijeme, Ze p | n, dostavame

@ =1 (mod p). Umocnenim predpokladu na neparne ¢&islo ¢ dostavame
sporni kongruenciu a? ** = —1 (mod p). Ukazali sme teda, Ze plati
i = s — 1, odkial zarovei a® '* = —1 (mod n). Tym sme ukon¢ili dokaz

pomocného tvrdenia a moézeme sa zaoberat tvrdenim zo zadania. Ako sme

spomenuli, ¢islo n je delitelné aspon dvomi prvocislami, kazdym v presne

prvej mocnine. Vezmime si [ubovolné 2 z nich a ozna¢me ich pq, po, dalej

podobne ako vysSie piSme p; = 2°'ty, po = 2°%t,, kde ti, to s neparne a

navySe bez ujmy na vSeobecnosti nech plati s; < s;. Budeme sa zaoberat

nasledujtcimi Dirichletovymi charaktermi definovanymi pomocou Jacobiho
a

symbolu : xi(a) = (pm) a xa(a) = (p%), prvy modulo p;py, druhy modulo
pe. Predpokladajme najprv, ze s; = sg. Z vety A.3, ktora je dosledkom

Riemannovej hypotézy dostavame priamo, ze existuje také ¢islo a, pre ktoré
plati a < 2In%pipy a x1(a) # 1. Zrejme a < 2In*n, ukiZeme, Ze sa jedna o

pip2 pip2

svedka. Nerovnost Xl(a) _ (L) # 1 implikuje jednu z rovnosti ( a ) =0

a <p1‘;2> = —1. Prva z nich priamo vedie k tomu, Ze a je deliteIné niektorym z

prvocisel pi, po, a teda je svedkom. Druha znamena, ked pouZijeme definiciu

Jacobiho symbolu, Ze Legendrove symboly ( ) a <i) maji roézne hodnoty

a
1 P2
1 a —1. Teraz pouzijeme nase pomocné tvrdenie spolu s vetou 4.1 (Eulerovym

kritériom). Tie nam vravia, Ze tvrdenie (f) = —1 je ekvivalentné s
1
. s;—1y. L. . , ..
kongruenciou a** % = —1 (mod p;), ktoréd je zas ekvivalentna kongruencii
s —1 . . . . .
a*" 't = —1 (mod n). Pretoze s; = s9, tato kongruencia vyzera pre obidve

prvocisla rovnako, a teda aj tvrdenia <p%) =—-1a <p%) = —1 st navzajom

ekvivalentné, ¢o je ale spor. Rozoberme teda aj druhit moznost, nech s; < s5.
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Opéat pouzitim doésledku Riemannovej hypotézy, vety A.3, dostavame pre
druhy Dirichletov charakter, ze musi existovat ¢islo a < 2In%p, < 2Inn,

pre ktoré plati xo(a) = ( > # 1. To znamena, Ze bud (p%) = 0 alebo

p2
<i> = —1. V prvom pripade je a zrejme svedok, nakolko je delitelné ¢islom
p2. Nech teda (;%) = —1. Pouzitim vety 4.1 a vysledku z prvej casti dokazu
dostéavame, Ze plati a2® " = —1 (mod n). Ak by sme predpokladali, Ze n
je silné pseudoprvodislo v béaze a, a teda a nie je svedok, potom podla vety
5.2 musf platit jedna z kongruencif a2 't = 1 (mod n) a a2 ™7 = —1
(mod n). Kazdopadne pre vietky k& > v(n) plati a2 = 1 (mod n) (to
zistime jednoduchym umocnenim oboch kongruencif na 2=+ —tu). To ale
znamena, ze musi platit s,—1 < v(n), alebo so < v(n). To dalej vzhladom na
definiciu ¢isla v(n) znamena, Ze plati 2°2 | p; — 1 = 2°'¢;. Z tohto vztahu ale
uz dostavame spor, nakol'ko implikuje nerovnost s, < s1, ktora je opacnou k

predpokladanej so > s;. Tym sme prebrali vSetky moznosti a ukoncili dokaz.
[ |
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Abstrakt

Praca sa zaobera metdédami testovania prvociselnosti, konkrétne predovset-
kym myslienkovou liniou zaloZzenou na dosledkoch Malej Fermatovej vety.
Opisuje pojem pseudoprvoéisel ako prekazky efektivneho vyuzitia algoritmov
a zaobera sa ich existenciou a relativnou po¢etnostou v mnozine prirodzenych
¢isel. Podava prehlad metoéd, ktoré postupne zlepsuju pravdepodobnost
uspechu a vSetky su z hladiska vypoctovej zloZitosti polynomidlne od velkosti
vstupu. Takisto sa zaoberda Riemannovou hypotézou a jej dosledkami,
ktoré priamo suvisia s Miller-Rabinovym prvociselnym testom a umoznuji
upravit ho do deterministickej podoby. Préca je predovSetkym prehladom
teoretického pozadia metdéd a nezaoberd sa do podrobnosti praktickymi
aplikdciami ani otazkami vypoctovej zlozitosti. Mala by vSak poskytovat
uceleny pohlad na teoretické pozadie nutné pri skimani testov z hladiska
matematickej korektnosti a pravdepodobnosti ich omylu v nedeterministickej
podobe.
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