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Abstrakt

Témou tejto prace je analyzovat rozdiel v pocte stavov medzi malymi nedeterministic-
kymi a deterministickymi kone¢nymi automatmi, predovsetkym na binarnej abecede.
Jednym z prinosov je tiez enumeracia jazykov akceptovanych nedeterministickymi ko-
necnymi automatmi do 4 stavov. Délezitou sucastou prace je kapitola 4, kde st pre-

zentované nase vysledky:.

KLUCOVE SLOVA: kone¢ny automat, miniméalny NKA, minimalny DKA, stavova zlo-

zitost, enumerécia regularnych jazykov



Abstract

The topic of this bachelor thesis is to analyze the deterministic and nondeterministic
state complexity of regular languages, focusing on the automata over binary alphabet.

An important part of this thesis is the chapter 4, where we present our results.

KEYWORDS: finite automata, minimal NFA, minimal DFA, state complexity, enu-

meration of regular languages
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Uvod

Kone¢éné automaty maja uplatnenie vo viacerych oblastiach informatiky, napriklad
pri lexikalnej analyze, hTadani vyskytov retazcov v texte, vytvarani jednoduchych stra-
tégii a inde.

Je zname, Ze hoci vypoctova sila deterministickych koneénych automatov (DKA)
je ekvivalentna vypoctovej sile nedeterministickych kone¢nych automatov (NKA), mi-
nimélny DKA moze mat vzhladom na ekvivalentny miniméalny NKA potencialne az 2"
stavov, kde n je pocet stavov povodného NKA. Existuje ale vela pripadov, v ktorych
je tento narast znacne mensi.

Vyhodou NKA je mensi pocet stavov a jednoduchsi navrh, kedZe tam nie su také
striktné poziadavky. Naproti tomu, DKA sa jednoduchsie implementuja, kedZe to lepsie
zodpovedé sposobu, akym funguja sicasné pocitace a v kone¢nom désledku aj vicsina
programovacich jazykov. Aj preto by nas mohlo zaujimat, aké je to v skuto¢nosti ,z1&”
alebo ,dobré” s poctom stavov pri DKA.

Nasim cielom bude tento narast po¢tu stavov v priemernom pripade experimentalne
odmerat pre NKA do 4 stavov nad binarnou abecedou a pokusit sa nahliadnut, ako to
vyzerad pri vacsom pocte stavov a inych abecedéch.

V préci sa zaoberame aj otéazkou, kolko jedine¢nych regularnych jazykov st schopné
akceptovat nedeterministické automaty ohrani¢ené malym poc¢tom stavov nad malou
abecedou. Bude to jeden z vysledkov, ktory vyplynie zo sposobu, akym budeme nas
experiment vykonavat.

V minulosti sa touto otazkou zaoberali napr. v ¢lanku [DKS02]. Ich vysledky pokryli
NKA do 3 stavov. V naSej préaci postivame tito hranicu a snazime sa zistit situaciu
pre NKA s viac stavmi, ¢o by nam mohlo poskytnit lepsi odhad vSeobecného vztahu.
Vypoctova tloha, ktort potrebujeme implementovat pre tieto potreby je vzhladom na

moznosti sii¢asného hardvéru pomerne naroc¢né.



Kapitola 1
Zakladné pojmy a definicie

V tejto praci skimame kone¢né automaty. Najskor uvedieme definicie a oznacenie za-
kladnych pojmov, uvedieme oznacenie a dokdZeme potrebné vety, aby sme mohli d'alej
na nich postavit nase tvahy. Budeme sa drzat notacie z [HMUO1|, resp. bakalarska
praca |[Pet09], ktora sa tiez zaoberala koneénymi automatmi. Najzakladnejsie pojmy,

akymi st napr. abeceda, gramatika ¢i jazyk mozno najst v skriptach [FR13|.

1.1 Deterministicky konec¢ny automat

Definicia 1.1.1. Deterministicky koneény automat (skrdatene DKA) A je pdtica
(K,%,9,q0, F), kde K je konecnd mnozina stavov, ¥ je koneénd vstupnd abeceda, qo € K
je pociatocny stav, F' C K je mnoZina (konecnijch) akceptacnijch stavov a § : K X 3 —

K je prechodovd funkcia (6-funkcia).

Definicia 1.1.2. Konfigurdcia deterministického konecného automatu je prvok

(q,w) € K x X%, kde q je stav automatu a w je nespracovand cast vstupného slova.

Definicia 1.1.3. Krok vypoctu deterministického konecného automatu A je reldcia

Fa na konfigurdcidch definovand (q,av) 4 (p,v) <= p = d(q, a).

Definicia 1.1.4. Jazyk akceptovany deterministickym konecnym automatom A je
mnozina L(A) = {w | gr € F;(qo0,w) F' (qr,€)}.

Definicia 1.1.5. Minimdlny DKA. Deterministicky konecny automat

A= (Ka,%,04,q04, Fa) je minimdlny, pokial pre vSetky DKA B = (K, %, 95, 5, F5)

plati:
L(A) = L(B) = |Ka| < |Kp]

Veta 1.1.6. (Myhill-Nerode) Majme jazyk L C ¥*. Nasledugice turdenia si ekviva-

lentné:



o L je requldrny jazyk
e L je zjednotenim niekolkijch tried ekvivalencie nejakej sprava invariantnej reldcie

ekvivalencie konecného indexu

e Reldcia Ry, definovand uRpv <= (Vr;ur € L <= vx € L) je reldciou ekviva-

lencie konecného indexu.

Tato veta nam hovori, ze kazdy regularny jazyk mozno ,rozbit” na konecny pocet
tried ekvivalencie, pricom jeden z dosledkov je, Ze miniméalny DKA ma prave tolko
stavov, kolko tried ekvivalencie ma relécia Ry. Dalsi dosledok je, ze minimalny DKA k
jazyku L je jednozna¢ny az na izomorfizmus, t.j. aZz na pomenovanie stavov musia byt
dva ekvivalentné minimalne DKA totozné. Dokaz Myhill-Nerodovej vety nédjdete napr.
v [FR13, Veta 2.9.1] a jednoznac¢nost minimalneho DKA v [HMUO1, Veta 4.26].

V tejto préaci budeme uvazovat len deterministické automaty s tiplnou d-funkciou, t.j.
nemdze sa stat, Ze by v niektorom stave nebol definovany prechod na niektory znak.
Samozrejme, je Tahké prerobit automat s netplnou d-funkciou. Stac¢i pre nedefinované
prechody pridat ,jodpadovy” stav. Teda automaty s netuplnou J-funkciou neprinasaja
podstatné zmensSenie po¢tu stavov v porovnani s automatmi s uplnou d-funkciou. Pri
navrhu deterministickych automatov sa na tato formalitu casto zabida a odpadovy
stav sa zaml¢iava. Pre nas je takéto zanedbanie nepripustné, kedZe chceme korektne
zmerat narast pocCtu stavov oproti nedeterministickym koneénym automatom, ktoré

teraz ideme definovat.

1.2 Nedeterministicky kone¢ny automat

Definicia 1.2.1. Nedeterministicky koneény automat A je pdtica (K, 3,0, qo, F),
kde K je konecnd mnoZina stavov, X je konecnd vstupnd abeceda, qo € K je pociatocny
stav, F C K je mnoZina akceptacnijch (koncovijch) stavov a 6 : K x (X U{e}) — 2K je

prechodovd funkcia

Definicia 1.2.2. Krok vypoctu deterministického konecného automatu A je reldcia

Fa na konfigurdcidch definovand (q,av) a4 (p,v) <= p € d(q, a).

Konfiguracia a jazyk akceptovany NKA s definované rovnako ako pre DKA. Na-
rozdiel od DKA, minimalny NKA nemusi byt jednoznac¢ny, teda méze existovat viacero

moznych minimélnych ekvivaletnych NKA, ktoré nie st navzajom izomorfné.



1.3 Determinizacia NKA

Definicia 1.3.1. Determinizdcia NKA A = (Ka,%,04,q0, Fa) je DKA D(A) =
(Kp(ay, 2, 0p(4): 9o, Fp,), pre ktory plati, Ze L(A) = L(D(A)).

Je znamy pomerne jednoduchy algoritmus na determinizaciu NKA (JHMUOL, str.
61]). KNKA A = (K4,%, 04, qo, Fa) zostrojime DKA D = (Kp, %, dp,{qo}, Fp) tak, ze
jeho stavy budt reprezentovat jednotlivé podmnoziny 2%4. Za poéiatoény stav zvolime
mnozinu prislichajicu pociatoénému stavu a nasledne budeme skumat podobne, ako
pri prehladavani do Sirky, na ktoré stavy v tom povodnom NKA A sa mozeme dostat
cez dany znak. Konec¢né stavy potom budu tie, ktoré reprezentuji mnoziny obsahujtce

niektory z kone¢nych stavov v pévodnom NKA A. Formalne:

Kp = 2K
VaeX,SC Ky:6p(S,a) = UpeS(SA(p, a)
Fp={S:(SeKp)A(SNF4+#0)}

Pri samotnej implementécii moéZeme zanedbat nedosiahnutelné stavy, ktorych moze

byt vela.

1.4 Stavova zlozitost regularnych jazykov

Existuje mnoho mier zlozitosti kone¢nych automatov. V nasej praci budeme uvazovat
pocet stavov. Okrem toho si zavedieme nasledujice pojmy, ktoré nam zjednodusia
vyjadrovanie vo zvySnej Casti prace.

Pod stavovou zlozitostou automatu rozumieme pocet jeho stavov. S tym tzko sivisia
nasledujtice pojmy, ktoré si definujeme a zjednodusia nam vyjadrovanie v nasledujtcich

kapitolach.

Definicia 1.4.1. Deterministickd stavovd zloZitost requldarneho jazyka L je pocet

stavov minimdlneho DKA, ktory tento jazyk akceptuge.

Definicia 1.4.2. Nedeterministickd stavovd zloZitost requldrneho jazyka L je pocet

stavov minimdlneho NKA, ktory tento jazyk akceptuje.

Aby sme sa nemuseli vzdy vyjadrovat takto zdlhavo, tak nedeterministicka a de-
terministicka stavova zlozitost budeme skratene oznacovat ,nedeterministickd”, resp.

,deterministicka zlozitost jazyka”.



Kapitola 2

Minimalizacia DKA a NKA

V tejto Casti sa budeme podrobnejsie venovat problému hladania minimélneho DKA,
resp. NKA.

2.1 Minimalizacia DKA

2.1.1 Brzozowského algoritmus

Princip tohto algoritmu je velmi jednoduchy. Najprv definujme, resp. popisme zakladné

operacie, ktoré budeme na jeho realizdciu vyuzivat.

V nasledujicej definicii budeme uvazovat variant NKA, ktory pripasta viacero po-

¢iatocnych stavov.

Definicia 2.1.1. Reverz koneéného automatu A = (K4,%,04,q0, Fa) je konecny

automat R(A) = (Ka, X, 6r(a), Fa,qo), pre ktory plati:

\V/CLGE?vp?quA:(pJa) _>q€5A:> (qva) - (p)

Je dolezité si vS§imnit, Ze sme zamenili aj poc¢iato¢ny stav s mnozinou akceptacnych
stavov, ¢o mé za nésledok, ze vysledny automat moéze mat viac ako jeden pociatocny

stav, pripadne Ziaden.

Samotny algoritmus vyzera nasledovne:
Na vstupe méame DKA A = (K 4,3,04,Goa, Fl4). Nech operacia R(A) oznacuje reverz
automatu A a operéacia D(A) determinizaciu automatu A, tak ako boli vyssie defino-
vané. Potom minimélny DKA B akceptujici rovnaky jazyk ako NKA A skonstruujeme

nasledovne:

B = D(R(D(E(A))))



Operacia determinizacie modZze mat az exponencidlnu ¢asovi zlozitost vzhladom na
pocet stavov povodného NKA, kedZe tolko stavov moze teoreticky mat DKA ekvi-
valentny k danému NKA, avsak, v priemernom pripade sa to nejavi byt az také zlé.
Takuto ¢asova zlozitost v koneénom doésledku dosahuje aj Brzozowského algoritmus,
kedZe vyuziva tuto operaciu. Existuju aj asymptoticky rychlejSie algoritmy na mini-
malizdciu NKA, prekvapivo sa ale ukézalo, Ze aj takyto jednoduchy, i ked pomalsi

algoritmus bude postacovat pre nase potreby

V dalsej casti uvedieme pre tplnost dalsi, efektivnejsi algoritmus na minimalizéciu

DKA, i ked sme ho napokon neimplementovali.

2.1.2 Hopcroftov algoritmus

Tento algoritmus funguje na odlisnom principe ako ten Brzozowského. Klac¢ova je ope-

racia zluCovania tzv. ,nerozlisitelnych” stavov. Uvedieme ho podobne, ako v [Pet09].

Definicia 2.1.2. Rozklad mnoZiny K tvoria po dvojiciach disjunktné mnoZiny

Ky, Ky, ..., Ky (tzv. triedy rozkladu) také, Ze ich zjednotenie tvori prave mnoZinu K.

Definicia 2.1.3. Kongruencia automatu A je je rozklad mnoZiny stavov K takd, Ze

pre kaZdu triedu rozkladu K; plati:

Vp,ge K,ae X: (p,q € K;) = (6(p,a),d(q,a) € Kj)

Definicia 2.1.4. Rozklad {K;, K, ..., K, } pokladdme za hrubsi ako rozklad
{K{,K}, ..., K}, pokial kaZdd z tried Ki,...,K,, je zjednotenim niekolkyjch tried z
K, ...,K/

Ked sme si uz definovali potrebné pojmy, prejdime na samotny algoritmus. Na
zaciatku behu algoritmu budeme uvazovat dve zakladné triedy rozkladu mnoziny stavov
automatu A, a to mnozinu akceptac¢nych a tych ostatnych, teda neakceptacnych stavov,
teda mnoziny F' a K — F. Tento rozklad budeme postupne zjemnovat pokial to len
bude mozné a takto dostaneme najhrubgiu kongruenciu automatu A, ktora definuje

stavy hladaného minimalneho DKA.

Mame rozklad P a mnozinu dvojic S = (C,a), kde a € ¥ a C je trieda rozkladu
P. Budeme pracovat s dvojicami v mnozine S. Na zaciatku P = {F, K — F'} a S =
(C,a),Va € ¥, kde C je mensia z tried F, K — F. Algoritmus je potom nasledovny:

Vyberieme jednu dvojicu (C,a) z S a pre kazda triedu B rozkladu P vykoname

nasledujuce:



e Overime, ¢ (C,a) rozdeluje B na nové triedy rozkladu, t.j. ¢i plati, ze:
dp,q € B:6(p,a) € C Nd(q,a) & C
Ak (C,a) nerozdeluje B, tak prejdeme na dalsiu triedu B. Ak (C,a) rozdeluje B,
vytvorime nové triedy By = {q | d(¢,a) € C} a By ={q | §(q,a) &€ C}.

e Triedu B v P zrusime a nahradime ju triedami B; a By. Teda pre kazdé b € ¥ ak
(B,b) € S, tak nahradime ho parmi (B, b) a (Bs,b) Ak sa (B, b) v S nenachadza,

vyberieme mensiu z mnozin By, By, nech je to B', a pridame do S dvojicu (B’,b).

Tieto kroky cyklicky opakujeme, az kym sa mnozina S vyprazdni. Rozklad P bude
reprezentovat stavy vysledného minimalneho DKA a jeho d-funkcia bude zasa mnozina
S. Akceptacné stavy budd tie triedy, ktoré sit podmnozinami triedy F. Casova zlozitost
algoritmu je O(nslogn) kde n je pocet stavov DKA na v stupe a s je velkost abecedy,
ktora pre nase potreby mozeme pokladat za konStantni, Cize redlne mame cCasovi

zlozitost O(nlogn). Dokaz spravnosti tohto algoritmu je uvedeny v [Hud07].

2.2 Minimalizacia NKA

Nagou tulohou je pre dané NKA A najst NKA s najmens$im moznym poc¢tom stavov,

ktory akceptuje rovnaky jazyk ako A.

Narozdiel od minimalneho DKA, méze existovat viacero roznych neizomorfnych ek-
vivalentnych NKA. NavygSe, problém minimalizacie NKA, presnejsie jeho rozhodovacia
verzia (t.j. pre dany NKA rozhodnuat, ¢ existuje k nemu mensi ekvivalentny NKA)
je PSPACE-tplny ([JR93]), t.j. Tubovolny problém riesitelny s polynomialne velkou
pamétou sa da nan v polynomidlnom case transformovat. Problém najdenia miniméal-
neho NKA, ktory zjavne nemoze byt menej zlozity ako rozhodovaci problém. Uvedme

si exponencidlny algoritmus, ktory riesi tento problém.

Na vstupe mame NKA A = (K4,%,d4,qoa, Fla) a ideme rozhodnat, ¢i ide o mini-
malny NKA pre L(A).

1. K NKA A zostrojime ekvivalentny minimalny DKA D(A).

2. Vygenerujeme vSetky NKA B s menej ako | K 4| stavmi nad abecedou ¥ - tych je

exponencialne vela v zavislosti od |K 4| a X.

3. Zostrojime minimalny DKA D(B) ekvivalentny s B a overime, ¢i je ekvivalentny
s D(A). Kedze D(A) aj D(B) st minimalne DKA, sta¢i najst izomorfizmus medzi

stavmi.



4. Ak si D(A) a D(B) ekvivalentné, t.j. existuje medzi mnozinami stavov izomor-
fizmus tak prehlasime, Ze A nie je miniméalny NKA, inak sa vratime ku kroku 2

a vygenerujeme dalsi NKA v poradi.

5. Pokial sme vygenerovali vSetky mozné NKA B, a nenasli sme ekvivalentny k
NKA A, tak vieme, ze NKA A je minimélny.

Podobny algoritmus az na niektoré optimalizacie budeme vyuzivat aj pri nasom

experimente.



Kapitola 3
Analyza problému

Jednou z nasich hlavnych tloh je zmerat narast poctu stavov po prevedeni minimalneho
NKA na miniméalny DKA. Tento narast budeme merat vzhladom na jazyky, t.j. pre
kazdy reguldrny jazyk préve raz. Podobnym problémom, len pre konecéné jazyky, sa
zaoberali v [GHO7], pri¢om stavovii zlozitost odhadovali vzhladom na maximalnu dlzku
slova v jazyku.

Dalsim cielom je zistit pocet roznych regularnych jazykov na binarnej abecede ak-
ceptované ,malymi” NKA. Touto otazkou sa zaoberali napriklad v [DKS02| a podarilo
sa im enumerovat jazyky nad binarnou abecedou akceptované NKA do 3 stavov.

Tieto dve ulohy spolu velmi tzko sivisia, nakolko narast po¢tu stavov pri determi-
nizacii budeme merat experimentalne vygenerovanim vsetkych jazykov akceptovanych

NKA do daného poctu stavov. Rozoberme si podrobnejsie, ¢o na to budeme potrebovat.

3.1 Pouzity programovaci jazyk

Na implementaciu vSetkych experimentov bola zvolend Java. Struént dokumentéciu k

programu najde ¢itatel v kapitole 5.

3.2 Generovanie NKA

NKA budeme generovat vzostupne podla poétu stavov. Akonahle vygenerujeme NKA,

overime, ¢i sme uz predtym nevygenerovali NKA, ktoré by akceptovalo rovnaky jazyk.

Najprv vypocitame, kolko NKA pre dany pocet stavov n. Presnejsie, zaujima nés,
koTko existuje v8etkych moznych NKA s n-stavmi pre binarnu abecedu. Ako pociatocny
stav si moZeme zvolit [ubovolny z n stavov, mame teda n moznosti volby pociato¢ného

stavu. Za kone¢né stavy si mozeme zvolit lubovolni podmnozinu mnoziny stavov, t.j.



méame 2" moznosti. Ak si )-funkciu predstavime ako graf, resp. jeho maticu susednosti,
tak medzi n stavmi moZe pre jeden znak existovat n? prechodov, kedZe priptistame aj
slucky. Dokopy mame 2"° moznosti, ako zvolit prechody medzi jednotlivymi stavmi pre
jeden znak. NaSa abeceda ma v8ak dva znaky, teda moznosti bude 22n* Ked to vietko

.. , 2 2 .
zosumarizujeme, dostavame n2"2%" = n22"" ™" moznych NKA.

4 NKA

8

2 048

6 291 456

274 877 906 944
~ 1.8 x 10'7

k=W iIN | =B

Tabul'ka 3.1: Pocet v8etkych moznych NKA s n stavmi.

Mohli by sme sa eSte pytat, ¢i mé zmysel generovat aj NKA s prechodmi na e.
Odpoved je, ze to zmysel nema, nakolko kazdy automat s prechodmi na e dokazeme
odepsilonovat bez zmeny poctu stavov. Nemodze sa stat, ze by sme prechodmi na e

pridali automaty akceptujtce iné regularne jazyky ako tie, ¢o prechody na € nemaju.

Z tabulky vidno, Ze pocet automatov prudko rastie a pre n = 4 je pocet NKA prilis
vel'ky, aby sme si mohli dovolit vygenerovat vietky (o n = 5 nehovoriac). Mohli by sme
sa pytat, ¢i potrebujeme generovat skutocne vsetky. Nemozeme niektoré vynechat, lebo
si budeme isti, ze vygenerujeme iny ekvivalentny NKA s rovnakym pocétom stavov?
Odpoved je, Zze mozeme a dokonca nebude ich méalo. Bude to séria optimalizacii, ktoré

teraz uvedieme.

3.2.1 Fixovanie pociato¢ného stavu

Ako prvé si mozeme vsimnut, Ze nemé zmysel skusat vSetky mozné pociatocné stavy,
lebo ku kazdému NKA A existuje ekvivalentny izomorfny NKA B (taky, Ze ma len pre-
Cislované stavy), kde po¢iato¢ny stav ma ¢islo 0. Tym zredukujeme pocet generovanych

automatov n-nasobne, kde n je pocet stavov generovanych NKA.

3.2.2 Akceptacné stavy

Dalsia vec, ktoréd sa da obmedzit, je mnozina akcepta¢nych stavov. Zaujima nas realne
len ich pocet a na poradi az tak nezalezi. Presnejsie, je dolezité iba to, ¢i sa medzi

akceptacnymi stavmi nachédza aj pociatoény alebo nie. Argument je podobny ako v
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predchadzajicom pripade. K danému NKA A existuje vzdy ekvivalentny izomorfny
NKA B, ktorého akceptacné stavy odlisné od pociatoc¢ného st ocislované od 1 po k,
resp. k — 1 (ak 0 je akceptacny), kde k je pocet akceptacnych stavov NKA A. Staci
na to zobrat NKA A a v fiom priradit poiatonému stavu &slo 0. Dalej, pokial je
0 akceptacny stav, tak ostatnym akceptacnym stavom priradime zaradom c¢isla 1 az
k — 1, inak od 1 po k. Takto namiesto 2" podmnozin stavov staci generovat (2n — 1)
podmnozin, kedZe prazdnu zjavne testovat nemé zmysel pre n > 1, nakolko automat

pre prazdny jazyk ma zrejme jeden stav.

3.2.3 Symetria v -funkcii.

Definicia 3.2.1. Substiticia NKA podla permutdcie m abecedy .
Nech A = (K,%,0,q0, F) je NKA a 7 je permutdcia na abecede Y. Potom NKA
S(A, )= (K,%,0,q, F), kde pre &' plati:

VaeX,p,ge K:0(p,m(a)) =q<+=d(p,a) =q

nazyvame substiticia NKA A podla permutdcie m abecedy Y.

Neforméalne — S(A, 7) je automat, kde st v kazdom prechode vymenené znaky tak
ako urCuje permutacia 7. Zjavne jazyk akceptovany S(A,7) ma oproti jazyku akcep-
tovanému automatom A iba zamenené znaky podla permutéacie 7, inak mé rovnaku

Struktaru.

Vsimnime si, Ze pre kazdy NKA plati, Ze je minimélny pre jazyk, ktory akceptuje
prave vtedy, ked aj substitucia tohto NKA podla Iubovolnej permutécie m abecedy
Y je minimalny NKA pre jazyk so zamenenymi znakmi podla tejto permutéicie. Ak
si reprezentujeme J-funkciu ako n-ticu matic susednosti, kde n = |3| (prechody pre
kazdy znak abecedy maju vlastni maticu susednosti), tak sta¢i minimélnost overovat
len pre jednu n-ticu, napr. ta, v ktorej st matice susednosti zoradené lexikograficky
vzostupne. Ak sa ukaze, Ze tento automat minimélny nie je, alebo uz predtym sme
generovali ekvivalentny, tak vieme, ze dalej nemé zmysel testovat ostatné permutacie
matic susednosti. Ak zistime, ze sme nasli NKA pre novy jazyk, tak otestujeme aj
permutéacie. Pre dvojznakovii abecedu sme tymto prave eliminovali potrebu generovat
a testovat skoro polovicu automatov, kedZe nad dvomi znakmi st len dve permutacie.
Samozrejme pritom predpokladame, Ze regularnych jazykov je radovo menej oproti
NKA, ktoré ich akceptuju, ¢o sa ukazuje byt pravdivy predpoklad aspon pre NKA do

4 stavov nad binarnou abecedou.
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3.2.4 Zahadzovanie nestuvislych J-funkcii.

NKA s nestvislou d-funkciou st pre nas nezaujimavé, lebo odstranenim nedosiahnutel-
nych stavov zjavne dostaneme mensi NKA akceptujici ten isty jazyk. To znamené, Ze
nemoézu byt minimélne. Ak vidime, Ze vygenerovana matica susednosti pre d-funkciu
(resp. ich bitovy or, v pripade, Ze kazdy znak ma vlastnt maticu susednosti) nerepre-

zentuje suvisly graf, tak ju mozeme rovno ignorovat a uSetrit si dalSie testy.

3.2.5 Pocet NKA po aplikacii optimalizacii

V tabulke 3.2 st uvedené priblizné po¢ty potrebnych vygenerovanych NKA po uplat-

neni spominanych optimalizacii:

n | # testovanych NKA
1 8
2 377
3 557 812
4

14 088 285 129

Tabulka 3.2: Pocet vygenerovanych NKA (namerané z programu).

Z tabulky vidno, Ze pre n = 4 ide uZz o pomerne prijatelné pocty. Pre n = 5
sa nam presné poc¢ty namerat nepodarilo nakolko stéle je ich prilis vela, aby sa dali
enumerovat. Ak zanedbame zahodenie automatov s nestvislou d-funkciou, malo by ich
byt priblizne 5.06 x 101°.

3.3 Testovanie ekvivalencie NKA

V predoslej ¢asti sme riesili generovanie NKA, resp. minimalizaciu po¢tu vygenero-
vanych NKA. V tejto casti podrobnejse rozoberieme, ako efektivne zistit, ¢i sme uz

predtym nevygenerovali ekvivalentny NKA.

Testovat ekvivalenciu dvoch NKA priamo nie je velmi praktické. Jednoduchsie je
tento problém previest na testovanie ekvivalencie DKA. Tam si m6zeme vybrat z via-

cerych moznosti.
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3.3.1 Testovanie ekvivalencie DKA s vyuzitim operacie kom-

plementu a kartézskeho stcinu

Z teérie mnozin vieme, ze A = B < A'N B’ = (), kde A, resp. B st mnoziny.
Rovnaka myslienka sa da aplikovat aj na regularne jazyky. Vyhoda tohto pristupu
je, ze pre dané DKA dokdzeme jednoducho skonStruovat automat pre komplement
(vymenime akceptacné a neakceptaéné stavy) a pre prienik jazykov akceptovanych
dvomi DKA (konstrukcia pomocou kartézskeho sucinu). Néasledne na otestovanie, ¢i
vysledny automat akceptuje prazdny jazyk, staci spravit napriklad prehladavanie do
sirky z pociatocného stavu, aby sme zistili, ¢i existuje cesta z pociato¢ného stavu do
niektorého akceptacného. Ak ano, tak vieme, Ze existuje slovo, ktoré tento automat
akceptuje a jazyk nim akceptovany nemoze byt prazdny. Tato situédcia nastane préave

vtedy, ked automaty na vstupe nie st ekvivalentné.

3.3.2 Testovanie ekvivalencie DKA s vyuzitim jednoznac¢nosti

minimalneho DK A

Vieme, ze ku kazdému regularnemu jazyku existuje jednozna¢ny minimalny DKA az
na izomorfizmus, t.j. premenovanie stavov. Podla tohto sta¢i oba NKA, ktoré porov-
navame, previest na minimalne DKA a overit, ¢i st izomorfné. Este efektivnejsie by
bolo, keby sme dokazali najst normalny, resp. jednozna¢ne urceny tvar pre minimalne

DKA. Ukazuje sa, ze taky tvar existuje, nazvime ho kanonicky minimalny DKA:

Definicia 3.3.1. Kanonicky minimdlny DKA Nech A = (K,X%,6,q, F') je mini-
mdlny DKA pre jazyk L, definugme zobrazenie C, ktoré minimdlnemu DKA A priradi
minimdlny DKA C(A) tak, Ze spustime prehladdvanie do Sirky z pociatocného stavu
s tym, Ze budeme ddvat prednost pri ndavsteve hrandm o-funkcie v abecednom poradi
vzhladom na . Ndsledne budeme c¢islovat stavy podla poradia, v ktorom ich navstivime
od 0, ktori dostane pociatocny stav, kedZe z neho zaciname. Minimdlnemu DKA C(A)

potom hovorime kanonicky minimdlny DKA.

Veta 3.3.2. Kanonicky minimdlny DKA Nech Ay, Ay si dva rozne ekvivalentné
minimdlne DKA, potom C(A;) = C(As).

Dokaz. Majme dva Tubovolné ekvivalentné minimalne DKA. Vieme, Ze st izomorfné.
Spustime na oboch prehladévanie do Sirky tak, ako sme popisali vo vete, ktora dokazu-
jeme. Indukciou dokazeme, Ze algoritmus uvedeny vo vete bude mat rovnaky priebeh

na oboch automatoch.
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Béazu indukcie urobime pre poc¢iato¢ny stav. V oboch DKA im algoritmus priradi
index 0, kedZe je to prvy stav, ktory navstivi. Aj susedov pridaja oba behy do fronty
v rovnakom poradi, kedZe oba automaty maja k hranam (resp. prechodom) priradené
rovnaké pismenad, z kazdého stavu vedie prave jeden prechod na kazdy znak a algoritmus
pridava susedov v abecednom poradi.

Predpokladajme, Ze algoritmus mé rovnaky priebeh na oboch automatoch po o¢is-
lovani ¢ stavov, t.j. ma rovnaké stavy vo fronte a doteraz priradil navstivenym vrcholom
v oboch automatoch tie isté indexy.

Moézu nastat dva pripady. Bud je fronta prazdna, ¢o znamena, Ze sme navstivili a
oc¢islovali uz vsetky vrcholy - vtedy je zjavné, Ze vystupom oboch behov je rovnaké
oc¢islovanie stavov. Pokial fronta nie je prazdna, tak obe inStancie algoritmu vyberu z
nej ten isty ¢ + 1-vy stav a pozrua sa na jeho susedov. Tychto susedov ale oba behy

pridaju do fronty v rovnakom poradi - argument je rovnaky ako pri baze indukcie. [

Na testovanie ekvivalencie stac¢i pre oba NKA ur¢it ich kanonické minimalne DKA a

otestovat, ¢i st totozné.

3.4 Hashovanie

Testovanie ekvivalencie priamym porovnavanim so vSetkymi predoslymi najdenymi
miniméalnymi NKA, resp. reprezentantmi jazykov, ktoré akceptuju, sa ukazalo neefek-
tivne pre naSe potreby. Jedno z moznych rieSeni je hashovanie, ktoré si rozoberieme v

tejto Casti.

Cielom hashovania je obmedzit pocet testovani ekvivalencie s predoslymi néjdenymi
minimalnymi NKA. Hashovacia funkcia A by mala kazdému automatu A, resp. B pri-

radit jednoznacne ¢islo tak, aby platilo:
L(A) = L(B) = h(A) = h(B)

To znamend, 7e sa staCi obmedzit na automaty s rovnakym odtlackom hashovace;j
funkcie. Tych bude radovo menej nez vsetkych automatov dokopy za predpokladu, zZe

hashovacia funkcia je vhodne zvolené.

3.4.1 Hashovanie podla slov do fixnej dizky

Spociva v tom, ze ako hash pouzivame mnoziny slov, resp. ich reprezentaciu pomocou

bitsetu (kazdy prvok méa v retazci priradena 0 alebo 1 podla toho, ¢i tam patri alebo
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nie). Zvolime si, napr., ze chceme hashovat podla slov do dizky 5, teda otestujeme, ktoré
slova do tejto dlzky akceptuje nas automat a ktoré nie a podla toho vyplnime retazec
nulami a jednotkami. Pre dlzku 5 potrebujeme refazec dizky 63, kedZe tolko slov do
dlzky 5 existuje nad binarnou abecedou. Pre vidsie dizky to uz nie je velmi efektivne
nakolko pocet testovanych slov rastie exponencialne a uz pre dizku napriklad 10 by
sme pre kazdy vygenerovany automat museli testovat, ¢i akceptuje alebo nie 1023 slov,
o je neprijatelné, nehovoriac o dlzke retazca, ktory na hashovanie pouzijeme. Dlzka 5
sa ukazuje byt prijatelna pre NKA do 3 stavov. Pre va¢sie NKA uZ vznikalo prilis vela
kolizii a generovanie sa tym vyrazne zacalo spomalovat, kedZze kazdy vygenerovany

automat sa porovnéval s desiatkami predoslych.

3.4.2 Hashovanie podl'a vybranych slov

Dalsou moznostou je zamerat sa na vietky slovd do nejakej fixnej dlzky, ale zvolime
si, aké slova budeme testovat. Vyhoda za predpokladu, Ze najdeme dostatoc¢ne ,dobré”
slova by bola, ze zmensime pocet kombinacii, ktoré nemdézu nastat. Tento pristup je tu
len nac¢rtnuty, nakol’ko nakoniec nebol realne vyuzity, lebo hladat vhodnt mnoZinu slov
sa ukézalo byt netrividlne a dosiahnuté vysledky pri experimentovani aj tak nepred¢ili

predosly pristup.

3.4.3 Hashovanie pomocou ,,odtlacku” slova

Myslienku sme ¢erpali z [Pet09]. Budeme mat mnozinu slov, ktora vyskusame na kaz-
dom automate. Budeme si ale pamétat nielen to, ¢i slovo bolo akceptované, ale aj
vypocet, resp. pre kazdy znak slova si zapamétame, ¢i bol automat v danej chvili v ak-
ceptacnom stave alebo nie. Ak testujeme viacero slov, tak tieto stopy mozeme napriklad
navzajom zretazit alebo zoxorovat. Pri testovani tento pristup nepriniesol vyznamné
zlepsenie a pre NKA do 4 stavov by sme sa aj tak s najvysSsou pravdepodobnostou

nevyhli netinosnému poctu kolizii.

Hashovanie v tejto forme sa neukézalo byt najvhodnejsim pristupom na dosiahnutie

pozadovanych vysledkov.

3.5 Jednoznac¢né mapovanie automatov na cisla

Nagim cielom navrhnat funkciu, ktora kazdému NKA priradi jednoznacne ¢islo alebo

k-ticu cisel tak, Ze dva automaty maju priradené rovnaké Cislo prave vtedy, ked su
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ekvivalentné. Vyhody takejto funkcie by boli velké - ¢isla sa porovnavaju v pocitaci

velmi rychlo a TahSie sa ukladaju a hashuju.

Na prvy pohlad sa to méze zdat ako tazka uloha, ale uz sme spominali, Ze ku kazdému
NKA existuje kanonicky DKA(3.3.2). Od tohto poznatku nas deli uz len maly krok k

tomu, aby sme dostali pozadovany vysledok. Myslienka je nasledovna:

K danému NKA zostrojime minimélny kanonicky DKA. Pociato¢ény stav mé ¢islo
0 pre kazdy takyto DKA, ¢iZe si ho nepotrebujeme pamétat. Mnozinu akceptaénych
stavov teraz reprezentujeme ako bitset, t.j. v bitovej reprezentécii integeru si poznacime
na k-tu poziciu jednotku, ak stav k je akceptac¢ny, inak si tam poznac¢ime nulu. Ak NKA
na vstupe ma 4 stavy, tak minimélny kanonicky DKA moéze mat najviac 16 stavov, ¢ize

bude nam stacit 16-bitovy integer.

Matice susednosti pre jednotlivé znaky tiez mozeme previest na integery. Uvazujme
maticu susednosti pre znak c taki, Ze na pozicii [i, j] je jednotka, ak na znak ¢ vedie
prechod zo stavu ¢ na stav 7, inak je tam nula. VSimnime si, ze pre kazdé DKA plati,
ze v kazdom riadku matice susednosti pre kazdy zo znakov je prave jedna jednotka,
samozrejme, za predpokladu, ze méa uplnu J-funkciu; v ivodnej kapitole spominali, Ze
uvazujeme len o takych. Ak n&s minimalny kanonicky DKA mé maximalne 16 stavov,
tak na zakoédovanie jedného riadku nédm stacia 4 bity aby sme si zapamétali poziciu
jednotky v riadku. Na zakodovanie matice typu 16x16 teda potrebujeme 64 bitov a

tieto sa nam presne zmestia do 64-bitového integeru, ktory mame tiez k dispozicii.

Napokon dostéavame zakodovanie kazdého minimalneho kanonického DKA do trojice
celych ¢isel - jedno 16-bitové a dve 64-bitové, kedZe matica susednosti je pre kazdy
znak jedna a uvazujeme bindrnu abecedu. Takze spotrebujeme dovedna 144 bitov na

jeden minimélny kanonicky DKA, ¢o je ovela tspornejsie ako pri predoslom pristupe.

Ked dokazeme kazdy NKA jednoznacne zakdédovat do trojice integerov, tak nam staci
pamétat si len kod a ked vygenerujeme novy NKA, len ho zakodujeme a skontrolujeme,
¢ jeho koéd sa nenachadza v hashSete kodov predtym vygenerovanych automatov. Tym
si uSetrime mimoriadne vela procesorového ¢asu oproti tomu, ked sme pracne znova a
znova testovali DKA na ekvivalenciu ,standardnym” spésobom. Navyse, vyhoda je, ze
rychlost sa nebude v priebehu generovania po¢tom vygenerovanych NKA znizovat tak

drasticky ako vtedy, ked sme hashovali priamo NKA.
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Kapitola 4

Vysledky a ich naviaznost na predosly

vyskum

V tejto kapitole zhrnieme vysledky naSej prace a ich naviznost na predchadzajici

vyskum v tejto oblasti.

4.1 Hlavny vyskum

Nadviazeme na vyskum v ¢lanku Domaratzkého, Kismana a Shallita [DKS02], ktori sa
zaoberali okrem iného enumeréciou regularnych jazykov akceptovanymi n-stavovymi
NKA, z ¢oho, podobne ako my, dostali aj vysledky o deterministickej a nedeterminis-

tickej stavovej zlozitosti tychto regularnych jazykov. Definujme nasledovnu funkciu:

Gr(n) = pocet roznych regularnych jazykov nad prave k-znakovou abecedou akcep-

tovanych NKA s n stavmi.

My sme skumali predovsetkym Go(n), ale po mensej uprave programu by sa dali ratat
i G1(n), pripadne G3(n). Vo v8etkych pripadoch sa nam podarilo zreprodukovat vy-
sledky z [DKS02| a navyse sa nam podarilo doratat Gy(4). Ziskané vysledky uvadzame

v nasledujucich tabulkach:

n 11213 |4 )
Gi(n) [ 31929 |88 269

Tabulka 4.1: G1(n) pre 1 <n < 5.
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n\j 1|23 |45 |6 |7 |89 1011|1213 |14|15|16|17 |18
1 2|1

2 2143

3 214112 7] 3|1

4 214112130 (16 11| 8|2 |1 |1]1

) 20411213078 133(27129123, 9|6 |6 |23 |2 ]1]1]1

Tabulka 4.2: Distribiicia minimélnych DKA s j stavmi pre najdené n-stavové minimalne

NKA nad unarnou abecedou.

V tabulke 4.3 uvadzame vysledky pre Gy(n), ktoré boli jednym z hlavnych cielov

tejto prace.

n

1

2

3

4

GQ (n)

5

213

45 113

32 191 450

Tabulka 4.3: Go(n) pre 1 <n < 4.

Priemerné deterministicka zlozitost jazykov s nedeterministickou zlozitostou 4 vy-
chadza priblizne 9.588. Prikladame aj distribuiciu velkosti minimalnych DKA a NKA
pre najdené jazyky (tabulka 4.4, otocena o 90° oproti predoslym, aby sa zmestila).

A\n 1] 2 3 4
1 2] 2 2

2 3| 2 24 24
3 117 | 1028 1028
4 70 | 5595 56 014
5 11211 | 316 858
6 14 537 | 1037 248
7 10 580 | 2 846 095
8 2136 | 5293 858
9 6 744 831
10 6 334 902
11 4414 937
12 2 707 073
13 1472 277
14 606 946
15 301 041
16 58 316
S| 5]213|45113 | 32191 450

Tabulka 4.4: Distribucia velkosti minimalnych DKA pre jazyky s n-stavovym miniméal-

nym NKA nad binarnou abecedou.
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Pre lepsiu predstavu vysledky z tabulky 4.4 pre jazyky s nedeterministickou zloZi-

tostou 4 vizualizujeme v obrazku 4.1.

7000000

6000000

5000000
4000000
;ﬁ 3000000
2000000
1000000 l
- - e
= 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

0

azykov

Pocet

Deterministicka zlozZititost’

Obr. 4.1: Distribicia deterministickej zlozitosti pre jazyky s nedeterministickou zlozi-

tostou 4.

Prikladame tiez tabulku 4.5, kde na zéklade predoslych vysledkov st k nedetermi-

nistickym zlozitostiam jazykov vypocitané ich priemerné deterministické zlozitosti.

nedeterministicka zlozitost 1 2 3 4
priemerné det. zl. (priblizne) | 1.6 | 3.2355 | 5.7741 | 9.5885

Tabulka 4.5: Priemerné deterministické zloZitosti pre jazyky s danymi nedeterministic-

kymi zlozitostami.

Este uvedieme casy - kolko nam jednotlivé vysledky pre Ga(n) trvali vyratat na
stroji, ktory sme mali k dispozicii (Intel Core i7 3GHz, 4 jadra, 24GB RAM).

n 1 2 3 4
¢as | <ls | <1s | 29s | 168h 30m (~ 7 dni)

Tabulka 4.6: Casy vypoctu Ga(n) pre 1 <n < 4.

Treba poznamenat, Ze nakolko sme tlohu neparalelizovali, tak sa cely ¢as vyuzival
vykon iba jedného jadra CPU.
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4.2 Odhad deterministickej zlozitosti jazykov s nede-

terministickou zlozitostou 5

Ked uz mame zistené jazyky akceptované NKA do 4 stavov, mohlo by nas zaujimat,
ako je to pri NKA s 5 stavmi. Aj keby sme uvazovali optimalizacie, ktoré nam po-
mohli pri NKA do 4 stavov, zrejme by vypocty stale trvali neinosne dlho. MéZeme si
vsak vziat vSetky najdené jazyky akceptované NKA do 4 stavov a budeme velakrat
generovat ndhodné 5-stavové NKA. Ak najdeme nejaky novy jazyk, zistime jeho deter-
ministicka zlozitost. Takto dostaneme vzorku jazykov s nedeterministickou zlozitostou
5, pri ktorych mozeme analyzovat ich deterministicktl stavovi zlozitost. Aby sme za-
bezpecili rovnomerny vyber naprie¢ priestorom vsetkych 5-stavovych NKA, tak sme
volili ndhodny pociato¢ny stav, nadhodnit mnozinu akceptacnych stavov a dve ndhodné

matice susednosti reprezentujuce d-funkciu.

Program nasiel po vygenerovani miliardy nahodnych 5-stavovych NKA 5 212 695
novych jazykov a ich priemerna deterministickd zlozitost bola priblizne 9.2427. Ked
sme experiment opakovali s 5 miliardami automatov, naslo sa 19 941 523 jazykov
a priemerna deterministicka zlozitost vysla priblizne 9.6558. Vyslednu distibuciu pre

experiment s 5 miliardami automatov vidno v tabulke 4.7.

Aby sme ziskali predstavu, nakolko dobré su ziskané vysledky, vyskusali sme rovnaku
metodu na odhad priemernej deterministickej zlozitosti jazykov s nedeterministickou
zlozitostou 4. Skisali sme najprv generovat 5 000 nahodnych 4-stavovych NKA a dostali
sme priemernt deterministicki zlozitost 6.42, pri vygenerovani 5 milibnov nahodnych 4-
stavovych NKA sme dostali priemernii deterministicka zlozitost 7.26. Vidno, ze oproti
priemernej deterministickej zloZitosti, ktora sme vyratali exaktne (9.58), to je ovela
menej, z ¢oho moézeme usudit, ze pre 5-stavové NKA bude situicia podobné. Pocet
pokusov, 5 000 a 5 milionov, sme volili tak, aby to priblizne zodpovedalo pomeru, v
akom je 5 miliard k poctu vsetkych 5-stavovych NKA (cca. 1,8 x 1017).

V priemere vysla takmer rovnaka deterministické zlozitost, ako pri 4-stavovych NKA.
Za predpokladu, Ze sme korektne naimplementovali test by to mohlo nasvedc¢ovat, ze
jazyky s nedeterministickou zlozitostou 5 s vysSou deterministickou zlozitostou maju
tendenciu byt ,,jednoznacnejsie” v zmysle, ze k nim existuje menej neizomorfnych mi-

nimalnych NKA. Z toho by vyplyvalo, Ze generovanim nahodnych automatov je tazsie

trafit automat s vysokou deterministickou zlozitostou.
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Deterministicka zlozitost pocet, %
5 17 040 0.326 894
6 210 762 4.043 244
7 682 295 | 13.089 102
8 1176 965 | 22.578 819
9 1171 386 | 22.471 792
10 823 659 | 15.801 020
11 499 051 9.573 761
12 281 152 5.393 601
13 155 863 2.990 065
14 86 740 1.664 014
15 47 259 0.906 613
16 27 164 0.521 112
17 14 671 0.281 447
18 8114 0.155 658
19 4 551 0.087 306
20 2 494 0.047 844
21 1445 0.027 720
22 809 0.015 519
23 466 0.008 939
24 311 0.005 966
25 131 0.002 513
26 185 0.003 549
27 57 0.001 093
28 27 0.000 517
29 14 0.000 268
30 29 0.000 556
31 51 0.000 978
32 4 0.000 076

Tabulka 4.7: Distribucia stavovych zloZitosti pre néajdené jazyky akceptované 5-

stavovymi NKA.

4.3 Dalsi vyskum

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat dalsimi otédzkami, ktoré sice nie su hlavnym

predmetom tejto préce, ale odpovede na ne sme dostali ako vedlaj$i produkt nasho

vyskumu, resp. zaujali nas v jeho priebehu.
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4.3.1 Distribuacia jazykov vzhl'adom na pocet roznych minimal-

nych NKA, ktoré ich akceptuja
Popis problému

Jeden z problémov, ktory nés zaujal pocas vyskumu, bola aj distribucia jazykov vzhla-
dom na pocet minimélnych neizomorfnych NKA, ktoré ich akceptuju. Zvlast by nas

mohli zaujimat jazyky, pre ktoré existuje jednozna¢ny minimalny NKA.

Realizacia

Experiment vykoname tak, Ze budeme generovat zaradom vSetky mozné NKA. Popri
tom budeme mat HashMapu, kde si budeme pamétat ku kédom jednotlivych jazykov
pocet vygenerovanych NKA, ktory tento jazyk akceptuji. Po skonceni generovania este
tieto vysledky utriedime pre lepSiu analyzu.

Na rozdiel od toho, ked nas zaujimali samotné jazyky, pri zistovani distribucie
automatov musime byt ovela opatrnejsi pri redukovani po¢tu generovanych NKA, aby
sme priestor vietkych moznych NKA zmensili rovnomerne pre vsetky jazyky. Keby sme
,bezhlavo” pouzili tie isté metody ako pri experimente, kde sme zistovali pocet jazykov
akceptovanych NKA tak by napriklad bolo tazké predvidat, ¢o by presne urobila s
priestorom NKA optimalizacia spojena s mnozinou akcepta¢nych stavov, kedze tato
by osekala viac mnozinu NKA, ktoré maju viacero akcepta¢nych stavov oproti NKA
s jednym, resp. menej akcepta¢nymi stavmi a teda by sme nemuseli dostat o¢akavané

vysledky.

Rozhodli sme sa preto povolit len optimalizaciu s fixovanim poc¢iato¢ného stavu na 0,
kedZe pri nej sa pre kazdy jazyk pocet NKA, ktoré ho akceptuju, zredukuje rovnomerne.

Nie je tazké vidiet, Ze to bude n-nasobne, kde n je pocet stavov NKA, ktoré uvazujeme

Bolo by mozné uvazovat aj dalsie z predoslych optimalizacii, ktoré by osekali priestor
moznych NKA rovnomerne vzhladom na jazyky. KedZe sme sa v8ak rozhodli tento

experiment vykonat len pre NKA do 3 stavov, neboli potrebné.

Vysledky

Ako sme uz spomenuli, budeme uvazovat len navzajom neizomorfné NKA, t.j., nedé sa
dostat jeden NKA z druhého pomocou precislovania stavov. Pre 1-stavové je situacia
pomerne jednoduché - vSetky jazyky, okrem prazdneho, maju jednoznaény NKA, na
prazdny jazyk pripadaju 4 NKA (pozn. ,# NKA” je skratka pre ,pocet neizomorfnych
minimélnych NKA”, to isté bude platit v ostatnych tabulkéch).
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# NKA 114
# jazykov | 4

Tabulka 4.8: Distribucia jazykov vzhladom na minimélne NKA s 1 stavom, ktoré ich

akceptuju.

S jazykmi s nedeterministickou zlozitostou 2 je to trochu rozmanitejsie. Mo6zeme si
v8imnut, ze jazykov s jednoznaénym miniméalnym NKA je stale velkd prevaha (181 z
208).

# NKA 112141610 ]12 |14 |28
#jazykov | 181 |6 |6 4| 6| 2| 2| 1

Tabulka 4.9: Distribucia jazykov vzhladom na minimélne NKA s 2 stavmi, ktoré ich

akceptuju.

Pozrime sa na jazyky s nedeterministickou zlozitostou 3. Vysledky su prilis rozsiahle
na to, aby sme ich mohli uviest v plnej miere, preto uvadzame len ich ¢ast, aby si ¢itatel
mohol utvorit predstavu. Opét sa ukazuje, ze jazyky s jednozna¢nym minimalnym NKA
maju velka prevahu (29 208 z 44 900).

# NKA 1 2 3 4 5| ... | 1088 | 1096 | 1157 | 2368 | 6465
# jazykov | 29 208 | 5492 | 1498 | 2 122 | 864 | ... 4 2 2 1 2

Tabulka 4.10: Distribucia jazykov vzhladom na minimalne NKA s 3 stavmi, ktoré ich

akceptuji. Kompletné vysledky néjdete v prilozenom DVD.

Prikladame eSte zhriiujicu tabulku, kde pre jednotlivé nedeterministické zlozitosti
jazykov nad binarnou abecedou je uvedené, kolko existuje takych, ktoré maja jedno-

znacny minimalny NKA.

nedeterministicka zlozitost 1] 2 3
# jazykov s jednoznacnym NKA | 4 | 181 | 29 208
# vsetkych jazykov 5| 208 | 44 900

Tabulka 4.11: Pocet jazykov s jednozna¢nym minimalnym NKA vzhladom na ich ne-

deterministicku zloZitost.

Bolo by zaujimavé zistit, kolko je jazykov s jednozna¢nym minimalnym NKA aj
pre vyssie poCty stavov, kedZze z doterajsich vysledkov sa zd4, Ze to nemusi byt neza-
nedbatelny pocet. Mohli by sme navySe tieto jazyky oddelit do samostatnej podtriedy

regularnych jazykov a analyzovat ich vlastnosti.
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4.3.2 Dlizka slov, ktoré jednozna¢ne odlisia dva NKA

Dalsia vec, ktort sme skimali, je problém rozlisenia dvoch NKA na zéklade slov, ktoré
akceptuji. Inymi slovami zaujima nés horné hranica dlzky slova, ktoré rozlisi dva ne-

ekvivalentné NKA.

Popis problému

V pripade DKA sa da horna hranica stanovit ako mn — 1, kde m je pocet stavov
DKA M; a n pocet stavov DKA M,. Dané ohranicenie dostavame na zaklade kon-
Strukcie DKA pre L(M;) N LY(M,), kde C znaéi operéaciu komplementu jazyka. Toto
horné ohranicenie nésledne moZzeme preniest aj na NKA, kedZe pocet stavov auto-
matu pre L(M;) N LE(M,) mozeme zhora ohranicit 2™+ a teda dlzku rozlisujiceho
slova na 2(™*") — 1. Pre malé automaty sa pokusime experimentalne zistit, aka je tato
hranica v skuto¢nosti. Budeme ju oznacovat d,,, kde n je horna hranica poctu stavov
porovnavanych NKA. Ak by bola ,rozumne” mala, mohol by to byt napriklad pomerne
jednoduchy a rychly test ekvivalencie dvoch NKA spocivajuci v overeni vSetkych slov
do dizky 6,,.

Pouzita metdéda

Ako sme spominali pri metoédach hashovania, konkrétne pri hashovani podla slov do
fixnej dizky (3.4), tito metédu moéZeme vyuzit prave na vyratanie danej hodnoty.
Jediné, ¢o budeme robit je, Ze zahashujeme kazdy vygenerovany NKA tymto hashom
a nasledne overime pre vSetky automaty s rovnakym hashom, ¢i niektory z nich je
alebo nie je ekvivalentny tomuto NKA. Postupne budeme hashovacej funkcii navysovat
jej parameter (t.j. dlzku, po ktori overuje vietky slova, ¢ ich dany NKA akceptuje)
a zastavime, ked v kazdom ,chlieviku” bude nanajvys jeden automat. Velkost tohto

parametra bude hladana dizka slova, ktora jednoznacne odlisi dva NKA.

Vysledky

Velkost 6,, sme skumali pre n-stavové NKA nad dvojznakovou abecedou do 3 stavov,

pre vicsie NKA sa uz uvedena metoda javi byt neefektivna.

1123
op [ 1411

Tabulka 4.12: §,, pre n-stavové NKA nad 2-znakovou abecedou do 3 stavov.

Ako vidno, nie je to velmi efektivne. Hodnota d,, pre vécsie n bude rast zrejme

dost prudko, ved uZ len pre 3-stavové NKA by sme potreboval overovat 2'! — 1, &ize
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2047 slov, ¢o je sice eSte teoreticky prijatelné, ale zrejme pre vacsie NKA to budua uz
miliony az miliardy. To je zjavne menej efektivne ako zname algoritmy na testovanie
ekvivalencie dvoch NKA.

Pozrime sa este, kolko kolizii vzniklo pri jednotlivych nastaveniach dlzky slova,
ktorti sme overovali — budeme ju oznacovat 0.

Pozrime sa najprv na NKA do 2 stavov.

o 0 1 2
# kolizii | 124 | 118 | 70 | 7

Tabulka 4.13: Poéet kolizii pre jednotlivé dlzky slov pre NKA do 2 stavov.

Pre NKA do 3 stavov situacia vyzera nasledovne:

) 0 1 2 3 4 S 6 7 1819|1011
# kolizii | 28 674 | 28 668 | 28 554 | 24 422 | 12655 | 3602 | 1 057 | 232|456 | 2 | O

Tabulka 4.14: Pocet kolizii pre jednotlivé dlzky slov pre NKA do 3 stavov.
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Kapitola 5
Dokumentacia k programu

Program ma ¢itatel najde v prilohe. Ide o Netbeans project v jazyku Java, ktory staci
naimportovat a mal by ist priamo spustit. Uzivatel ma moZnost ovplyvnit beh testov
vpisovanim priamo do zdrojového kdédu. Samotny program je dost komplexny a tplnéa
dokumentacia by zabrala mnoho stran, preto sa pozrieme aspon na tie najzakladnejsie
triedy a funkcie pre lepSie pochopenie, ako to celé funguje a aby sa dali pripadne dorobit

testy podla vlastnej potreby.

5.1 Variables.java

Tato trieda obsahuje globdlne premenné nasho programu, medzi nimi je napr. abe-
ceda (Variables.alphabet) definovana ako pole Characterov, cesta k vystupnému su-
boru pre najdené automaty (Variables.outputFileForAutomata), pre vypisovanie dvo-
jic "pocet stavov v minimalnom NKA vs pocet stavov v ekvivalentnom minimél-
nom DKA"(Variables.output) a podstatna je este hashmapa obsahujica kody vset-
kych néajdenych jazykov, resp. miniméalnych DKA, ktoré ich reprezentuju (Variab-
les.allMinimalNFAs). Velkost abecedy, ktorou sa zaoberame sa da jednoducho zme-
nit pridanim/odobratim znakov z Variables.alphabet. St tam aj dalsie premenné, ku

ktorym si ¢itatel moze precitat komentére priamo v zdrojovom kode.

5.2 Automaton.java

V tejto triede je definovany konecny automat. Mézu sa don pridavat stavy, prechody,
simulovat jeho ¢innost, determinizovat, minimalizovat ho, atd. K dispozicii je viacero

metod, uvedieme tie najpodstatnejsie.
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Automaton()

Ide o prazdny konstruktor, ktory vrati prazdny automat, t.j. bez stavov a prechodov.

K dispozicii je viacero metdd, uvedieme tie najpodstatnejsie.

void addState(int stateld)

Pomocou tejto metdédy mdzeme do automatu pridat stav. Stav ma svoj ¢iselny identi-
fikator (stateld), ktorym ho dokdzeme rozlisit od ostatnych stavov. Rovnako existuju
metody addInitialState(int stateld) a addFinalState(stateld), ktoré umozituja pridanie
pociatocného, resp. akceptacného stavu. Za povSimnutie stoji, Ze pripusta sa viacero
pociato¢nych stavov, ¢o sice nie je formalne korektné, ale zjednodusuje to pracu, ok-
rem iného, pri ratani minimalneho DKA pomocou Brzozowského algoritmu, kde sa robi

reverz automatu, ¢im moéze vzniknut viacero pociatocnych stavov.

void addTransition(int idFrom,int idTo, char c)

Tymto spdsobom moédZzeme pridat prechod medzi dvomi existujicimi stavmi (z idFrom

na idTo) na znak c.

Automaton determinize()

Determinizuje nas automat a vrati ho na vystup. Pouzije na to standardni konstrukciu

cez podmnoziny stavov.

Automaton minimalDFA ()

Vrati minimélny DKA k naSmu automatu. Pouzije na to Brzozowského algoritmus,

ktory sme definovali v 2.

Tuple myHashCode()

Na zéklade minimélneho DKA zozstroji dvojicu ¢isel tak, ako sme popisali v (3.4.3).
Vrateny vysledok je typu Tuple, t.j. ide o dvojicu pozostavajucu z BigIntegeru a Inte-
geru. Pre tisporu paméte pri generovani NKA len do 4 stavov sa pévodne pouzivali dva
longy, t.j. 64-bitové integery a jeden short, t.j. 16bitovy integer. Finalna verzia prog-
ramu ale pre viacsiu flexibilitu a aby bolo mozné ratat aj s 5-stavovymi NKA, pouziva
Biglntegery, pricom matice sa zretazia za seba do jedného BigIntegeru - dekddovanie je
potom jednoznaé¢né, kedZe rovnica kz? = m ma pre kladné k, m prave jedno kladné rie-

Senie, ¢o su velkosti naSich matic, pricom k je pocet matic, m je sucet poctov prvkov v
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nich a x je hladana velkost matice. Casova zloZitost je potom dané ¢asovou zlozitostou
vyratania minimalneho DKA k danému automatu, kedZe je to ¢asovo najnarocnejsia
operacia. Prevedenie minimalneho DKA na kanonicky tvar prebieha v linearnom case

- implementované podla 3.3.2.

HashSet<String> allWordsOfLength(int n)

Tato metdéda mé za tlohu najst a vratit vietky slova akceptované nasim automatom.
Casova zlozitost je exponenciédlna od n, kedze to implementujeme ako prehladévanie s
navratom cez stavy nasho automatu. Tato metoda funguje aj pre NKA - na miestach,

kde prechod nie je jednozna¢ne urceny, sa rozvetvime.

String toString()

Vrati string, kde je automat vypisany vo formate ¢itatelnom pre ¢loveka.

void print(FastPrint out, long counter)

VypiSe automat pomocou vypisovaca typu FastPrint (trieda vytvorena Specialne pre
vypisovanie do suboru), pricom k nemu prida aj pocitadlo, aby v stibore bolo jasne
vidno, kolky automat v poradi to je. Vypisuje v nasledujicom tvare:

/counter

pocet stavov NKA

¢islo pociato¢ného stavu

pocet akceptaénych stavov

akceptacné stavy (oddelené znakom nového riadku)

pocet prechodov

jednotlivé prechody v tvare "stav od stav do znak", pricom kazdy prechod je na novom
riadku

5.3 Tuple.java

Tato trieda reprezentuje dvojicu, konktrétne dvojicu pozostéavajicu z Biglntegeru re-
prezentujtceho zretazenie jednotlivych matic prechodu (kazdu pre jeden znak abecedy)
a eSte jeden Integer, v ktorom je zakdédovana mnozina akceptacnych stavov automatu.
Predpoklada sa, ze zakodovany automat je minimalny DKA v kanonickom tvare, a teda

jeho pociato¢ny stav je 0.
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5.4 MinimalAutomatonHashMap.java

Zabezpecuje tlozisko pre najdené regularne jazyky, resp. pre minimélne DKA, ktoré
ich reprezentujui. Interne pre to pouziva hashMap trojic ¢isel, v ktorych st zakddované

jednotlivé miniméalne DKA. Uvedieme jej zékladné metody:

boolean tryTolnsert(Automaton a)

Pomocou tejto metddy sme schopni pridat automat. Jej ciefom je overit, ¢ sa v Struk-
tare uz nenachadza ekvivalentny automat, ak ano, tak vrati false, kedze pokus vlozit
automat bol netispesny, inak tam ten automat (resp. miniméalny DKA k nemu zakodo-
vany do Tuple) prida a vrati true. Casova zlozitost zavisf od casovej zlozitosti ndjdenia
minimalneho DKA, ¢o je najnaroc¢nejsia operacia. Zakoédovanie minimalneho DKA do
trojice ¢isel prebieha v linedrnom ¢ase od poctu stavov minimalneho DKA a vlozenie

do hashMapy je potom v konstantnom case.

void insertValue(Tuple hash)

Umoziuje pridanie Tuple priamo do struktury - vyuziva sa napr. pri nac¢itani kédov

minimalnych DKA zo stboru. Na jej vykonanie stac¢i konstantny cas.

public boolean containsEquivalent(Automaton a)

Overi, ¢i sa v Strukture nenachédza ekvivalentny automat. Ak sa tam nachadza, vrati
true, inak vrati false. Implementované to je tak, ze zakdédujeme automat do Tuple po-
mocou met6dy myHashCode() a nasledne sa pozrieme do hashMapy kde méame uloZzené
kody ostatnych jazykov, resp. minimalnych DKA, ktoré ich akceptuji. Casova zlozitost

je teda rovnaka ako ¢asova zlozitost vyratania minimélneho DKA.

public long size()

Vrati velkost struktury, t.j. poc¢et uloZzenych kodov minimalnych DKA, ktoré akceptuju

navzajom rozne jazyky.

5.5 Automatonlterator.java

Tato trieda slizi ako iterator cez NKA s danym poctom stavov tak, aby bola garancia,

7e sa preiteruje cez vSetky mozné jazyky akceptované NKA do daného pcétu stavov.
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public Automatonlterator(int n)

Konstruktor iteratora cez automaty. Vstupny parameter n urcuje, kol'ko stavov budu
mat NKA, ktoré sa budu generovat. Aby sme preiterovali postupne cez 1,2,atd - stavové

NKA, treba opédtovne inicializovat novy iterator pre NKA s prislusnym poc¢tom stavov.

Automaton next()

Vrati nasledujici automat v poradi.

Automaton random/()

Vrati ndhodny NKA s prislusnym poc¢tom stavov.

5.6 Experiments.java

V tejto triede st definované experimenty s automatmi, z ktorych sme aj vytazili vy-

sledky v tejto préci.

static void generate AlINFAsOfSize(int limit)

Tato metdda sa postard o vygenerovanie NKA do n stavov tak, aby sme nasli vSetky
regularne jazyky akceptované NKA do n stavov, vyuzijic optimalizicie spominané v
kapitole 2. Vysledok vypise do stiboru automata.txt, vystup z programu (¢asovy priebeh

a i.) sa posle do out.txt.

static void safeWordLengthExperiment (int n)

Sluzi na zistenie dlzky slova, ktora jednoznacne rozlisi dva NKA do n stavov tak, ako
sme si definovali v 4.3.1. Po vykonani experimentu sa na vystup vypiSe prislusné zistena

dl7ka.

static void automataFileToHashes()

Prevedie subor automata.txt s vypisanymi automatmi do Variables.allMinNFAs, ¢o
umoznuje dalej ratat so vSetkymi jazykmi, resp minimalnymi DKA, ktoré ich akcep-
tuji, ktoré sme nasli pri niektorom predoslom behu nasho programu - dobré napriklad
pri nahodnom generovani NKA do 5 stavov, aby sme si nacitali vSetky jazyky akcep-
tované NKA do 4 stavov.
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void fiveStateNFAs(long numberOfSamples)

Tento experiment predpokladé, Zze mame k dispozicii sibor automata.txt obsahujuci
vsetky jazyky akceptované NKA do 4 stavov. Nacita ich do paméite a generuje numberOfSamples-
krat nahodné 5-stavové NKA a overuje, ¢i akceptuji nejaky novy jazyk alebo nie. Pre
kazdy najdeny jazyk potom spocita jeho deterministicka zlozitost a vypiSe ju do si-
boru 5StateNFAvsDFA "timestamp".txt. Automaty pre tieto jazyky vypiSe do stuboru

bStateAutomata'"timestamp".txt.

automataDistributionExperiment (int n)

Cielom tejto metody je zistit, kol'ko miniméalnych nedeterministickych automatov pri-

pada na jednotlivé jazyky s nedeterministickou zlozitostou n.

5.7 Bakalarka.java

Hlavna trieda, kam sa piSe, ¢o sa ma vykonat pocas behu programu - mozeme si napr.

vybrat niektory z hore uvedenych experimentov, alebo vytvorit si vlastny.
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Z.aver

Podarilo sa ndm zistit priemernu deterministicki zlozitost reguldrnych jazykov s nede-
terministickou zlozitostou 4. Ukézalo sa, Ze néarast poctu stavov bol v priemere len o
nieco viac ako 2-nésobny. Pre vzorku jazykov s nedeterministickou zlozitostou 5 vysiel
narast dokonca menej ako 2-nasobny. Na zéklade vysledkov ziskanych rovnakou meto-
dou pre jazyky s nedeterministickou zlozitostou 4 vsak usudzujeme, Ze v priemere pre
vSetky jazyky s nedeterministickou zlozitostou 5 to bude zrejme vécsie ¢islo. Skreslenie
vysledkov bolo pravdepodobne sposobené tym, Ze sme generovali rovnomerne vzhla-
dom na priestor automatov, nie jazykov a Ze s vy$sou pravdepodobnostou sa generovali

NKA s niZzSou deterministickou zloZitostou.

Dalsim prinosom bolo, Ze sme zistili pocet jazykov s nedeterministickou zlozitostou

4, ¢im sme rozsirili vysledky dosiahnuté v [DKS02].

Téato praca zaroven nastoluje dalsie otazky. Okrem zistenia deterministickej zlozitosti
jazykov s vy$Simi nedeterministickymi zlozitostami vyvstava otazka, aké vlastnosti by
mohli mat regularne jazyky, ktoré maji jednozna¢ny minimélny NKA. Podarilo sa ndm
urcit pocet tychto jazykov do nedeterministickej zlozitosti 3. f)alej by sme sa mohli
pytat, na aké operacie su uzavreté, kolko ich je v pomere so vSetkymi regularnymi
jazykmi, ¢i existuje pre ne polynomiélny algoritmus, ktory by nasiel minimalny NKA

a podobne.
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Dodatok A

DVD médium

Sucastou bakalarskej prace je aj prilozené DVD médium obsahujice program vo forme
Netbeans projektu v jazyku Java, ktory si ¢itatel moze skompilovat a upravovat v iom
metody, tak aby dostal pozadované vysledky. Detaily st uvedené v kapitole 5, kde sa

nachadza strucné dokumentécia k programu.

Takisto st na DVD médiu prilozené aj ziskané vysledky vo forme .txt siborov. Pod-

robnosti ndjdete v subore readme.txt.
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