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Abstrakt

Praca obsahuje prehl'ad v oblasti klasickych magickych utvarov. Definujeme pojmy,
na zéklade ktorych preskimame nové magické vlastnosti jednotlivych utvarov. Obja-
vime parametrické rieSenia pre magické stvorce velkosti 3 x 3, ktorych aspon 6 prvkov
st druhé mocniny kladnych celych ¢isel. Zameriame sa na tieto nové typy utvarov: vr-
cholovo a hranovo bimagické grafy, vrcholovo a hranovo multiplikativne magické grafy,
bimagické a multiplikativne magické obdlzniky. Stucastou préace je aj implementacia

algoritmov na hladanie potencialnych rieSeni vybranych otvorenych problémov.

KTlucoveé slova: magicky atvar, prvok, algoritmus



Abstract

Thesis contains overview of classic magic shapes. We explore new magic proper-
ties on the basis of our defined concepts. Parametric solutions for 3 x 3 magic squares
with at least 6 squared elements are discovered. We focus on the following new shapes:
vertex and edge bimagic graphs, vertex and edge multiplicative magic graphs, bimagic
and multiplicative magic rectangles. Thesis also describes implementation of algorithms

which look for potential solutions to chosen open problems.

Keywords: magic shape, element, algorithm
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Uvod

Magické utvary zaujimali Tudi uZz odpradavna. NajznamejSim z nich je magicky
Stvorec. Ide o Stvorcova tabulku velkosti 3 x 3 vyplnenu ¢islami, pre ktoru plati, Ze
stucty ¢isel v riadkoch, stipcoch a na oboch diagonalach st rovnaké. Medzi dalsie zname

magické ttvary patria obdizniky, grafy, kruhy alebo hviezdy [1].

Existuji aj iné magické vlastnosti, ktoré mézeme na ttvaroch skimat. V stvorci nas
moze zaujimat sucin prvkov a nie ich stucet (vtedy ide o multiplikativny Stvorec). Alebo
budeme brat do uvahy sucet prvkov aj sucet ich druhych mocnin (vtedy hovorime o

bimagickom Stvorci).

V kapitole 1 uvedieme zékladné pojmy pri préaci s utvarmi. Sformulujeme teoriu,
ktora bude definovat vSetky magické ttvary a ich vlastnosti. Spomenieme aj stcasny

stav problematiky.

O niektorych utvaroch s konkrétnymi magickymi vlastnostami stile nevieme po-
vedat, ¢i existuju. V kapitole 2 podrobnejSie preskimame niektoré zname otvorené
problémy z oblasti magickych utvarov. Dokézeme niekolko viet, na zaklade ktorych

budeme vediet implementovat algoritmy v kapitole 4.

Magické vlastnosti niektorych utvarov este stale neboli preskimané. Na nové defi-
nované problémy z oblasti magickych utvarov sa pozrieme v kapitole 3. Zadefinujeme
tieto nové typy tutvarov: vrcholovo a hranovo bimagické grafy, vrcholovo a hranovo
multiplikativne magické grafy, bimagické a multiplikativne magické obdlzniky. Ku kaz-

dému z nich uvedieme zistenia a nutné podmienky, ktoré pre dany tGtvar musia platit.

Implementaciu algoritmického prehladévania potencialnych rieSeni pre vybrané ot-
vorené problémy popiSeme v kapitole 4. Program s jednotlivymi algoritmami budeme

pisat v jazyku Python.

V kapitole Zaver zhrnieme nase dosiahnuté vysledky z oblasti magickych ttvarov a

vyslovime hypotézy, ktoré bude mozné skiimat v buducnosti.



Kapitola 1
Zakladné pojmy a definicie

Utvar definujeme ako nepréazdnu mnozinu bodov v kone¢nej geometrii. Prvok je
bod utvaru, ktory ma priradentt hodnotu x, kde z je kladné celé ¢islo. Prvky musia

mat priradené navzajom rézne hodnoty.

Lubovolni neprazdnu podmnozinu bodov nazyvame skupinou. Kazdy utvar ma
priradeny nenulovy pocet skupin. Hovorime, ze Gtvar méa magicku vlastnost, ak vsetky

jeho skupiny maji magicka vlastnost.

1.1 Magické utvary

Definicia 1.1. Utvar je magicky, ak siucty prokov v jednotlivijch skupindch si rovnaké.

1.1.1 Magické stvorce

Definicia 1.2. Magicky Stvorec je matica prvkov velkosti n X n, pre ktord plati, Ze

stcty prokov v riadkoch, stlpoch a na oboch diagondlach si rovnaké [2].

38

716

Skupinami v §tvorci st jeho riadky, stipce a diagonaly.

Definicia 1.3. Ak je sicet prvkov v kaidom riadku a stlpci rovnaky, dany Stvorec

nazyjvame semimagickym.

Definicia 1.4. Ak su prvkami ¢isla z mnoZiny {1,...,n?}, dany $tvorec nazjvame

supermagickym.

épeciélnu triedu tvoria magické Stvorce, ktorych prvky su k-tymi mocninami klad-

nych celych ¢isel. Priklad stvorca pre n =4,k =2 [2]:

2



KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY A DEFINICIE 3

482 123% | 6% | 19?
217 | 267 | 33% | 32
12 | 36% | 13% | 422
222 | 277 | 447 | 92

Existencia stvorca pre n = 3,k = 2 je otvorenym problémom. Je dokazané, ze ak by
taky Stvorec existoval, jeho prvky by museli byt vi&sie ako 106, Nikomu sa nepodarilo
najst ani taky magicky stvorec, ktorého 8 prvkov st druhé mocniny prirodzenych ¢isel.
Je zname iba jedno zakladné rieSenie so 7 prvkami, ktoré objavil v roku 1999 Andrew

Bremner [2]:

373% | 289% | 5652
360721 | 425% | 232
2052 | 5277 | 222121

Pre n = k = 3 je dokdzané, Ze takyto magicky Stvorec neexistuje. Existencia Stvor-
cov pre 4 < n < 6,k = 3 je otvorenym problémom. Pre 4 < n < 10,k > 4 st zname

iba semimagické stvorce [2].

1.1.2 Magické obdizniky

Definicia 1.5. Magicky obdlznik je matica prvkov velkosti m x n, pre ktori plati,

Ze sucty prvkov v riadkoch si rovnaké a zdroven siucty prvkov v stlpcoch si rovnaké.

117164
8
Definicia 1.6. Ak si prokami c¢isla z mnoziny {1,...,mn}, dany obdlZnik nazjvame

supermagickym |[7].

Semimagické §tvorce st §pecialnym pripadom magickych obdlznikov pre m = n.

Preto budeme dalej predpokladat, ze m # n.

Nevyzadujeme, aby boli su¢ty v riadkoch a stlpcoch rovnaké, pretoze z vlastnosti
m # n vieme Tahko odvodit, Ze by museli byt rovné 0 (¢o je spor s tym, Ze prvky st
navzajom rozne kladné celé ¢isla). Z toho vyplyva, Ze obdlznik méa dva druhy skupin:

jedna je tvorena riadkami a druhé stlpcami.

Slovensky matematik Marian Trenkler skimal supermagické obdlzniky [7]:

Veta 1.7. (Trenkler, 1999) Pre vsetky kladné celé n > 2 vieme zostrojit supermagicky
obdZnik velkosti 2 x (2n — 2) aj n x n?.
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Veta 1.8. (Trenkler, 1999) Nech a,b si kladné celé c¢isla a n je ich sucin, pricom

n > 2. Potom vieme zostrojit supermagicky obdlznik velkosti an x bn.

Veta 1.9. (Trenkler, 1999) Ak vieme zostrojit supermagické obdlZniky velkosti m x n
aj p X q pre nejaké m,n,p,q € Nt potom vieme zostrojit aj supermagicky obdlznik

velkosti mp X ngq.

Kedze obdlznikova matica nemé diagonaly, pri definicii ich neuvazujeme. Z toho
vyplyva, Ze v Tubovolnom magickom obdlZniku vieme vymenit dva riadky alebo stipce

a magicka vlastnost ostane zachovana.

1.1.3 Magické grafy

Definicia 1.10. Magicky graf je neorientovany graf s ohodnotengymi hranams, v kto-

rom plati, Ze sicty hodnét hran incidentnych s jednotlivymi vrcholmi si rovnaké [1].

Vrcholy st povazované za prvky utvaru. Skupinami st hodnoty incidentnych hran

s danym vrcholom.

Priklad magického grafu so suc¢tom 62 [1]:

24

27

Kompletné bipartitné regularne grafy su ekvivalentné magickym Stvorcom [1].

Slovenski matematici Samuel Jezny a Marian Trenkler dokazali vetu, ktora hovori

o tom, kedy je graf magicky [4]:

Veta 1.11. (Jezny, Trenkler, 1983) Graf je magicky prdave vtedy, ked kaZdd hrana v G
patri do nejakého (1 — 2)-faktora a zdroven kazdd dvojica hrdn ey, e je separovatelnd
(1 — 2)-faktorom grafu G.

Poznamka 1.12. (1—2)-faktor grafu je podgraf, ktory obsahuje vsetky vrcholy a zdroveri

kazdy jeho komponent je kruznica alebo izolovand hrana.
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Magicka vlastnost grafu sa da skumat viacerymi spdésobmi. MéZeme napriklad pre
kazdy vrchol zratat sa¢et hodnot jeho susedov (v takom pripade buda v skupine hod-
noty susedov daného vrchola). V ¢ase pisania tejto prace nie st zname Zziadne $tadie,
ktoré by sa zaoberali skiimanim bimagickych a multiplikativnych magickych vlastnosti

na grafoch. Bimagické a multiplikativne magické utvary definujeme nizsie.

1.2 Multiplikativne ttvary

Definicia 1.13. Utvar je multiplikativny, ak siciny prokov v jednotlivijch skupindch

s rovnaké.

Definicia 1.14. Multiplikativny Stvorec je matica prvkov velkosti n X n, pre ktori

plati, Ze suciny prvkov v riadkoch, stlpcoch a na oboch diagondlach si rovnaké [2].

8 256 | 2
4 116 |64
128 | 1 |32

Poznamka 1.15. Semimultiplikativne stvorce su definované analogicky.

K Tubovolnému magickému Stvorcu vieme zostrojit multiplikativny Stvorec napri-

klad tak, ze vSetky jeho prvky x nahradime 2*.

1.3 Bimagické utvary

Definicia 1.16. Utvar je bimagicky, ak je magicky a umocnenim kazdého jeho proku

na druhid dostaneme opdt magicky dtvar [2].

Poznamka 1.17. Semibimagické a superbimagické ditvary su definované analo-

gicky.

Je zrejmé, Ze bimagicky Stvorec velkosti 2 x 2 neexistuje. Edouard Lucas, Luke

Pebody a Jean-Claude Rosa dokéazali silnejsie tvrdenia [2]:
Veta 1.18. (Lucas, 1891) Neexistuje bimagicky stvorec velkosti 3 x 3.
Veta 1.19. (Pebody, Rosa, 2004) Neexistuje bimagicky stvorec velkosti 4 x 4.
St zname semibimagické §tvorce velkosti n x n pre n > 4.
Na to, aby bol stvorec velkosti 5 x 5 bimagickym, muselo by byt jeho 12 magickych a

12 bimagickych stctov rovnakych. Ciasto¢né rieSenie nasiel Michael Quist v juni 2010.

Toto obsahovalo 23 spravnych suctov [2]:
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25 | 129|200 | 295 | 195
257165 1 |225]|196
127|340 | 171 | 111 | 95
267 | 85 | 265|176 | 51
168 | 125 | 207 | 37 | 307

Dodnes zostava otvorenym problémom existencia rieSenia pre velkost 5 x 5, ktoré

by malo 24 spravnych stctov.

V roku 2006 nasiel Jaroslaw Wroblewski riesenie pre 6 x 6 [2]:

17 1 36 | 55 [ 124 | 62 | 114
58 | 40 | 129 | 50 | 111 | 20
108 | 135 | 34 | 44 | 38 | 49
87 198 | 92 102 1 | 28
116 | 25 | 86 | 7 | 96 | 78
22 | 74 | 12 | 81 | 100 | 119

Georges Pfeffermann objavil v roku 1890 superbimagicky Stvorec velkosti 8 x 8.

Pouzil v fiom vSetky ¢isla z mnoziny {1,2,...,64} [2]:

56 (34| 8 |57 1847 9 |31
3312054 48| 7 12915910
26 143 (1323|6438 4 |49
191 5 [35(30 53|12 |46 |60
15125163 2 |41{24|50]40
6 |55 |17 [11]36|58 32|45
6116 4252|271 3922
44162 128 |37 1415121 3

Nasledovna veta dokazuje, ze bimagickych $tvorcov je nekonecne vela [3]:

Veta 1.20. (Chen, Li, 2004) Nech m,n si kladné celé ¢isla s rovnakou paritou, pricom

m,n ¢ {2,3,6}. Potom existuje superbimagicky Stvorec velkosti mn x mn.

1.4 Multiplikativne magické atvary

Definicia 1.21. Utvar je multiplikativny magicky, ak je magicky aj multiplika-
tivny [2].

Je zrejmé, ze multiplikativny magicky Stvorec velkosti 2 x 2 neexistuje. Lee Mor-

genstern dokazal silnejsie tvrdenie [2:
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Veta 1.22. (Morgenstern, 2007) Neexistuje multiplikativny magicky Stvorec velkosti
3 X3 ant 4 x 4.

Morgenstern taktiez skiimal multiplikativne magické Stvorce velkosti 5 X 5 a 6 x 6.
V roku 2007 nasiel nasledovny stvorec s jedinou skupinou, ktora nemé multiplikativnu

magicku vlastnost [2]:

105 | 182 | 40 | 198 | 45
78 [216| 66 | 175| 35
220 | 42 | 65 | 63 | 180
140 | 55 [ 189 | 30 | 156
27 | 75 1210|104 | 154

Objavil aj tento semimultiplikativny magicky $tvorec (neméa multiplikativne diago-
naly) [2]:

27 | 25 | 156 | 48 | 84 | 20
75 | 144 | 18 | 56 | 52 | 15
24 | 12 | 45 | 117] 50 | 112
16 | 65 | 21 | 30 | 108 | 120
140 | 72 1 40 | 9 | 60 | 39
78 | 42 | 80 [100] 6 | 54

V roku 2016 nasiel Sébastien Miquel rieSenie pre velkost 7 x 7 [2]:

126 | 66 | 50 | 90 | 48 | 1 | 84
20 | 70 | 16 | 54 [189|110| 6
100 2 | 22 | 98 | 36 | 72 | 135
96 | 60 | 81 | 4 | 10 | 49 | 165
3 | 63|30 |176|120| 45 | 28
99 | 180 | 14 | 25 | 7 | 108 | 32
21 | 24 1252 18 | 55 | 80 | 15

Existencia multiplikativneho magického Stvorca velkosti 5 x 5 alebo 6 x 6 zostava

nadalej otvorenym problémom.



Kapitola 2

Zname otvorené problémy

2.1 Magické stvorce

Hypotéza 2.1. Euxistuje jeding magicky Stvorec velkosti 3 x 3 (spolu s jeho ndsobkami,
roticiami a symetriami), ktorého aspon 7 prvkov sui druhé mocniny kladnych celjch
cisel.

Najskor ukazeme, Ze prvky v magickom Stvorci velkosti 3 x 3 spliiaju isté vztahy:

Veta 2.2. Nech e je prostrednym prvkom magického Stvorca velkosti 3 x 3. Potom je
magicky sucet rovny 3e.

Doékaz. Nech s je magicky sucet. Oznacme a,b,...,i prvky Stvorca zlava doprava po
jednotlivych riadkoch (¢iZe e je prostrednym z nich). Potom pre magicky Stvorec platia

vztahy 3s = (a+e+i)+ (b+e+h)+(c+e+g) = (a+b+c)+(g+h+i)+3e =25+ e,

z ¢oho vyplyva, ze s = 3e.

al|blc
dlel|f
glhl|i

]

Désledok 2.3. Nech e je prostredniym prvkom magického Stvorca velkosti 3 X 3 a x,y

st jeho lubovolné dva protilahlé prvky. Potom x + y = 2e.

Désledok 2.4. Nech z je prvok v lubovolnom rohu magického Stvorca velkosti 3 X 3 a

x,y su proky, ktoré susedia stranou s jeho protilahlym rohom. Potom x +y = 2z.

Dokaz. Opéat oznacme a, b, . .., 1 prvky Stvorca. Dokazeme iba vztah f+h = 2a, ostatné
z nich si analogické. Plati c+ f +1 =g+ h+ i = 3e azaroveh a +1 = c+ g = 2e
(na zaklade désledku 2.3). Z prvého vztahu vyjadrime c=3e— f—i,g=3e—h—ia
z druhého a = 2e — i. Dosadenim do ¢ + g = 2e dostaneme 2(2e — i) = f + h, ¢im je
rovnost 2a = f + h dokazana. ]
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Nasledovna lema bude pre nas uzito¢na pri vytvarani parametrickych vzorcov [6]:

Lema 2.5. Vsetky celociselné riesenia rovnice a® + b* = ¢® + d* maji parametrické

vyjadrenie a = pr + qs, b= qr — ps, c = ps+qr, d = pr — qs, kde p,q,r,s € 7.
Z lemy 2.5 dokazeme odvodit parametrické vyjadrenie pre modifikovant rovnicu:

Lema 2.6. Nech a, b, ¢ st kladné celé ¢isla, pre ktoré plati a>+b* = 2c¢%. Potom existuji

u,v,w € N také, Ze a = w(u® + 2uv — v?), b = w(—u? + 2uv + v?), ¢ = w(u?® + v?).

Dékaz. Aplikovanim lemy 2.5 na rovnicu a? + b?> = ¢ + ¢? dostaneme parametrické

vyjadrenie a = pr 4 ¢qs, b = qr — ps, ¢ = ps + qr = pr — gqs pre nejaké p,q,r,s € Z.

Ked vyjadrime s = r;%g a dosadime do a,b, ¢, dostaneme a = ﬁ(]f + 2pq — ¢%),
b= pﬁl(—p2 +2pq + ¢*), c = ﬁ<p2 + ¢%). Ked pouZijeme substittciu v = p, v = ¢,
w = - (¢o mdzeme, pretoze hodnotu vyrazu . Vieme regulovat premennou r),
ziskame hladant parametrizaciu. O

Na zaklade lemy 2.6 vieme odvodit nasledovny vzorec:

Veta 2.7. Nech uq, vy, us, vo st navzdjom rozne kladné celé ¢isla. Definujme hodnoty

p,q,7,s,t nasledovne:

p = (ui + vi) (3 + 2uzvz — v3)
¢ = (uf + 2uv; — v7)(uj + v3)
r = (—ul + 2uv; +0?)(u3 + v3)
s = (u +v?)(—uj + 2ugvy + v3)

t = (ui +v})(uj + v3)

Potom vieme zostrojit nasledovné styri magické stvorce, ktorych aspon 5 prvkov su

druhé mocniny kladnich celyjch cisel:

p? 3t2 — p? — ¢? ¢ 2(r2 + s%) | 4p? | 2(¢* + $?)
3t2 — p? — 12 12 32 —¢? — §? 44> 412 4r?
r? 32 —r?2 —§? 52 2(p% +1?) | 45 | 2(p* + ¢?)
P Cl3—p— & 7 P2 32— p? — o2
P+ | 2| PP || Pt —p || Pt
32 _ 2 _ 2|2 &2 32— — & | ¢ 2

Dokaz. Na zaklade lemy 2.6 vidime, Ze plati p? + 52 = ¢* + r? = 2t2. Dokazeme kon-
strukciu prvého stvorca, zvysné pripady st analogické. Uvazujme Stvorec v nasledovnom

tvare:
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Ak
— 2| =

r — | S

Podla dosledku 2.3 vidime, Ze podmienka p? + s = ¢® + r? = 2t? je zachovana.
Dopocitanim zvysnych prvkov dostaneme platny magicky Stvorec velkosti 3x 3, ktorého

aspon 5 prvkov st druhé mocniny kladnych celych ¢isel. m
Na zéklade objaveného parametrického vzorca sme implementovali algoritmus 4.1.

Vysledok 2.8. Pre uy, vy, us, vy < 1000 dokdZe parametricky vzorec vygenerovat iba
jeden magicky Stvorec velkosti 3 x 3, ktorého aspon 7 prvkov su druhé mocniny kladnijch
celych ¢isel (ten, ktory uz pozndme). Dosiahneme ho napr. pre u; = 3, v1 = 4, uy = 2,

vy = 9 a vydelenim prvkov ich spolocnym delitelom.

Zameriame sa aj na Specifické parametrické vzorce, ktoré generuju magické stvorce

velkosti 3 x 3 s aspont 6 druhymi mocninami kladnych celych ¢isel.

V januari 2020 objavil Arkadiusz Wesolowski nasledovny vzorec pre dané n € N,
w=6n>+6n+2,r=2n+1,y=3n>+2n, z=3n>+4n+ 1, k = 2%y* + w?2? |2]:

(wz + zy)? (wy — z2)? (2y% — 2%)2? + (222 — y?)w?
2k — (wy + x2)? k (wy + x2)?
222% +wiy? | 2k — (wy — z2)? (wz — xy)?

Na konstrukciu nasich parametrickych vzorcov vyuzijeme nasledovnu identitu [6]:

Lema 2.9. Nech z € Z. Necha = 2° — 2z, b=2"+2, ¢ = —22* + 1, d = 2* + 1.
Potom ab(a® — b%) = cd(c* — d?).

Veta 2.10. Nech x je kladné celé ¢islo. Nech x; = 8x% — 492°% + 62* — 1622 + 2,
Ty = 828 — 28 + 302* — 4022 + 2, 23 = 8% — 252 4 182* — 2822 + 2. Potom vieme
zostrojit nasledovné dva magické stvorce velkosti 3 X 3, ktorych aspoti 6 prvkov si druhé

mocniny kladnijch celyjch cisel.

(225 + 423 — Tx)? ry(2? — 2) (5t — 22° + 2)?
(z* + 82% — 2)% | (22° — 223 + Hx)? xo(2? — 2)

r3(2? — 2) (T2t — 42® — 2)? | (22° — 823 — x)?
(5x4 — 22 4 2)2 (2375 4493 — 71,)2 421931284 762547624 —3122+4
2
(21,5 — 83 — x)2 4219417084420 + 4044172244 (7$4 — 472 — 2)2
2
4z10+65x8—68x26—68x4+65x2+4 (934 + 822 — 2)2 (23:5 — 23 4 537)2




KAPITOLA 2. ZNAME OTVORENE PROBLEMY 11

Dokaz. Uvazujme nasledovny magicky stvorec velkosti 3 x 3, ktorého aspon 6 prvkov

st druhé mocniny kladnych celych ¢isel:

a?| — | e?

62 f2_

— || d?

Z dosledku 2.4 vyplyva, ze b + ¢ = 2¢%. Aplikovanim lemy 2.6 zistime, Ze plati
b =w(u?+ 2uv — v?), ¢ = w(—u?® 4+ 2uv + v?), e = w(u? + v?) pre nejaké u,v,w € N.
b2 —c

- 2
Oznacéme N = . Potom:

w?(u? + 2uv — v?)? — w?(—u? + 2uv + v?)?
2
7 dosledku 2.4 vyplyva, ze d* + a® = 2f2. Aplikovanim lemy 2.6 zistime, Ze plati

N = 2

= duv(u® — v*)w

d = wy(us + 2ugvy — v3), a = wy(—us + 2ugvy + v3), f = we(ui + v3) pre nejaké
Ug, Vo, wo € N. Zaroven plati a® + v = 2 + d*> = e* + f?, z ¢oho vyplyvaju vztahy
> =a*+bv*—-c f2= a2+b2—% = aﬂ—#. Potom a? +2N = d? a a’>+ N = f2
Teda d?> — f2 = N. Po dosadeni do d, f, N dostaneme nasledujiicu rovnost:
wi(u3 + 2ugvy — v3)? — wi(ui + v3)?* = duv(u® — v*)w?
wauyvy (us — v3) = wruv(u? — v?)

Uvazujme Specialny pripad w = wy. Potom dostaneme uqv(ud — v3) = uv(u? —v?),

pricom z lemy 2.9 vieme, Ze jedno z parametrickych rieSeni je uy = p® +p, vo = p° — 2p,
u=—2p*+1, v=p*+1prepéecZ. Po spitnom dosadeni do a,b, c,d, e, f, substiticii

x = p? a dopocitani zvysnych prvkov dostaneme prvy Stvorec.

Druhy stvorec ziskame tak, Ze prvy

albl|c

e|f

glhli

transformujeme na

dti
c a 5

- cte
| 5E h

a+h

= d e

[]

Na zéklade objaveného parametrického vzorca sme implementovali algoritmus 4.2.

Vysledok 2.11. Pre x = 1 dostaneme Stvorec, ktorého prvky nie su navzdjom rozne.
Pre 1 < x < 10® nedokdzu parametrické vzorce vygenerovat magicky §tvorec velkosti

3 x 3, ktorého aspon 7 prvkov si druhé mocniny prirodzenych cisel.
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2.2 Bimagické stvorce

Hypotéza 2.12. Neexistuje bimagicky stvorec velkosti 5 x 5.

V predchadzajicej kapitole sme uviedli, ze Eduard Lucas, Luke Pebody a Jean-
Claude Rosa uz dokazali neexistenciu bimagickych $tvorcov mensich ako 5 x 5. Lee

Morgenstern neskor dokazal tieto tvrdenia jednoduchsie pomocou duplika¢nej lemy [2]:

Lema 2.13. (Duplikacnd) Nech a,b,c,d € N*, pre ktoré plati a + b = ¢+ d a bud

a’® + b* =+ d?, alebo ab = cd. Potom ¢ = a alebo ¢ = b.

Dékaz. 7 prvej rovnice vyjadrime d = a +b— c a dosadime do rovnice a? + b* = ¢ + d?
alebo do rovnice ab = cd. Po tiprave dostaneme vztah ¢? — ac — bc + ab = 0, ktory sa

da prepisat na tvar (¢ — a)(c — b) = 0. Z toho vyplyva, Ze ¢ = a alebo ¢ = b. ]
Veta 2.14. (Morgenstern, 2007) Neexistuje bimagicky Stvorec velkosti 3 x 3.

Doékaz. Sporom. Nech a,b st prvky v prvom riadku a prvych dvoch stlpcoch. Nech
¢,d st prvky v poslednom stlpci a poslednych dvoch riadkoch. Nech z je prvok v
prvom riadku a poslednom stlpci. Potom musia platit vztahy a +b+ 2 =z + ¢+ d aj
a? + b* 4+ 22 = 22 + & + d?. Tym dostaneme sustavu z duplika¢nej lemy 2.13, z ¢oho

vyplyva, ze ¢ = a alebo ¢ = b, ¢o je spor. O
Veta 2.15. (Morgenstern, 2007) Neexistuje bimagicky stvorec velkosti 4 x 4.

Doékaz. Sporom. Nech a,b,...,o,p su prvky zlava doprava v jednotlivych riadkoch

Stvorca. Kedze stvorec je magicky, musia platit nasledovné vztahy:

a+b+c+d=m+n+o+p
atf+k+p=b+f+jij+n
d+g+jt+m=c+g+k+o

Ich séitanim dostaneme a+d = n+o0. Kedze Stvorec je zaroven aj bimagicky, musia

platit nasledovné vztahy:
a? + b+ +d* =m® +n® +0° + p?
a2+f2+k32+p2:b2+f2+j2+n2
Pr@F i mP =+ +E 0
Ich s¢itanim dostaneme a? + d? = n? + 0?>. Tym dostaneme ststavu z duplikacne;
lemy 2.13, z ¢oho vyplyva, Ze n = a alebo n = d, ¢o je spor. O

Morgenstern hladal bimagické Stvorce velkosti 5 x 5 svojou vypoctovou metdédou a

prisiel k nasledujacemu zisteniu [2]:
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Veta 2.16. (Morgenstern, 2014) Neexistuje bimagicky Stvorec velkosti 5 x 5, ktorého
proky neprevysuju 1500.

Jeho metoda spocivala v najdeni $tvoric navzajom roéznych kladnych celych ¢éisel
(A,G,S)Y), (C,H,R,W), (E,I,Q,U), pre ktoré plati:

A+G+S+Y=C+H+R+W=E+1+Q+U
A2+G2—|—52+Y2 02+H2+R2+W2 E2+I2+Q2+U2

Na zéklade tychto hodnoét dopocital zvysné prvky Stvorca:

Alb|C|d|FE
fIG|H|IT|j
ki1l | m|n|o
plQ|R|S|t
Ulv | W|lx|Y

Nasim cielom bude zefektivnit Morgensternov algoritmus. Urobime niekolko po-
zorovani. Je zrejmé, ze bimagické Stvorce si uzavreté na kladny celociselny nésobok.

Z nasledovnej lemy vyplyva, Ze st uzavreté aj na konstantny posun:

Lema 2.17. (Posunovd) Nech n € N. Nech ay, ..., a,,by,...,b, € N. Ak platia vztahy
Srak =0 by aj > ai =1, b2, potom pre vietky x € Z plati:

Dokaz.

iak—l—x Zak+2x2ak+nm —ZbQ—FZbek—l—nx —Z(bk—l—x)z
k=1

k=1

]

Doésledok 2.18. Nech X je bimagicky Stvorec. Nech a,b € Z, pricom a # 0. Potom

aX + b je bimagicky Stvorec s potencidlne zdpornymi prvkami.

Vdaka tomu vieme definovat normélne formy bimagickych Stvorcov.
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Veta 2.19. Nech X je bimagicky Stvorec s magickym sictom S, velkostou n a najmen-

stm prokom T,,i,. Nech a,b € Z, pricom a # 0. Potom:

1. Aka=1,b=1— 2, tak aX + b je bimagicky Stvorec, ktorého najmensi prvok
ge 1.
2. Ak a = —n, b = S, tak aX + b je bimagicky Stvorec s potencidlne zdpornymi

prvkamsi, ktorého magicky siucet je 0.

3. Aka=1—n,b=S—x, tak aX +b je bimagicky Stvorec s potencidlne zdpornymi

prvkama, ktorého magicky sucet je rovny danému prvku x.
Dékaz. Vypoctom. [

Budeme predpokladat, ze bimagicky $tvorec ma magicky sicet rovny prostrednému

prvku. To vyuzijeme pri dokaze nasledovnych viet:
Veta 2.20. Nech A,B,C, D, E,F,G, H si navzdjom rézne celé ¢isla, pricom:

A+B+C+D=E+F+G+H=0
A2+ B>+ C?+D*=FE*>+ F?2 + G? + H?

Potom existuju a,b,c,e, f,g € Z také, Ze:

AP+l =+ P4 g
{2A4,2B,2C 2D} ={—a+b+c, a—b+c, a+b—c, —a—b—c}
{2E72F72G72H}:{_6+f+gv e_f+g7 €+f_g7 _e_f_g}

Dokaz. Dosadenim D = —A— B—C, H= —FE — F — G do druhej rovnice dostaneme
vztah A2+ B?+ C?+(-A—-B—-C)?*=E*+ F*+G*+ (—F — F — G)*. Ten sa da
upravit na tvar (A+ B)?+ (A+ C)*+(B+C)*=(E+ F)*+ (E+G)*+ (F + G)*
Necha=A+B,b=A+C,c=B+C,e=FE+F,g=F+ G, h=F + G. Potom

a? +b* + % = e + f? + g2 Zaroven si vieme stistavou rovnic odvodit, ze A = %b_c,
B = “‘T”*C, C = %b*c, E = eJ“fT_g, F = HTJ”’, G = %fﬂ’. Spatnym dosadenim
zistime, ze D = =420=¢ H = _E_Tf_g, ¢im je dokaz ukonceny. O

Veta 2.21. Nech K € N. Nech A1, Ay, Az, Ay, B, By, B3, By, C1,Cs, Cs3, Cy st navzd-

jom rozne celé cisla, pricom:

A+ A+ A3+ Ay =B1+By+ B3+ B, =C1+Co+C3+Cy =0
A A A+ A2 =Bl 4 B2+ B4 BI=C?4+C3+C2+C? =K

Nech x,y € Z. Potom existuje iba konecne vela s € Z, pre ktoré je nasledujica cast

Stvorca velkosti 5 X 5 bimagickd:
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Al z | B |y | Cy
— | Ay | By | Co | —
I
— | C3 | Bg| Az | —
Co| = | Ba| — | A4

Dokaz. Prvy riadok ma magicky sucet A; + By + C1 + x + y a jeho bimagicky stucet
je A2 + B? + C? + 2% + y%. Prostredny stlpec ma magicky stcet s a bimagicky stucet

s? + K. 7 toho vyplyva, Ze musia platit nasledovné vztahy:

A1+Bl+01—|—:z:+y:s
A+B+Cl+2*+y=s+K

7 prvého vyjadrime y = s — Ay — B; — C} — x. Dosadenim do druhého vznikne vztah
A+ B+ C¢+ a2+ (s— Ay — By — C) —x)? = s + K, ktory sa da upravit na tvar
1? —z[s—(A1+B1+C1)]—s(A1+ Bi+Cy)+ A+ B+ CE+ A1 Bi+ A, C1+ B G — & = 0.
Nech " = A; + B; + (. RieSenim tejto kvadratickej rovnice je:

s— 8"+ /(s+5)2—4(A2+ B} + C} + A,B, + A,C, + BiCy) + 2K
2

Kedze = € Z, nutne (s+ S')* —4(A3 + B + C? + A1 B, + A1C1 + B,Cy) + 2K = n?

pre nejaké n € N. Po uprave dostaneme nasledovny vztah:

xr =

(S +n+ S/)(S —n -+ S/) = 4(A% + B% + 012 + AlBl + AlCl -+ BlCl) — 2K

Kedze v8etky pouzité vyrazy su celé ¢isla, existuje iba kone¢ny pocet rozkladov
¢isla 4(A2 + B+ C?+ A1 B, + A,C + B1C}) — 2K na dva prvoéinitele, z ¢oho vyplyva,

ze existuje iba koneény pocet vyhovujicich s (ktoré mozeme najst faktorizaciou). O

Podla predoslych viet vieme implementovat efektivejsi algoritmus 4.3 na hladanie

bimagickych stvorcov velkosti 5 x 5.

Vysledok 2.22. Pre h < 12500 neexistuje bimagickyj Stvorec velkosti 5 x 5. Nasli
sme Styri magické Stvorce velkosti 5 X 5 so zaporngmi prvkami, ktoré maji iba tri zlé

bimagické sucty:

o8 30 | =10 | =232 | —76 o8 30 —10 | =232 | —76
—234 | =80 | 44 26 14 —234 | =80 | 44 26 14
160 | —18 | =230 | —74 | —68 96 —-18 | =230 | —74 | —4
—198 | 66 48 —12 | —134| | —134| 66 48 | —12 | —198
—16 | —228 | —82 | 62 34 —16 | —228 | —82 | 62 34
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58 30 | =10 | —=232 | —76 58 30 | =10 | —-232 | —76
14 | =80 | 44 26 | =234 14 | =80 | 44 26 | —234

—88 | =18 | =230 | =74 | 180 —152 | —18 | =230 | —74 | 244
—198 | 66 48 —12 | —134| | —134| 66 48 —12 | =198
—16 | —228 | —82 62 34 —16 | =228 | —82 62 34

2.3 Multiplikativne magické Stvorce

Hypotéza 2.23. Neezistuje multiplikativny magicky Stvorec velkosti 5 x 5 alebo 6 X 6.

Veta 2.24. (Morgenstern, 2007) Neexistuje multiplikativny magicky Stvorec velkosti
3 % 3.

Dokaz. Sporom. Nech a, b st prvky v prvom riadku a prvych dvoch stlpcoch. Nech ¢, d
st prvky v poslednom stlpci a poslednych dvoch riadkoch. Nech z je prvok v prvom
riadku a poslednom stlpci. Potom musia platif vztahy a+b+xz = z+c+d aj abr = zcd.
Tym dostaneme ststavu z duplikacnej lemy 2.13, z ¢oho vyplyva, ze ¢ = a alebo ¢ = b,

¢o je spor. O

Veta 2.25. (Morgenstern, 2007) Neexistuje multiplikativny magicky Stvorec velkosti
4 x 4.

Dokaz. Sporom. Nech a,b,...,o,p su prvky zlava doprava v jednotlivych riadkoch

Stvorca. Kedze stvorec je magicky, musia platit nasledovné vztahy:

a+b+c+d=m+n+o+p
atf+k+p=b+f+jij+n
d+g+jt+m=c+g+k+o

Ich s¢itanim dostaneme a + d = n + o. KedZe §tvorec je zaroven aj multiplikativny,

musia platit nasledovné vztahy:

abcd = mnop

afkp =bfjn
dgjm = cgko

Ich vynasobenim dostaneme ad = no. Tym dostaneme ststavu z duplikacnej lemy

2.13, z ¢oho vyplyva, ze n = a alebo n = d, ¢o je spor. O

Multiplikativne magické Stvorce velkosti 5 X 5 stt uz pomerne dobre preskiimané.

Christian Boyer dokazal hrubou silou nasledovnu vetu [2]:
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Veta 2.26. (Boyer, 2009) Neezistuje multiplikativny magickyj Stvorec velkosti 5x 5, kto-
rého prvky si mensie ako 1000 alebo jeho multiplikativny sucin je mensi ako prostredny

prook vyndsobenyj 10°.

Morgenstern dospel po prehladavani Stvorcov velkosti 6 x 6 hrubou silou k nasle-

dovnému vysledku [2]:

Veta 2.27. (Morgenstern, 2007) Neexistuje multiplikativny magicky Stvorec velkosti

6 x 6, ktorého prvky siu mensie ako 136.

Vzhl'adom na velky pokrok pre velkosti 5 x 5 sme sa sustredili na hladanie multipli-
kativnych magickych stvorcov velkosti 6 x 6. KedZe generovanie vSetkych potencialnych
rieSeni by bolo neefektivne, rozhodli sme sa pre aproxima¢ny pristup. Najskor si zade-

finujeme Specidlny pojem, ktory vyuzijeme pri neskorsej implementacii:

Definicia 2.28. Nech S je magicky alebo multiplikativny stvorec. PodmnoZinu prvkov
V nazjvame vzorkou, ak sa v kaidom riadku, stlpci a diagondle nachddza prdve je-
den prvok z V. Ak kazdy prvok Stvorca z V' vyndsobime c¢islom n € N1, hovorime o

prendsobent vzorky V ¢&islom n.

Stvorce velkosti 3 x 3 zjavne nemaja Ziadnu vzorku. Pre velkost 4 x 4 existuje

celkovo 8 vzoriek:

* * * *

* * * *

Vzorkami vieme generovat multiplikativne Stvorce, o ¢om hovori nasledovna veta:

Veta 2.29. Nech A je multiplikativny Stvorec, V' je lubovolnd jeho vzorka a n je kladné
celé cislo. Nech B je stvorec, ktory vznikne prendsobenim vzorky V' ¢islom n a obsahuje

navzdjom rozne proky. Potom B je multiplikativny Stvorec.

Doékaz. Kazdy riadok, stlpec aj diagonala §tvorca A je prenasobena tym istym ¢islom.

7 toho vyplyva, ze multiplikativna vlastnost zostava zachovana. O

Definicia 2.30. Nech n je kladné celé cislo. Nech S je magicky alebo multiplikativny
Stvorec velkostin X n a vy, ...,v, si jeho disjunktné vzorky. Potom nazjvame skupinu

v1,...,0, Stvorcovou vzorkou.



KAPITOLA 2. ZNAME OTVORENE PROBLEMY 18

Na zéklade tohto zistenia sme vymysleli algoritmus 4.4. Ten niekol'kokréat prenaso-
bil jednotkovy Stvorec velkosti 6 x 6 Stvorcovymi vzorkami a nasledne upravoval ich

hodnoty tak, aby bola magicka odchylka ¢o najmensia.

Vysledok 2.31. Aprozimacnd metoda vzorkovanim nenasla Ziaden multiplikativny ma-
gicky Stvorec velkosti 6 X 6. Nasledovny multiplikativny Stvorec mal najmensie rozpitie

suctov 26:

150 | 384 | 297 | 78 | 308 | 340
352|102 | 120 | 220 | 351 | 420
330 | 252 | 286 | 450 | 136 | 96
459 | 300 | 192 | 336 | 110 | 143
156 | 121 | 140 | 306 | 480 | 360
112 1390 | 510 | 176 | 180 | 198




Kapitola 3
Nové otvorené problémy

Najprv dokazeme nasledovnii lemu, ktora nam zjednodusi pracu:

Lema 3.1. (Jednotkovd) Nech n € Nt. Nech aq,...,a,,b si navzdjom rozne kladné

celé c¢isla. Potom:

1. nasledovnd sustava nemd rie§enie:

zn:ak =b
k=1

2 _ 12
ap =b

M:

k=1

2. nasledovnd sustava md jediné riesenie pre ay =1, ao =2, a3 =3, b = 6:

zn:ak =b
k=1
Hak =b
k=1

Dokaz. Uvazujme, aké hodnoty moze v oboch stustavach nadobudat n.

1. Pre n = 1 dostaneme vztah a; = b, ¢o je spor. Ak n > 2, tak dosadenim b
do druhej rovnice dostaneme vztah >y, a7 = (D 7_; ax)?, ¢o upravime na tvar
Z#j a;a; = 0. To je spor, kedze kazdé a; aj a; je kladné, a teda ich stucet nemoze

byt nulovy.

2. Pren = 1 dostaneme vztah a; = b, ¢o je spor. Pre n = 2 dostaneme a;+as = ajas,

as
az—1"

moze mat celociselnt hodnotu jedine pre a; = 2. Z toho odvodime, Ze aj a; = 2, ¢o

z ¢oho vyplyva, ze a; = Kedze cisla ay — 1 a ap st nesudelitelné, zlomok

je spor. Pre n > 4 sa da dokéazat indukciou, ze > ,_, ar < [[,_; ax, ak a1,. .., a,

19
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st navzajom rozne kladné celé ¢isla. Pre n = 3 musi platit a; + as + a3 = ajasas,
¢o sa da prepisat na tvar a; + ay = ag(ajaz — 1). Indukciou vieme dokazat, ze
a1 + as < ajas — 1 pre aj,ay > 2. Teda nutne a; = 1, ay = 2, z ¢oho vyplyva
as = 3, b=6.

3.1 Bimagické grafy

3.1.1 Vrcholovo bimagické grafy

Definicia 3.2. Nech G je suwisly jednoduchy netrividlny graf. Ak existuje vrcholové

ohodnotenie grafu G také, Ze plati:

1. wrcholom si priradené navzdjom rozne kladné celé cisla

2. sucty hodndt susedov jednotliviych vrcholov su rovnaké

3. sucty druhych mocnin hodndét susedov jednotlivijch vrcholov su rovnaké
tak G nazijvame vrcholovo bimagickym grafom.

Veta 3.3. Nech G je vrcholovo bimagicky graf. Ak G obsahuje dvojicu vrcholov stuptia

1, potom maji spolocného suseda.

Dékaz. Sporom. Nech GG obsahuje dva vrcholy u, v stupna 1, ktoré nemaju spolo¢ného

suseda. Nech x je hodnota vrchola u. Nech y je hodnota vrchola v.

Nech st vrcholy u, v susedné. Podla u méa graf magicky sucet y a podla v mé graf
magicky sucet x. Z toho vyplyva x = y, ¢o je spor s tym, Ze vrcholom st priradené

navzajom rozne cisla.

Nech maja vrcholy w, v roznych susedov wy, we. Oznac¢me hodnoty tychto vrcholov
21, z9. Podla u ma graf magicky stucet z; a podla v ma graf magicky sucet z3. Z toho

vyplyva z; = 2z, o je opéat spor. n
Dosledok 3.4. Stromy nie si vrcholovo bimagické.

Doékaz. 7 predchadzajicej vety vyplyva, ze jedinym stromom, ktory moze byt vrcholovo
bimagickym, je K, pre nejaké n € N. Nech v je koren tohto stromu a vy,...,v, st
jeho listy. Nech b je hodnota korena a aq,...,a, s hodnoty jeho listov. Podla v ma
graf magicky sacet Y ,_, a; a podla v; ma graf magicky sacet b. Podla v ma graf
bimagicky sucet >, _, ai a podla v; mé graf magicky sucet b%. Z toho vyplyva, ze by

sustava z jednotkovej lemy 3.1 mala rieSenie, ¢o je spor. [
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Veta 3.5. Nech G je vrcholovo bimagicky graf. Potom maji vSetky vrcholy stupnia 2

rovnaki mnozinu susedov.

Dékaz. Sporom. Nech G obsahuje dva vrcholy u,v stupna 2, ktoré nemaja rovnaki

mnozinu susedov. Nech x je hodnota vrchola u. Nech y je hodnota vrchola v.

Nech su vrcholy u, v susedné. Nech w, je druhy sused u a z; je jeho hodnota. Nech
wo je druhy sused v a zy je jeho hodnota. Podla v mé graf magicky sacet y + 21 a
podla v mé graf magicky stcet x + zo. Podla u ma graf bimagicky stucet y? + 27 a
podla v mé graf bimagicky stucet x? + z32. To znamen4, 7e © + 20 = y + 2 a zarovei
2? + 25 = y* + 21, Z duplika¢nej lemy 2.13 potom vyplyva, Ze y = x alebo y = 25, ¢o

je spor s tym, ze vrcholom st priradené navzajom rozne ¢&isla.

Nech maju vrcholy u, v prave jedného spolo¢ného suseda w, jeho hodnotu ozna¢ime
z. Nech w; je druhy sused u a z; je jeho hodnota. Nech w, je druhy sused v a zy je
jeho hodnota. Podla u ma graf magicky sucet z + z; a podla v ma graf magicky sucet

Z + 29. 7 toho vyplyva z; = 25, ¢o je spor.

Nech maja vrcholy u,v odlisnych susedov. Nech wy,wy st susedia u, pri¢om ich
hodnoty st 21, zo. Nech ws, w4 st susedia v, pricom ich hodnoty st z3, z4. Podla u ma
graf magicky sucet z; + 2o a podla v ma graf magicky sucet z3 + z4. Podla u mé graf
bimagicky stcet 27 + 22 a podla v ma graf bimagicky sucet 22 + 27. To znamené, Ze
21 + 22 = 23+ 24 a zaroven 27 + 23 = 23 + z3. Z duplika¢nej lemy potom vyplyva, Ze

23 = z1 alebo z3 = 25, ¢o je opét rovnaky spor. O

Veta 3.6. Nech G je vrcholovo bimagicky graf. Potom bud md kaZdd dvojica nesused-

nych vrcholov stupna 3 rovnakid mnoZinu susedov, alebo nemd spolocného suseda.

Doékaz. Sporom. Nech G obsahuje dva nesusedné vrcholy u,v stupna 3, ktoré maja
prave jedného alebo dvoch spolo¢nych susedov. Nech x je hodnota vrchola u. Nech y

je hodnota vrchola v.

Nech maju vrcholy u, v prave jedného spolo¢ného suseda w, jeho hodnotu oznac¢ime
z. Nech wy, wy st zvysni susedia u a 21, 25 st ich hodnoty. Nech ws, w4 st zvysni susedia
v a 23,24 st ich hodnoty. Podla « méa graf magicky sucet z + z; + 2o a podla v ma
graf magicky stcet z + 23 + z4. Podla u ma graf bimagicky stucet z? + 27 + 22 a podla
v ma graf bimagicky sicet 2% + 22 + 23. To znamené, Ze z; + 22 = 23 + 24 a zarovei
22 + 22 = 22 + z3. Z duplikacnej lemy potom vyplyva, Ze 23 = 21 alebo z3 = 2y, ¢o je

spor s tym, ze vrcholom st priradené navzajom rozne cisla.
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Nech maji vrcholy u, v prave dvoch spoloénych susedov wq, we, ich hodnoty ozna-
¢ime 21, zo. Nech w3 je zvys$ny sused u a 23 je jeho hodnota. Nech w, je zvy$ny sused
v a 24 je jeho hodnota. Podla v mé graf magicky sacet z; + 2z, + 23 a podla v ma graf

magicky sucet z; + z9 + 24. Z toho vyplyva z3 = z4, ¢o je opéat spor. O]

Veta 3.7. Nech G je vrcholovo bimagicky graf. Nech e je most v G. Nech G1,Gy si
komponenty, ktoré vznikni odobranim e z G. Potom G, U e, Gy U e su vrcholovo

bimagické grafy.
Doékaz. Pouzijeme rovnaké vrcholové ohodnotenie ako v pévodnom grafe G. [
Veta 3.8. Jediny kubicky vrcholovo bimagicky graf je Ks 3.

Doékaz. Nech G je kubicky graf, o ktorom vieme, Ze je vrcholovo bimagicky. V grafe G
urcite existuju dva susedné vrcholy u,v. Nech wq, ws st zvysni susedia u. Nech ws, wy
st zvysni susedia v. Vrcholy u,v st susedné a maju stupen 3. Rozoberieme vSetky

moznosti:

1. Nech st wy, wsy, w3, wy navzajom rozne. Vrcholy w; a v majia spolo¢ného suseda
u, takze z vety 3.6 vyplyva, Ze st bud susedné, alebo musia mat vetkych susedov
spolo¢nych. Susedné byt nemoézu, pretoze potom by mal v stupen aspon 4. Teda

v (G musi existovat hrana wjws aj hrana wyw;.

Zéaroven, vrcholy wy a v maju tiez spolo¢ného suseda u, takze z vety 3.6 vyplyva,
7e st bud susedné, alebo musia mat vSetkych susedov spolo¢nych. Susedné byt
nemdzu, pretoze potom by mal v stupen aspon 4. Teda v G musi existovat hrana

wows aj hrana wowy.

Tym sme dostali graf K33, ktory vieme vrcholovo bimagicky ohodnotit.

2. Nech wy = w3 a wy # wy. Vrcholy w; a wy majua spolo¢ného suseda u, takze z vety
3.6 vyplyva, Ze st bud susedné, alebo musia mat vSetkych susedov spolo¢nych.

Teda v G musi existovat hrana w;wy alebo hrana wyv.

Zaroven, vrcholy w; a w4 maji spoloc¢ného suseda v, takze z vety 3.6 vyplyva, ze
st bud susedné, alebo musia mat vSetkych susedov spolo¢nych. Teda v G musi

existovat hrana w;w, alebo hrana w,u.

Lenze ak z kazdych dvoch potencidlnych hran priddme do G aspon jednu, tak
jeden z vrcholov u, v, w; bude mat stupen aspon 4, ¢o je spor s tym, ze graf je
kubicky.
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3. Nech w; = w3 a wy = wy. Vrcholy w; a we maji spolo¢nych susedov u, v, takze z
vety 3.6 vyplyva, Ze st bud susedné, alebo musia mat vSetkych susedov spoloc-
nych. Teda v G musi existovat hrana wjwsy alebo dvojice hran wyws a wows pre

nejaky novy vrchol ws.

Ak je v G hrana wyw,, dostaneme graf K,. O hom sa mozeme lahko presveddit,
ze nie je vrcholovo bimagicky. Ak priradime vrcholom hodnoty a, b, ¢, d, tak musi
platit, ze magické stucty a+b+c, a+b+d, a+c+d, b+ ¢+ d st rovnaké. To je
mozné len v pripade, Ze a = b = ¢ = d, ¢o je spor s tym, Ze vrcholom st priradené

navzajom rozne ¢isla.

Ak st v G hrany wyws aj wews pre nejaky novy vrchol ws, tiez dojdeme k sporu.
Vrcholy v a ws maji spolo¢nych susedov wy, ws, takze z vety 3.6 vyplyva, ze st
bud susedné, alebo musia mat vSetkych susedov spolo¢nych. Susedné byt nemozu,
pretoZe potom by mal u stupen aspon 4. Teda v G by musela existovat hrana

vws, Co tiez nie je mozné, pretoze potom by mal v stupen aspon 4.
O]

Veta 3.9. Nech G je vrcholovo bimagicky graf a u,v su nejaké jeho dva vrcholy. Nech
x je pocet susedov vrchola u, ktoré nie su susedmi vrchola v. Nech y je pocet susedov

vrchola v, ktoré nie si susedmi vrchola uw. Potom plati:

r=0 < y=0
x,y # 1
(z,y) # (2,2)

Dékaz. Ak pre vrcholy u, v zratame magicky alebo bimagicky stucet, ich spolo¢ni susedia
budu zapocitani na oboch stranach. Staci sa preto venovat magickému a bimagickému
stuctu vrcholov, ktoré nie su zaroven susedmi u aj v (tych je x, resp. y). Sporom bu-
deme predpokladat, ze G je vrcholovo bimagicky a jedna z podmienok nie je splnené.
Nech aq, as, ..., a, st hodnoty susedov vrchola u, ktori nie st susedmi vrchola v. Nech
b1, b, ..., b, st hodnoty susedov vrchola v, ktorf nie st susedmi vrchola u. To znamena,

7e nasledovné sustava:
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ma rieSenie, ak ay,...,a.,b1,...,b, si navzajom rozne kladné celé ¢isla.

Ak neplati x = 0 <= y = 0, tak bez ujmy na vSeobecnosti nech z > 0 a y = 0.
Druhé rovnica by potom mala tvar »_,_, ai = 0. Jediné rieSenie tejto rovnice je zjavne
nulové, ¢o je spor s tym, ze vo vrcholovo bimagickom grafe st vrcholom priradené

kladné ¢isla.

Ak neplati z,y # 1, tak bez ujmy na vSeobecnosti nech y = 1. Potom dostaneme

sustavu z jednotkovej lemy 3.1, o ktorej vieme, Ze nemé rieSenie (Co je spor).

Ak neplati (x,y) # (2,2), tak musf platit a; + ag = by + by aj a? + a3 = b? + 3.
Z duplika¢nej lemy 2.13 potom vyplyva b; = a; alebo b; = aq, ¢o je spor s tym, Ze vo
vrcholovo bimagickom grafe st vrcholom priradené navzijom rozne ¢isla. O
Veta 3.10. Pre kazdé i,j € N, 2 < i < j, (i,7) # (2,2) plati, Ze graf K, ; je vrcholovo
bimagicks.
Dékaz. Indukciou vzhladom na ¢, j. Najprv ukazeme, ze grafy Ko ;, K3 j, K44 a Ky5 st

vrcholovo bimagické.

Graf K, pre n > 3 je vrcholovo bimagicky - sta¢i do prvej particie dat prvky

n(n—1) n(n—1)(3n?—Tn+14 n(n—1)(3n?—7n+14)
2 +1la 24 24 + L.

) ado druhej particie prvky 1 azn—1 a

Graf K3, pre n > 3 je vrcholovo bimagicky - sta¢i do prvej particie dat prvky

n(n+1) n(n+1)(3n?—n—14 n(n+1)(3n%—n—14)
; —la 24 24 +2.

1 ) +1ado druhej particie prvky 2 az n a

Graf K44 je vrcholovo bimagicky - sta¢i do prvej particie dat prvky 1,4,6,7 a do
druhej particie prvky 2,3, 5, 8.

Graf K, 5 je vrcholovo bimagicky - staci do prvej particie dat prvky 2,12,13,15 a
do druhej particie prvky 1,4, 8,10, 19.

Teraz dokdZeme, Ze ak je K;; vrcholovo bimagicky, tak to plati aj pre K ji3.
Do jednej particie stac¢i pridat prvky 4k, 5k a do druhej prvky k, 2k, 6k, pricom k € N

zvolime dostatocne velké (aby boli prvky navzajom rézne). ]

7 vety 3.9 sme schopni priamo implementovat algoritmus 4.5, ktory overi, ¢i zadany

graf moze byt vrcholovo bimagicky.

Vysledok 3.11. Jediné suvislé grafy s menej ako 10 vrcholmi, ktoré spliiaji vietky pod-
mienky z vety 3.9 (a teda mozu byt vrcholovo bimagické), si Ko 3, Ko 4, Kos, Kog, Ko7,
K3,37 K3,47 K3,57 K3,67 K4,47 K4,57 K2,3,37 K2,3,4 a K3,3,3'
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Podla vety 3.10 vieme, ze K, ; je vrcholovo bimagicky pre i,5 > 2, (4, j) # (2,2).

Mozeme sa Tahko presvedcit, Ze aj zvysné grafy maja vrcholové bimagické ohodnotenie:

Kiss — 11,13 1,8,15 | 3,5,16
Kys4 —11,191,9,20 | 1,2,6,21
Ksss—1,12,14]2,9,16 | 4,6,17

Definicia 3.12. Nech G je vrcholovo bimagicky graf s n vrcholmi. Ak si vrcholom pri-
radené éisla z mnoZiny {1,2,...,n}, tak G nazjvame vrcholovo superbimagickym

grafom.

Existuje vrcholovo superbimagicky graf? KedZe zatial vieme vrchovo bimagicky

ohodnotit len kompletné bipartitné grafy, musime skimat tie.

Veta 3.13. Pre n € {7,8,11,12} existuje prave jeden vrcholovo superbimagicky kom-
pletny bipartitny graf.

Doékaz. Hrubou silou.

n=7-1{1,2,4,7}|{3,5,6}
n=28-{1,4,6,7} | {2,3,5,8}
n=11—-{1,3,4,5,9,11} | {2,6,7,8,10}
n=12-{1,3,7,8,9,11} | {2,4,5,6,10,12}

O

Veta 3.14. Vrcholovo superbimagicky kompletny bipartitny graf s n vrcholmi existuje
prave vtedy, ked' n = 4k alebo n = 4k — 1 pre k > 2.

Dékaz. Najprv dokdzeme, ze ak n = 4k alebo n = 4k — 1,k > 2, tak existuje vrcholovo
superbimagicky kompletny bipartitny graf, ktory ma n vrcholov. Sta¢i nam dokazat,
ze dané tvrdenie plati pre vSetky n tvaru 8k — 1, 8k, 8k + 3, 8k +4. To urobime matema-
tickou indukciou vzhladom na k. Pre k = 1 existuju vyhovujice ohodnotenia (uvedené
vo vete 3.13).

Indukény krok je potom jednoduchy. Uvedieme ho pre pripad n = 8k, ostatné z
nich st analogické. Predpokladajme, Ze pre n = 8k existuje superbimagické ohodno-
tenie. Pre n = 8(k 4+ 1) ho zostrojime nasledovne: najprv vezmeme superbimagické
ohodnotenie pre n = 8k (ostant nam nepriradené ¢isla 8k + 1,...8k + 8). Potom na
jednu stranu pridame ¢isla 8k + 1, 8k + 4, 8k + 6, 8k + 7 a na druhd stranu 8k + 2,
8k + 3, 8k + 5, 8k 4+ 8. Na obe strany sme pridali ¢isla s rovnakym stuctom aj rovnakym

suctom druhych mocnin. Ak bolo pévodné ohodnotenie superbimagické, tak aj nové
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ohodnotenie pre n = 8(k + 1) je superbimagické.

Ak n = 4k + 1 alebo n = 4k + 2,k € N, tak pozadovany graf neexistuje. Pred-
pokladajme sporom, Ze taky graf existuje. Potom sa mnoZina {1,2,...,n} da rozdelit
na dve disjunktné podmnoziny s rovnakym stactom aj sti¢tom druhych mocnin. Sticet

n(n (n+1)

tejto mnoziny je TH) Teda kazda podmnozina by musela mat sicet — 1 - Lenze ak

n =4k + 1 alebo n = 4k + 2,k € N, tak vyraz % nie je celé ¢islo, ¢o je spor. n

Hypotéza 3.15. Kazdy vrcholovo bimagicky graf je kompletny bipartitng.

3.1.2 Hranovo bimagické grafy

Definicia 3.16. Nech G je suvisly jednoduchy netrividlny graf. Ak existuje hranové
ohodnotenie grafu G také, Ze plati:

1. hrandm su priradené navzdjom rozne kladné celé cisla
2. sucty hodnét hran incidentnijch s jednotlivgmi vrcholmi si rovnaké

3. sucty druhych mocnin hodnét hrdn incidentnych s jednotlivymi vrcholmi si rov-

naké

tak G nazijvame hranovo bimagickym grafom.

Jednym z hranovo bimagickych grafov je cesta na dvoch vrcholoch s Tubovolnym

kladnym ohodnotenim.

Zaujimavou skupinou potencidlne hranovo bimagickych grafov si kompletné bi-
partitné regularne grafy K, ,. Tie st ekvivalentné semibimagickym Stvorcom velkosti
n x n. KedZe semibimagické Stvorce velkosti n x n existuju prave pre n > 4, tak K,,,

je hranovo bimagicky pre n > 4.

Veta 3.17. Nech G je hranovo bimagicky graf, ktory md aspon tri vrcholy. Potom G

neobsahuje vrchol stupma 1.

Dékaz. Sporom. Nech u je vrchol stupna 1, v je jeho jediny sused a x je hodnota hrany
medzi vrcholmi u, v. Potom podla u musi platit, Ze magicky sucet je x. Lenze ak je G
suvisly a mé aspon tri vrcholy, tak vrchol v musi mat este dalsi susedny vrchol w. Nech
y je hodnota hrany medzi vrcholmi v, w. Potom v8ak podla v musi platit, Ze magicky

stucet je asponn x + y > x, Co je spor. L]

Veta 3.18. Nech G je hranovo bimagicky graf. Potom G neobsahuje vrchol stupria 2.
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Dékaz. Sporom. Nech u je vrchol stupna 2. Oznac¢me jeho susedov v, w. Nech b, ¢ st
ohodnotenia hran medzi u, v, resp. u, w. Nech aq, as, . .., a, st ohodnotenia hran, ktoré
st incidentné s w okrem hrany ww. Podla u musi platit, Ze magicky sucet je b+ ¢ a
bimagicky sacet je b* 4+ ¢*. Podla w musi platit, ze magicky sucet je ¢+ Y ;_, a, a
bimagicky sicet je ¢ + >, _, a2. Z toho vyplyva, Ze by sistava z jednotkovej lemy 3.1

mala rieSenie, ¢o je spor. O
Désledok 3.19. Jediny hranovo bimagicky strom je cesta na dvoch vrcholoch.

Désledok 3.20. Nech G je hranovo bimagicky graf, ktory md aspon tri vrcholy. Potom

md G minimdlny stuper vrchola 3.

Veta 3.21. Nech G je hranovo bimagicky graf, ktory md aspon tri vrcholy. Nech u,v

st lubovolné dva susedné vrcholy. Potom mazx{d(u),d(v)} > 4.

Doékaz. Sporom. Predpokladajme, ze existuje dvojica susednych vrcholov u, v takych,
ze maz{d(u),d(v)} < 4. Z dosledku 3.20 potom vyplyva, ze nutne d(u) = d(v) = 3.
Ozna¢me x hodnotenie hrany medzi u, v. Oznac¢me y;, y zvysné hodnotenia hrén z u a
21, z2 zvy$né hodnotenia hran z v. Podla v musi platit, Ze magicky sucet je x + y1 + o
a bimagicky sicet je 22 +y? +y3. Podla v musi platit, Ze magicky stcet je 4 21 + 29 a
bimagicky stcet je 22+ 22 + 22. Teda musi platit y; +y2 = 21 + 20 aj ¥? +y3 = 27 + 23.
Z duplika¢nej lemy 2.13 potom vyplyva, ze z; = y; alebo z; = ys, ¢o je spor s tym, ze

hranam budu priradené navzajom rézne ¢isla. ]
Dosledok 3.22. Kubické grafy nie si hranovo bimagické.

Désledok 3.23. Nech G je hranovo bimagicky graf s asporni tromi vrcholmi a a(G) je

jeho ¢islo nezdvislosti. Potom md G aspon 2V (G) — @ hrdn.

Dékaz. Ak pre Tubovolné dva susedné vrcholy u, v plati maxz{d(u),d(v)} > 4, potom
nemozu v grafe G existovat dva susedné vrcholy stupna 3. Z toho vyplyva, Ze pocet

vrcholov stupfia 3 nemoze byt vacsi ako «(G) a ostatné musia byt stupha aspon 4.
3a(G)+4[V(G)—a(G 4V (G)—a(G a(G )’
@HV(@-a(@) _ V(O -a(@) _ gy () — oD Lygn, [

Preto G musi mat aspon

Poznamka 3.24. Cislo nezdvislosti grafu G je najvicsi pocet vrcholov G, z ktoriyjch

Ziadne dva nie si spojené hranou.
Veta 3.25. FEuxistuje graf, ktory je hranovo bimagicky a nie je kompletny bipartitny).

Doékaz. Nech G je hranovo bimagicky kompletny bipartitny regularny graf s nejakym
ohodnotenim. Nech e je hrana, ktora ma najmensiu hodnotu. Kedze G je regulérny, tak
podla posunovej lemy 2.17 mozeme od v8etkych hran odratat hodnotu hrany e. Tym
dostaneme hranovo bimagicky kompletny bipartitny graf, ktory mé préave jednu nulova
hranu e. Zjavne vieme tato hranu z grafu odstranit a magicka aj bimagicka vlastnost
ostane zachovana. Graf G — e je teda hranovo bimagicky, a pritom nie je kompletny

bipartitny. O]
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Definicia 3.26. Nech G je hranovo bimagicky graf s n vrcholmi. Ak si hrandm pri-
radené cisla z mnoziny {1,2,...,n}, tak G nazgvame hranovo superbimagickym

grafom.

Kedze Georges Pfeffermann nasiel superbimagicky Stvorec velkosti 8 x 8, vieme, Ze

existuje hranovo superbimagicky graf - je nim kompletny bipartitny graf na 8 vrcholoch.

Hypotéza 3.27. KazZdy hranovo bimagicky graf je kompletny bipartitng alebo kom-
pletny bipartitny bez jednej hrany.

3.2 Multiplikativnhe magické grafy

3.2.1 Vrcholovo multiplikativnhe magické grafy

Definicia 3.28. Nech G je suvisly jednoduchy netrividlny graf. Ak existuje vrcholové
ohodnotenie grafu G také, Ze plati:

1. wrcholom si priradené navzdjom rozne kladné celé c¢isla
2. sucty hodndt susedov jednotlivijch vrcholov si rovnaké

3. suciny hodnot susedov jednotlivijch vrcholov si rovnaké

tak G nazijvame vrcholovo multiplikativnym magickym grafom.

Veta 3.29. Nech G je vrcholovo multiplikativny magicky graf. Ak G obsahuje dvojicu

vrcholov stupmia 1, potom magi spoloéného suseda.
Dokaz. Rovnaky ako dokaz vety 3.3. O]
Dosledok 3.30. Jedingy vrcholovo multiplikativny magicky strom je K 3.

Dékaz. 7 vety 3.29 vyplyva, Ze jedinym stromom, ktory moze byt vrcholovo multiplika-
tivnym magickym, je K, pre nejaké n € N. Nech v je koreii tohto stromu a vy, ..., v,
st jeho listy. Nech b je hodnota korena a aq, ..., a, st hodnoty jeho listov. Podla v méa
graf magicky sacet ) ,_, ax a podla v; ma graf magicky sacet b. Podla v ma graf sacin
[1,—, ax a podla v; ma graf sacin b. To odpoveda ststave z jednotkovej lemy 3.1, ktora
ma jediné rieSenie (n = 3, a1 = 1, as = 2, a3 = 3, b = 6). Z toho vyplyva, ze iba K, 3

je multiplikativny magicky:. O]

Nasledovné vety vieme dokazat rovnakymi technikami ako pri vrcholovo bimagic-

kych grafoch:

Veta 3.31. Nech G je wvrcholovo multiplikativny magicky graf. Potom maju vsetky

vrcholy stupnia 2 rovnakid mnoZinu susedov.
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Veta 3.32. Nech G je vrcholovo multiplikativny magicky graf. Potom bud md kaZdd
dvojica nesusednyjch vrcholov stupnia 3 rovnaki mnoZinu susedov, alebo nemd spolocného

suseda.

Veta 3.33. Nech G je vrcholovo multiplikativny magicky graf. Nech e je most v G.
Nech Gy, Gy su komponenty, ktoré vznikni odobranim e z G. Potom G; U e, Gy U e

st vrcholovo multiplikativne magické grafy.
Veta 3.34. Jediny kubicky vrcholovo multiplikativny magicky graf je Kss.
Ako je to s vrcholovo multiplikativnymi supermagickymi grafmi?

Veta 3.35. Kompletny bipartitny graf nemdzZe byt vrcholovo multiplikativny superma-
gicky.

Doékaz. Sporom. Nech G je kompletny bipartitny a vrcholovo multiplikativny super-
magicky graf s n vrcholmi. Nech p je najvicsie prvocislo, ktoré neprevysuje n. Toto
prvocislo sa moze vyskytovat iba v jednej particii. To vSak znamena, ze suc¢in oboch
particii nemoze byt rovnaky (jeden stcin bude mat p vo svojom rozklade a druhy
nie). O

Veta 3.36. Pre kazdé i,j € N, 2 <1i <j, (i,7) # (2,2) plati, Ze graf K, ; je vrcholovo
multiplikativny magicky.

Dékaz. Indukciou vzhladom na i, j. Najprv ukdzeme, ze grafy K;;,i € {2,3}, K44 a

K, 5 st vrcholovo multiplikativne magické.

Grafy K3, K94, K44 a K45 st vrcholovo multiplikativne magické, pretoze:

o Pre graf K, 3 stac¢i priradit jednej particii prvky 5,12 a druhej particii prvky
1,6, 10.

e Pre graf Ky, stac¢i priradit jednej particii prvky 9,16 a druhej particii prvky
1,2,4,18.

e Pre graf K, 4 staci priradit jednej particii prvky 1,5, 6,12 a druhej particii prvky
2,3,4,15.

o Pre graf K, stac¢i priradit jednej particii prvky 2,10,20,27 a druhej particii
prvky 1, 3,6, 24, 25.

Graf K, pre n > 5 je vrcholovo multiplikativny magicky - staci do prvej particie

dat prvky (n — 1)+ 1a (n — D![(n— 1) +1— @] a do druhej particie prvky

L2,....n=2n—1[n—-1)+1][n—-1)+1- n(n2—1)].
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Podobnym sposobom ukéZeme, Ze aj graf K3, pre n > 3 je vrcholovo multiplika-
tivny magicky. Sta¢i do prvej particie dat prvky 1,n! + 1 a nl[n! + 3 — W] a do
druhej particie prvky 2,...,n—1,n,(n! +1)[n! + 3 — @]

Teraz dokazeme, Ze ak je K;; vrcholovo multiplikativny magicky, tak to plati aj
pre Kiis j13. Do jednej particie staci pridat prvky 2zy, 22y —  —y a do druhej prvky
2(2zy—x—y),x,y, pricom x,y € N zvolime dostato¢ne velké (aby boli prvky navzajom

rozne). O

3.2.2 Hranovo multiplikativne magické grafy

Definicia 3.37. Nech G je suvisly jednoduchy netrividlny graf. Ak existuje hranové
ohodnotenie grafu G také, Ze plati:

1. hrandm su priradené navzdjom rézne kladné celé cisla
2. sucty hodndt hrdn incidentnijch s jednotlivgmi vrcholmi si rovnaké

3. suciny hodndt hrdn incidentnych s jednotlivgmi vrcholmi su rovnaké
tak G nazijvame hranovo multiplikativnym magickym grafom.

Jednym z hranovo multiplikativnych magickych grafov je cesta na dvoch vrcholoch

s Tubovolnym kladnym ohodnotenim.

Veta 3.38. Nech G je hranovo multiplikativny magicky graf, ktory md aspori tri vrcholy.

Potom G neobsahuje vrchol stuptia 1.
Doékaz. Rovnaky ako dokaz vety 3.17. [

Veta 3.39. Nech G je hranovo multiplikativny magicky graf. Potom G mneobsahuje

vrchol stupna 2.

Dékaz. Sporom. Nech u je vrchol stupna 2. Oznac¢me jeho susedov v, w. Nech b, ¢ st
ohodnotenia hran medzi u, v, resp. u, w. Nech aq, as, . .., a,, st ohodnotenia hrén, ktoré
st incidentné s v okrem hrany wv. Nech a},al, ..., a) st ohodnotenia hran, ktoré st
incidentné s w okrem hrany uw. Podla u musi platit, Ze magicky sucet je b + ¢ a
multiplikativny saéin je be. Podla v musi platit, Ze magicky sacet je b+ Y, a;, a
multiplikativny saéin je b [[;—; a,. Podla w musi platit, ze magicky sacet je c+>_,_, a,
a multiplikativny saéin je ¢ [];_; a,. Z toho vyplyva, Ze by ststava z jednotkovej lemy

3.1 mala dve rozne rieSenia, ¢o je spor. O

Dosledok 3.40. Jedinyg hranovo multiplikativny magicky strom je cesta na dvoch vr-
choloch.

Désledok 3.41. Kazdy hranovo multiplikativny magicky graf okrem cesty na dvoch

vrcholoch md minimadlny stupen vrchola 3.



KAPITOLA 3. NOVE OTVORENE PROBLEMY 31

3.3 Magické obdlzniky

Veta 3.42. V kazdom magickom obd[Zniku plati, Ze zdmenou lubovolnyjch dvoch riadkov

alebo stlpcov dostaneme opit magicky obdZnik.
Doékaz. Zrejmy. O]

Dosledok 3.43. Ku kaZdému magickému obdZniku A vieme zostrojit magicky obdlz-
nik B, v ktorom plati, Ze jeho prvky v prvom riadku aj prvom stlpci si usporiadané

vzostupne.

Dosledok 3.44. V kazdom magickom obdlZniku si vieme bez wjmy na vSeobecnosti urcit

poradie stlpcov aj poradie prvkov v prvom stlpci.

3.3.1 Bimagické obdlzniky

Definicia 3.45. Nech A je matica velkosti m x n. Ak plati:

~

. prvkami matice si navzdajom rozne kladné celé c¢isla

2. sucty prvkov v jednotlivych riadkoch si rovnaké

3. stcty prvkov v jednotlivijch stlpcoch si rovnaké

4. sucty druhijch mocnin prvkov v jednotlivijch riadkoch si rovnaké

5. sucty druhgch mocnin prvkov v jednotlivijch stlpcoch si rovnaké

tak A nazgvame bimagickym obdlznikom.

Veta 3.46. Nech A je bimagicky obdlznik velkosti m x n. Potom plati m,n > 3 alebo
(m,n)=(1,1).

Dokaz. Ak m = 1, tak obdlznik ma len jeden riadok. Ak maja byt jeho suéty v stipci
rovnaké, musi byt v kazdom stlpci rovnaké ¢islo. Ak n > 2, obdlznik by obsahoval

duplicitné prvky, ¢o je spor. Z toho vyplyva, ze nutne n = 1.

Ak m = 2, tak z predoslého odstavca vieme, ze n > 2. Tym dostaneme pre dva
riadky a dva stlpce rovnicu z duplika¢nej lemy 2.13, z &oho vyplyva, ze obdlznik by
obsahoval duplicitné prvky, ¢o je spor. O

Veta 3.47. Nech A je bimagicky obdZnik. Potom ho vieme transformovat na taky

bimagicky obdlZnik B, Ze jeho najmensi prvok je 1.
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Doékaz. Vyuzijeme normélnu formu bimagickych utvarov. Nech A,,;, je najmensi prvok
A. Bimagicky obdlznik B zostrojime tak, ze ku kazdému prvku A pripo¢itame 1— A,n.
Z posunovej lemy 2.17 zaroven vyplyva, ze ak boli magické aj bimagické stucty rovnaké
v A, tak budi aj v B. Teda B je bimagicky obdiZnik. O]

Veta 3.48. Nech A je bimagicky obdlznik velkosti 3 x n pre n > 4, ktorého najmensi
prvok je 1. Nech S je magicky sicet a T je bimagicky sicet tohto obdlznika. Potom je

vijraz 2T — (S — 1) — 2 druhou mocninou celého ¢isla.

Dokaz. Nech z,y st zvy$né prvky v stipci, kde sa nachadza 1. Potom musia platit

vztahy:

r+y=95-1
?ryr=T-1

Z prvého vztahu vyjadrime y = S — 1 — . Dosadenim do druhého a naslednou
tpravou dostaneme kvadratickt rovnicu 222 — 22(S — 1) + (S — 1) = T + 1 = 0. Jej
diskriminant je 427 — (S — 1)? — 2]. KedZe = € N, nutne musf byt 27" — (S — 1)? — 2

druhou mocninou celého ¢isla. O
Na zaklade viet 3.47 a 3.48 vieme implementovat algoritmy 4.9 a 4.10.

Vysledok 3.49. Neexistuje bimagicky obdiznik velkosti 3 x n, ktorého sicet prvkov v
stlpci je mensi ako 384. Podarilo sa ndjst niekolko magickych obdZnikov velkosti 3 X 6,
3 x 8 a3 x 10 s bimagickymi stlpcami a jedingm nebimagickym riadkom. Najmensi z

nich md sicet v stlpci rovng 90:

1123 |57[58]59
421371531269 |13
47151134 | 7 23|18

Vysledok 3.50. Neexistuje bimagicky obd[Znik velkosti 3 x n, ktorého prvky su kladné

celé ¢isla mensie ako 400.

Spominané algoritmy vieme lahko modifikovat tak, aby hladali aj va¢sie bimagické

obdlZniky. Tym sme prigli k dalsiemu zisteniu:

Vysledok 3.51. Neexistuje bimagicky obdlznik velkosti 4 x n, ktorého sicet prokov v
stlpci je mensi ako 82. Podarilo sa ndjst niekolko magickyjch obdznikov velkosti 3 x 6 s
bimagickymi stlpcami a len dvomi roznymi bimagickymi sictami v riadkoch. Najmensi

2 nich md sucet v stlpci rovny 68:
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113012419226
1612 (2913|3111
231213 (32] 5 |18
28 115112] 4 11033

Hypotéza 3.52. Neexistuje bimagicky obdlZnik velkosti m x n pre m # n.

3.3.2 Multiplikativne magické obdlzniky

Definicia 3.53. Nech A je matica velkosti m x n. Ak plati:

~

. prvkami matice si navzdajom rozne kladné celé c¢isla
2. siucty prvkov v jednotlivych riadkoch si rovnaké

3. sucty prvkov v jednotlivijch stlpcoch si rovnaké

4. suciny prvkov v jednotlivych riadkoch su rovnaké

5. stciny prvkov v jednotlivijich stlpcoch si rovnaké

tak A nazgvame multiplikativnym magickym obdlznikom.

Veta 3.54. Nech A je multiplikativny magicky obd(Znik velkosti m x n. Potom m,n > 3
alebo (m,n) = (1,1).

Doékaz. Rovnaky ako dokaz vety 3.46. O]

Veta 3.55. Nech A je multiplikativny magicky obdZnik velkosti m x n,m <n a M je

jeho najvdcsi prvok. Potom pre vSetky x € A plati, Ze x je zloZené cislo alebo xn < M.

Dokaz. Sporom. Nech existuje x € A také, ze x nie je zlozené ¢islo. Potom nutne plati,
7e kazdy sucin v n riadkoch alebo stlpcoch je delitelny z. Ak viak plati zn > M,
tak mame k dispozicii najviac n — 1 prvkov, ktoré su delitelné = a neprevysuju M.
Z Dirichletovho principu potom vyplyva, ze aspoit v dvoch riadkoch alebo stlpcoch

musia byt rovnaké prvky, ¢o je spor. m

Vyuzitim vety 3.55 vieme implementovat algoritmus 4.11 a jeho modifikaciu pre

vicsie multiplikativne magické obdlzniky.

Vysledok 3.56. Neexistuje multiplikativny magicky obdZnik velkosti 3 x n, ktorého
sticet prokov v stlpci je mensi ako 4000. Podarilo sa ndjst niekolko multiplikativnych
obdZnikov velkosti 3 x 6 a 3 x 9 s magickymi stlpcami. Najmen3i z nich md sicet v

stlpci rouny 485:



KAPITOLA 3. NOVE OTVORENE PROBLEMY 34

14 1294 | 16 | 385 | 60 | 396
231 15 | 154 | 72 | 392 | 40
240 | 176 | 315 | 28 | 33 | 49

Vysledok 3.57. Neexistuje multiplikativny magicky obdZnik velkosti 4 x n, ktorého
sticet prukov v stlpci je mensi ako 160. Nasli sme jeding magicksj obd[Znik velkosti 4 x 6

s multiplikativnymi stlpcami a dvoma multiplikativnymi riadkami:

6132|6418 90|24
4218112056 |14 |21
4813519 |10 36|96
60| 8 |63|72|16 |15

Hypotéza 3.58. Neexistuje multiplikativny magicky obdlznik velkosti m xn pre m # n.



Kapitola 4
Implementacia algoritmov

Program sme pisali v jazyku Python. Zvolili sme si ho predovsetkym z dévodu, ze mé
neobmedzené ¢iselné premenné (niektoré algoritmy budu pracovat s hodnotami, ktoré
sa nezmestia do beznej 32-bitovej premennej). Zdrojovy kod je uvedeny ako priloha k

tejto praci.

4.1 Magické stvorce

4.1.1 Magické stvorce druhého stupna

Algoritmus 4.1. Vstupom si navzdjom rozne kladné celé ¢isla uq, vy, us, v9 € N. V-
stupom je magicky Stvorec velkosti 3 x 3, ktorého asporn 7 prvkov su druhé mocniny
kladnijch celijch cisel. Algoritmus vyuzije parametricky vzorec z vety 2.7, ktory generugje

vyhovujice magické Stvorce.

p 4 (uf +07)(u3 + 2uz02 — v3)

q < (u? + 2uyvy — v?)(u3 + v3)

— (—u? + 2uyvy + v})(ud + v3)

s+ (u? + v})(—u2 + 2ugvy + v3)

t < (uf +v7)(ui +v3)

if aspoil dva z 3t2 — p? — ¢%, 3t* — p? — r?, 3t% — ¢* — 52, 3t? — r? — 5% st $tvorce then
print(prvy stvorec)

if aspon dva z 2(r* + s?), 2(¢* + s?), 2(p* +1?),2(p* + ¢?) st $tvorce then
print(druhy Stvorec)

if aspont dva z 3t2 — p? — ¢, 7% + 5% — p?, p* + ¢* — 5%, 3t* — r? — s? s §tvorce then
print(treti Stvorec)

if aspoit dva z 3t2 — p? — 12, ¢> + 52 — p?, p? + 1% — 52, 3t? — ¢* — s? st §tvorce then

print(stvrty Stvorec)

35
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Algoritmus 4.2. Na vstupe dostaneme kladné celé cislo x € N. Viystupom je magicky
Stvorec velkosti 3 x 3, ktorého aspori 7 prvkov su druhé mocniny kladnijch celijch ¢i-
sel. Algoritmus vyuZije dva parametrické vzorce z vety 2.10, ktoré generuju vyhovujice

magické stvorce.

1+ 82% — 4925 + 62* — 1622 4 2

To +— 828 — 28 + 302t — 4022 + 2

x5+ 878 — 2525 + 182* — 2822 + 2

if z1(2% — 2) je Stvorec then
print(prvy Stvorec)

if zo(2% — 2) je Stvorec then
print(prvy Stvorec)

if x3(2? — 2) je Stvorec then

print(prvy Stvorec)

. 10_91..8 6 4_91.,.2 .
if 4z 3lz +76x2+76z 3lz 44 je Stvorec then

print(druhy Stvorec)
if 421041728+ 428+ 4at 4172244
2

je stvorec then

print(druhy Stvorec)

if 421946528 —6825 —68z4 46522 4+4
1 2

print(druhy Stvorec)

je Stvorec then

4.1.2 Bimagické Stvorce

Algoritmus 4.3. Na vstupe dostaneme kladné celé ¢islo h € N. Vystupom je bima-
gicky Stvorec velkosti 5 X 5 s potencidlne zdporniymi prvkami. Algoritmus predpokladd,
Ze magicky sicet je rovny prostrednému proku s (konstrukciou z vety 2.19). Potom
st vygeneruge trojice (a,b,c), z ktorgch podla vety 2.20 vytvori zodpovedajice Stvorice
(—a+b+c, a—b+c, a+b—c, —a—0b—c). Pokracuje hladanim vsetkijch vyhovu-
gucich prvkov s podla vety 2.21 pre kaZdy riadok Stvorca. Na zdver sa pokisi doplnit

vyhovugiice ¢isla do stlpcov, a tym vygenerovat bimagicky $tvorec velkosti 5 x 5.

trojice < dict()
for all a,b,c e N;a <b<c;a®>+b*+c®> <hdo
pridaj (a,b, c) do trojice[a® + b* + 2|
for all k € trojice do
for all (a,b,¢),(d,e, f),(g,h,i) € trojice[k] do
mozneProstredne Proky < dict()
diagonalal < {a+b—c, a—b+c¢, —a+b+c¢, —a—b—c}
prostrednyStipec + {d+e— f, d—e+ f, —d+e+ f, —d—e— [}



KAPITOLA 4. IMPLEMENTACIA ALGORITMOV 37

diagonala2 < {g+h—i, g—h+i, —g+h+i, —g—h—i}
for all p € diagonalal, q € prostrednyStipec,r € diagonala2 do

faktorizaciou najdi vsetky s,n € Z, pre ktoré plati

(s+n+p+qg+r)(s—n+p+q+r)=4pg+pr+q +p° +¢ +r*) -2k

pre kazdé dopocitaj z < w,y —s—xz—(p+qg+r)

if © € Z and diagonalal, stred, diagonala2,{x,y, s} su disjunktné then
pridaj (diagonalal.index(p), stred.index(q), diagonala2.index(r), p, q, 7, x,y)
do mozneProstredne Proky|s]
for all £ € mozneProstredne Prvky do
for all (piy,, qin, Tin, Dn, Gn, Tns Tn, Yn) € mozneProstredneProkylk],n € {1,2,3,4}
do
if {piy, pia, pis, pis} = {qi1, qia, qis, qis} = {riy, ris, ris,rigs} = {0,1,2,3} then
skonstruuj nasledovny Stvorec A

Pr|T1|q1|Y1| T

To | P2 q2 | T2 | Y2

— — S — J—

T3 | T3 |43 | P3| T4

Tqg | T4 | qa | Ysa| P4

for all A’; A=A or A’ ma vymenené niektoré x,,y, vzhladom na A do
dopln ¢isla do prostredného riadku A’ tak, aby vznikol magicky Stvorec
if A’ je bimagicky then
print(A’)

4.1.3 Multiplikativne magické Stvorce

Algoritmus 4.4. Na vstupe dostaneme kladné celé ¢isla p, h. Vystupom je multiplika-
tivny Stvorec velkosti 6 x 6, ktory md co najblizsie k magickej vlastnosti (odchyjlky suctov
v riadkoch, stlpcoch a diagondlach si najmensie mozné ), pouZiva p Stvorcovijch vzoriek
a Ziadna z nich nemd na zaciatku vyssiu hodnotu ako h. Tento aprorimacny algoritmus
vyuZiva vetu 2.29. Zacneme so §tvorcom, ktorého vietky proky si 1. Potom ho niekolko-
krdat prendsobime ndhodnou stvorcovou vzorkou s ndhodnou hodnotou. Nakoniec troma
operdciami upravujeme hodnoty tak, aby sme sa co najviac priblizili k multiplikativ-
nemu magickému Stvorcu: vymenime navzdjom dve hodnoty, zmenime jednu hodnotu
alebo pripocitame k hodnotdm jedno z cisel —1,0,1. Ako primdrny indikdtor sme si
zvolili variacné rozpdtie vzniknutého $tvorca (rozdiel najvicsieho a najmensieho ma-
gického sictu), a ako sekunddrny indikdtor pocet jeho réznych magickych suctov. Cim

maji oba indikdtory mensiu hodnotu, tym je vysledok lepst.
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vzorky < |v8etky vzorky v stvorci velkosti 6 x 6 ulozené ako Sestice]
stvorcove < ||
for all vy, vq,v3,v4, V5, v € vZOrky do

if v1, v, Us, V4, Vs, Ug Vyplhaju cely Stvorec then

pridaj (vy, va,vs, V4, U5, vg) do stvorcove

while true do
hodnoty < ||
pouzite < ||
for 1 < 0,2 < pdo
pridaj 6 ndhodnych hodnot medzi 1 a h do hodnoty

pridaj nahodnu $tvorcovi vzorku z stvorcove do pouzite

while true do
stvorec < $tvorec velkosti 6 x 6, ktorého prvky su 1
mndex < 0
for all stvorcovaVzorka € pouzite do
for all v € stvorcovaVzorka do
prenéasob stvorec vzorkou v s hodnotou hodnoty[index]
index+-+
if stvorec obsahuje navzajom rézne prvky then
stav < (varia¢né rozpétie stvorec, pocet roznych sucétov stvorec)
stavZaciatok = stav
for all hodnotyN ove; hodnotyN ove dostanem z hodnoty operaciou do
stvorecNovy < Stvorec prenasobeny vzorkami s novymi hodnotami
stavNovy < (variatné rozpétie stvorecN ovy, pocet roznych sacétov)
if stavNovy je lepsi ako stav then
stav < stavNovy
stvorec < stvorecNovy

hodnoty < hodnotyN ove

if stav nie je lepsi ako stavZaciatok then
print(stav, stvorec)
break

4.2 Magické grafy

4.2.1 Vrcholovo bimagické grafy

Algoritmy v tejto podkapitole pracuju so stvislymi grafmi s danym pocétom vrcho-

lov, ktoré st ulozené v graph6 forméate. Na pracu s nim sme vyuzili funkciu read _graph6
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z kniznice networkz. Udaje sme ziskali z webstranky, ktora obsahuje kolekciu grafov

rozneho druhu [5].

Algoritmus 4.5. Na vstupe dostaneme lubovolny suvisly graf. Vijstupom je odpoved,
¢ dany graf mozZe byt vrcholovo bimagicky. Pre kaZdi dvojicu jeho vrcholov overime,
& spliia tri podmienky z vety 3.9. Ak existuje dvojica vrcholov, pre ktori graf nevy-
hovuje niektorej z troch podmienok, tak mozZeme s istotou povedat, Ze nie je vrcholovo

bimagicks.

for vy, v, € V(G) do
x < |{susedia[vl]} — {susedialv2]}|
y < |{susedia[v2]} — {susedia[v1]}]
if ry=0and z+y > 0 then
return
if r=1o0r y=1then
return
if r =2 and y = 2 then
return
print(G)

Algoritmus 4.6. Na vstupe dostaneme cisla 1,5 € N. Vystupom md byt vrcholové

bimagické ohodnotenie grafu K; ;. Algoritmus bude replikovat indukcny dokaz vety 3.10.

if ¢ > j then
return ohodnot(j,7) s vymenenymi particiami

if i <1lor (i=2and j=2) then

return
if i =2 then

return (J(JT—U +1, j(j—l)(332z—7j+14))’ (1,...,5—1, j(j—1)(332'z—7j+14) 1)
if i = 3 then

return (17 j(jgl) —1, j(j+1)(32jj*j*14) + 1)7 (27 ] J'(j+1)(32jjfj714) 4 2)

if 1 =4 and 5 = 4 then
return (1,4,6,7),(2,3,5,8)
if 1 =4 and 5 =5 then
return (2,12,13,15), (1,4, 8,10, 19)
H <« ohodnot(i — 2,7 — 3)
m < max(H) + 1
na lava stranu H pridaj 4m, 5m

na pravu stranu H pridaj m, 2m, 6m
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return H

Algoritmus 4.7. Na vstupe dostaneme cislo n € N. Vystupom algoritmu md byt vr-
cholové superbimagické ohodnotenie kompletného bipartitného grafu s n vrcholmi. Al-

goritmus bude replikovat indukcny dokaz vety 3.14.

if n < 7 then
return
if n mod 4 =1 or n mod 4 = 2 then
return
if n =7 then
return (1,2,4,7),(3,5,6)
if n = 8 then
return (1,4,6,7),(2,3,5,8)
if n =11 then
return (1,3,4,5,9,11),(2,6,7,8,10)
if n =12 then
return (1,3,7,8,9,11), (2,4, 5,6, 10,12)
H < ohodnot(n — 8)
for r + 1,8 do
if x € {1,4,6,7} then
pridaj (n — 8) + = na lava stranu H
else
pridaj (n — 8) + x na pravu stranu H

return H

4.2.2 Vrcholovo multiplikativne magické grafy

Algoritmus 4.8. Na vstupe dostaneme kompletny bipartitny graf K; ;. Vystupom md
byt vrcholové multiplikativne magické ohodnotenie tohto grafu. Algoritmus bude repli-
kovat indukcény dokaz vety 3.36.
if © > j then
return ohodnot(j,7) s vymenenymi particiami
if i<1lor (i=2and j=2)then
return
if i =2 and j = 3 then
return (5,12), (1,6, 10)
if i =2 and j = 4 then
return (9,16),(1,2,4,18)
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if i = 2 then
Je (G =t
return (j'+1,5'[j/+1— WT_I)]), (..., =L+ +1- J(JT_I)])
if © = 3 then
return (1,1 + 1,j1(j! + 3 — 227)) (2,5, (! + 1) (5! + 3 — L))
if i =4 and j = 4 then
return (1,5,6,12),(2,3,4,15)
if 1 =4 and 57 =5 then
return (2,10, 20,27), (1, 3, 6,24, 25)
H < ohodnot(i — 2,j — 3)
r <+ max(H) + 1
y < max(H) + 2
na lava stranu H pridaj 2xy,2zxy —x — y
na prava stranu H pridaj 2(2zy —z — y), z,y

return H

4.3 Magické obdizniky

Vsetky algoritmy v tejto podkapitole pracuju efektivne s poradim stlpcov podla
dosledku 3.44.

4.3.1 Bimagické obdizniky

Algoritmus 4.9. Na vstupe dostaneme kladné celé ¢isla n,s € N,n > 4. Vystupom
md byt bimagicky obdZnik velkosti 3 x n, ktorého pruky si kladné celé ¢isla, pricom ich
sicet v kazdom stlpci je s. Nds algoritmus predpokladd, Ze najmensi prvok obdZnika
je 1 (s vyuzZitim vety 3.47). Pre kaZdu trojicu réznych celijch c¢isel a,b,c so siuctom
s si predpocita ich bimagicky sicet. KedZe plati podmienka z vety 3.48, vieme ndjst
celé cisla d,e tak, aby mohli byt trojice (a,b,c) a (1,d,e) pouZité ako stlpce v tom
istom bimagickom obdlZniku. Pre kazdi taki trojicu (a, b, c) si algoritmus uloZi hodnoty
(1,d,e) ako klic do asociativneho pola. Potom toto pole prejde a v kaZdom klici vyberie

n — 1 réznych zapamdatanych trojic (ku ktorym pridd trojicu v klici).

trojice < dict()
for a <- 2,[3] do
for b < a+1,[*3%] do
c—s—a—>
ta’+ 0+
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if 2t — (s — 1)? — 2 je druhou mocninou celého &isla then

pridaj (a,b, ¢) do trojice|(1, T V2 (D2 smioy/2 o1y

for all k € trojice do

for all (ay,b1,¢1),...,(@n_1,bn_1,cn_1) € trojice[k] do
if 1,k[1], k[2],a1,b1,¢1, ..., an_1,by_1, ¢, 1 G navzajom rozne then
for all permutécie (a;, b;, ¢;),i € {1,...,n — 1} do
vytvor obdlznik s prvym stlpcom 1, k[1], k[2] a j-tym stipcom a;_1,b; 1, ¢j_1
pre j € {2,...,n}
if obdlznik ma bimagické riadky then
print(obdlznik)

Algoritmus 4.10. Na vstupe dostaneme kladné celé ¢isla n,h € N,n > 4. Vystupom
algoritmu md byt bimagicky obdlznik velkosti 3 x n, ktorého prvky si kladné celé cisla
neprevysugice h. Od predchddzagiceho algoritmu sa lisi tym, Ze si do asociativneho pola

ukladd trojice cisel od 2 do h a nie trojice s danym siuctom.

trojice < dict()
for a < 2,h do
for b« a+1,h do
forc+b+1,hdo
s<—a+b+c
t<a?+ 0>+

if 2t — (s — 1)?> — 2 je druhou mocninou celého ¢isla then

pridaj (a,b,c) do trojice[(1, S*ﬂ/%;(s—m, 5—1—\/@”

pokracuj rovnako ako predchadzajici algoritmus

Tento algoritmus je efektivnejsi ako algoritmus 4.9, lebo spracovéava vSetky trojice
a nie iba tie s konkrétnym suctom. Jeho nevyhodou je obmedzena funkcionalita (pre
h > 500 je nepouzitelny z paméitovych dévodov) a zla iteracia (ak poznéame rieSenia
pre h = 400, tak na najdenie rieseni pre h = 450 je potrebné spustit algoritmus tplne

od zaciatku).

4.3.2 Multiplikativne magické obdlzniky

Algoritmus 4.11. Na vstupe dostaneme kladné celé c¢isla n,s € N,n > 4. Vystupom
md byt multiplikativny magicky obdlznik velkosti 3 x n, ktorého prvky su kladné celé
cisla, pricom ich sucet v kazdom stlpci je s. Vieme, Ze obd{Znik nemoze obsahovat ¢islo
x, pre ktoré neplati veta 3.55. Nas algoritmus si pre kaZdi trojicu vyhovujicich réznych
kladnyjch cisel uloZi ich sucin ako klic¢ do asociativneho pola. Potom toto pole prejde a

v kaZdom klici vyberie n roznych zapamdtanych trojic.
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trojice < dict()
vyhovuju <— {x | x € {1,..., s}, nie je prvocislo alebo zn < s}
for all a,b € vyhovuju;a < b;a+ 2b < s do
c+—s—a—2b
if ¢ € vyhovuju then
p < abc
pridaj (a, b, c¢) do trojice[p]
for all k£ € trojice do
for all (a1,b1,¢1),...,(an, by, ) € trojicelk] do
if ai,01,¢q,...,a,,b,,c, st navzijom rozne then
for all permutéacie (a;,b;,¢;),i € {2,...,n} do
vytvor obdlznik s j-tym stlpcom a;, b;, c; pre j € {1,...,n}
if obdlznik ma multiplikativne magické riadky then
print (obdlznik)

43



Zaver

V tejto praci sme skumali magické utvary. Zaoberali sme sa zndmymi aj novymi

otvorenymi problémami. Vysledkom st zistenia, ktoré prinasaja pokrok v tejto oblasti.

Vymysleli sme parametricky vzorec generujtci Styri magické stvorce, ktorych aspon
5 prvkov stt druhymi mocninami kladnych celych ¢isel. Okrem toho sme objavili dva
nové Specifické parametrické vzorce, pri ktorych bolo asponn 6 prvkov druhymi mocni-
nami kladnych celych ¢isel. Algoritmické prehladévanie nenaslo Ziadne nové rieSenie so

7 prvkami.

Odvodili sme normalne formy bimagickych Stvorcov, ktoré vznikli z ich uzavero-
vych vlastnosti na konstantny posun a kladny celociselny nasobok. Na zéklade toho
sme popisali implementéaciu algoritmického prehladavania bimagickych Stvorcov vel-
kosti 5 x 5. Vysledkom tohto prehladévania boli $tyri magické Stvorce, ktoré mali iba

tri z1é bimagické sucty.

Impelmentovali sme aproximad¢ny algoritmus na hladanie multiplikativnych magic-
kych stvorcov velkosti 6 x 6, ktory fungoval na principe ndhodného vzorkovania a jeho
naslednom optimalizovani. Podarilo sa nam zostrojit multiplikativny Stvorec s nizkym

magickym variaénym rozpétim 26.

Pre vrcholovo bimagické grafy sme dokazali podmienky pre stupne vrcholov 1,2, 3.
Objavili sme sposob, ako takyto graf s mostom rozdelit na dva podgrafy, ktoré maja
tiez vrcholové bimagické ohodnotenie. Uréili sme tri nutné podmienky, ktoré musi vr-
cholovo bimagicky graf splitat pre I'ubovolnu dvojicu vrcholov. Zistili sme, ze jediny
kubicky graf tohto typu je K3 3. Podarilo sa ndm implementovat algoritmus, ktory zo-
stroji kompletné bipartitné vrcholovo bimagické alebo superbimagické grafy s danym

poctom vrcholov.

Dokazali sme, Ze pre Iubovolné dva susedné vrcholy v hranovo bimagickom grafe
plati, Ze oba st stupia aspon 3 a zaroven jeden z nich je stupna aspon 4 (okrem cesty

na dvoch vrcholoch). Odvodili sme, Ze hranovo bimagicky graf G s ¢islom nezévislosti
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a(G) musi mat aspon 2V (G) — @ hran. Ukazali sme, ze Kgg je hranovo superbi-
magicky na zaklade uz existujiceho superbimagického Stvorca velkosti 8 x 8. Uviedli
sme hypotézu, ktora hovori, ze vSetky hranovo bimagické grafy st nutne kompletné

bipartitné alebo kompletné bipartitné bez jednej hrany.

Mnohé vlastnosti vrcholovo bimagickych grafov zdedili aj vrcholovo multiplikativne
magické grafy. Objavili sme jediny vrcholovo multiplikativny magicky strom. Ukézali
sme konstrukciu kompletnych bipartitnych a neexistenciu supermagickych grafov tohto
typu. Vyslovili sme hypotézu, ze vSetky vrcholovo bimagické aj multiplikativne magické

grafy st nutne kompletné bipartitné.

Pre hranovo multiplikativne magické grafy sme ukazali, Ze ich minimalny stupen

vrchola je 3. Tieto typy grafov zostavaju predmetom d’alieho mozného skuimania.

Definovali sme pojem bimagického a multiplikativneho magického obdlznika. Bima-
gické obdlzniky sme previedli do normélnej formy, v ktorej bol ich najmensi prvok 1.
Pri multiplikativnych magickych sme obmedzili po¢et moZznych prvkov vzhladom na
velkost a najvacsi prvok utvaru. Prehladavanim sme nenasli Ziadne rieSenia pre vel-
kosti 3 x n ani 4 x n. V oboch pripadoch sa nam podarilo najst iba ¢iastoéné obdlzniky,
v ktorych nemali niektoré riadky hladani vlastnost. Na zaklade toho sme vyslovili hy-
potézu, 7e bimagické ani multiplikativne magické obdlzniky velkosti m x n pre m # n
neexistujt. V budiicnosti je mozné presktimat viiésie magické obdlzniky (predovietkym
velkosti 5 x 6) a pokusit sa najst vyhovujuci utvar s bimagickou alebo multiplikativnou

vlastnostou.

Spravili sme prehlad v oblasti klasickych magickych ttvarov. Sformulovali sme
analogické problémy pre magické grafy. Vybrali sme si niekolko znamych aj novych
otvorenych problémov a implementovali sme algoritmické prehladévanie priestoru ich
potencidlnych rieSeni spojené s teoretickou analyzou. Vyslovili sme niekolko hypotéz,

ktoré bude mozné skiimat v budiicnosti. V8etky ciele prace boli splnené.
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Priloha

V elektronickej prilohe prilozenej k praci sa nachidza zdrojovy koéd programu s
jednotlivymi algoritmami. Zdrojovy koéd je zverejneny aj na https://github.com/

richardbiro/bakalarska_praca.
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