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Abstrakt

Involuény snark je kubicky graf bez hranového 3-zafarbenia s 2-faktorom tvorenym
dvoma bezchordovymi cyklami, ktory sa da reprezentovat permutaciou radu 2 - invo-
liciou. Snark, ktorého vsetky vrcholy lezia v jednom klastri 5-cyklov oznacujeme ako
snark s kompletnym klastrom. V praci popisujeme sposob, ako snark Blanusa 1 rozsirit
na involu¢ny snark s kompletnym klastrom radu 34 a ako sme vdaka tomuto postupu
vytvorili vSeobecnu konstrukciu pre vytvaranie involuénych snarkov s kompletnym kla-
strom. V préaci je predstavena aj nekonec¢na rodina involu¢nych snarkov, ktoré vyuziva

nami objaveni konstrukciu na vytvaranie involuénych snarkov s kompletnym klastrom.

Klacové slova: permutacny snark, involtcia, permutacny 2-faktor, cyklickd suvis-
lost, zhluk(klaster) 5-cyklov



Abstract

An involution snark is an uncolourable cubic graph which has a 2-factor consisting
of two chordless cycles and which can be represented by a permutation of order 2
(involution). A snark with complete cluster is one whose vertices are in one cluster of
5-cycles. In this work we describe a method how the snark Blanusa 1 can be extended
to an involution snark with complete cluster of order 34. We present a new general
method of construction of involution snarks with complete cluster. In this work we
also present an infinite family of involution snarks with complete cluster. This infinite

family uses our construction of involution snark with complete cluster.

Keywords: permutation snark, involution, permutation 2-factor, cyclic edge connec-

tivity, cluster of 5-cycles
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Uvod

V tejto bakalarskej praci sa budeme venovat involuénym snarkom s kompletnym kla-
strom. Involu¢né snarky si zaujimavou podtriedou permutacnych snarkov, ¢o su ku-
bické grafy, ktoré nemaju hranové 3-zafarbenie a ktorych 2-faktor sa sklada z dvoch
bezchordovych cyklov. Kazdy involu¢ny snark radu 2n vieme jednoznacne reprezento-
vat permutaciou na n-prvkovej mnozine, ktora je involicia. Pojem involu¢ny snark sa
v odbornej literatire zatial neobjavil, a teda nie je poriadne preskiimany.

Potreba sktmania takychto snarkov vyplyva z toho, Ze maji dobru a pevnua Struk-
taru. Zaroven aj snark Blanusa 1, druhy najmensi netrividlny snark, patri medzi in-
voluéné snarky. Napriek tomu, Ze sa tento snark casto objavuje pri sktimani snarkov,
jeho involu¢néa vlastnost nebola zatial vyuzita.

Zaroven nés bude zaujimat skumanie snarkov s kompletnym klastrom. Petersenov
graf je jediny zndmy snark, v ktorom kazda hrana lezi v 5-cykle. Snarky s kompletnym
klastrom tuto vlastnost zatial najlepSie priblizuju. Doteraz v8ak bolo znamych iba
niekol’ko malo snarkov s kompletnym klastrom. Je zaujimavé, Ze niektoré z nich su
involu¢né snarky.

Napriek tomu, Ze pocas skiitmania snarkov boli skonstruované roézne nekonecné ro-
diny, ktoré vyuzivaju rozne metddy rozsirovania snarku na vacsi snark, ziadna z tychto
nekonec¢nych rodin neobsahovala iba involu¢né snarky s kompletnym klastrom. Prave,
preto je cielom tejto bakalarskej prace skimat Struktaru involuénych snarkov a klas-
trov v nich. Na zaklade toho sa pokisime skonstruovat nekone¢nt rodinu involu¢nych
snarkov s kompletnym klastrom. Ako startovaci graf pouzijeme snark Blanusa 1, ktory
sa zda byt najvhodnejsim kandidatom, kedZe je to najmensi involu¢ny snark s komplet-
nym klastrom. Ak sa ndm podari najst nejaky postup, ktorym tento snark rozsirime
na vacsi involuény snark s kompletnym klastrom, tak jeho zovSseobecnenim by sa ndm

mohlo podarit zadefinovat aj nekonecni rodinu.
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Kapitola 1
Zakladné pojmy a definicie

V prvej casti tejto kapitoly si zadefinujeme zakladné pojmy a definicie z teérie grafov,
ktoré je nutné poznat pri ¢itani tejto bakalarskej prace. Potrebujeme ich na vysvetlenie
zlozitejsich pojmov v nasledujucich kapitolach. Definicie z tedrie grafov st spracované
podla [2| a [19]. V druhej Casti si zas povieme zakladné pojmy o permutéciach, ktoré

neskor vyuzijeme pri permutac¢nych snarkoch.

1.1 Definicie

Definicia 1. Graf G je usporiadané dvojica dvoch mnozin G = (V, E), kde mnozina
V = {v1,v,...,v,} je neprazdna kone¢na mnozina vrcholov grafu G' a mnozina F =
{e1, €2, ..., €} je mnozina hrdin grafu G. Kazda hrana e € E spéaja dva vrcholy v;,v; €
V, pricom dovolujeme, aby v; = v;. Hrana, ktora ma na oboch koncoch ten isty vrchol
sa nazyva slucka. Hrana, ktora spaja dva rozne vrcholy sa nazyva spojnica. Hranu e,
ktora ma koncové vrcholy v; a v; modzeme zapisat ako e = v;v;. Napriek tomu, Ze tento

zapis nie je jednoznacny, vzdy z kontextu by malo byt jasné akd hranu tym myslime.

V definicii 1 sme zadefinovali neorientovany graf. V tejto bakalarskej praci sa ve-
nujeme iba neorientovanym grafom, takze pod oznacenim graf budeme vzdy chéapat

neorientovany graf.

Definicia 2. Nech G = (V| E) je graf. Rad grafu G alebo pocet vrcholov grafu G je

mohutnost mnoZiny vrcholov V. Rad grafu G ozna¢ujeme symbolom |G]|.

Definicia 3. Nech G = (V, E) je graf. Pocet hrdn grafu G je mohutnost mnoziny hran

E. Pocet hran grafu G oznac¢ujeme symbolom ||G]||.

Definicia 4. Nech v;, v; st vrcholy grafu G a hrana e = v;v; je hrana v grafe GG, ktora
tieto vrcholy spaja. Potom plati vztah, Ze vrcholy v; a v; st incidentné s hranou e a

tiez plati aj opacny vztah, Ze hrana e je incidentnd s vrcholmi v; a v;.

3



4 KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY A DEFINICIE

Definicia 5. Vrcholy v; a v; st susedné vrcholy ak existuje hrana e, ktoré tieto vrcholy

spaja, ¢ize pre hranu e plati e = v;v;.

Definicia 6. Hrany e; a e; su susedné hrany ak existuje vrchol v, ktory je incidentny

s oboma hranami.

Definicia 7. Nech G = (V| E) je graf. Pojem sled oznacuje striedavi postupnost
vrcholov a hran vy, e1, vy, €3, ..., Up, €,, pPricom vy, v1,...,v, € V a ey, eq,....,e, € E. Pre
kazda hranu e; z tejto postupnosti plati, ze je incidentna s vrcholmi v;_; a v;. V slede

sa mozu vrcholy a hrany opakovat.

Definicia 8. Uzavrety sled je sled, pre ktory plati, Ze prvy vrchol je rovnaky ako
posledny vrchol.

Definicia 9. Cesta je sled, v ktorom sa neopakuju vrcholy. Z podmienky o neopakovani
vrcholov vyplyva, Ze sa v ceste neopakuju ani hrany. Vacsinou sa cesta zapisuje ako
postupnost vrcholov (vynechavaju sa hrany). DiZka cesty oznauje pocet hran, ktoré

sa v danej ceste nachadzaju.

Definicia 10. Cyklus v grafe je uzavrety sled, pre ktory plati, Ze jediné dva rovnaké
vrcholy st prvy a posledny vrchol. Ostatné vrcholy a hrany sa v postupnosti nachadzaji
najviac raz. DIZka cyklu oznacuje pocet vrcholov, ktoré sa v danom cykle nachadzaji.

Obcas sa namiesto pomenovania cyklus pouziva oznacenie kruznica.
Definicia 11. Obvod grafu G je dizka najkratsieho cyklu v grafe G.

Definicia 12. Bezchordovy cyklus C' = (vg, vy, ..., vx) v grafe G je taky cyklus, Ze pre

vSetky vrcholy v; a v;, |i — j| > 2 neexistuje hrana, ktora tieto vrcholy v grafe G spaja.

Definicia 13. Stupen vrchola v oznacuje pocet hran, s ktorymi je vrchol v incidentny.
Co tie znamena, Ze je to dcislo, ktoré vyjadruje s kolkymi vrcholmi vrchol v susedi.

Slucka prispieva hodnotou 2.

Definicia 14. Kubicky graf G = (V, E) je taky graf G, pre ktory plati, Ze stupen
kazdého vrcholu v € V' je 3. Pre kubicky graf plati ||G|| = (3.|G])/2.

Definicia 15. Podgraf grafu G = (V. FE) je graf G' = (V', E') taky, ze V' C V a
E' CE.

Definicia 16. Indukovany podgraf G’ grafu G je taky podgraf, Ze s kazdymi dvoma

vrcholmi sa tam nachédzaja aj vSetky hrany, ktoré ich spajaju.

Definicia 17. Nech G = (V| E) je graf. Faktor grafu G je Tubovolny graf H = (V| E'),
pre ktory plati, ze H C G. Jednoduchsie povedané faktor grafu G je jeho Iubovolny

podgraf, ktory mé rovnakt mnozinu vrcholov ako graf G.
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Definicia 18. k-Faktor grafu G = (V| F) je taky faktor grafu G, v ktorom kazdy vrchol
v €V je stupna k.

Definicia 19. 2-Faktor grafu G = (V, E) je taky faktor grafu G, v ktorom Iubovolny
vrchol v € V je stupiia 2. Co znamena, 7e 2-faktor grafu G musi byt tvoreny len

disjunktnymi cyklami.

Definicia 20. Nech G = (V| F) je graf. Mnozina hran M C FE sa nazyva pdrenie grafu
G, ak ziadne dve hrany e;,e; € M nemaju spolo¢ny vrchol. V anglickej literattre sa

pojem parenie grafu oznacuje slovom matching.

Definicia 21. Hovorime, Ze parenie M v grafe GG je perfekiné pdrenie, ak vSetky vrcholy
z grafu G si pokryté mnozinou M, ¢ize ak vSetky vrcholy grafu G sa nachadzaju v
nejakej hrane z mnoziny hran M. Grafy s neparnym poc¢tom vrcholov nemo6zu mat
perfektné parenie. V anglickej literatire sa takémuto pareniu hovori perfect matching.

Perfektné prarenie je to isté ako 1-faktor.

Definicia 22. Grat G = (V, E) je suvisly graf, ak pre kazda dvojicu vrcholov v, v; € V,
v; # v; existuje v grafe G cesta z vrcholu v; do vrcholu vj, ¢ize cesta, ktorej pociatocny

vrchol je v; a koncovy vrchol je v;.

Definicia 23. Komponent grafu GG je maximalny suvisly podgraf grafu GG. Savisly graf

mé len jeden komponent.

Definicia 24. Most v grafe GG je takd hrana e € G, pre ktoru plati, ze ak ju z grafu G

odstranime, tak sa zvacsi pocet komponentov v grafe G.

Definicia 25. Cyklickd siuvislost grafu G je najmensi pocet hran, ktorych odstranenim

vznikni komponenty grafu G, z ktorych aspon dva komponenty obsahujta nejaky cyklus.

Definicia 26. Hranové k-zafarbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie f : E — {1, ..., k},
k > 0, ktoré kazdej hrane z grafu G priradi farbu z mnoziny {1, ..., k} tak, aby platilo,
7e neexistuja dve susedné hrany s rovnakou farbou. Graf, ktory obsahuje slu¢ku nema

k-zafarbenie.

Definicia 27. Chromaticky index grafu G je najmensi pocet farieb, ktoré si potrebné
na zafarbenie hran grafu G tak, aby ziadne dve susedné hrany v grafe G nemali rovnakt

farbu. Chromaticky index grafu G' oznacujeme x/'(G).

Definicia 28. Nech G = (V,E) a H = (V', E') st dva grafy. Hovorime, 7e graf G je
izomorfny s grafom H, ak existuje bijektivne zobrazenie f : V — V' také, Ze pre kazdu
dvojicu vrcholov v, v; € V plati: vv; € E < f(v;)f(v;) € E'. Zobrazenie f v takom
pripade nazyvame izomorfné zobrazenie alebo skratene izomorfizmus. Ak pre graf H

navyse plati H = G, tak zobrazenie f je automorfizmus.
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1.2 Permutacie

V bakalarskej préaci sa venujeme permuta¢nym snarkom, ktoré st spojené s permuté-

ciami. Preto musime zaviest zakladné pojmy, ktoré sa tykaju permutacii.

Definicia 29. Nech M je kone¢na mnozina. Lubovolna bijekcia ¢ : M — M sa nazyva

permutdcia.

V nasom pripade budeme pouzivat iba mnoziny tvaru {0,1,2,...,n — 1}, pretoze
prvky Tubovolnej n-prvkovej mnoziny mozeme oznacit ¢islami 0 az n — 1. Tym si
zjednodusime précu s permutaciami.

Majme mnozinu M = {0,1,2,...,n — 1} a permutaciu ¢ : M — M. Na zapis
permutécie ¢ mdzeme vyuzivat dvojriadkovy zdpis

0 1 2 - n-1
v = (eo(O) e(1) @(2) - @(n—l))

Namiesto zdlhavého dvojriadkového zapisu mézeme permutaciu ¢ zapisat aj ako
© = (p(0) (1) (2) ... p(n — 1) ), pretoze horny riadok v dvojriadkovom zépise je
vzdy postupnost ¢isel od 0 po n — 1. Takyto spdsob oznacujeme ako jednoriadkovy
zdpis permutéacie. My tento zépis vSak pouzivat nebudeme. RadSej vyuZijeme zapis
permutéacie na cykly, ktory vyuziva rozklad permutdcie na sucin disjunktnijch cyklov.
Takyto zapis permutécie je ¢astokrat velmi Ziadany, pretoze nam dava lep§iu predstavu,
ako sa dana permutécia sprava. Na to, aby sme vedeli zapisat permutaciu ako sucin

disjunktnych cyklov, potrebujeme zaviest pojem cyklus permutdcie.

Definicia 30. Cyklickd permutdcia ¢ na mnozine {xg, z1,...,x;} je takd permutacia,
pre ktora plati, ze p(zg) = x1, (1) = o, ..., 0(Tk_1) = Tk, @(xk) = x0. Cyklickn

permutéciu oznacujeme ako (zg...Tg).

Definicia 31. Nech ¢ je Iubovolna permutacia. Hovorime, Ze cyklickd permutécia

(ag . ..ay) je cyklus permutdcie p, ak p(ag) = ar, p(a) = ag, ..., o(ar_1) = ag, p(ag) =

ag.
Definicia 32. Dva cykly permutacie su disjunktné, ak nehybu tym istym prvkom.

Kazdy cyklus permutacie moézeme zapisat viacerymi spésobmi. Napriklad cyklus
(1 2 3) mozeme zapisat ako (1 23) = (23 1) = (31 2). Preto je nieckedy vhodné cyklus
usporiadat, napriklad tak, Zze prvy ¢len v cykle je najmensi prvok, ktory sa v cykle
nachéidza.

Nie kazdéa permutacia je cyklus. Napriklad permutéacia ¢ s jednoriadkovym zépisom
¢ = (3125 4) nezodpoveda definicii 31. Tato permutaciu moézeme vSak zapisat ako
stcin dvoch disjunktnych cyklov ako ¢ = (1 3 2)(4 5). Dokonca plati, ze lubovolnu per-
mutéciu vieme previest na sicin disjunktnych cyklov. Teraz si predstavime algoritmus,
ako z klasického zapisu permutacie mozeme ziskat rozklad permutécie na disjunktné

cykly, teda cyklicky zdapis permutécie.
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Algoritmus na vytvorenie cyklového rozkladu

Nech ¢ je permutécia na n-prvkovej mnozine a ¢ = (©(0)p(1)p(2) - p(n — 1)) je jej
jednoriadkovy zapis. Cyklicky zapis permutacie ¢ bude tvoreny cyklami permutécie,
ktoré postupne vytvorime. Cyklus permutécie zacneme vytvarat tak, Ze vyberieme
Tubovolny prvok k € {0,1,...,n—1}. Prvok k zapiSeme do zatvorky, ktora predstavuje
prave vytvarany cyklus permutacie. Nasledne zoberieme prvok (k) a skontrolujeme,
¢i sa v nasom vytvaranom cykle uz nachadza. Ak sa tento prvok ¢(k) v cykle uz
nachadza, tak uzavrieme cyklus a mame vytvoreny jeden cyklus. Ak sa vSak tento
prvok v cykle este nenachadza, tak ho do prave vytvaraného cyklu permutéacie pridame.
Nésledne opakujeme cely proces s tym, Ze sa snazime pridat prvok ¢(¢(k)). Takto
pokracujeme, kym nenarazime na prvok, ktory sa v cykle uz nachadza. Vzdy, ako
prvé nastane to, Ze sa zopakuje prvok, ktory bol do cyklu pridany ako prvy. Ked
narazime na prvok, ktory sa v cykle uz nachadza, tak tento prvok tam nepriddvame.
Namiesto toho uzavrieme cyklus a skon¢ime proces vytvarania daného cyklu. Proces
rozkladu permutécie na sacin disjunktnych cyklov pokracuje tym, Ze zoberieme dalsi
Tubovolny prvok z {0, 1,...,n — 1}, okrem tych prvkov, ktoré uz v nejakom cykle st a
vytvarame dalsi cyklus rovnakym sposobom. Koné¢ime v momente, ked vetky prvky z
{0,1,...,n—1} st v nejakom cykle permutacie. VSetky cykly, ktoré sme tymto postupom

ziskali tvoria cyklicky zdpis permutécie.

Ako priklad prevodu permutacie na cyklicky zapis si zoberme permutéciu, ktorej
jednoriadkovy zéapis je ¢ = (1 0 2). Ako prvé zoberme napriklad prvok 0 a vlozme ho
do prvého cyklu. Prvok 0 sa nam vdaka permutécii ¢ zobrazi na 1. Teraz sa pokusme
pridat 1 do vytvaraného cyklu. Kedze prvok 1 sa v tomto cykle eSte nenachédza, tak
ho do cyklu pridame. Nésledne podla vyssie uvedeného algoritmu musime skusit pridat
prvok ¢(1), ¢o je prvok 0. Prvok 0 sa uz v cykle nachadza, a teda prisli sme do bodu,
kedy sa nam prvok zopakoval. Podl'a algoritmu uz ukonéime cyklus. Tym sme vytvorili
cyklus (0 1). Ako dalsie by sme zobrali [ubovolny prvok, ktory v ziadnom cykle este
nie je. V tomto priklade mame jedinii moznost, a to prvok 2. Postupom z algoritmu
by sme prisli k tomu, ze by sme vytvorili cyklus (2). Tym by sa minuli vetky prvky,
a teda vysledny cyklicky zapis by bol ¢ = (0 1)(2).

Na tomto priklade si mézeme vsimnit, ¢o by sa stalo v pripade, keby sme do prvého
cyklu, ako prvy zvoleny prvok vybrali 2. Ziskali by sme zéapis ¢ = (2)(0 1). Z tohto
prikladu vidno, Ze stcin disjunktnych cyklov je komutativny a je jedno, v akom poradi

zapiseme cykly permutacie.

Na konci tejto casti eSte zavedieme zakladné pojmy, ktoré stvisia s cyklickym za-

pisom permutéacie a hlavne s cyklami permutécie.
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Definicia 33. Dika cyklu permutdcie je pocet prvkov, ktoré sa v danom cykle per-

mutécie nachadzaju.
Napriklad dizka cyklu permutacie (3 1 0 2) je 4.

Definicia 34. Cyklus permutéacie nazyvame pevny bod alebo pevny bod permutdcie, ak

ma tento cyklus dizku 1.
Definicia 35. Cyklus permutécie nazyvame transpozicia, ak ma tento cyklus permu-
tacie dlzku 2.

Definicia 36. Permutacia, ktorej cyklicky zapis tvoria len cykly dizky < 2 sa nazyva
inwvolicia. To znamend, ze cyklicky zapis involtcie je tvoreny len pevnymi bodmi a

transpoziciami.



Kapitola 2
Snarky

V tejto kapitole sa obozndmime s pojmom snark. Povieme si nie¢o o historii snarkov a

predstavime si najvyznamnejsie snarky, ktoré boli skonstruované.

2.1 Snark

Definicia 37. Suavisly kubicky graf, ktory nema hranové 3-zafarbenie sa nazyva snark.

Definicia 38. Snark G je netrividlny snark, ak pre graf G plati, ze jeho cyklicka
suvislost > 4 a jeho obvod je > 5.

V tejto bakalarskej praci pracujeme so snarkami, ktorych cyklicka suvislost je aspon
4 a ich obvod je asponn 5. Preto sme vysSie zadefinovali aj pojem pre takéto snarky,
a to netrividlne snarky. Tento pojem sa pouziva aj v ¢lanku [5]. Snarky, ktoré nie st
netrivialne moézeme oznacit pojmom trividlne snarky.

Teraz si este zadefinujeme Specialny typ snarku, a to permutacny snark. Na zadefi-
novanie permutacného snarku este potrebujeme vediet, ¢o je permutacny kubicky graf.

Nasledujice dve definicie sme ¢erpali z ¢lanku [14].

Definicia 39. Permutacny kubicky graf G je kubicky graf, ktory mé 2-faktor pozosta-
vajuci z dvoch bezchordovych cyklov. Takyto 2-faktor grafu G nazyvame permutacny
2-faktor a cykly, ktoré ho tvoria volame permutacné cykly. Hrany, ktoré nepatria do

ziadneho permutac¢ného cyklu volame priecky.

7 definicie 39 vyplyva, ze bezchordové cykly, ktoré tvoria 2-faktor grafu G st rov-
nakej dizky a kazdy z nich ma dlzku n/2.

Definicia 40. Permutacny snark je permutacny kubicky graf, ktory je snark.

V bakalarskej praci ¢asto pracujeme s tym, ze permutacny cyklus C; z permutac-
ného snarku G oznacujeme, ako ¢erveny cyklus a permutacny cyklus Cs oznacujeme

ako modry cyklus.
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Pre permutacné snarky plati, Zze vSetky permutacné snarky okrem grafu c¢inka st
netrivialne snarky [14]|. Graf ¢inka je graf, ktory tvoria dva vrcholy spojené hranou,

pricom z oboch vrcholov vychédza slucka.

Snarky st vyznamna trieda kubickych grafov, o ¢om nés presviedca ich sivis s via-
cerymi tazkymi problémami a dlhodobo otvorenymi hypotézami v teorii grafov. Snarky
st potencidlnymi protiprikladmi k hypotéze o dvojitom pokryti cyklami (cycle double
cover conj), k Tuttovej 5-tokovej hypotéze, Fulkersonovej hypotéze, Fan-Raspaudovej
hypotéze a inym. Problém rozhodnut ¢ kubicky graf je hranovo 3-zafarbitelny alebo
je snark, je jeden z najjednoduchsie formulovatelnych NP-tuplnych problémov [10].

Najstarsi vysledok tykajuci sa snarkov pochadza z roku 1880. Dokézal ho skotsky
matematik P. G. Tait a hovori, ze kazdy planarny graf sa da vrcholovo zafarbit 4
farbami prave vtedy, ked kazdy kubicky bezmostovy graf sa d& hranovo zafarbit 3

farbami. Veta o 4 farbéch, teda hovori, Ze neexistuji planarne snarky.

2.2 Histoéria snarkov

Snarky st este mlada trieda grafov, ktora bola objavena pomerne nedavno. Prva studia,
v ktorej bol spomenuty bezmostovy kubicky graf s chromatickym indexom 4 pochadza
z roku 1880. V tom obdobi skotsky matematik Peter Guthrie Tait dokazal, ze Veta o
Styroch farbach (Four color theorem) je ekvivalentna s vyrokom, Ze neexistuje snark,
ktory by bol planarny graf [18]. Prvy snark bol objaveny az v roku 1898 [9]. Islo o
slavny Petersenov graf. AZ v roku 1946 doslo k objaveniu dalsieho snarku. Konkrétne
juhoslovansky matematik Danilo Blanusa objavil snark radu 18 [1]. Tento snark volame
prvy Blanusov snark. O dva roky neskor v roku 1948 W. T. Tutte pod pseudonymom
Blanche Descartes objavil d'alsi snark, tentokrat islo o snark s 210 vrcholmi [7]. V roku
1973 George Szekeres objavil dalsi snark, ktory nesie meno po svojom objavitelovi, a
teda Szekeresov snark [17].

Mozeme si vSimnut, Ze objavovanie prvych snarkov §lo velmi pomaly. Od roku
1880 do roku 1973 bolo objavenych iba par grafov, o ktorych sme vedeli povedat,
ze su to snarky. Prelom prisiel az v roku 1975, kedy doslo k obrovskému objavu, s
ktorym prisiel americky matematik Rufus Isaacs [11|. Tomu sa podarilo objavit dve
nekonecné triedy snarkov. Prva nekone¢nu triedu snarkov dnes pozname pod nazvom
Isaacs flower snarks(po slovensky Isaacove snarky), ¢o vychadza z anglického slova
flower (kvetina). Oznacenie flower snarky sa pouziva na zaklade toho, Ze zakreslenie
tychto snarkov pripomina kvet. Druh& nekonec¢na trieda snarkov niesla nazov BDS
(Blanusa-Descartes-Szekeres). Uz nazov tejto triedy napoveda, ze sa v nej nachadzaju

Blanusove snarky, Descartesov snark a aj Szekeresov snark. BDS je trieda snarkov,
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ktora vznikla z Petersenovho grafu iterovanim 4-st¢inom. Metoéde 4-sti¢inu sa budeme
viac venovat v kapitole 3. Nazov tiedy BDS sa nakoniec neuchytil. Isaacovi sa dokonca
podarilo v tom istom roku objavit aj snark, ktory mal 30 vrcholov a nepatril ani medzi
BDS snarky, ani medzi flower snarky.

V tom obdobi sa e$te nepouzival pojem snark. Zmena nastala az v roku 1976, ked
americky matematik Martin Gardner prvykrat pouzil pojem snark. Tento pojem sa
uchytil a vyuziva sa dodnes.

Ako dalsie v historii snarkov malo velky zmysel skiimanie permuta¢nych snarkov.
Permuta¢nym snarkom predchadzalo skiimanie permuta¢nych grafov. Ako prvy sa $tu-
diu permuta¢nych grafov zacali venovat matematici Chartrand a Harary. V ich knihe
[6] zovseobecnenim Petersenovho grafu zaviedli pojem permutaény graf. KedZze Pe-
tersenov graf tvori zéklad permutac¢nych snarkov, tak problematika tejto témy sa zda
byt velmi dolezita. Napriek tomu sa vSak v minulosti tejto problematike nevenovalo
vela matematikov. Za zmienku napriklad stoji ¢insky matematik Cun-Quan Zhang a
jeho kniha [24], v ktorej sa zmienuje o permutaénych snarkoch. Zhang v tejto knihe
vyslovil hypotézu, ze jediny permutacny snark s cyklickou sivislostou 5 je Peterse-
nov graf. To v8ak neskor bolo vyvratené v ¢lanku [4] z roku 2013. V tiom sa podarilo
pocitacom zostrojit permutacny snark radu 34, ktory mal cyklicka suvislost 5. Tento
permuta¢ny snark radu 34 moédzeme vidiet na obrazku 2.1. O ¢osi neskor, konkrétne v
roku 2017 sa podarilo tento permutacny snark rddu 34 zovSeobecnit na celt nekone¢nu
triedu permutacnych snarkov s cyklickou suvislostou 5. Ttto triedu objavili Hagglund
a Hoffmann-Ostenhof vo svojom élanku [8]. V roku 2019 Skoviera a Macajova spolocne
publikovali ¢lanok [14] o permutaénych snarkoch, v ktorom sa venuji trom vSeobecnym
metodam, ako vytvarat nové permutacné snarky radun = 2 (mod 8), z uz vytvorenych

permutacnych snarkov.

Obr. 2.1: Permutac¢ny snark radu 34 s cyklickou stvislostou 5 [14]
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Na koniec tejto Casti si eSte popiSeme a ukazeme, aké vyznamné snarky boli skon-

Struované.

Obr. 2.2: Graf ¢inka

2.2.1 Graf ¢inka

Cinka je graf, ktory obsahuje dva vrcholy, ktoré st spojené jednou hranou. Navyse
z kazdého vrcholu v ¢inke vychadza slucka. Graf ¢inka je poctom vrcholov najmensi
snark a zaroven aj najmensi permutacny snark. Cinka je trividlny snark. Tento graf je

znézorneny na obrazku 2.2.

Obr. 2.3: Petersenov graf [23]

2.2.2 Petersenov graf

Prvy objaveny a zaroven najznamejsi snark je Petersenov graf. Petersenov graf obsahuje
10 vrcholov a 15 hran. Kedze jeho cyklicka suvislost > 4 a obvod je > 5, tak sa
jednd o netrividlny snark. Petersenov graf je najmensi netrivialny permutacny snark.
Petersenov graf nesie meno po ddnskom matematikovi Juliusovi Petersenovi, ktory ho

v roku 1898 zostojil. Prvykrat bol vsak spomenuty uz v roku 1886. Vtedy ho spomenul
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matematik Bray Kempe [12]. V teorii grafov patri medzi najvyznamnejsie grafy a
Castokrat sa pouziva ako priklad ku réznym problémom v tejto oblasti. Petersenov graf

je zobrazeny na obrazku 2.3.

Obr. 2.4: Prvy Blanusov snark

Obr. 2.5: Druhy Blanusov snark
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2.2.3 Blanusove snarky

Prvy Blanusov snark je snark, ktory bol objaveny v roku 1946 juhoslovanskym mate-
matikom Danilom Blanusom [1]. Existuje aj druhy Blanusov snark, o ktorom sa vSak v
praci [1] nepiSe. Pévod druhého Blanusovho snarku je nejasny. Prvy a druhy Blanusov
snark vystupuji pod spolo¢nym oznacenim Blanusove snarky. Oba tieto snarky maju
18 vrcholov a 27 hran. V literattre ich mozeme najst aj pod nazvami snark Blanusa 1,
respektive snark Blanu$a 2. Hned po Petersenovom grafe st svojim poc¢tom vrcholov
najmensie netrividlne snarky. Obe snarky st permutacné snarky. Prvy z BlanuSovych

snarkov sa nachadza na obrazku 2.4 a druhy na obrazku 2.5.

Je nutné uviest, ze v znaceni BlanuSovych snarkov je pomerne zmétok. Internetové
stranky, ako napriklad Wikipédia [20] maja prehodené oznacenie Blanusovych snarkov,
¢o je samozrejme chyba. Tiez sa na Wikipédii mézeme docitat, ze v roku 1946 Blanusa
objavil dva snarky radu 18. To je tiez chyba, pretoze ako sme uz spominali, tak vo
svojej praci [1] Blanusa spomina iba jeden snark radu 18, a to prvy BlanuSov snark. O

povode Blanusovych snarkov sa piSe v ¢lanku [15].

oy =

S
o

Obr. 2.6: Descartes snark [21]

2.2.4 Descartesov snark

Descartesov snark bol objaveny v roku 1948. Jeho objavitelom je W. T. Tutte. Snark

obsahuje 210 vrcholov a 315 hrén. Descartesov snark moézeme vidiet na obrazku 2.6.
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Obr. 2.7: Szekeres snark [22]

2.2.5 Szekeresov snark

Szekeresov snark bol jeden z prvych objavenych snarkov. Je pomenovany po svojom
objavitelovi Georgovi Szekeresovi. Jedné sa o snark, ktory obsahuje 50 vrcholov a 75

hran. Szekeresov snark je permutac¢ny snark. Szekeresov snark sa nachadza na obrazku

2.7.
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Kapitola 3
Permutac¢né snarky

V tejto kapitole sa blizsie oboznamime so $pecidlnou skupinou snarkov, a to s permu-
tacnymi snarkami a s jej podtriedou involucngmi snarkami. Definiciu permutacného
snarku méame uvedent v kapitole 2. Povieme si, akymi dvoma spésobmi mozeme permu-
ta¢ny snark reprezentovat. Na konci kapitoly si uvedieme jednoduchi metodu 4-siucinu
na vytvaranie novych snarkov a aj dve $pecidlne konstrukcie, ktoré 4-sucin vyuzivaja

na vytvaranie involu¢nych snarkov.

3.1 Permutac¢ny snark

Na zaklade definicie 40 z kapitoly 2 je permutacnym snarkom taky snark, ktorého
2-faktor tvoria dva bezchordové cykly. Ekvivalentne mozeme povedat, Ze permutacny
snark je snark, ktory je tvoreny dvoma disjunktnymi cyklami rovnakej dizky, medzi
ktorymi je perfektné parenie.

Kazdy permutac¢ny snark okrem ¢inky je snark, ktory ma cyklicka savislost najme-
nej 4 a obvod aspon 5 [14]. Co znamena, Ze okrem ¢inky je kazdy permutacny snark
zaroven aj netrivialny snark. f)alej pre kazdy permutacny snark plati, Ze pocet vrcholov,
ktoré obsahuje je dvojnésobok nejakého neparneho ¢isla [14].

Pre kazdy permutac¢ny snark G plati, Ze musi byt radu n = 2 (mod 4). Nie je tazké
si uvedomit, ze ak by to tak nebolo, tak jeho 2-faktor by sa skladal z dvoch pérnych
cyklov. Kazdy z tychto cyklov by sme hranovo ofarbili pomocou dvoch farieb a hrany
mimo cyklov, teda priecky, by sme ofarbili tretou farbou. Tym by sme snark G hranovo
ofarbili pomocou troch farieb, ¢o je spor s tym, ze G je permutacny snark.

Aj ked plati, ze kazdy permutaény snark je radu n = 2 (mod 4), tak zatial sa
pocitac¢om podarilo objavit iba permutacné snarky radu n = 2 (mod 8). Pricom na
druhej strane ziaden permutacny snark radu n = 6 (mod 8) eSte objaveny nebol.
To nam kladie prirodzenu otézku ¢ vobec permutacny snark radu n = 6 (mod 8)

existuje. Na tuto otazku eSte nemame odpoved, ale predpoklada sa skor to, Ze takyto

17
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permutacny snark neexistuje.

3.1.1 Reprezentacie permutacného snarku

Pri permutacnych snarkoch nés budu zaujimat dva sposoby, ako permutacny snark
reprezentovat. Tieto dva sposoby reprezentacie permutacného snarku su bicyklickd re-
prezentdcia a permutacnd reprezentdcia.

Ako prvi si predstavime bicyklicki reprezentéaciu permutacného snarku. Pri bicyk-
lickej reprezentacii permutacného snarku sa vyuzivaju bezchordové (indukované) cykly,
ktoré v permutacnom snarku tvoria 2-faktor. V definicii 41 si presne povieme, ¢o je

bicyklicka reprezentacia permutac¢ného snarku.

Definicia 41. Nech G je permuta¢ny snark. To znamena, ze v om existuje 2-faktor F
skladajuci sa z dvoch indukovanych kruznic Oy a Cy rovnakej dizky. Dvojicu {C1, Cy}

nazyvame bicyklickd reprezentdcia snarku G.

Treba si uvedomit, ze bicyklicka reprezentécia nie je snarkom G urcena jednoznacne.
Napriklad Petersenov graf ma 12 5-cyklov. Lubovolny z tychto 5-cyklov sa da jedno-
znacne rozsirit do bicyklickej reprezentacie jednoznacne uréenym komplementarnym
5-cyklom. Preto pocet bicyklickych reprezentacii Petersenovho grafu je 6. Teraz si eSte

povieme, ¢o znamend, ze dve bicyklické reprezentéicie snarku G s izomorfné.

Definicia 42. Hovorime, ze dve bicyklické reprezentéacie {Cy,Cy} a {D;, Dy} snarku
G st izomorfné, ak existuje automorfizmus « grafu G taky, ze a({C4, Cy)} = {Ds, Da}.
To znamen4, ze existuje i € {1,2} take, ze a(Cy) = D; a a(Cy) = D3_;.

Ako sme uz spominali Petersenov graf ma 6 bicyklickych reprezentacii. Vsetky bi-
cyklické reprezentéicie Petersenovho grafu su izomorfné. Moze sa vSak stat aj to, Ze
permutacny snark mé viacero neizomorfnych bicyklickych reprezentécii. Snark Bla-
nusa 1 napriklad nemé vsSetky bicyklické reprezentacie izomorfné. Na obrazku 3.1 su

nakreslené dve neizomorfné bicyklické reprezentécie snarku Blanusa 1.

Obr. 3.1: Dve neizomorfné bicyklické reprezentécie snarku Blanusa 1

Dalsi sposob, ako reprezentovat permutacny snark sa nazyva permutacnd repre-
zentdcia. Vdaka permutacnej reprezentacii moZzeme permutacny snark G reprezento-

vat pomocou permutdcie. Pri procese ziskavania permutacnej reprezentacie musime v
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snarku G vrcholy ocislovat. Teraz si konkrétne povieme, ako takéto o¢islovanie vrcholov
prebieha, a ako sa nésledne ziskava permutacia, ktora je permutacnou reprezentaciou

permuta¢ného snarku G.

Definicia 43. Nech graf G je permutac¢ny snark s 2n vrcholmi. Nech {C7, Cs} je nejaka
bicyklicka reprezentécia snarku G. V permutacnom cykle C; vyberieme Iubovolny vr-
chol v;. Poé¢niic vrcholom v; v8etkym vrcholom z cyklu C priradime ¢isla 0,1,...,n — 1
tak, ako idu v cykle C4 v zvolenej orientacii. Nasledne v permutac¢nom cykle Cy vy-
berieme Tubovolny vrchol ve. Poénic vrcholom ve vSetkym vrcholom z cyklu Cy tiez
priradime ¢isla 0,1, ...,n — 1 tak, ako ida v cykle Cy v zvolenej orientacii. Permutac¢na
reprezentacia snarku G je potom permutacia ¢, ktora ¢islu kazdého vrcholu v z cyklu

C1 priradi ¢islo jeho suseda z cyklu Cs.

Permutacné reprezentacia grafu G s 2n vrcholmi je permutécia ¢ na mnozine
M = {0,1,2,...,n — 1}. Vdaka permutacii ¢, ktord je permutacnou reprezentéciou
snarku G, vieme snark G jednoznacne zrekonStruovat. KedZe permutacna reprezen-
tacia snarku je permutécia, tak permutacnii reprezentaciu vieme zapisat ako sucin
disjunktnych cyklov. Permuta¢nt reprezentaciu snarku G budeme vzdy zapisovat ako
sucin disjunktych cyklov. Z cyklického zapisu permutacnej reprezentacie sa daju zistit
rozne vlastnosti permutac¢ného snarku, napriklad ¢i je dany snark involu¢ny, o ¢om si
povieme neskor. Proces rozkladu permutacie na sicin disjunktnych cyklov je blizsie
opisany v kapitole 1. Kazdy permutac¢ny snark mé aj taka permutacnu reprezentaciu,
ktora obsahuje pevny bod. Pevny bod v permuta¢nom snarku je reprezentovany ne-
jakou prieckou, ktora spaja vrcholy z cyklov C; a Cs, ktorym bolo priradené rovnaké
¢islo.

7 definicie 43 vyplyva, ze permutacné reprezentacia permutacného snarku G je od-
vodena z nejakej bicyklickej reprezentécie snarku G. To znamena, ze ak by sme pouzili
inu bicyklicku reprezentaciu snarku GG, tak by sme mohli dostat tplne ini permuta¢ni
reprezentaciu. Permuta¢ni reprezentaciu snarku tiez silno ovplyviuje akym sposobom
o¢islujeme vrcholy z permutacnych cyklov C; a C5. Z toho dostavame zaver, Ze je-
den permuta¢ny snark moze mat viacero velmi odliSnych permuta¢nych reprezentacii,
pricom aku permutacni reprezentaciu ziskame je silno spojené s tym, aku bicyklicka
reprezentaciu snarku pouzijeme. Napriklad snark Blanusa 1 méZeme reprezentovat per-
mutacnou reprezentéciou (073 6 154 2 8), ale aj permuta¢nou reprezentéaciou (0)(1
6)(28)(35)(4 7), pricom tieto dve permuta¢né reprezentécie nie su jediné. V priklade so
snarkom Blanusa 1 vidime, Ze dve uvedené permutacné reprezentacie si tiplne odlisné,
pretoze jedna sa skladé z jedného cyklu a druha az z piatich cyklov. Dokonca vidime,
ze permutacia (0)(1 6)(2 8)(3 5)(4 7) je involicia, ¢o o druhej spominanej permutaéne;j
reprezentacii snarku Blanusa 1 neplati. Tieto dve odlisné permutacné reprezentacie,

ktoré su vytvorené z rovnakej bicyklickej reprezentacie snarku Blanusa 1 st zakreslené
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na obrazku 3.2.

(073615428) (0)(1 7)(2 5)(38)(46)

Obr. 3.2: Dve rézne permutacné reprezrentacie snarku Blanusa 1

3.2 Involu¢né snarky

V tejto casti predstavime Specidlnu podtriedu permutacnych snarkov, ktorym sa v
tejto bakalarskej praci venujeme. Ide o podtriedu permutacnych snarkov s nézvom
mwvolucné snarky. V odbornej literatire involuéné snarky este neboli publikované a
bakalarska praca vychédza z nepublikovaného rukopisu [13] s ndzvom Involution snarks,
na ktorom pracuji Kralovi¢, Macajova a Skoviera. To ¢ permutacny snark G je aj
involu¢ny snark dokazeme zistit na zaklade jeho permutacnej reprezentécie. Konkrétne
na to, aby sme o permuta¢nom snarku mohli povedat, Ze je involu¢ny, potrebujeme

najst takt permutac¢nu reprezentaciu snarku G, ktora je involucnd.

Definicia 44. Permuta¢na reprezentacia ¢ permuta¢ného snarku G je involucénd re-

prezentdcia, ak permutacia ¢ je involtucia.
Ako overit, ¢i permutacia ¢ je involicia je popisané v kapitole 1.

Definicia 45. Permutacny snark G je involucény snark, ak existuje aspon jedna taka

permutacna reprezenticia snarku G, ktoré je involu¢na reprezentécia.

Na zaklade definicii, ktoré sme uviedli, proces overenia toho, ¢i permutacny snark
G je involu¢ny snark spoc¢iva v tom, Ze ndjdeme nejaka jeho involu¢nu reprezentéciu.
Ako sme spominali v ¢asti o permutacnej reprezentacii permutacného snarku, tak per-
mutacny snark moze mat viacero roznych permutac¢nych reprezentacii, ktoré sa moézu
odlisovat po¢tom cyklov permutacie aj tym, aké dlzky jednotlivé cykly maji. Z toho
vyplyva, Ze niektoré z permutacnych reprezenécii grafu G mézu byt involucéné a nie-
ktoré nie. Nie je tazké si uvedomit, ze na to, aby sme permutac¢ny snark G vyhlasili za
involu¢ny snark nam staci, ak ndjdeme jednu permutacnii reprezentaciu, ktoréd je za-
roven involu¢na reprezentéicia. Naopak na to, aby sme mohli prehlasit, ze permutacny
snark G nie je involu¢ny je potreba overit vSetky jeho permutacéné reprezentacie a o
vietkych zistif, Ze nesplhajt podmienku involtcie.

Involu¢éné snarky tvoria zaujimavu triedu permutacnych snarkov, ktoré este nebola

velmi preskimana. Medzi involu¢né snarky patri napriklad snark Blanusa 1. Snark
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Obr. 3.3: Blanusa 1 s involu¢nou reprezentaciu (0)(1 7)(2 5)(3 8)(4 6)

Blanusa 1 aj s jeho vyznacenou involu¢nou reprezentaciou mozeme vidiet na obrazku
3.3. Je zaujimavé, ze druhy Blanusov snark uz involu¢ny nie je, aj ked si je so snarkom
Blanu$a 1 vo vela inych vlastnostiach podobny.

7Z toho, aké involu¢né snarky boli zatial skonStruované sa predpokladé, Ze involu¢né
snarky existuju iba pre n = 2 (mod 16). Graf ¢inka je najmensi trividlny involu¢ny
snark. Najmensi netrividlny involuény snark je uz spominany snark Blanusa 1, ktory

obsahuje 18 vrcholov.

3.3 Konstrukcia permutac¢nych snarkov

Existuje niekol'ko roznych spodsobov, ako z uz vytvorenych snarkov skonstruovat nové
snarky. Jedna z takychto metodd sa nazyva 4-sicin alebo po anglicky dot product. Me-
toda 4-sucinu sa d& upravit tak, aby sme z permuta¢nych snarkov vytvérali nové per-
mutacné snarky. V tejto Casti si predstavime metdédu 4-stcinu a aj jej upraveni verziu

pouzivanu pre permutacné snarky.

3.3.1 Metdéda 4-sta¢inu

Tto metdédu na konstrukciu novych snarkov v roku 1975 predstavil vo svojom diele
[11] matematik Rufus Isaacs. Vdaka tejto metode Isaacs vytvoril nekone¢nu triedu

snarkov s nazvom Blanusa-Descartes-Szekeres snarky.

Definicia 46. Majme dva snarky G' a H, pricom moze platit, ze G a H st rovnaké
snarky. Zo snarku G vyberieme dve ubovolné nesusedné hrany e; = a1b; a e; = agbs.
Zo snarku H vyberieme Tubovolnt hranu f = uv. V snarku H nech vrchol u susedi s
vrcholmi af, b} a v. A nech vrchol v susedi s vrcholmi a), 0}, a u. Z grafu G odstranime
hrany e; a es a z grafu H odstranime vrcholy u a v. Spojenim vrcholov a; s af, by s b,

as s ag, by s bl vznikne novy snark I.
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Fakt, ze snark I vznikol zo snarkov G a H pomocou 4-sti¢inu budeme zapisovat
I = G.H. Skonstruovanie nového snarku zavisi od toho, aké hrany e;, es a f sme
vybrali. Pre pripady, Ze chceme zvyraznit, ktoré hrany sme vyuzili, mézeme pouzit
znacenie I = Gley, eo].[f]H.

Metoda 4-sti¢inu pre permutacné snarky

Metoda 4-sti¢inu pre permutacné snarky narozdiel od vSeobecnej metody 4-sucinu vy-
zaduje, aby oba snarky, na ktoré 4-suc¢in pouzijeme boli permutacné snarky. Dalst
rozdiel je v tom, Ze na to, aby sme 4-sti¢inom ziskali permutacny snark musia vybrané
hrany z povodnych grafov splhat uréité podmienky. Aké podmienky musia splhat je

Specifikované v definicii 47.

Definicia 47. Nech G a H st dva permuta¢né snarky, pricom moze platit, ze G a H
st rovnaké permuta¢né snarky. Nech {C}, Cs} je permutacny 2-faktor snarku G a nech
{D1, Dy} je permutacny 2-faktor snarku H. SkonStruujme snark I = Gley,eq).[f|H
pouzitim 4-st¢inu z definicie 46 pricom nech hrany e;, e; st z odlisSnych permutac-
nych cyklov permuta¢ného 2-faktora {C,Cy} a hrana f je v snarku H priecka medzi

permutacnymi cyklami Dy, Ds. Takto vytvoreny snark I je permutacny snark.

Teraz si odovodnime skutoc¢nost, Ze pri vybere hran ey, ey, f, ktoré sme uviedli v
definicii 47 vznikne naozaj permuta¢ny snark.

KedZe hrana f = uwv je priecka, tak vrcholy u a v st z roznych permuta¢nych cyklov.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech u € Dy a v € D,. Pre susedné vrcholy a) a b} vrcholu
u, teda tiez plati, Ze a},b] € D;. Pre susedné vrcholy a} a b, vrcholu v naopak plati, ze
ay, by € Dy. Pozrime sa na situéaciu v grafe G. Z definicie 47 vieme, 7ze hrany e; = a1b;
a e = agby st z roznych permutacénych cyklov. Bez ujmy na vSeobecnosti nech e; € C
a ey € Cy. 7Z toho dostavame, ze vrcholy ai,b; € C; a vrcholy as, by € Cs. Pouzitim
4-sucinu, ako je popisané v definicii 46 najprv odstranime hrany e;, es a vrcholy u,
v. Nésledne vytvorime nové hrany aa), bib}, asal, bobl,. Teraz si staci uvedomit, ze
novovzniknuté hrany aj;a), b1b] sposobia prepojenie permutacénych cyklov C; a D;.
Podobne, hrany asal,, bobl, spdsobia prepojenie permutacnych cyklov Cy a Dy. Tym v
snarku I = Gley, e5].[f]H vzniknt dva permutacné cykly, ktoré vytvaraja permutacny

2-faktor. A teda snark I je permutacny snark.

3.4 Vytvaranie involu¢nych snarkov

Jednym z nagich cielov je vytvarat involuéné snarky. Preto si v tejto ¢asti predstavime
dva postupy, ako involu¢ny snark rozsirit na vacsi involu¢ny snark. Tieto konstrukcie
pochadzaju z este nepublikovaného rukopisu [13], na ktorom pracuju Kralovi¢, Maca-

jova a Skoviera. V obidvoch tychto konstrukciach sa vyuziva 4-sicin pre permutacné
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snarky, ktory sme v tejto kapitole uz spominali. V definiciach tychto konstrukcii sa
vyuzivaju pojmy ako dipdl a zodpovedajice hrany. Teraz zavedieme vsetky potrebné

pojmy, ktoré pouzivame v konstrukciach.

Definicia 48. Visiaca hrana je hrana, ktora ma iba na jednom svojom konci vrchol.
Na druhom konci tejto hrany sa ziaden vrchol nenachadza. Spojenim dvoch visiacich
hréan vznikne hrana, ktord spoji vrcholy incidentné s visiacimi hranami. Hranu, ktora

spaja dva vrcholy, mozeme prerezanim rozdelit na dve visiace hrany.

Pozor — visiaca hrana nie je rovnaky pojem ako slucka, pretoze slucka mé na oboch

koncoch vrchol, aj ked rovnaky vrchol.

Definicia 49. Nech graf G je permutacny snark. Z grafu G odstranime pevny bod
tak, ze odstranime dva vrcholy, ktoré pevny bod v grafe G vytvéaraja a hranu, ktora sa
medzi tymito vrcholmi nachadza. Zo susedov odstranenych vrcholov nechdme vycha-
dzat visiace hrany. Takyto graf nazyvame permutacny dipsl D. Ak je snark G navyse
involu¢ny snark, tak takyto dipol volame involucny dipol. Z dipolu D vzdy vychédzaja
4 visiace hrany. Tieto hrany rozdelime do dvoch konektorov tak, ze v jednom konek-
tore budi spolu visiace hrany, ktoré boli incidenté s rovnakym odstranenym vrcholom.
Tym ziskame dva konektory, v ktorych buda po dve visiace hrany. V kazdom konek-
tore sa nachadzaju visiace hrany, ktoré lezia v spolo¢nom permutac¢nom cykle. Kazdy

permutacny dipél mé dva konektory, z ktorych kazdy obsahuje dve visiace hrany.

Pri vytvarani involu¢nych snarkov sme vyuzivali jeden konkrétny dipol, a to Peter-

senov dipol.

Definicia 50. Petersenov dipol je permutacny dipol, ktory vznikne z Petersenovho

grafu.

Obr. 3.4: Petersenov dipdl s vyznacenymi permutacnymi cyklami

Petersenov graf je velmi symetricky graf. To vedie k tomu, Ze odstranenim Iubovol-

ného pevného bodu z Petersenovho grafu vzdy vznikne Struktarou rovnaky permutacny
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dipol, pretoze je jedno, ktord dvojicu susednych vrcholov by sme odstranili. Tym péa-
dom Petersenov dip6l je urCeny jednoznacne, az na izomorfizmu. Na obrazku 3.4 je
znézorneny Petersenov dipdl s vyznacenim permutacnych cyklov. Petersenov dipél,

ako jediny permutac¢ny dipdl obsahuje 8 vrcholov.

Definicia 51. Nech graf G je involu¢ny snark s involu¢nou reprezentaciu ¢. Nech sa v
grafe G nachadzaju hrany e = uv a € = u/v’, pricom hrany e a €’ lezia v réznych permu-
tac¢nych cykloch. Hovorime, Ze hrana e zodpovedd hrane ¢’ pri involu¢nej reprezentacii
v, ak v involuénej reprezentacii ¢ je vrcholom u a u' priradené ¢&islo i a vrcholom v a
v' je priradené ¢islo j.

Tym, Ze vrchol u mé rovnaké priradené ¢islo, ako vrchol ' myslime, Ze pri procese
oc¢islovania, ktory je potrebny pre ziskanie involu¢nej reprezentacie snarku G, tieto
dva vrcholy boli oc¢islované rovnakym ¢islom z mnoZiny {0, 1,...,n — 1}. Presny proces
priradovania ¢isel vrcholom snarku je popisany v definicii 43.

V konstrukcidch, ktoré sa v tejto bakalarskej praci nachadzaju ¢asto spominame
vlozenie dipolu medzi zodpovedajice hrany. Preto si teraz presne povieme, ¢o vloze-
nim dipélu medzi zodpovedajuce hrany myslime. Vzdy, ked v texte pouZijeme pojem
vlozenie dip6lu medzi zodpovedajice hrany, tak tym budeme mat na mysli tento po-

stup.

Vlozenie dip6lu medzi zodpovedajice hrany

Vlozenie dipolu D medzi zodpovedajice hrany e a €' je proces, pri ktorom hrany e a €’
prerezeme a rozdelime na visiace hrany. Visiace hrany, ktoré tvorili hranu e priradime
do jedného konektora a visiace hrany, ktoré vznikli z hrany e’ priradime do druhého
konektora. V jednom konektore sa nachadzaju visiace hrany, ktoré su zo spolo¢ného
permutac¢ného cyklu. Nésledne zoberieme dipol D aj s jeho dvomi konektormi a Tu-
bovolny konektor z dip6lu D spojime s lubovolnym konektorom, ktory sme vytvorili
vdaka hranam e a ¢’. Potom zoberieme zvysny konektor z dipélu D a zvy$ny konektor,
ktory sme ziskali vdaka hranam e a €’ a aj tie spojime.

Spojenim konektorov A a B méme na mysli to, Ze zoberime jednu visiacu hranu z
konektora A a tu spojime s nejakou visiacou hranou z konektora B, nésledne zoberieme
druhu visiacu hranu z konektora A a t spojime so zvySnou visiacou hranou z konektora
B. Spojenim dvoch visiacich hran vznikne norméalna hrana, ktora prepoji vrcholy, ktoré
boli na koncoch visiacich hréan.

Takymto prepojenim konektorov dochadza k tomu, Ze sa permutacné cykly z grafu

G spoja s permuta¢nymi cyklami z dipélu D a vzniknu dva vicsie permutacné cykly.

Teraz si predstavime uz spominané dve konstrukcie na vytvaranie involu¢nych snar-

kov. Tu je dobré si povedat, ze v dalsom texte sa na tieto konstrukcie budeme odkazovat
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ako na konstrukcia 1, respektive konstrukcia 2.

Definicia 52 (Konstrukcia 1). Nech G je involuény snark, ktory obsahuje hrany e a
¢’ také, ze hrana e zodpoveda hrane €. Nech D je involuény dipél. VloZenim dipélu D
medzi hrany e a ¢’ vznikne involu¢ny snark G’. Tento postup budeme dalej oznacovat

ako konstrukcia 1.

Definicia 53 (Konstrukcia 2). Nech G je involu¢ny snark, ktory obsahuje hrany e,
e}, ea, €, také, ze hrana e; zodpoveda hrane €/ a hrana ey zodpoveda hrane e}. Pricom
moze platit aj e; = ey, €] = €},. Nech Dy a Dy st dve képie toho istého permuta¢ného
dip6lu. Vlozenim dipélu D; medzi hrany e; a €, a vlozenim dip6lu Dy medzi hrany
e; a € vznikne novy involu¢ény snark G’. Dipdly Dy a D, si v grafe G’ navzajom

zodpovedaju. Tento postup budeme dalej oznacovat ako konstrukcia 2.

Nie je tazké si uvedomit, ze konstrukcia 1 a konstrukcia 2 z definicii 52, respektive 53
vyuzivaji metodu permutac¢ného 4-siacinu. Konstrukcia 1 z definicie 52 vyuziva 4-sacin
tak, ze z dvoch involuénych snarkov vytvori novy involu¢ny snark. V konstrukeii 2 z
definicie 53 je dvakrat pouzity 4-sac¢in na involu¢ny snark, pri¢om pri prvom pouziti
4-stic¢inu nemusi vzniknut involu¢ny snark, ale pri druhom pouziti 4-stic¢inu vznikne
involu¢ny snark. V konstrukcii 2 tym, Ze hovorime, zZe si zodpovedaju vlozené dipoly
méame na mysli to, Ze si zodpovedaja hrany, ktoré lezia v dipdloch a nie st to priecky.

Snark Blanusa 1 vzniké z grafu ¢inka a Petersenovych dipoélov pouzitim konstrukcie 2.
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Kapitola 4

Klastre

V tejto kapitole zavedieme pojem klaster, ktory sa vyuziva pri skimani Struktary
snarkov a predstavime dva hlavné druhy klastrov, ktoré ma zmysel skumat pri permu-

tacnych snarkoch. Nakoniec este zavedieme pojem kompletny klaster.

4.1 Klaster 5-cyklov

Pri skiimani struktary grafov sa ¢asto vyuzivaju informacie o tom, aké podgrafy dané
grafy obsahuji. Rozne vlastnosti grafu vyplyvaju z toho, aké cykly sa v danom grafe
nachadzaju. Vsetky permutacné snarky, ktoré boli doteraz skonstruované maji obvod
5. To znamené, Ze najmensi cyklus, aky sa v doteraz skonstruovanych permutacnych
snarkoch nachadza je cyklus dlzky 5. Preto ma velky vyznam pri sktmani struktury
permutaénych a involuénych snarkov sktimat podgrafy, ktoré st tvorené z cyklov dlzky
5.

Definicia 54. Nech G je graf. Klaster 5-cyklov je maximalny suvisly podgraf G’ grafu
G taky, ze kazda hrana grafu G’ patri do nejakého 5-cyklu v grafe GG. Pod pojmom
5-cyklus mame na mysli cyklus dlzky 5. Graf G moze maf viacero réznych klastrov.
Dva rozne klastre grafu G st disjunktné, a teda neobsahuji ani spolo¢nd hranu, ani

vrchol. V literatire sa niekedy namiesto oznacenia klaster, vyuziva oznacenie zhluk.

V tejto bakalarskej praci sa venujeme iba klastrom 5-cyklov, preto namiesto ozna-
Cenia klaster 5-cyklov mézeme pouzit zjednodusene iba klaster.

Pri permuta¢nych a involu¢nych snarkoch ma zmysel klastre delit na dve zakladné
skupiny. Jedna z tychto skupin sa nazyva petersenovské klastre. Druhéa skupina nesie

pomenovanie nepetersenovské klastre.

27
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4.1.1 Petersenovské klastre

Petersenovské klastre alebo klastre petersemovho grafu su také klastre, ktoré sa ako
podgraf vyskytuju v Petersenovom grafe. Petersenov graf slizi ako dobré rozdelenie pre
klastre 5-cyklov, pretoze cely Petersenov graf sa skladé z 5-cyklov. Petersenovskeé klastre
st vyznamné, pretoZe sa velmi ¢asto nachadzaju v roznych snarkoch. Preto je potrebné
ich studovat. Existuje devat klastrov, ktoré patria do skupiny petersenovskych klastrov.
Kazdy z tychto klastrov ma svoje Specifické meno. Medzi petersenovské klastre patria
klastre isochréom, heterochrém-1, heterochréom-2 a iné. Na obrazku 4.1 modZzeme vidiet
petersenovsky klaster isochrom. Vsetky petersenovské klastre st popisané v diplomove;j

praci [16], kde je dokdzané, Ze iné petersenovské klastre neexistuju.

Obr. 4.1: Petersenovsky klaster isochréom

4.1.2 Nepetersenovké klastre

Druha vel'ka skupina klastrov st nepetersenovské klastre. Tu patria tie klastre, ktoré sa
v Petersenovom grafe nevyskytuju ako podgraf. Nepetersenovské klastre sa v snarkoch
vyskytuju menej ¢asto ako petersenovské klastre. Niektoré snarky obsahuji iba nepe-
tersenovské klastre. Napriklad involu¢ény snark Blanusa 1 obsahuje iba jeden klaster, a

to nepetersenovsky klaster s 18 vrcholmi, tento klaster mozeme vidiet na obrazku 4.2.

Obr. 4.2: Nepetersenovsky klaster s 18 vrcholmi

Ako sme uz spominali, Blanu8a 1 obsahuje nepetersenovsky klaster s 18 vrcholmi.
Samotny involuény snark Blanusa 1 tiez obsahuje 18 vrcholov, ¢o znamené, ze vSetky

vrcholy, ktoré obsahuje st v jednom klastri. S tym prichadza zaujimava otazka, ¢i este
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existuji nejaké involuéné snarky, ktoré tiez majua vSetky vrcholy v jednom klastri. Pri-
padne, ¢i existuje nejaky sposob, ako donekonec¢na takéto snarky vytvarat. Pre potreby

skiimania takychto snarkov teraz zavedieme novy pojem kompletny klaster.

Definicia 55. Nech G je graf, pre ktory plati, ze vSetky vrcholy z grafu G sa nacha-
dzaju v jednom klastri 5-cyklov. Graf G potom volame graf s kompletnym klastrom.
Ak je navysSe graf G involu¢ny snark, tak G mozeme oznacovat ako involucény snark s

kompletnym klastrom.

To, ze v8etky vrcholy grafu G patria do jedného klastra 5-cyklov, ale nutne ne-
znamend, ze do jedného klastra patria aj vSetky hrany. Napriklad graf Blanusa 1 je
involu¢ny snark s kompletnym klastrom, ale dve hrany v tomto grafe sa v klastri nena-
chadzaji. Hranu, ktord nepatri do ziadneho klastra, budeme oznacovat mimoklastrova

hrana.
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Kapitola 5

Involu¢né snarky s kompletnym

klastrom

Nasa bakalarska praca je zamerané na skiimanie Struktary involu¢nych snarkov s kom-
pletnym klastrom a na konstruovanie takychto snarkov. V tejto kapitole najprv pred-
stavime program, ktory sme pri bakalarskej praci vyuzivali. Potom si povieme, aké
involu¢né snarky sme skumali. V dalSej ¢asti predstavime aké involu¢né snarky sa nam
podarilo vytvorit a ako sme tieto snarky vytvorili. Ako d'alsie predstavime nami obja-
veni konstrukciu na vytvaranie involu¢nych snarkov s kompletnym klastrom. Nakoniec
predstavime nekonec¢niu rodinu involu¢nych snarkov s kompletnym klastrom, ktoréd vy-

chéadza zo snarku Blanusa 1.

5.1 Program na overovanie vlastnosti snarkov

Pri stadiu struktary involuénych snarkov a klastrov v nich sme castokrat vytvarali nové
snarky. Na overovanie, ¢ nami vytvorené snarky splhaji vietky potrebné vlastnosti
sme vyuzivali program z diplomovej prace Rastislava Simeunovica [16].Tato diplomova
praca sa venovala permuta¢nym snarkom a jednym z jej vysledkov bol uz spominany
program. Program sa venuje overovaniu vlastnosti snarkov. Na vstupe program oca-
kéva stibor so snarkami v pozadovanom formate. Vystupom tohto programu je sibor, v
ktorom sii pre jednotlivé snarky zo vstupu vypisané ich vlastnosti. Medzi vlastnosti na-
priklad patri to, ¢i je snark permutacny, popripade, ¢i je involucny a aké vSetky klastre
obsahuje. Vd'aka tomuto programu sme Iahko overovali, ¢i nami skonStruované snarky,
ktoré sme pocas prace vytvarali, boli involuéné snarky. Program nédm tiez pomahal s

identifikaciou toho, aké klastre sa v nami skonstruovanych snarkoch nachadzaju.
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5.2 Malé involu¢né snarky s kompletnym klastrom

Najmensi zo vSetkych netrividlnych involu¢nych snarkov je snark Blanusa 1. Tento
snark obsahuje 18 vrcholov a vSetky jeho vrcholy lezia v jednom klastri. Preto je Bla-
nusa 1 najmensi involu¢ny snark s kompletnym klastrom. Ziaden iny involu¢ny snark
s 18 vrcholmi neexistuje. BlanuSa 1 obsahuje dve mimoklastrové hrany. Snark Blanusa

1 s vyzna¢enymi mimoklastrovymi hranami je zakresleny na obrazku 5.1.

Obr. 5.1: Blanusa 1

V kapitole 3, v ¢asti o involu¢nych snarkoch sme si spominali, Ze vSetko nasvedcuje
tomu, Ze involu¢né snarky existuju iba pre n = 2 (mod 16). Tato hypotéza sa potvr-
dzuje aj v tomto pripade, pretoze dalsie involucéné snarky sa nasli az na 34 vrcholoch.

V c¢lanku [4] boli okrem iného skonstruované vsetky permuta¢né snarky do 36 vi-
cholov. Medzi permuta¢nymi snarkami do rddu 36 sa naslo 45 involu¢nych snarkov
radu 34. K tejto bakalarskej praci je prilozeny stubor INVOL 34.ALL. V stbore IN-
VOL_34.ALL sa nachadzaji vSetky involuéné snarky radu 34. K bakalarskej praci
je prilozeny aj vysledkovy siitbor INVOL 34 results.ALL, ktory sme ziskali pouzitim
programu z diplomovej préace [16], pricom na vstupe sme pouzili sibor s grafmi IN-
VOL _34.ALL. V stbore INVOL 34 results.ALL st vysledky o involu¢nych snarkoch
radu 34. My sme zistili, Ze medzi 45 involuénymi snarkami radu 34 existuju 3 takeé,
ktoré st involucné snarky s kompletnym klastrom. V stiibore INVOL 34.ALL st tieto
tri snarky druhy, Siesty a siedmy graf. Skiimanim tychto troch snarkov sme zistili, ze
vSetky tieto snarky obsahuji 4 mimoklastrové hrany, a ze ich struktira je do znacnej
miery podobné. Vsetky tri involuéné snarky s kompletnym klastrom radu 34 sa ndm
podarilo analyzovat a zakreslit. Na obrazkoch 5.2, 5.3 a 5.4 mdzeme vidiet, ako vyzeraja
vSetky tri involu¢né snarky s kompletnym klastrom radu 34. Oznacenie vrcholov grafov
z obrazkov 5.2, 5.3 a 5.4 sa zhoduje s oznac¢enim vrcholov v sitbore INVOL 34.ALL.

Cervenou farbou st v obrazkoch 5.2, 5.3 a 5.4 vyznacené vSetky mimoklastrové hrany.



5.2. MALE INVOLUCNE SNARKY S KOMPLETNYM KLASTROM

15 14
12

13

17

11 16 1
10 5 19 23 22

27 26
18 25 33 29

Do
p

28
32

20

21

30 31

Obr. 5.2: Druhy graf v sttbore INVOL _34.ALL

Obr. 5.4: Siedmy graf v stitbore INVOL _34.ALL
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5.3 Rozsirenie snarku Blanusa 1

Jednym z nasSich cielov bolo vytvorenie involu¢ného snarku s kompletnym klastrom
raddu viac ako 34. Predpokladali sme, Ze snark Blanusa 1 a involu¢né snarky s kom-
pletnym klastrom radu 34 maji medzi sebou nejaka spojitost a ze existuje spdsob,
ako snark BlanusSa 1 rozsirit na aspon jeden z tychto snarkov. Planovali sme, Ze ak by
sme nasli postup, ako zo snarku Blanusa 1 vytvorit aspon jeden zo spominanych troch
snarkov, tak by sme mohli tento postup zopakovat, popripade upravit a vytvorit tak
vaCSi involuény snark s kompletnym klastrom. Pri hladani spésobu, ako snark Blanusa
1 rozsirit na nejaky vacsi involuény snark sme vychadzali z konstrukcii 1 a 2 popisanych
v definicidch 52 a 53.

Ak by sme snark Blanusa 1 chceli rozsirit na snark rddu 34 pomocou konstrukcie 1
z definicie 52, tak by sme potrebovali involuény dipél radu 16. Jediny involuény dipol
radu 16, je dipol vytvoreny zo snarku Blanusa 1. Skusali sme, teda na rozsirenie snarku
Blanusa 1 pouzit involu¢ny dipél radu 16. V tomto pripade sme, ale boli netispesni a
nepodarilo sa nam najst sposob, ako vhodne pouzit konstrukciu 1.

Ako dalsie sme teda skusili najst sposob, ako snark Blanuga 1 rozgirit na invo-
luény snark s kompletnym klastrom radu 34 pomocou konstrukcie 2 z definicie 53. V
tomto pripade sme potrebovali dve kopie permutacného dipolu radu 8. Jediny takyto
permutacny dipdl je Petersenov dipol. Skumanim spojitosti Petersenovho dipélu a in-
voluénych snarkov s kompletnym klastrom do radu 34 sme prisli na sposob ako vyuzit
konstrukciu 2 tak, aby sme snark Blanusa 1 rozsirili na Tubovolny z troch involu¢nych

snarkov s kompletnym klastrom radu 34. Z tychto pozorovani vznikla nasledujtca veta.

Obr. 5.5: Blanusa 1

Veta 1. Nech G je snark Blanusa 1. Nech e; je mimoklastrova hrana a z obrazka 5.5
a nech hrana ¢/, je Tubovolna z hran hy, hso, hs, ktoré st vyznacené na obrazku 5.5.

K hranam e; a ef, zoberme zodpovedajice hrany €] a es. Nech Py a P, st dve kopie
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Petersenovho dipo6lu. VloZenim P; medzi hrany ej,e, a P, medzi hrany €/, ey vznikne

involu¢ny snark s kompletnym klastrom radu 34.

Na zéklade toho, akt hranu vo vete 1 vyberieme za hranu €, tak dostaneme rozny
z troch involu¢nych snarkov s kompletnym klastrom radu 34.

Prigli sme na to, ako snark Blanusa 1 rozsirit na I'ubovolny z involu¢énych snarkov
s kompletnym klastrom radu 34. Tento postup sme zopakovali a tym sa ndm podarilo
vytvorit involu¢né snarky s kompletnym klastrom radu 50, 66 a 82. Tento postup sme

zovSeobecnili na konstrukciu K, ktoru si predstavime v dalSej ¢asti tejto kapitoly.

5.4 Nekoneéna rodina

V tejto Casti si predstavime nami objavent konstrukciu, ktora z involuéného snarku s
kompletnym klastrom vytvori vacsi involuény snark s kompletnym klastrom. S vyuzi-
tim tejto konstrukcie predstavime vo vete 2 nekonecni rodinu involucnych snarkov s

kompletnym klastrom, ktora sa nam podarilo objavit.

Konstrukcia £
Nech G je involuény snark radu 16k + 2 s kompletnym klastrom spliiajici nasledujice

podmienky:

(K1) Snark G ma dve involu¢né reprezentacie @1 a @s.

(K2) Snark G obsahuje ako podgrafy dva Petersenovské dipoly D; a Dy, ktoré si na-

vzajom zodpovedaju pri oboch involu¢nych reprezentaciach ¢, a s.

(K3) Dipol Dy je so zvyskom grafu spojeny pomocou dvoch mimoklastrovych hréan a,

b a dvoch klastrovych hran ¢, d, pricom hrany ¢ a d susedia s rovnakou hranou z.

(K4) Dipol D, je so zvyskom grafu spojeny pomocou dvoch mimoklastrovych hrén o/,

b’ a dvoch klastrovych hran ¢, d’, pricom hrany ¢ a d’ susedia s rovnakou hranou

Y.

(K5) V involuénych reprezentéciach ¢; a ¢y si postupne zodpovedaju dvojice hran a

aa,bal,cad,dad.

(K6) V involucnej reprezentacii ¢; prechadzaju permutacné cykly dipolmi Dy, Do a

hranami vychadzajicimi z dipolov ako na obrazku 5.6.

(K7) V involuénej reprezentacii ¢, prechadzaji permutaéné cykly dipolmi Dy, Dy a

hranami vychadzajicimi z dipélov ako na obrazku 5.7.
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Obr. 5.6: Permuta¢né cykly prechddzajice dipélmi, variant 1

D
a 1 c

Obr. 5.7: Permutacné cykly prechadzajuce dip6lmi, variant 2

Zo snarku G teraz vytvorime snark G takto:

Za hranu e; zvolime [ubovolni mimoklastrovii hranu susediacu s dipolom D;. Za
hranu e, teda moéZeme zvolit jednu z hran a alebo b. Ak za hranu e; zvolime hranu a,
tak za hranu e}, zvolime [ubovolnu z hran hy, ho, hy € Dy z obrazka 5.8. Ak za hranu
e1 zvolime hranu b, tak za hranu €/, zvolime lubovolna z hran hg, hs, hy € D; z obrazka

5.8. Vdaka tomu existuje Sest moznosti pre vyber hran e; a ef,.

a Ny C

h,

Obr. 5.8: Petersenov dipol Dy s vyznacenymi hranami hy, ho, hs, hy

K hranam e; a €, najdeme zodpovedajuce hrany €| a es pri takej involucnej re-
prezentacii ¢;, i € {1,2}, Ze hrany e; a €, su z roznych permutaénych cyklov. Vdaka
podmienkam (K6) a (K7) mame zabezpecené, Ze takd involuéna reprezentacia ¢; exis-
tuje pre hocijaku zvolentt moznost hran e; a e,. Medzi hrany e; a e}, vlozime novy
Petersenov dipol P, a medzi hrany €| a ey vlozime novy Petersenov dip6l P,. Tym
vznikne involu¢ny snark s kompletnym klastrom G™.

Konstrukciu £ mézeme na kazdy vhodny snark pouzit Siestimi réznymi sposobmi,

podla toho aku dvojicu hran ey, €}, zvolime. Ak konstrukciu I pouzijeme na snark
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Blanusa 1 v8etkymi Siestimi sposobmi, tak zo Siestich vzniknutych snarkov budi iba
tri neizomorfné. To je sposobené tym, ze hrana a v snarku Blanusa 1 zodpoveda hrane
b. Napriklad pouzitim konstrukcie K na Siesty graf zo siboru INVOL 34.ALL vSet-
kymi Siestimi spésobmi ziskame Sest neizomorfnych involuénych snarkov s kompletnym
klastrom radu 50. V d'alSej ¢asti textu si predstavime nami objaveni nekoneéni rodinu
R involuénych snarkov s kompletnym klastrom, ktora vyuziva konstrukciu K. Do tejto
rodiny patri snark Blanusa 1 a aj vSetky tri involu¢né snarky s kompletnym klastrom
raddu 34. Nekonecéna rodina R sa javi, Ze narasta exponencidlne. Dokaz takéhoto tvr-

denia by vSak presahoval rozsah tejto bakalarskej préce.

Veta 2. Existuje nekoneéna rodina R involu¢nych snarkov s kompletnym klastrom
radu 16k + 2, kde k£ > 1. Kazdy snark z rodiny R obsahuje 2k mimoklastrovych hréan.
Najmensi prvok rodiny R je Blanusa 1. Kazdy vacsi snark GT € R vznika z mensieho

¢lena rodiny R konstrukciou AC.

Dokaz

Korektnost vety 2 dokédzeme indukciou.

Baza

V béze overime, & Startovaci graf splha vietky potrebné poziadavky. Startovacim gra-
fom je najmensi graf z rodiny R, a teda snark Blanusa 1. Blanusa 1 je involu¢ny snark s
kompletnym klastrom réadu 18, ktory obsahuje 2 mimoklastrové hrany, a teda pre snark
Blanusa 1 plati & = 1. Tym sme overili, Ze snark Blanusa 1 spliia prvi z podmienok.
Teraz musime overit, ¢i snark Blanusa 1 moéze byt pouzity v konstrukcii . Preto po-

stupne overime, ¢i graf Blanusa 1 spliia vietky podmienky (K1) az (K7) z konstrukcie

K.

D1 D2

Obr. 5.9: Blanusa 1 s vyznacenymi dip6élmi

7 obrazka 5.9 vidime, ze Blanusa 1 obsahuje 2 kopie Petersenovho dipolu Dy a Ds.

Na obrazkoch 5.10 a 5.11 méme znazornené dve involu¢né reprezentacie 1, @, snarku
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Obr. 5.11: Involuéné reprezentécia snarku Blanusa 1 (0)(1 7)(2 5)(3 8)(4 6)

Blanuga 1, a teda Blanusa 1 splia podmienku (K1). Na zaklade obrazkov 5.10 a 5.11
vidime, Ze dipoly Dy a D, si navzajom zodpovedaji pri involu¢nej reprezentacii ¢ aj
. To znamena, Ze Blanusa 1 spliia aj podmienku (K2). Tiez vidime, Ze oba dipoly
D; a D, st so zvySkom grafu spojené pomocou dvoch mimoklastrovych hréan a dvoch
klastrovych hran, ktoré susedia s jednou spolo¢nou hranou, takze spliiajiu podmienku
(K3) a (K4). Z obrazkov 5.10 a 5.11 tiez Tahko vidno, ze hrany a, ', b, ¥/, ¢, , d, d’
spliiajii podmienku (K5), pretoZe si v oboch involuénych reprezentaciach zodpovedaji
tak, ako je ziadané v podmienke (K5). Involuéna reprezentacia z obrazka 5.10 zabez-
pecuje splnenie podmienky (K6) a involuéna reprezentacia, ktora je na obrazku 5.11,

zas zabezpecuje splnenie podmienky (K7).

Ukézali sme, ze graf Blanusa 1 je involu¢ny snark s kompletnym klastrom radu 18,
ktory obsahuje 2 mimoklastrové hrany. Tiez sme ukazali, e Blanusa 1 splha vietky
podmienky (K1) az (K7) z konstrukcie IC. Tym sme dokazali, ze baza indukcie je

splnené.
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Indukény krok

Teraz ukazeme, ze ak mame graf G z rodiny R, tak aj graf G, ktory z grafu G vznikne
pomocou konstrukcie K bude patrit do rodiny R. To ukazeme tak, Zze overime vsetky
vlastnosti, ktoré by mal graf G+ splhat.

Ako prvé overime, ¢i graf G je involuény snark. Z indukéného predpokladu vieme,
ze graf G je involu¢ny snark. Graf G vznikol z grafu G pomocou konstrukcie K
tak, ze sme za hrany e; a €, vybrali jednu zo Siestich moznosti. Bez ohladu na to,
ktora moznost pre vyber hrén e; a €, bola pouzitda ukazeme, ze vzdy vysledny graf
G™ je involuény snark. Z indukéného predpokladu na zaklade podmienok (K6) a (K7)
vieme, ze nech bola zvolena hociktora z moznosti pre vyber hran e; a e}, tak vzdy
existuje involuéna reprezentacia g;, i € {1,2} snarku G taka, Ze hrany e; a €, sa v
roznych permuta¢nych cykloch. Vdaka tomu, Ze mame zabezpecené, ze hrany e; a €}
st z roznych permutacnych cyklov, tak sa na vytvaranie grafu G z grafu G vyuziva
konstrukcia 2 z definicie 53. Konstrukcia 2 je konstrukcia, ktora z involuéného snarku
vytvori vacsi involuény snark. Snark G je involuény snark.

Ako dalsie overime, ¢i snark G obsahuje kompletny klaster. Dokaz toho, Ze graf G
obsahuje kompletny klaster rozdelime na dve ¢asti. V prvej ¢asti ukdzeme, ze ak z grafu
G odstranime hrany ey, €/, es, €}, tak nadalej vSetky vrcholy z grafu budu v jednom
klastri. V druhej ¢asti ukazeme, ze ak do grafu G vlozime Petersenove dipoly postupom
z konstrukceie K, tak v grafe G vzniknu 5-cykly, ktoré prepoja klastre vlozenych dipolov
a klaster povodného grafu G.

Ako prvé ukazeme, ze graf G — {e1, €}, €}, ea} obsahuje kompletny klaster. V kon-
strukcii K za hranu e; vzdy volime nejaka mimoklastrova hranu, ¢o znamena, ze hrana
e1 sa nenachadza v ziadnom 5-cykle. Odstranenim mimoklastrovej hrany e, z grafu G
teda nenarusime ziaden 5-cyklus, a preto nie je mozné, aby odstranenie hrany e; spo-
sobilo rozpadnutie kompletného klastra v grafe GG. Hrana €/, ktora zodpoveda hrane
ey, je tiez mimoklastrova hrana. A preto ani odstranenie hrany €| z grafu G nespo-
sobi rozpadnutie kompletného klastra. Tym sme dokazali, ze graf G — {e1, €]} je graf s
kompletnym klastrom.

Teraz sa pozrieme na to, ¢o sa stane, ked z grafu G odstranime hranu e}. Podla
konstrukcie I hrana ¢/, je vzdy nejakd hrana z hran hy, ho, hs, hy € Dy, ktoré sa vy-
znacené na obrézku 5.8. Hrany hq, ho, h3, hy uz nie st mimoklastrové hrany, a teda ich
odstranenim z grafu G dojde k tomu, Ze nejaké 5-cykly v grafe zaniknt. My vSak uka-
zeme, 7e aj ked niektoré 5-cykly zanikni, tak aj tak graf bude obsahovat kompletny
klaster. To ukdzeme pre kazda hranu hq, hs, hz, hy samostatne.

Ako prvé sa pozrime na to, ¢o sa stane, ked z grafu GG odstranime hranu h;. Z
obrézka 5.12 vidime, Ze odstranenim hrany h; zanikna 5-cykly ¢; = (1,2,5,8,7) a co =
(0,1,2,5,4). V grafe G, ale nadalej zostant 5-cykly k; = (0,1,7,6,4), ks = (4,5,8,7,6)
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Obr. 5.12: Odstranenie hrany h;

a ks = (2,3,9,8,5). Cykly ky, ko a kg zabezpecuju, ze vSetky vrcholy, ktoré boli v
cykloch ¢; a ¢y sa aj po odstraneni hrany h; nachéddzaji v nejakom 5-cykle. Navyse
cykly ki, ko, k3 st medzi sebou prepojené, a tym zabezpecuji, Ze po odstraneni hrany

hi nedoslo k rozpadnutiu kompletného klastra v grafe G — {h;}.

0 1 2 3
@

h,!

¢
6 7 8 9

Obr. 5.13: Odstranenie hrany hs

Ako dalgie rozoberieme pripad, Ze z grafu G odstranime hranu hsy. Tento pripad je
znazorneny na obrazku 5.13. Odstranenim hrany h, zanikna dva 5-cykly, a to cyklus
¢ =(0,1,7,6,4) a cyklus c; = (1,2,5,8,7). Cykly ky = (0,1,2,5,4), ks = (4,5,8,7,6)
pokryvaju vsetky vrcholy z rozpadnutych 5-cyklov ¢ a ¢o. Vdaka tomu ani v tomto
pripade nedochadza k tomu, Zeby sa nejaky vrchol v grafe G dostal mimo klaster.
Navyse cykly ki a ko st prepojené medzi sebou a aj so zvyskom klastra, a teda ani

odstranenie hrany hs nesposobi rozpadnutie kompletného klastra.

1 2 3

6 7 8 9

Obr. 5.14: Odstranenie hrany hg

Ako tretiu skontrolujeme hranu hz. Odstranenie hrany hs je znazornené na obrazku
5.14. Odstranenim hrany hs z grafu G sa rozpadna 5-cykly ¢; = (0,1,2,5,4) a ¢; =
(4,5,8,7,6). Cykly ky = (0,1,7,6,4) a ks = (1,2,5,8,7) zabezpecuju, aby vsetky
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vrcholy zo zanikntych 5-cyklov ¢; a ¢y boli aj nad’alej v nejakom 5-cykle. Po odstraneni

hrany hs sa zachova kompletny klaster.

0 2 3

1
®
4 5

6 7hig 9
Obr. 5.15: Odstranenie hrany hy

Ako posledné si rozoberieme odstranenie hrany hy z grafu G. Tento pripad je
znézorneny na obrazku 5.15. Odstranenie hrany h, sposobi rozpadnutie cyklov ¢; =
(1,2,5,8,7) acy = (4,5,8,7,6). Vdaka 5-cyklom k; = (0,1,7,6,4), ks = (0,1,2,5,4) a
ks =(2,3,9,8,5) sa v grafe G — {hy} zachova kompletny klaster.

Tym sme ukazali, Ze nech je hranou e}, hociktoré z hran hy, ho, hs, hy, tak odstra-
nenim hrany e, z grafu G sa nerozpadne kompletny klaster. Preto aj graf G — {e,} je
graf s kompletnym klastrom. KedZe hrana ey je zodpovedajtca hrana k hrane e}, tak
pri odstraneni hrany e, déjdeme k rovnakému zaveru. Na zaklade toho vieme, Ze aj
graf G — {es} je graf s kompletnym klastrom. Ostéava otazka, ¢i sa moze nieco pokazit,
ak z grafu G naraz odstranime hranu e}, aj hranu es. Teraz si uvedieme doévod, preco
odstranenie oboch hran €}, a e, je v poriadku a nenarusa to kompletnost klastra.

Nech sa odstranenim hrany ¢, z grafu G rozpadnu 5-cykly ¢; a co. Nech 5-cykly
ki,..., ki, i € {2,3} st 5-cykly, ktoré zabezpecuju, ze vrcholy z rozpadnutych cyklov
¢1 a ¢o st nadalej v nejakom 5-cykle. Problém moze nastat len vtedy, ked sa hrana e,,
ktort tiez odstranujeme, nachéddza v nejakom z cyklov kq,..., k;. Takito situacia pri
hranéch hy a hy moZe nastat iba v pripade, ze by Petersenove dipoly Dy a Dy z grafu G
mali spolo¢né hrany. To vSak nemoze nastat, pretoze od dipdlov D; a D, vyzadujeme,
aby si navzdjom zodpovedali. Pri hranach hy, hs tato situacia moéze nastat aj vtedy,
ked Petersenove dipoly spolu susedia pomocou dvoch klastrovych hran. To je v8ak
vyliucené, pretoze vyzadujeme, aby klastrové hrany, ktoré z dipolov vychadzaju, mali
medzi sebou préave jednu hranu. Z grafu G, teda mozeme naraz odstranit hrany e}, a ey
a vSetky vrcholy ostant v kompletnom klastri.

Tym sme ukéazali, ze graf G —{ey, €}, €/, ea} obsahuje kompletny klaster, bez ohladu

na to, aki moznost pre vyber hran e; a e}, pouzijeme.

Teraz je pred nami druhé ¢ast dokazovania kompletného klastra grafu G*. Uz sme
si dokazali, ze graf G — {ey, €}, €], ea} obsahuje kompletny klaster. O Petersenovom

dipodle vieme, ze obsahuje kompletny klaster a zZiadnu mimoklastrova hranu. Ukazeme,
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ze ak zoberieme hocijakd zo Siestich moznosti pre vyber hran e; a e, z konstrukcie K
a medzi tieto hrany vlozime Petersenov dipol P;, tak vznikne 5-cyklus, ktory prepoji
klaster dipolu P; s klastrom z grafu G — {ey, €}, ¢/, e2}.

Na obrazkoch 5.16, 5.17, 5.18, 5.19, 5.20, 5.21 st zakreslené vsetky varianty pre
vyber hran e; a €}, medzi ktoré vkladame novy Petersenov dipol P;. Cervenou farbou je
vo vSetkych pripadoch znazorneny 5-cyklus, ktory spaja klaster grafu G—{ey, e}, €}, ea}
s klastrom Petersenovho dipolu P;. Tym sme ukézali, Ze nech zoberieme Iubovolnu
moznost pre vyber hran e; a e,, tak vzdy vloZzenim Petersenovho dip6lu P; medzi tieto
hrany vznikne graf, ktory bude obsahovat kompletny klaster. Rovnakym sposobom
vznikne kompletny klaster, ked medzi hrany e} a es vlozime Petersenov dipol Pp. Tym

sme ukazali, ze graf GT je graf s kompletnym klastrom.

P

Obr. 5.16: Vlozenie dipolu Py, pre e; = a, ey = hy

Py

Obr. 5.17: Vlozenie dipélu Py, pre e; = a, €5 = hy
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Obr. 5.18: Vlozenie dipélu Py, pre e; = a, e, = hg
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Obr. 5.19: Vlozenie dipolu Py, pre e; = b, e, = hy
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Obr. 5.20: Vlozenie dipolu Py, pre e; = b, e, = hs
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Obr. 5.21: Vlozenie dipolu Py, pre e; = b, e = hy
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Ako dalsie overime, kolko vrcholov graf G+ obsahuje. Z indukéného predpokladu
vieme, Ze graf G' obsahuje 16k +2 vrcholov, pre nejaké k > 1. Graf G vznikol z grafu G
pouzitim konstrukcie /. Konstrukcia K z grafu G neodstranuje ziaden vrchol, naopak
pridava dva Petersenove dipdly, pricom kazdy Petersenov dipol obsahuje 8 vrcholov. Z
toho dostavame, ze graf G* obsahuje 16(k + 1) + 2 vrcholov.

Teraz overime, kol'ko mimoklastrovych hran sa nachadza v grafe G*. Podla induke-
ného predpokladu graf G obsahuje 2k mimoklastrovych hrén, pre nejaké £ > 1. Na
vytvorenie grafu G* z grafu G bola pouzita konstrukecia K. Pri konstrukeii & dochadza
k tomu, Ze sa z grafu G odstrania dve mimoklastrové hrany e; a €}. To znamené, Ze
graf G — {e1, €}, €}, ea} obsahuje 2k — 2 mimoklastrovych hran. V pridavanych Peter-
senovych dipodloch sa ziadne mimoklastrové hrany nenachadzaji. Nové mimoklastrové
hrany moézu teda byt len hrany, ktoré spajaju pridané Petersenove dipély s grafom
G — {ey, €y, €}, es}. Na obrazkoch 5.16, 5.17, 5.18, 5.19, 5.20, 5.21 st hrany, ktoré spa-
jaju pridany Petersenov dipol P; so zvysSkom grafu Gt oznacené k, I, m,n. Z tychto
obrazkov vidime, ze nech pouzijeme hocijakt z moznosti pre vyber hran e; a e}, tak
vzdy dve hrany k a [ su sucastou 5-cyklu, ktory prepédja klaste. Hrany k a [ teda nie
st mimoklastrové. Dovod, prec¢o hrany k a [ st sicastou 5-cyklu je, ze hrany k a [ st
jedina dvojica z hran k, [, m,n, pre ktord plati, Ze susedia v grafe s rovnakou hranou x.
Vdaka tomu sa vytvara 5-cyklus, do ktorého patria dve krajné hrany z novopridaného
Petersenovho dipolu P; a hrany k,  a [. Pre hrany m a n takyto 5-cyklus neexistuje.
To znamené, Ze hrany m a n nie st v ziadnom 5-cykle, a teda hrany m, n st mimok-
lastrové hrany. Z toho dostavame, ze pri napéajani dip6lu P; vzniknd 2 mimoklastrové
hrany. To isté plati pri napajani dipolu P,. Graf G, teda obsahuje 2k — 2 + 4, ¢ize
2(k + 1) mimoklastrovych hran.

Nakoniec potrebujeme overit, ¢ graf G* spliia vietky podmienky (K1) az (K7) z
konstrukcie K.

Ako prvé sa pozrime na splnenie podmienky (K1). Uz sme si povedali,ze graf G*
vznikol z grafu G s vyuzitim konstrukcie 2 z definicie 53. Konstrukcia 2 prepoji per-
mutacné cykly z grafu G s permutacnymi cyklami Petersenovych dipdlov P; a P,. Pri
vkladani Petersenovho dip6lu mame dve moznosti, aky Petersenov dip6l vzhladom na
permutacné cykly vlozime. Na obrazku 5.22 je zobrazeny prvy spodsob a na obrazku
5.23 je zobrazeny druhy sposob. Nam ni¢ nebrani, aby sme vyuzili lubovolny z tychto
sposobov. Mdzeme, teda pouzit obidva spdsoby, pricom v oboch pripadoch ziskame
rovnaky graf GT. Tieto dva pripady budu rozdielne iba v tom, ako budd vloZenymi
dipolmi prechadzat permutacéné cykly. Tym sme ukézali, ze graf G* splita podmienku
(K1), pretoze vieme najst jeho dve involu¢éné reprezentécie. NavySe, ak pre vkladanie
dipoélov vyuzijeme prechod permutacnych cyklov z obrazka 5.22, tak ziskame involu¢ni
reprezentaciu vyhovujicu podmienke (K6). Ked pouzijem variant z obréazka 5.23, tak

ziskame involu¢nu reprezentaciu, ktora splia podmienku (K7).
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Obr. 5.22: Prechod permutacnych cyklov cez Petersenov dip6l, variant 1

Obr. 5.23: Prechod permuta¢nych cyklov cez Petersenov dipdl, variant 2

Graf G spliia podmienky (K2) a (K5), pretoze pri vkladani dipolov P, a P, do grafu
G sa vyuzila konstrukcia 2, ktora zabezpecuje, ze vlozené dipoly a hrany vychédzajice
z nich si budu navzajom zodpovedat.

Podmienky (K3) a (K4) vyplyvaji z toho, ¢o sme si povedali o hranéach k, [, m a
n vychadzajacich z dipélu P; v ¢asti dokazu o mimoklastrovych hranach. Hrany k& a
[ st klastrové a nachadza sa medzi nimi prave jedna hrana x. Naopak hrany m a n
vychédzajtce z dip6lu D; st mimoklastrové. Rovnaké situacia nastane aj pri hranéch,
ktoré spajaju dipol P, so zvyskom grafu. Tym sme ukézali, ze graf Gt splha vietky
vlastnosti (K1) az (K7).

Dokazali sme, Ze graf GT patri do nami zadefinovanej nekonecnej rodiny grafov R.
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Zaver

V nasej bakalarskej praci sme sa venovali involué¢nym snarkom s kompletnym klastrom.
Ako prvé sme si zadefinovali vSetky potrebné pojmy, ktoré su spojené s problematikou
snarkov. Nésledne sme v kratkosti zhrnuli histériu snarkov a predstavili najznamejsie
doteraz skonstruované snarky. V kapitole 3 sme ¢itatela oboznamili s dvomi zakladnymi
spOsobmi reprezentacie permutacnych snarkov. Vdaka permutacnej reprezentacii sme
ukazali, ako permutacny snark radu 2n suvisi s permutaciou na n-prvkovej mnozine. S
vyuzitim permutacnej reprezentéicie sme zaviedli pojem involu¢ny snark.

Dalej sme rozoberali, ¢o su klastre 5-cyklov a aké klastre mé zmysel pri permutac-
nych snarkoch skiimat. Pre naSe potreby sme zaviedli pojem kompletny klaster.

V préaci sme si predstavili aj zédkladné konstrukcie na rozsirovanie snarku na vacsi
snark. Na zaklade tychto konstrukcii sme hladali sposob, ako rozgirit involu¢ény snark
s kompletnym klastrom na vac¢si involu¢ény snark s kompletnym klastrom.

Podarilo sa nam najst tri involu¢né snarky s kompletnym klastrom radu 34 a ana-
lyzovat ich struktaru. Dalej sa nam podarilo najst sposob, ako snark Blanusa 1 rozsirit
na lubovolny z tychto snarkov. Zov8eobecnenim sposobu na rozsirenie snarku Bla-
nusa 1 sme vytvorili konstrukciu K, ktora sluzi na vytvaranie involuénych snarkov s
kompletnym klastrom.

Hlavnym cieflom bakalarskej prace bolo vytvorit nekoneéni rodinu involuénych
snarkov s kompletnym klastrom. Tento ciel sme splnili a v praci sme presne popisali
nekonec¢nu rodinu involuénych snarkov s kompletnym klastrom R. To, Zze konStrukcia

IC a rodina grafov R st korektné sme dokazali pomocou matematickej indukcie.
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Priloha

V elektronickej prilohe priloZenej k préaci sa nachadzaju sibory INVOL 34.ALL a
INVOL 34 results.ALL. V stbore INVOL_34.ALL sa nachadzaju vSetky involu¢né
snarky radu 34. V stitbore INVOL 34 results.ALL sa nachédzaju vysledky o vSetkych

involu¢nych snarkoch radu 34.
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