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Magickeé utvary

Magicky stvorec Magicky graf
4 3 8
9 5 1
2 7 6

Magicky obdiznik
1 7 6 4
8 2 3 5




Magicke stvorce

* Matice velkosti n x n, ktorych prvkami su rézne kladné celé Ccisla,
pricom sucet v kazdom riadku, stlpci a na oboch diagonalach je
rovnaky

4 3 8
9 5 1
2 7 6

* Ak su prvkami ¢isla od 1 do n?, nazyvame ich supermagickymi



Magické obdlZniky

* Matice velkosti m x n (m # n), ktorych prvkami su rozne kladné celé
Cisla, pricom sucet v kazdom riadku je rovnaky a aj sucet v kazdom
stlpci je rovnaky




Magické grafy

* Neorientované grafy s ohodnotenymi hranami, pricom sucéty hodnot
hran incidentnych s jednotlivymi vrcholmi su rovnaké




Multiplikativhe utvary

e Utvary, pri ktorych neskimame magické sucty, ale suéiny
* Multiplikativny stvorec velkosti 3x3:

Multiplicative =4096

8 256 2 =4096

4 16 64 =4096
128 1 32 =4096
=4096 | =4096 || =4096 || =4096




Bimagické utvary

 Magické utvary, pre ktoré ak kazdy prvok umocnime na druhu,
dostaneme opat magicky Utvar

* Bimagicky stvorec velkosti 6x6:

06x6 magic square... =408 ...squared =36826
1736 |55 |[124]| 62 ||114 =408 172 || 367 || 55° || 124* || 62* | 114> || =36826
58 |[ 40 |129] 50 |[111]| 20 |[=208 582 || 407 || 1292 || 50* || 1112 || 20* | =36826
108|135 34 || 44 || 38 || 49 ((=408]| || 108 || 135% || 34% || 44° || 38 [ 49 | =36826
87 (|98 || 92 ||102]| 1 || 28 ||=408 o 872 || 982 || 922 | 1022 | 12 28* |[=36826
116{{25 |86 || 7 || 96 || 78 ||=408 1162 || 25° || 86° 72 96° || /8% |[=36826
22|74 || 12 || 81 |[100]|119|[=408 222 || 747 || 122 || 81* || 100* || 119* || =3¢826
=408 |[ =408 |[ =408 |[ =408 |[ =408 |[=408 |[=408 =36826 || =36826 |[ =36826 || =36826 || =36826 |[ =36826 |[ =36326




Multiplikativhe magické utvary

e Utvary, ktoré maju multiplikativnu aj magicka vlastnost
* Multiplikativny magicky stvorec velkosti 7x7:

126 66 50 90 48 1 84
20 70 16 54 189 110 6
100 2 22 98 36 72 135
96 60 81 B 10 49 165
3 63 30 176 120 45 28
99 180 14 25 7 108 32
21 24 252 18 55 80 15




Ciele prace

1. Spravit prehlad v oblasti klasickych magickych utvarov
Formulovat podobné problémy pre diskrétne struktary (napr. grafy)

3. Vybrat si niekolko otvorenych problémov a implementovat
algoritmy na hladanie ich rieseni

4. \Vyslovit hypotézy, ktoré bude mozné skimat v buducnosti



Implementacia algoritmov

* Python 3.8
e Dovody:

* Jednoducha implementacia
* Neobmedzené Ciselné premenné
* Podpora kniznice networkx pre pracu s grafmi (funkcia read _graph6)



/name otvorené problémy

3732 2892 5652
360721 42572 232
2052 5272 222121

* Existuje iny magicky stvorec velkosti 3x3, ktorého aspon 7 prvkov su
druhé mocniny kladnych celych Cisel?



Magicky stvorec so 6 druhymi mochinami

* Nech x je kladné celé Cislo

* x; = 8x3-49x°+ 6x*— 16x% + 2
* X, =8x%- x5+ 30x*—40x% + 2

* X3 = 8x8-25x5+ 18x%—28x?% + 2

(2x° + 4x3 — 7x)? X, (%% =2) (5x* — 2x2 + 2)?
(x* + 8x2—2)2 (2x°> — 2x3 + 5x)? X,(x%2 = 2)
X3(x? = 2) (7x* — 4x% — 2)? (2x° — 8x3 — x)?




Nové otvorené problémy

* Bimagické grafy
* Vrcholovo bimagické grafy
* Hranovo bimagické grafy
* Multiplikativnhe magické grafy
* Vrcholovo multiplikativnhe magickeé grafy
* Hranovo multiplikativne magické grafy
» Bimagické obdiZniky
» Multiplikativne magické obdizniky



Vrcholovo bimagické grafy

 Grafy, ktorych vrcholy sa daju ohodnotit roznymi kladnymi celymi
cislami tak, aby bol sucet aj sucet druhych mocnin hodnét susedov
rovnaky

IR



Vrcholovo bimagické grafy

e Stromy nie su vrcholovo bimagickée
* Jediny kubicky vrcholovo bimagicky graf je K; ,

* Kazdy kompletny bipartitny graf K. pre 2 </ < j, (i, j) # (2, 2) je
vrcholovo bimagicky

* (Nutna podmienka) Pre fubovolné dva vrcholy u,v plati, ze ak x je

pocCet susedov u, ktori nie su susedmi v a y je pocet susedov v, ktori
nie su susedmi u, potom

x=0&y=0
X, yz1
(% y) # (2, 2)



Vrcholovo bimagické grafy

* Prehladali sme vsetky suvislé grafy s nanajvys 9 vrcholmi
* Nutnt podmienku spifiali:

2,3 K2,4 I<2,5 K2,6 K2,7

K 7
Ksz Kszs Ky Ksg
Kea Kys

K

233 Kyza Kis3
* Ku vSetkym sme nasli vyhovujuce ohodnotenie

* Hypotéza: kazdy vrcholovo bimagicky graf je kompletny multipartitny



Vrcholovo superbimagické grafy

* Vrcholovo bimagické grafy s n vrcholmi, ktorych vrcholy su
ohodnotené Cislami 1 azn




Vrcholovo superbimagické grafy

* Vrcholovo superbimagicky kompletny bipartitny graf na n vrcholoch
existuje prave vtedy, ked n =4k alebon=4k-1pre k=2
* D6kaz (=):
e Sporom, nech by taky graf existoval pren=4k+1alebon=4k+2,k>0

* Vieme mnozinu {1, ..., n} rozdelit na dve disjunktné podmnoziny s rovnakym
suctom?

* MnoZina ma sucet n(n+1)/2 - podmnoZziny by mali sucet n(n+1)/4
* Pre n=4k + 1 alebo n = 4k + 2 vSak vyraz n(n+1)/4 nie je celé Cislo, ¢o je spor



Vrcholovo superbimagické grafy

* Vrcholovo superbimagicky kompletny bipartitny graf na n vrcholoch
existuje prave vtedy, ked n =4k alebon=4k-1pre k=2
- Dbkaz ():
*n=4kVn=4k-1prek>22->n=8/-1vn=8/vn=8/+3Vvn=8l+4prel/>1
* Matematickou indukciou vzhladom na/
Pre | = 1 tvrdenie plati (hruba sila)

e Uvazujme ohodnotenie pre n = 8/. Skonstruujeme hodnotenie pre n = 8(/ + 1):
* Do jednej particie pridame prvky 8/+1,8/+4,8/+6, 8/ +7
* Do druhej particie pridame prvky 8/+2,8/+ 3,8/ +5, 8/ + 8

* Pripadyn=8/-1,n=8l+3, n=8l+4 sa dokazu analogicky



Hranovo bimagické grafy

* Grafy, ktorych hrany sa daju ohodnotit roznymi kladnymi celymi
Cislami tak, aby bol sucet aj sucet druhych mocnin hodnét hran
incidentnych s [ubovolnym vrcholom rovnaky

O—0



Hranovo bimagické grafy

* Minimalny stupen vrchola je 3
* Pre dva susedné vrcholy plati, ze aspon jeden z nich je stupna aspon 4

* Ak x je cCislo nezavislosti hranovo bimagického grafu G, tak G ma
aspon 2V(G) — x/2 hran

* Existuje hranovo bimagicky graf, ktory nie je kompletny bipartitny

* Hypotéza: kazdy hranovo bimagicky graf je kompletny bipartitny
alebo kompletny bipartitny bez jednej hrany



Vrcholovo multiplikativhe magické grafy

 Grafy, ktorych vrcholy sa daju ohodnotit roznymi kladnymi celymi
cislami tak, aby bol sticet aj sucin hodnot susedov rovnaky



Vrcholovo multiplikativhe magické grafy

* Jediny vrcholovo multiplikativny magicky strom je K, ,
* Jediny kubicky vrcholovo multiplikativny magicky graf je K; ;

* Kazdy kompletny bipartitny graf K, pre 2 < i < j, (i, j) # (2, 2) je
vrcholovo multiplikativny magicky

* Neexistuje vrcholovo multiplikativny supermagicky graf



Dal$ie nové otvorené problémy

* Hranovo multiplikativnhe magickeé grafy
e Bimagické obdizniky
e Multiplikativne magické obdizniky



Ciele prace

1. Spravit prehlad v oblasti klasickych magickych utvarov
Formulovat podobné problémy pre diskrétne struktary (napr. grafy)

3. Vybrat si niekolko otvorenych problémov a implementovat
algoritmy na hladanie ich rieseni

4. \Vyslovit hypotézy, ktoré bude mozné skimat v buducnosti

Vsetky ciele prace boli splnené.



Zdroje obrazkov

* http://multimagie.com/
* https://csacademy.com/


http://multimagie.com/

Dakujem za pozornost



Zhrnutie posudkov

e 8 drobnych chyb v dokazoch

* 6 drobnych chyb v zneniach tvrdeni a dékazov
* 3 iné drobné chyby

e 1 chybny dokaz



Otazky a odpovede

» Otazka: Ako by bolo treba pozmenit Definiciu 1.10, aby Veta 1.11 bola
formalne spravne bez potreby zmeny jej znenia?

* Odpoved: Definicia 1.10: Magicky graf je neorientovany graf, pre
ktory existuje také hranové ohodnotenie, ze sucty hran incidentnych s
jednotlivymi vrcholmi su rovnaké.



Otazky a odpovede

» Otazka: Viete preformulovat znenie Dosledku 2.4 tak, aby bolo jasné,
Co vravi aj bez Citania dokazu?

a b c
* Odpoved: Dbsledok 2.4: Nech | @ | e | f | je magicky Stvorec.
g | h '

Potom platia nasledovné vztahy:
i. f+h=2a
i. d+h=2c
ii. b+f=2g
iv. b+d=2i



Otazky a odpovede

e Otazka: ,Budeme predpokladat, Zze bimagicky Stvorec ma magicky
sucet rovny prostrednému prvku“ treba doplnit na ,,bimagicky Stvorec
s potencidalne zapornymi prvkami®. Magicky Stvorec s touto
vlastnostou totiz neexistuje. Preco?

* Odpoved: Pretoze potom by musel byt sucet prvkov na diagonadle
okrem prostredného rovny nule, Co je spor s tym, ze prvkom musia
byt priradené kladné Cisla.



Otazky a odpovede

e Otazka: Viete spravne preformulovat Lemu 3.1 tak, aby naozaj
obsahovala sustavy rovnic?

* Odpoved: Lema 3.1: Nech n je kladné celé Cislo.
1. Nasledovna sustava rovnic s premennymi a,, ... , d,, b nema riesenie v
obore kladnych celych cisel, v ktorom su a,, ..., a,, b navzajom rozne:
[prva sustava rovnic]

2. Nasledovna sustava rovnic s premennymia,, ..., a,, b ma jediné riesenie v

obore kladnych celych cisel, v ktorom su a,, ..., a,, b navzajom rdzne, a to
a,=1,a,=2,a;,=3,b=6:

[druha sustava rovnic]



Otazky a odpovede

e Otazka: Viete opravit citaciu o kompletnych bipartitnych grafoch na
strane 4 tak, aby bola spravne?

* Odpoved: Opravena citacia: Ku kazdému supermagickému Stvorcu
velkosti n x n existuje ekvivalentny supermagicky graf K .

e Jediny problém opacnej konstrukcie: sucty na diagonalach stvorca

* Dosledok: bipartitné regularne magické grafy su ekvivalentné
semimagickym stvorcom



Otazky a odpovede

e Otazka: Viete opravit znenie Lemy 2.6, aby obsahovalo tvrdenie,
ktoré uvedeny dokaz naozaj dokazuje? Pripadne viete opravit dokaz
tak, aby naozaj dokazoval Lemu 2.67?

* Odpoved: Opravené znenie lemy:

Lema 2.6: Nech g, b, ¢ su kladné celé Cisla, pre ktoré plati a? + b? = 2¢?.
Potom existuju u, v, w € N take, ze:
w4+ 2uv—v? — U 2uv+v? ul+v?

a=WwW b=w C=W
u+v u+v u+v




Otazky a odpovede

e Otazka: Viete opravit znenie Lemy 2.6, aby obsahovalo tvrdenie,
ktoré uvedeny dokaz naozaj dokazuje? Pripadne viete opravit dokaz
tak, aby naozaj dokazoval Lemu 2.67?

 Alternativny dokaz pévodného znenia Lemy 2.6:
» \Setky celociselné rieSenia rovnice A%+ B? = C> maju parametrické vyjadrenie
A= (k?-I)m, B=2klm, C=(k?+ ))m, kde k, |, m € Z.
Ak A2+ B? = (2, potom (B + A)?+ (B-A)? =2C?
e Substitucioua =B+ A, b=B—-A,c=C,u=k v=I[1 w=m a dosadenim
dostaneme hladanu parametrizaciu pre a? + b? = 2¢?



Otazky a odpovede

» Otazka: Ako vyplyvaju rovnosti p? + s = g? + r> = 2t> z Lemy 2.6?
* Odpoved” Z Lemy 2.6 vyplyva, ze pre u, v € N plati vztah
(U? + 2uv - v?)? + (- U? + 2uv + v?)?2 = 2(u? + v?)? (*)

p? + 52 = (U2 +v?)? (U2 + 2u,v, - V,2)2 + (U? + v2)? (- Uy + 2u,V, + v,2)?

= (U +v2)? (U2 + 2u,V, - V,2)% + (- U2 + 2U,V, + V,2)% ] =

= (U2 +vy?)? - 2(uy? + v,?2)? vyplyva z (*)
g>+r>=[(u?+2uv,—v?)?+(-u+2uv, +v?)? ] (U2 +v,2)?% =

= 2(uy? + v 2)? (uy? + v,2)? vyplyva z (*)

2t% = 2(uy? + v %)? (uy? + v,2)?



Otazky a odpovede

e Otazka: Ak sa spravne upravi znenie Lemy 2.6, bude dokaz Vety 2.10
spravny? Ak nie, viete upravit dokaz tak, aby bol spravny?

* Odpoved: Nie, pretoze na konci dokazu dostaneme rovnost:
W,2 U,V,(U52 - vy2) (U, + v,) = w? uv(u? - v?)/(u + v)

Nemozeme predpokladat, ze u, +v, =u +v

* Lemu 2.6 dokazeme spominanym alternativnym sposobom
e D6kaz Vety 2.10 bude potom spravny



Otazky a odpovede

e Otazka: Preco transformacia magického Stvorca na iny uvedena v
dokaze Vety 2.10 zachovava magickost?

* Odpoved:

a b C a | 2e-h C 2c=d+h a+c=e+h | a+d=h+i
d e f > d e |2e-d| —> | a+d=c+e c+i=d+e
g h i Dosledok 2.3 | 2e-c| h i a+d=h+i | c+e=h+i 2c=d+h

diagonaly: 2e=a +i

c a (d+i)/2 a+d=h+i | c+i=d+e | a+c=e+h

v

i (cte)/2 h a+c=e+h | a+d=h+i | a+d=h+i

(a+h)/2 d e c+i=d+e | a+c=e+h | a+d=h+i

diagondly:c+e=(a+d+h+i)/2



Otazky a odpovede

* Otazka: Uvedeny dbkaz Vety 3.7 a Vety 3.33 nezafunguje. Viete dané
tvrdenie dokdzat inak? Plati tvrdenie vobec?

* Odpoved: Dodatocne sme prisli na to, ze d6kaz oboch viet je chybny.

* Veta 3.33 neplati - kontraprikladom je napriklad graf K, ;, ktory je
vrcholovo multiplikativny magicky, ale akykolvek mensi graf nie je.

 Domnievame sa, Ze ani Veta 3.7 neplati. Kontrapriklad najst nevieme,
lebo vsetky najdené vrcholovo bimagické grafy su bezmostové.



Otazky a odpovede

e Otazka: Viete doplnit alebo opravit indukciu v dékaze Vety 3.10 a
Vety 3.36, aby dokazovala uvedené tvrdenie?

* Odpoved: Indukciu doplnime nasledovne: Ak K;; je vrcholovo
bimagicky, tak to plati aj pre K, ;,3, aj pre Ki,3 ;,, ak i <.



Otazky a odpovede

* Otazka: Ako vieme, ze v dbkaze Vety 3.18 je mnozina hran {a,, ..., a,}
neprazdna?

* Odpoved: Dand mnozina moze byt prazdna, ale v takom pripade
bude mat vrchol w stupen 1.

* Kedze v grafe su aspon tri vrcholy u, v, w, tak na zaklade vety 3.17
odvodime, ze graf nie je hranovo bimagicky.



Otazky a odpovede

e Otazka: Ako v dékaze Vety 3.25 vieme, ze existuje hranovo bimagicky
kompletny bipartitny regularny graf s nejakym ohodnotenim?

* Odpoved: Semimagické sStvorce velkosti n x n su ekvivalentné
kompletnym bipartitnym regularnym magickym grafom.

* Analogicky: Semibimagické stvorce velkosti n x n su ekvivalentné
kompletnym bipartitnym regularnym hranovo bimagickym grafom.

* SU zname semibimagické stvorce pre n = 4, Cize K, , je hranovo
bimagicky pre n = 4.



Otazky a odpovede

* Priklad pre semibimagicky stvorec velkosti 4x4:

e Ekvivalentny hranovo

1 35 46 61 || =143 12 35 464 612 =7063
37 71 13 22 || =143 372 712 13 222 =7063
43 26 67 7 =143 || === 432 267 67° 74 =7063
62 11 17 33 ||=143 622 11° 17° 53° =7063

=143 | =143 | =143 | =143 =7063 | =7063 | =7063 | =7063
vimagicky graf K, ,




