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Tato praca sa zaoberd nekonecnymi slovami generovanymi pomocou systému
DGSM TAG, kde sa snazi hladat nové sposoby rieSenia otvorenych problémov stuvi-
siacich s tymto systémom. Definujeme v nej zakladné mechanizmy a principy TAG
systémov. Hladame v nej rozne druhy zjednodusSeni a abstrakcii pre jednoduchsie
rozvijanie tejto oblasti. Poukazujeme na d'alSie smerovanie vyskumu. S tym je tizko
spaty dokaz o existencii pamétovo optimalneho Turingovho stroja, ktory generuje
Tubovolné DGSM slovo v optimalnej paméti.

Klacoveé slova: DGSM, nekonecné slova, TAG systémy, vlastnosti, GSPACE






Predhovor

Jednou z mnohych oblasti, ktorou sa zaoberd informatika, je stidium zlozitosti
jazykov a slov, ¢i uz konecnych alebo nie. Pri vypoctovej zlozitosti nad nekonecény-
mi slovami sa meria, kolko ¢asu alebo paméte potrebujeme na vygenerovanie n-tého
pismena v nekonecnom slove. Bolo dosiahnutych mnoho vysledkov, ¢i uz v oblasti
podslov, slov samotnych alebo doplnkovych faktorov, ktoré su naviazané na dany
problém.

V tejto praci sa zameriame na paméatova zlozitost stroja DGSM, konkrétne
ukazeme nové moznosti smerovania a porovname si vplyv mojich vysledkov na
niektoré uz dosiahnuté. Téato praca si dava za ciel vniest trochu svetla do pred-
metnej oblasti a ukazat, ze zaoberat sa tymito problémami ma stale zmysel a je na
¢om pracovat.

Skor nez budeme pokracovat dalej, musim poznamenat, Ze vSetky vysledky
v tejto praci st moje, s vynimkou par vysledkov, pri ktorych je explicitne uvedeny
povod. Rad by som sa taktiez podakoval kazdému, kto tuto pracu drzal v ruke
a dostal sa aspon k tymto riadkom.
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KAPITOLA 1
Uvod

V tejto kapitole si vymedzime zakladnt oblast posobnosti, ur¢ime, aka termi-
noloégiu budeme pouzivat a ukidZzeme, akym smerom sa budeme uberat.

Definicie

Stredobodom nasho zaujmu budu nekonecné slova, stroje, ktoré ich generuju, a ich
vlastnosti. Celé tato praca sa snazi napomoct k vyrieSeniu otvoreného problému,
¢i vietky slova generované systémom DGSM TAG st z mnoziny GSPACE(logn).
Skor nez s ¢imkolvek zaCneme pracovat, je potrebné si ujednotit terminologiu:

DEFINICIA 1. Abeceda je neprazdna konecnd mnozina symbolov (pismen), ktori
budeme oznacovat ).

DEFINICIA 2. Kone&né slovo w nad abecedou ) je n-tica (ay,as,as...a,), kde
n je nejaké prirodzené ¢islo a vsetky symboly slova si z mnoZiny . (vSetky pismend
st z abecedy " ). Pre jednoduchost budeme pisat: w = aya2a3...a,.

DEFINICIA 3. Prazdne slovo je vlastne prazdna postupnost. Toto slovo budeme
oznacoval ako €.

DEFINICIA 4. Nekonelné slovo w nad abecedou ) je zobrazenie f : N — Y .

w=f)f2)f3)f(4)...=ajazasay...

DEFINICIA 5. Dizka slova je dizka postupnosti, ktord ho vytvdra. Dizku slova
w budeme oznacovat |w|. (Teda ak w = ajas...a,, potom |w| =n.)

DEFINICIA 6. Zretazenie slov. Nech mdme konecné slovo u = ujuqus . .. U,
a slovo v = ViVaV3 ..., potom U - U = UUsU3 . . . U, V1V2V3 . .. J€ operdcia zretazenia,
ktord pripoji druhé slovo na koniec prvého. Znak zretazenia (bodku) budeme vacsi-
nou vynechdvat.

DEFINICIA 7. Mocnina slova jew’ =¢, Vn € N : w" = w - w™ 1.

DEFINICIA 8. Iteracia nad konecnym slovom je w* = www..., teda vytvori
pertodické nekonecné slovo s periodou w.

DEFINICIA 9. Jazyk nad abecedou ), je lubovolnd mnoZina slov nad abecedou
>

DEFINICIA 10. Zretazenie jazykov M a N je M - N = {abla € M;b € N }.

DEFINICIA 11. Mocnina jazyka M je M° ={},Vne N: M" =M - M"!.
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DEFINICIA 12. Iteracia nad jazykom M je M* = J2, M".
DEFINICIA 13. Kladna iteracia nad jazykom M je M+ =J;2, M".

DEFINICIA 14. Blok znakov a je slovo z mnoZiny {a}*, teda slovo, ktoré sa
sklada zo suvislého radu rovnakyjch znakov.

DEFINICIA 15. Podslovo slova w je kaZdé slovo u také, ku ktorému vieme ndjst
slovda m a n také, Ze plati w = mun.

DEFINICIA 16. Prefix slova w je kaZdé slovo u také, ku ktorému vieme ndjst
slovo v také, Ze plati w = wv. Tento vztah budeme oznacovat u < w.

DEFINICIA 17. Sufix slova w je kaZdé slovo v také, ku ktorému vieme ndjst
slovo u také, Ze plati w = uv. Tento vztah budeme oznacovat w > v.

DEFINICIA 18. Horna celd &ast ¢isla x (oznacujeme [x]) je najmensie pri-
rodzené cislo také, ktoré je vdicsie alebo rovné ako cislo x.

DEFINICIA 19. Dolna celd &ast c¢isla x (oznacujeme |x]) je najvicsie priro-
dzené cislo také, ktoré je mensie alebo rovné ako cislo x.

DEFINICIA 20. Homomorfizmus je zobrazenie h z ), do ), také, Ze pre vietky
slovda uw av 2y plati h(u-v) = h(u) - h(v).

Ak platiNVz € 377 : h(x) = € & & = €, potom h je nevymazdvagici homomorfizmus.

DEFINICIA 21. GSPACE(f) je mnozZina vsetkyjch nekonecniych slov w takiych,
Ze pre kazdé w € GSPACE(f) existuje Turingov stroj, ktory generuje slovo w,
pricom na vygenerovanie kazdého prefizu dizky n pouzije O(f(n)) pamidte.

Tymto sme si Specifikovali zakladné prostriedky, ktoré budeme pouzivat. Kedze
tato praca pojednava o nekone¢nych slovach generovanych strojom DGSM, je nevy-
hnutné pochopit hierarchiu strojov generujicich nekonecné slova.

—
[al h(a) [ h(h(a)) |
-

OBRAZOK 1. DOL TAG

Najjednoduchsim modelom v hierarchii je DOL TAG (obr. 1). Ide o metddu,
kde méme nejaky nevymazéavajici homomorfizmus A a pociatoény symbol a. Ako
naznacuje obrazok, tento model postupne ¢ita zo vstupu znaky, pricom ich homo-
morfizmy zapisuje na koniec péasky, ¢im si pasku zaroven predlzuje. Tento systém
generuje nekoneéné slovo w = a-h(a)-h*(a)-h3(a) ... DOL TAG spomenul Post uz
v roku 1920, viac v [M67]. Tento systém dokaze generovat napr. slovo FIBONACCI.
Jo=a; 1 =ab; fix1 = fifi;Vie N:ii>1
Dokézeme ho generovat pomocou homomorfizmu h: a — ab; b — a.
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lc(a) | c(h(a)) |
T h

La | h@ |
I

OBRAZOK 2. CDOL TAG

Jednym z moZnych rozsireni systému DOL TAG je CDOL TAG (obr. 2). Ide
o metddu, kde generujeme slovo na pomocnej (spodnej) péaske presne tak, ako by
islo o DOL TAG, pri¢om ale toto slovo je este prekodované (pomocou nevymazava-
juceho homomorfizmu ¢) na vystupnt (vrchnt) pasku. Tento model ndm generuje
nekone¢né slovo w = c(a-h(a)-h*(a)-h3(a)...) = c(a)-c(h(a))-c(h*(a))-c(h(a))...).
Pomocou tohto stroja vieme generovat napr. slovo
PER=Sa#aa#aa#aaaaaaaaaa . .., no DOL TAG uz nan nesta¢i [K06].

| ... [a&] | Alp,a) |
[ Told] +

OBRAZOK 3. DGSM TAG

Druhym z moznych rozsireni systému DOL TAG je DGSM TAG (obr. 3). Tu
nahradzame homomorfizmus deterministickym strojom GSM (generalized sequen-
tial machine) [M94|, pre ktory budeme pouzivat funkciu A(p, a) vyjadrujicu vyst-
up tohto stroja pre vstupny stav p a vstupny symbol a. Tento systém potrebuje
mat dve pasky. Jednu pomocnu (spodnt), na ktorej si evidujeme stavy pre GSM
a druha vystupna (vrchni), kam sa generuje slovo. Vizdy ked stroj GSM vrati
nejaky vystup, zapiSeme si ho na koniec vystupnej pasky, stav, v ktorom skoncil,
zapiSeme na koniec pomocnej (stavovej) pasky a pre¢itame dalsiu dvojicu symbo-
lov.

Tento stroj dokaze generovat napr. slovo RBIN=S0#1#01#114#001# .. ., s kto-
rym si CDOL TAG neporadi [K06|. Opacne ale slovo SQUARE=Sa#a*#a’#a'4 . ..
sa da generovat pomocou CDOL TAG, no nie pomocou DGSM TAG [K06].
Slovami generovanymi pomocou DGSM TAG systému (skratene DGSM slova) sa
zaobera prave tato diplomova praca. Preto si tu uvedieme iba taziskovy otvoreny
problém, a to, ¢i DGSM slova patria do mnoziny GSPACE(logn).

Dalsim systémom, ktory zaroven tieto vetvy spaja, je DOUBLE DOL TAG
(obr. 4). Je to systém, ktory si vieme predstavit ako stroj, ktory ma dve péasky
a prechodovii funkciu z 37, x 37, — .7 x 3°7. Této funkcia precita z kazdej
pasky jeden symbol a na koniec kazdej pasky zapisSe prislusné slovo. Vystupom
stroja je vSak iba slovo z jednej pasky. Obdobne sa da pokracovat pre stroje s viac
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[ ... |a] | o |
1

h
[ Ib[ .. | B |

OBRAZOK 4. DOUBLE DOL TAG

paskami, no tieto konstrukcie uz presahuju ramec tejto prace.

Vsetky tieto systémy maju roznu generativnu silu, ktora je zhrnuté v obr. 5.

| DOUBLE DOL TAG |

| DGSMTAG | | CDOLTAG |

| DOLTAG |

OBRAZOK 5. Porovnanie generativnej sily
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KAPITOLA 2

DGSM

V tejto kapitole sa oboznamime s formalnym aparatom, ktory sme si uz ¢ias-
tocne opisali a ktory bude elementédrnym prvkom na nasledujtcich stranach.

Definicie

V literature sa tieto stroje spominaji obdobne, ako sme ich spomenuli v kapi-
tole 1. To, ¢o citatela zrejme zarazilo, bol stroj GSM, kedze sme si ho do tejto
chvile neopisali. Nie je to v8ak vobec potrebné, kedze GSM so vstupom jedného
pismena a jedného stavu sa da pokojne nahradit rieSenim, kde ku kazdému stavu
vytvorime dva homomorfizmy také, Ze ak na paskach precitame symboly a a p,
potom na vystupnu (vrchni) péasku zapiSeme p;(a) a na pomocnu (spodnit) pasku
po(a). KedZe tato praca pojednava o DGSM slovach, je nevyhnutné si riadne
zadefinovat stroj generujici tieto slova, teda stroj DGSM, ¢o v naSom pripade
nebude deterministicky GSM, ale stroj generujuci DGSM slova.

DEFINICIA 22. DGSM A je pdtica (>, 5, H,01,02), kde ), je vystupnd
abeceda, ), je mnoZina stavovyjch symbolov, 61 je pociatocny vystupny symbol z abe-
cedy Y, 02 pociatocny stavovy symbol z abecedy Y 5 a H C ), X >, % Zf XD
je deterministickd prechodovd funkcia ($tvorica (a,p,w,q) € H bude znamenat, Ze
ak precitame dvojicu symbolov a a p, potom na koniec vystupnej pdsky zapiSeme
slovo w a na koniec pomocnej(stavovej) pasky zapiSeme symbol q).

DEFINICIA 23. Konfiguracia stroja DGSM je Stvorica (u,v,w,p), kde |u| = |v|,
u je precitané slovo z vystupnej pdsky, v je precitané slovo z pomocnej pasky, w je
zapisand, ale este neprecitand cast na vystupnej pdaske a q je neprecitany symbol
na pomocnej pdaske (pozicia hldv je v tejto konfigurdcii nasledovnd: citacia hlava
na vystupnej paske cita prvy symbol slova w, c¢itacia hlava na pomocnej paske cita
symbol p, zapisovacia hlava na vistupnej resp. pomocnej pdaske je bezprostredne
vpravo od w resp. p).

DEFINICIA 24. Krok vypoltu DGSM je relicia — definovand pomocou konfi-
gurdcii takto: (u,v,zw,p) — (uzx,vp,wt,q) < (x,p,t,q) € H.

DEFINICIA 25. Stav vypoétu DGSM je dvojica symbolov, ktoré budi citané
pri nasledugicom kroku vypoctu. Ak sa stroj nachddza v konfigurdcii (u,v, xw,p),

potom stavom vypoctu je dvojica < ; ) ED XD .
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DEFINICIA 26. Poradie/pozicia dvojice symbolov na pdiskach DGSM je pocet
krokov stroja, neZ sa prdve tdto dvojica stane stavom vypoctu. Pociatocnd dvojica
symbolov mad teda poziciu 0.

DEFINICIA 27. Pamét stroja DGSM je neprecitand cast vystupnej pdsky. Ak sa
stroj nachddza v konfigurdcii (u,v,w,p), potom pamdt je slovo w.

DEFINICIA 28. Stav stroja DGSM je neprecitany symbol na pomocnej pdske.
Ak sa stroj nachddza v konfigurdcii (u, v, w, p), potom stav stroja DGSM je symbol

yoR

DEFINICIA 29. Vystup stroja DGSM A je nekonecné slovo v, ktoré dany stroj
generuje. Vistup stroja reprezentujeme funkciou W: W(A) = v.

DEFINICIA 30. Jazyk mnoZiny strojov je mnozina vsetkyjch slov, ktoré dokdzZu
byt vygenerované nejakym strojom z tejto mnoziny. Jazyk mnoziny strojov reprezen-

tujeme funkciouw L : L(M) ={v|3A € M : W(A) = v}.

Mnozstvo definicii ¢asto ¢loveka métie, preto si urobme drobni rekapituléciu,
ale menej formélne. Stroj DGSM si vieme predstavit ako dve pasky, pricom kazdé
paska ma samostatnu zapisovaciu a samostatnt ¢itaciu hlavu. Vsetky tieto hlavy,
hned ako niec¢o precitaju resp. zapiSu, posunu sa na nasledujice policko. Citacie
hlavy v kazdom kroku precitaju po jednom znaku, ida teda spolu, a zapisovacie
zapisuju na koniec pasky vzdy aspon jeden znak. DGSM mé este jedno drobné
obmedzenie, zapisovacia hlava pre pomocnu pasku v jednom kroku zapiSe vzdy
prave jeden symbol. To znamené, Ze koniec pomocnej pasky je vzdy o krok pred
¢itacimi hlavami. Preto sa tato paska da chapat ako ekvivalent k stavom, z ¢oho
vychadza aj alternativny nazov pre tato pomocnu pasku: stavova.



KAPITOLA 3

Obmedzenia

KedZe v dalsom texte sa budeme zaoberat Specifickej$imi problémami, bude
vhodnejsie, aby sme si ujednotili a Specifikovali dalgiu terminolégiu, ktora budeme
pouzivat.

Definicie

Najprv si zadefinujeme pojem strom odvodenia a graf odvodenia pre DGSM.
Graf je presnejsie vyjadrenie, no ako bude zrejmé aj z neskorsieho prikladu, tento
graf ma nepopieratelna stromovi podstruktiru (obr. 6 - plné hrany) a prave jej
vlastnosti budeme ¢asto vyuzivat. Pre jednoduchsie pochopenie sa preto sem-tam
uchylime k pojmu strom odvodenia, ¢im bude zrejmé, Ze vyuzivame vlastnosti tejto
podstruktury, avSak stale budeme mat na pamaéti, Ze sa jedna o graf odvodenia
s jeho vSetkymi vézbami.

DEFINICIA 31. Trividlny DGSM A je kaZdy stroj, pre ktory ezistuje ne-
jaky Turingov stroj, ktory generuje rovnaké nekonecné slovo W(A) s konstantnou

pamdtou, t. j. W(A) € GSPACE(O(1)).
DEFINICIA 32. Netrividlny DGSM A je kazZdy DGSM A, ktory nie je trividlny.

DEFINICIA 33. Stromom odvodenia DGSM A = (>, ,, H,01,02) je taky
a
graf (strom) T, ktorého vrcholy si oznacime ako | p | € >, x> o xXN. Teda
7
a je ¢itany symbol na vystupnej pdske, p je ¢itany symbol na pomocnej (stavovej)
paske a i je pozicia resp. poradie tejto dvojice na pdskach DGSM. Hrana spdja

a b
vsetky tie vrcholy | p a | q |, pre ktoré sa pri simuldcii stroja A pouZije
i J

pravidlo (a,p,ubv,r) € H, pricom sa ¢ita z i-tej pozicie (oboch pdsok) a zapisuje
sa na j-tu poziciu vystupnej pdasky.

DEFINICIA 34. Grafom odvodenia DGSM A = (>, 5, H,01,92) je taky
graf G, ktorého vrcholy si oznacime ako ; €Y 1 XY o xN. Teda a je citany
symbol na vystupnej pdske, p je citany synibol na pomocnej] paske a i je poradie
tejto dvojice na pdskach DGSM. Hrana spdja vsetky tie vrcholy Z a 2

i J

)
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Pravidla SimulaciaDGSM Graf odvodenia
0]

lelo] [el=] [ [o] f |-
2] [=lo] [l f |-

[el i~
o =
[
. O
=
jal]
=
jal]

OBRAZOK 6. DGSM

pre ktoré sa pri simuldcii stroja A pouZije jedno z pravidiel:

(a,p,ubv,r) € H, pricom sa ¢ita z i-tej pozicie a zapisuje sa na j-tu poziciu vys-
tupnej pasky;

(a,p,u,q) € H, pricom sa ¢ita z i-tej pozicie a zapisuje sa na j-tu poziciu pomocnej
(stavovej) pdsky. Tu plati, Ze j =i+ 1.

Cize strom odvodenia zachytéava pouzitie pravidiel vo¢i vystupnej paske (vytvara
graf - strom), kym graf odvodenia vo¢i obom péaskam. Lepsie sa to da vidiet na
priklade (obr. 6), ale tam sa pre jednoduchost dopustime praktickej nepresnosti
a poradové ¢isla z grafu a jeho vrcholov vynechame. Miesto toho pri kresleni grafu
radSej odliSime hrany, aby bolo jasné, na zaklade ktorého pravidla vznikli. Toto
nam jednoznacne ur¢i poradie vrcholov na péskach a zaroven ukiZze aj samotnu
stromov Struktiru.

PRIKLAD 1. (obr. 6)
Pamdt DGSM je napravo od ciernej (¢itanej) dvojice symbolov.
Stav DGSM je cierna dvojica symbolov.
Piné hrany spdjaju tie vrcholy, pri ktorych sa uplatnilo nejaké pravidlo, a vztah je
na zdklade zdpisu na vystupnej (vrchnej) pdske.
Prerusované hrany spdjaji tie vrcholy, pri ktorych sa uplatnilo nejaké pravidlo,
a vztah je na zdklade zdpisu na pomocnej (spodnej) paske.

Dalej si zadefinujeme doplnkové obmedzenia typu DGSM[X —z].

DEFINICIA 35. Abecedné obmedzenie [A=z] znamend, Ze stroj nepouZiva pre
vystupniu pdsku viac ako x roznych symbolov.
Formdlne: pre kazdy stroj D z DGSM[A=x] taky, Ze D = (>_,,> 5, H, 61, 02), plati
> <
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DEFINICIA 36. Stavové obmedzenie [S=x/ znamend, Ze stroj nepouZiva pre
stavovi pasku viac ako x réznych symbolov.
Formdlne: pre kazdy stroj D z DGSM[S=x] taky, Ze D = (>_,,> ,, H, 61,02), plati
2ol <=

DEFINICIA 37. DiZkové obmedzenie [R=x/ znamend, Ze stroj nezapisuje
v Ziadnom kroku odvodenia viac ako x symbolov na vyjstupni pdsku.
Formdlne: pre kaZdy stroj D z DGSM[R=x] taky, Ze D = (>_,,> ,, H, 61, 02), plati
V(a,p,w,q) € H : |w| < x.

Rovnako je mozné tieto obmedzenia spajat, napr. DGSM|A=2||S=3|[R=4] D.
V takomto pripade pojde o DGSM D taky, ktory bude generovat slovo zlozené
z maximalne dvoch réznych znakov, bude pouzivat maximélne tri rézne stavové
symboly a v jednom kroku zapiSe maximalne Styri znaky na vystupni pasku.

Vety

Skor nez sa pustime do prvych doékazov, uvedomme si, ako sa sprava DGSM
voci svojmu grafu. Pokial je stroj DGSM v nejakom stave vypoctu, ktorému je aso-
ciovany nejaky vrchol v strome v hibke h, potom pamét stroja DGSM je popisana
tymto vrcholom, vietkymi vrcholmi z tejto hlbky napravo od neho (obr. 6) a vr-
cholmi z hlbky h + 1 nalavo od jeho synov. Préave z tejto uvahy sa da lahko
usudzovat, ze pre simulovanie DGSM néam staci asymptoticky taka pamét, aka je
Sirka stromu odvodenia pre dany DGSM a pre dany prefix nekonec¢ného slova. Na
simulovanie ndm postaci stroj, ktory si bude pamétat cela paméat stroja DGSM
ako frontu.

Rovnako nam pre simulovanie DGSM staci asymptoticky taka velka pamét,
aka je vyska stromu odvodenia k danému DGSM pre dany prefix nekonecného
slova. Je potrebné si v&imnit, Ze na vygenerovanie lubovolného vrchola v v strome
odvodenia potrebujeme poznat rodi¢ovsky vrchol vrchola v, jeho poradie spomedzi
jeho bratov a vrchol, ktorého pozicia na paskach DGSM je o 1 mens$ia. Na prvé
dva typy udajov potrebujeme pamét takej velkosti, ako je vyska stromu. A pokial
vrcholy generujeme v poradi, v akom st na paskach, potom predchodca je vzdy
obsiahnuty v paméti. Takze kedykolvek potrebujeme vygenerovat nejaky vrchol,
pozrieme sa na rodica, jeho syna a poradie tohto syna, ktoré si pamétame a vieme
vygenerovat nasledujiceho brata. Ak neexistuje nasledujici brat, potom novy
vrchol nemé spolo¢ného rodic¢a a najprv vygenerujeme rodica... Takouto rekurziou
vieme postupne vygenerovat vSetky vrcholy grafu, a teda aj simulovat stroj DGSM.

TVRDENIE 1. Pre simulovanie vgpoctu DGSM pomocou Turingovho stroja mu
must stacit pamat asymptoticky rovnd mensej z hodnot viyska/Sirka stromu odvode-
nia.

Rovnako jednoducho sa da dokazat:

TVRDENIE 2. Pre kazdé slovo z DGSM[A=1] existuje Turingov stroj, ktory toto
slovo generuje s pouZitim konstantnej pamdite.
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Ide vlastne o nekonecné slovo, ktoré je skonstruované iba z jedného znaku, teda
na jeho generovanie postaci aj konec¢ny automat.

TVRDENIE 3. Pre kaZdé slovo z DGSM[R=1] existuje Turingov stroj, ktory toto
slovo generuje s pouZitim konstantnej pamdte.

Tu si sta¢i uvedomit, ze pamét stroja DGSM obsahuje vzdy prave jeden znak
(ak uvazime, Ze ¢itanie aj zapis je jeden a ten isty krok), resp. Sirka stromu
odvodenia je vzdy 1. Na simulovanie takéhoto stroja nam taktiez postaci konecny
automat.

TVRDENIE 4. (HKL94) Pre kazdé slovo z DGSM[S=1] existuje Turingov stroj,
ktory toto slovo generuje s pouZitim logaritmickej pamdte.

Tieto stroje generuju tie isté slova ako systém DOL TAG, resp. systém DOL
TAG ziskame z takéhoto DGSM vynechanim stavovej pasky (kde by bol aj tak vzdy
jeden a ten isty symbol). DOL TAG systém ale generuje iba slova z GSPACE(log n).

Mnohé grafy odvodenia skonstruované k ndhodnym DGSM strojom (desiatky
tisice strojov) vzdy spadaju do jednej z troch kategorii:

e strom je velmi tzky a vysoky;

e strom je znacne koSaty a nizky;

e Sirka aj vysSka stromu st priblizne rovnaké, resp. sa zd4, Ze rastti asymp-
toticky rovnako rychlo.

Tato kategorizacia nema ziadnu oporu vo formalnom aparate, je skor podnetom
k hypotéze: L(DGSM) C GSPACE(y/n).

Cesta, ktorou by sa dalo uberat pri dékaze tejto hypotézy, je pre pripady, kde to
pomoze, pouzit tvrdenie o vyske/Sirke stromu. Pre pripady, kde to nepomdze, sa
mozeme pokusat dokazat, Ze pre vietky stromy odvodenia vSetkych prefixov daného
DGSM plati vztah: n+n > v-s > n, kde n je pocet vrcholov, s je Sirka stromu a v
je vyska stromu. Désledkom platnosti tohto vztahu by bola platnost spomenutého
tvrdenia. Pricom pri dokaze tohto vztahu by sme sa mohli pokusat skonstruovat
dva totozné grafy odvodenia, jeden z nich horizontalne prevratit a polozit vedla
druhého. Takto dostaneme utvar, ktory ma zachovani vysku a zdvojnésobi sa
pocet vrcholov, ale podstatné je, ¢i sa zmeni celkova Sirka maximélne o nejaki
predom stanovenu konstantu.

Tuto myslienku d'alej rozvadzat nebudeme, kedZe naSe ambicie a ciele sa ube-
raji inym smerom a rovnako nie je zname, ¢i by islo vobec o nejaky zmysluplny
posun v tejto téme. Miesto toho sa eSte zastavime pri grafoch a ich dalgich vlast-
nostiach.

Dovodov, preco sledovat grafové struktary strojov DGSM, je hned niekolko,
napr. ze slova s ,roznou zlozitostou“ mozu mat identické grafy odvodenia. Ako
priklad sa da uviest Tubovolny stroj DGSM A = (>,,> 5, H, 01, d2), ku ktorému
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Abeceda Graf odvodenia Pravidla

%_,abl@_,bbl
il il

Stav
"’ - el -

Nova abeceda Novy graf Noveé pravidla

alalb[b odvodenia |l [blallal [b]a

blaipld ol _,lalel|al . |pla
Pl B 9 Ldl
b] [afal(b] [z]2
a|_lalpflal . |ola
N2 B 1 I Ao L B e
a| [a[b][z] [z[b
p| _,lalel|p| . |olo
N2 B 1 I Ao L B e
b] [b]b][b] [b]&
o|_,lalel|o| . |pla
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OBRAZOK 7. Pohltenie stavov

vieme skonstruovat taky DGSM B = (Zl XD 90D 0 Hp, < gl ) ,(52>, 7e Vys-
2

tupom bude dvojuroviové slovo, ktoré bude mat na prvej tdrovni pévodné slovo
W(A) a na druhej vSetky stavy presne tak, ako by isli pri odvodzovani pomocou
stroja A. Teda vystupné slovo bude zlozené zo stavov odvodenia predoslého DGSM.
Ako stav budeme v novom stroji pouzivat vzdy symbol prislichajuci k poslednému
zapisanému znaku predchadzajiceho DGSM. Takto vzdy vieme, aké pravidlo by
pouzil predosly stroj, a aby sme vedeli zapisat korektny vystup, vyuZijeme tam
prave posledny stav z predoslého stroja a dalsi upravime na hodnotu po tomto

kroku.

Takto skonstruované slovo moze mat menej stavov ako pévodny stroj, generuje
komplexnejsi vystup, ale aj napriek tomu st ich grafy identické. Dokonca si neskor
ukazeme, Ze tieto stroje si ekvivalentné.
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Abeceda Stavy
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OBRAZOK 8. Eulerov tah

VETA 1. Ku kaZdému DGSM A existuje asociovanyy DGSM B taky, Ze nekonecny
strom odvodenia vytvori graf (pre nekonecné slovo), pre ktory existuje Eulerov tah,
pricom B generuje také nekonecné slovo v, ktoré po vymazani vsetkych vyskytov
znaku E vytvors ekvivalentné slovo k pévodnemu. Zdroven sa v tomto slove ne-
nachddzaju Ziadne dva znaky E vedla seba, o tak dizka slova po redukcii zostane
vicsia alebo rovnd polovici dizky slova pred redukciou.

DOKAZ. Nech mame dany DGSM A = (3>,,> ., H,61,02) a E' ¢ >, potom
si skonstruujeme novy DGSM B = (>, U{E},>",, Hg, 01, 02). Uz tu je zrejmé, ze
to podstatné bude schované vyluéne v prechodovej funkeii (obr. 8).

Hp = {(a,p,w,q)|(a,p,w,q) € H;|w| je neparne} U
U{(a,p,cBw,q)|(a,p,cw,q) € H;c € Y_,;|cw| je parne} U
U {<E7p7 E7p)|p € 22}

Cize sme zmenili iba tie pravidla, ktorych dlzka pravej strany je parna. Do
takéhoto pravidla sme pridali znak E. Podstatné je, Ze pri kazdom pravidle je sym-
bol E obklopeny nejakymi povodnymi symbolmi. Z tohto dévodu ani pri dalsom
prepisovani tohto symbolu nemoéze nastat situacia, ze budu dva symboly E vedla
seba. Toto uz samo o sebe spliia obe podmienky stanovené vo vete. To, ¢o chy-
ba, je uz len existencia Eulerovho tahu, ale ta je dana faktom, ze vSetky pravidla
majui neparny pocet symbolov na pravej strane pravidiel. Uvedené ale v koncovom
grafe sposobi, ze kazdy vrchol bude incidentny s parnym poc¢tom hran. To neplati
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pre poslednu troven grafu, no ti uvazovat nemusime, pokial uvazujeme nekonec¢né
slovo. U

Ocividny dosledok tejto vety je ten, ze vSetky tieto ,Euler-friendly* DGSM
generuju slovaz GSPACE( f) prave vtedy, ked vetky slova generované lubovolnym
DGSM su taktiez z GSPACE(f). Dokonca sa veta da rozsirit tak, Ze existuje taky
Eulerov tah, ktory bude graf prehladavat tak, aby sme vrcholy objavovali v poradi,
v akom si ich ekvivalenty na paske. Co v spojeni napr. s peblovanim moze viest
ku konkrétnejsim vysledkom. Tymto zanechame grafové vlastnosti ako otvorent
mnozinu problémov a v dalSom texte sa budeme venovat porovnaniu DGSM a lo-
garitmickej paméte.
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KAPITOLA 4

A-DGSM

V nasledujtcich dvoch kapitolach sa budeme snazit porovnat DGSM a loga-
ritmicka pamét, pricom zacneme s jednoduchsimi modelmi a postupne budeme
zvacsovat ich generativnu silu.

Definicie

DEFINICIA 38.
Mnozina A = {0 10™210™31...10™*|n € N;Vi=1,2,3,...,n—2:m; < m;;1}.

Vol'ne povedané ide o mnozinu slov, v ktorych si kazdé dve susedné jednotky
oddelené blokom niil a velkost tychto blokov ma neklesajuci charakter s vynimkou
posledného bloku nil.

DEFINICIA 39. A-DGSM A je kaZdy DGSM A, ktory generuje nekonecné slovo
také, Ze vsetky jeho prefixy su z mnozZiny A.

Vety

LEMA 1. Ak pre dany A-DGSM A existuje konstanta | takd, Ze vSetky bloky
nil v slove W(A) budi mazimdlne dizky [, potom A je trividlny DGSM. T. j. ak
existuje nejaky blok nil, od ktorého nie je Ziaden dal$i blok uZ vicsi, potom ndm
staci na generovanie tohto slova Turingov stroj s pamdatou O(1).

DOKAZ. Nech st splnené predpoklady lemy, teda existuje nejaky blok nul v
taky, Ze ziaden dalsf blok nil uz nie je vicsi. 7 definicie mnoziny A je zrejmé, Ze
ziaden nasledujtci blok nie je ani mensi. Cize slovo W(A) = ulvlvlv..., kde u je
nejaké uvodné slovo. Teda hladany Turingov stroj bude fungovat tak, Ze priamo
vygeneruje slovo u a dalej bude cyklicky generovat 1v. Takémuto Turingovmu
stroju ale sta¢i O(1) pamét. O

DOSLEDOK 1. Pre kazdy netrividlny stroj z A-DGSM sa pocet nil medzi dvoma
1 postupne zvdcsuje.

Tu sa urcite da uvazovat, ako pomaly sa moézu zvacsovat bloky nil pre slova
generované pomocou A-DGSM. RieSenie problému pride, az bude spréavny cas, ale
zopar bodov na zamyslenie si predostrieme uz teraz. Ak sa pozrieme na konfigura-
ciu DGSM, na jeho pamit, tak co sa stane, ked precita celd pamat? Bude v tom
istom stave alebo v inom? Bude mat rovnaka pamét alebo dlhsiu? Co sa stane,
ak sa to zopakuje dvakrat, trikrét...
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LEMA 2. Pre kaZdy netrividlny A-DGSM A existujiu konstanty k a | také, Ze A
po | krokoch uz nikdy nebude mat v pamdti viac ako k jednotiek.

DOKAZ. Zoberme si najdlhsiu pravi stranu z mnoziny pravidiel nasho DGSM
A a nech tato prava strana vygeneruje x symbolov. Dalej nech nas§ DGSM A mé
y stavov. Dosledkom netrividlnosti (lema 1) je, ze v slove generovanom strojom
A existuje blok nil dlhsi ako (z -y +y + 1), teda W(A) = ul0@¥+¥+1)  Takze
nech sa DGSM A nachadza v nejakej konfiguracii (u, v, lw, p), ¢o ale znamené, ze
po precitani jednotky za slovom u mame maximalne y krokov, aby sme zapisali
na koniec vystupnej pasky maximélne jednu novi jednotku. Viac ich A zapisat
nemdze, lebo by ich nedokézal oddelit dostatoénym poc¢tom niil, aby vygenerovany
prefix patril do mnoziny A. Ale po absolvovani spominanych y krokov sa A zacne
uz nevyhnutne cyklit a jediné, ¢o pocas tohto cyklu méze A robit, je zapisovat nuly
az do precitania dal3ej jednotky. V opacnom pripade by A pocas kazdého cyklu
zapisal asponi 1 novi jednotku, no Ziadne dve takéto jednotky by neboli oddelené
dostatocne dlhym blokom nul, aby tento prefix patril do A. Cim sme ukazali, Ze
pocet jednotiek v pamati uz neprekroc¢i pocet jednotiek v slove 1w, tento pocet
bude konstanta k. Konstanta [ bude dizka slova . 0

VETA 2. KaZdy A-DGSM A sa dd simulovat nejakym Turingovym strojom B
s O(logn) pamdtou.

DOKAZ. Samostatne pre trividlne a samostatne pre netrivialne DGSM.

e Nech je A trividlny: Z definicie trivialnosti plati, Ze existuje Turingov stroj
B s pamétou O(1) simulujtci A.

e Nech je A netrividlny: Podla lemy 2 existuju vhodné konstanty &k a [ také,
ze nas DGSM A po [ krokoch uz nikdy nebude mat v paméti viac ako k
jednotiek. Teraz nam na simulovanie vypoctu staci skonstruovat taky
Turingov stroj B, ktory prvych [ krokov odsimuluje priamo a nasledne
bude mat DGSM A v paméiti maximalne k£ + 1 tsekov nil oddelenych
jednotkou. Takze na simulovanie DGSM A nam sta¢i evidovat pocty
nul pre kazda z k + 1 skupin, preto budeme potrebovat pamét velkosti
O((k+1)-logn) = O(logn).

OJ

VETA 3. Euxistuje taky TS A s pamdtou velkosti O(logn) generujici iba pre-
fizxové slovd z mnoziny A\, ku ktorému neexistuje ekvivalentny A-DGSM B.

DOKAZ. Takyto Turingov stroj je napr. stroj generujuci 1 kazdych (2)? krokov,
teda 102710271027 102% ... = 10'10*10'610%... Konstrukeia takéhoto Turingovho
stroja je pomerne priamociara zalezitost a my sa zameriame len na neexistenciu
DGSM.

Sporom: nech existuje DGSM B generujici takéto slova a nech mé k stavov. Teraz
si uvedomme, ako sa bude takyto stroj spravat. Jeho paméit moéze byt maximéalne
asymptoticky rovnako velkd ako cela precitana ¢ast slova. V kazdom kroku totiz
DGSM precita jeden symbol z paméte a do paméte prida maximélne [ novych sym-
bolov, kde [ je dlzka najdlhsieho slova, ktoré vie zapisat pomocou svojich pravidiel.
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No slovo, ktoré chce vygenerovat méa za nasledok to, Ze nastane moment, ked B
bude mat vo svojej paméti iba samé nuly. Dokonca ich tam bude musiet mat aj
po dalsich k krokoch, kedZe pocas tych vie vygenerovat maximaéalne k - [ novych
symbolov, ¢o ale nepostacuje, aby dostal do paméte symbol 1. No po tychto k
krokoch sa uz zacne cyklit a z cyklu sa uz ani nikdy nedostane, kedZe jednotku
nikdy nevygeneruje a teda ani neprecita. U

Idea pouzitd v tomto dokaze sa da jednoducho aplikovat a rozsirit na dalsie
tvrdenie.

DOSLEDOK 2. Pre kazdy A-DGSM A existuje konstanta k takd, Ze pre vsetky
podslovd w slova W (A) také, Ze w = 10°1071, plati: j <i-k.

Toto tvrdenie je ekvivalentné tvrdeniu, Ze maximélny mozny rast poctu nul
v postupnosti blokov zodpoveda geometrickému radu. Ak nechceme, aby sa stroj
zacal cyklit, tak nemozeme vygenerovat viac nil ako nejaky k-nasobok dlzky celého
prec¢itaného slova. Naopak najmensi mozny rast nil, pokial uvazujeme netrivialne
pripady, je vystihnuty v nasledujucej vete.

VETA 4. Pre kaZdy netrivialny A-DGSM A existuje konstanta k € N takd, Ze
pre vsetky podslovd w nekonecného slova W (A) také, Ze w = 10110%210%1...10%1,
plati: 11+ 1 < .

DOKAZ. Mozno konstatovat, ze toto tvrdenie je ekvivalentné tvrdeniu, Ze mi-
nimalny mozny rast poctu nil v postupnosti blokov zodpoveda line4rne rastticemu
radu. Nech A = (>_,,> 5, H,01,92). S vyuzitim lemy 2 je zrejmé, ze existuje taky
pocet krokov m, po ktorom ndm vznikne v paméti stroja A n jednotiek a viac ich
tam uz nikdy nebude. Teda rovnako tam bude limitovany aj pocet blokov nul.
Ak budeme predpokladat, Zze pamét stroja zac¢ina symbolom 1 a budeme ignorovat
posledny blok nul, lebo nemusi byt dokon¢eny, potom sa moézeme pozriet, ¢i sa
vSetky ostatné rovnako dlhé. Ak nie, potom hladany blok je jeden z nasledovnych
n, teda toto by bola zaroven aj hfadana konstanta pre tento pripad. Opacne nech
st vSetky rovnako dlhé, potom zas nastava pripad, ked nas stroj bude generovat
stale rovnako vel'ké tseky, ale po precitani | ), | blokov uz musi nastat zmena, inac
sa zatne cyklit nad blokmi a uz by nikdy ziaden va¢si blok nevygeneroval. Teda
bol by trivialny. Preto hladana konstanta je maximum z n, | Y, | a m. O

LEMA 3 (HK97). Pre kazdi funkciu f : N — N, f(n) = o(logn) plati:
GSPACE(O(1)) = GSPACE(f).

VETA 5. Pre kazdé slovo z L(A-DGSM) ezistuje Turingov stroj taky, Ze toto
slovo generuje prave s pouzZitim konstantnej pamdte alebo prdve s pouZitim logarit-
mickej pamidte.

DOKAZ. Pre kazdé slovo z L(A-DGSM) existuje stroj A € A-DGSM, ktory
toto slovo generuje. Ak je stroj A trivialny, potom na zaklade definicie trividlnosti
existuje Turingov stroj, ktory generuje slovo W (A) s pouzitim konstantnej paméte.
Pokial je stroj A netrividlny, kazdy Turingov stroj generujuci slovo W(A) musi
pouzivat pamét vacsiu ako konStantnu, pricom podla lemy 3 to musi byt pamét
aspon logaritmicka. Podla lemy 2 nam ale postacuje prave logaritmicka pamat. [
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V tejto kapitole sme jasne dokézali, ze A-DGSM stroje sit nepomerne slabsie
ako Turingov stroj s pamétou O(logn). Preto sa v dalSsom texte zameriame na
vSeobecnejsie stroje, konkrétne binarne DGSM.



KAPITOLA 5
Binarny DGSM

Ako dalsi medzistupen si zvolime stroje DGSM, ktoré generuju slova nad abece-
dou {0,1}. A opét sa pokusime ukazat, aké je ich generativna zlozitost vzhladom
na pouzitu pamat.

Definicie

DEFINICIA 40. Bindrny DGSM je kaZdy DGSM, ktory postupne generuje pre-
fizové slovd z mnoZiny {0,117
Ekvivalentne staci povedat, Ze dany DGSM je bindrny prdave vtedy, ked spliia ob-
medzenie [A=2].

DEFINICIA 41. Funkciu diZky prekladu nekoneéného slova w pomocou de-
terministického A-prekladaca M budeme oznacoval furw)(x) a bude vyjadrovat,
aky dlhy prefiz slova w potrebujeme, aby sme jeho preloZenim ziskali slovo, ktorého
dIZka bude aspori x resp. 0, pokial taky prefix neexistuje. Formdlne ide o zobrazenie
2z Ny do Ny, kde plati:
frq) () = |ual (Fu,v € >",Fa e w=uav,|M(u)| < x <|M(ua)|)
frrwy(x) =0 (inak).

DEFINICIA 42. Pamdtova redukcia je reldcia =, ktord je definovand nad ne-
konecnymi slovami w a v takto:

v 2 u << 3(det. A-prekladac)M : (M(v) =u) A (fue) = O(n)).

Slovom: ...prdve vtedy, ked existuje deterministicky A-prekladac M taky, ktory
prelozi slovo v na slovo u a zdrover funkcia dizky prekladu slova v A-prekladacom
M je linedrna.

Obdobne sa touto reldaciou vedia oznacovat stroje DGSM A a B:
AZBs W(A) Z2W(B).
Slovom.: ...prave vtedy, ked generuji slovd, pre ktoré existuje tdto reldcia.

Je dolezité si vSimnut, ze relacia 2 je reflexivna, tranzitivna, ale nie je symet-
ricka.
Rovnako sa dé postrehniit, ze transformécia na ,Euler-friendly“ DGSM bola préve
pamétova redukcia.

DEFINICIA 43. Pamdtova ekvivalencia je reldcia =, ktord je definovand nad
nekonecnymi slovami u a v takto: u=v e u > vAu S v;
resp. pre DGSM A a B: A< B< A2 BANASB.

~ je uz relaciou ekvivalencie.
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OBRAZOK 9. DGSM pred binarizaciou

Teraz sa da ukazat, ze oba modely z obrazku 7 sa ekvivalentné. Jeden smer je
trividlna zalezitost, iba vypustime stavové symboly, opa¢ne je to rovnako jednoduché,
len si bude musiet A-preklada¢ pamétat a pocitat stav z povodného DGSM. Toto
nas vSak vedie k otvoreniu nového problému: ¢i si dva stroje DGSM pamétovo
ekvivalentné, ak maju identické grafy odvodenia.

Vety

VETA 6. Nech mame dva lubovolné DGSM: A taky, ze W (A) € GSPACE(f)
a B taky, ze A 2 B. Potom W(B) € GSPACE(f).

DOKAZ. Nech mame splnené predpoklady tejto vety, potom na zaklade plat-
nosti vztahu W(A) € GSPACE(g) musi existovat Turingov stroj 7" taky, ktory
generuje slovo W(A), pricom pouziva O(g(n)) paméte. Na zéklade vztahu A 2 B
vieme, Ze existuje deterministicky A-preklada¢ M taky, ktory prelozi slovo W (A)
na slovo W(B). Preto nie je tazké zostrojit taky Turingov stroj, ktory simulu-
je stroj T, pricom zéaroven vystup tohto stroja preklada tak, ako by to robil M.
Takto skonstruovany stroj potrebuje O(g(farw(ay(n))) paméte. Ale na zéklade
linedrnosti funkcie fasaway je to asymptoticky rovné O(g(n)). OJ

Skor nez sa pustime do dalsieho dokazu, vrelo odporiac¢am si pozriet a pochopit
princip pouzity v nasledujicom priklade, nasledovat bude totiz formélny opis tych-
to principov, ktorych pochopenie je uz podstatne tazsie.

PRIKLAD 2. K danému DGSM A skonstruujeme DGSM B, ktory bude po-
stupne citat symboly z abecedy 0,1 a v stave si bude skladat bindrnu reprezentdciu
povodného symbolu, ktory by precital stroj A. Zatial na koniec pdsky zapisujeme
nuly, kedze pravidlda musia byt nevymazdvajice. AZ zistime, aky symbol by preci-
tal stroj A, potom pri citani dalsich n-nul (ktoré boli zapisané prdve takto aj za
bindrnu reprezentdciu tohoto symbolu) zapisujeme to, ¢o by zapisal pévodny stroj
(samozrejme bindrnou reprezentdciou). KazZdy povodny symbol bude teda reprezen-
tovany bindrnou reprezentdciou (n-symbolov) nasledovanou n nulami presne tak,
ako ukazuju obrdzky 9 a 10. Tu sa jedno poévodné pravidlo nahradi Styrmi. Naj-
prv sa pouzije nejaké pravidlo z Hgy a potom z Hps. Takto uZ vieme, aky sym-
bol vilastne spracovavame a v Hgs a Hp, zapisujeme bindrnu reprezentdciu pravej
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Abeceda Stavy
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01110]1
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OBRAZOK 10. DGSM po binarizécii

strany povodného pravidla okrem poslednijch n nil, ktoré by mali ist za poslednym
symbolom pravidla, lebo tieto vznikni pri ¢itani dalsieho symbolu.

Doposial nespomenutou vijnimkou je zaciatok odvodzovania slova, kde mdme v pamdti
wba jeden znak pre obe pdsky. Tam pouZijeme pravidld z Hps.

Je dobré si vsimnit, Ze mazimdlna diZka pravej strany pravidiel (1) ostdva asymp-
toticky totoznd s dizkou pravidiel v povodnom stroji. Je to trividlny dosledok tvorby
novych pravidiel, kde sa generovanie celej pravej strany udeje pocas citania d nail,
pricom potrebujeme vygenerovat 2 -1 -d — d symbolov. Na jeden krok to vychddza
2-1—1. TakZe nds vébec nezaujima, kolko symbolov spracovdvame do bindrneho
zapisu!

KONSTRUKCIA 1. Nech mdme DGSM A = (>,,> 5, H,01,02) a nech mdme
injektionu funkciu f @ Y, — {0, 1}81 2001 5 folos!Xul1} taki, ktord kazdému
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znaku 2 Y, priradi jeho jednoznacny bindrny zdpis fiznej dizky [log|> >, |1 nasle-
dovany rovnakym poctom nil. Pre minimdlnu dlZku bindrneho zdpisu sa pouZi-
lo jeho horné ohranicenie [log|> ||, ktoré budeme oznacovat n. Teraz vieme
skonstruovat bindrny DGSM B = ({0,1},>" 5, Hp, 62,0%), kde plati:
6P = a1|f(61) = arasas ... ayan 1 - .. as.y
2.1
= 01
)
_ w | we {0,171 < fw;
ZB—Z2U{(p>’p€ZQ; }U
k ke N;1<k<mn; k ke N;
a acy U 01 n<k<2-m
P )| PED 02
Hp = HpUHpy U Hpz U Hpy U Hps

Hp = {(a,p,o, ( Z )> a€{0,1}; }U

PED

U

w wa w e {0,1}"1 < |w| < n;
oAl (5 )0 (5 )] Fess }
{ " 7 n € N;we {0,1};
Hpy = a,< ),0, b lw| =n—1; f(b) = wal™,
b p pEZQ?
k k—1 (a,p,w,q) € H;k € N;1 < k <wn;
HBg{ 0, a),uk, a f(w) = uyuy_1 ... ugu 07,
p 7 gl = o = o] = Jua > 0
1 (a,p,w,q) € H;
Hp, = 0,1 a | ,ui,q flw) = uyuy_q ... uguy 07,
P [y = ... = |ug| > |ug| > 0;
k k—1 ke N;kE>n;
HBE) = a, (51 , Uk, (51 f('ll)) = 5lBu2'7]u2'77*1 <o Upt1;
02 02 ugy| = ... = |ugra| = Jugsa| > 0;

VETA 7. 0 binarizécii. Pre kaZdy DGSM A existuje pamdtovo ekvivalentny
bindrny stroj DGSM B. Formdlne: ¥ DGSM A : 3 DGSM[A=2] B: A= B.

DOKAZ. Najprv si ukdZzeme existenciu relacie v smere binarizécie:

Nech A = (>,,> 5. H,a,q). Pouzitim konstrukcie 1 dostaneme binarny DGSM
B = ([0,1],>" 5, Hp, b, ¢5'"). Teraz potrebujeme ukézat, Ze platia podmienky re-
dukcie:

A-preklada¢ M bude prekladat kazdy jeden symbol z ), na 2 [log|>_, || novych
symbolov tak, Zze prva polovica bude jednozna¢ny binarny zapis (vid funkcia f
v konstrukeii 1) a druha polovica budu iba nuly. Konstrukcia takéhoto prekladaca
je trividlna zélezitost. Este potrebujeme ukazat, Ze funkcia fiw(a)) je linear-
na, ¢o je ale jednoduché, lebo funkcia farway(x) = [2/(2 - [log|>>;[])], kde
(2-[log| > 1) je konstanta.
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Pre opac¢ny smer vieme skonstruovat rovnako jednoduchy A-prekladac¢ N, ktory
precita [log| Y, |] znakov binarneho zapisu, dalej precita rovnaky pocet nil a podla
bindrneho zépisu, ktory si uchovava v stavoch, to celé prepiSe na prislusny symbol
z Y 4. A funkcia fxuw () =x-2- [log|> ;] O

DOSLEDOK 3. Vsetky slovd generované pomocou DGSM si v GSPACE(f)
prave vtedy, ak si v tejto mnoZine vsetky slovd generované pomocou bindrneho
DGSM.

Formdlne: L(DGSM[A=2]) C GSPACE(f) & L(DGSM) C GSPACE(f)

Cize sme zistili, Ze binarizacia nam ulahéf pracu vzhladom na vel'kost vystupnej
abecedy za cenu jemného predlzenia pravej strany pravidiel. Na druhi stranu sa
takto daju tvorit rovnako komplikované slova ako pomocou celej DGSM. Co je ale

.....






Cast 3

ZlozitejSie modely






KAPITOLA 6

Prerozdelené DGSM

V tejto kapitole si ukdZeme niektoré vlastnosti dalsich obmedzenych DGSM
a prerozdelime si mnozinu strojov DGSM, na zéklade tychto obmedzeni.

DGSM[R=2]

PRIKLAD 3. (Obr. 11 a 12)

Princip je zaloZeny na dvojfdzovom prepise. Ak si to predstavime ako strom, po-
tom precitame celd pamdt (cely riadok stromu) a stav menime ako v Standardnom
DGSM, pricom ale iba kopirujeme vsetky vystupné znaky okrem pripadov, kedy by
sme pouZili dlhé pravidlo, tam znak zdvojime. Pri druhom prechode uzZ budeme ge-
nerovat to, co by generoval povodniyy DGSM, potrebujeme len vediet, v akom stave
sme boli, ked sme zacali len kopirovat a zdvojovat znaky. Na toto ndm staci dvoj-
drovniovy stavovy symbol. A este potrebujeme odlisit, kde sa konc¢i wroven stro-
mu, pricom pre tento ucel budeme mat dvojndsobni abecedu. Prdve tie zdvojené
a skopirované symboly sa budi moct A-prekladacom zmazat, aby sme ziskali povod-
né slovo.

Abeceda Graf odvodenia Pravidla

5105 [l pelalB
- -

OBRAZOK 11. DGSM pred redukciou dizky pravidiel
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Abeceda Stavy

alblag|by PP G119 ] Pl Pefdu]qy
Pravidla

a | |3|la] ,|%][a] ,|2%|3][a]| |33
Po dy | | Pq dq| |9 Po dq Pq
b_}bo b_,.bo b_}bo b_}bo
Po dy | | Pq dq| |9 Po dq Pq

3| _,lallag] | blalla] |alb

P1 d:] 9 o P! P1

b, - b |]|bg Llala

P1 G119 P1

3| |2l ,[b]a

Py a4 | | Pq d, Graf odvodenia
3| 12 ]||3]_, bl a a

qD ql qq q2 _ ’:_:__99_‘__‘—

a | |33 .| a, a,

P4 Op || 91 Py E}g\{_,n- CIE\
b _ bo|| b _ by | b a a b
P qp 44 pq pl ] qp 7 pp ] qp

OBRAZOK 12. DGSM po redukcii dlzky pravidiel

KONSTRUKCIA 2. Nech mdme dany DGSM A = (>, ., H,01,02), potom

skonstruujeme
DGSM B = (Zl U{a0|a € 21}722 X{1,2} U ZZ X 227H3751a52 X (52), kde
Hp ={(a,q X p,ao, x p)lp € >_y; (a,q,w,7) € H;|w|[=1}U

U{(a,q x p,apap,r x p)lp € > 1;a,q,w,r) € H; jw| > 1} U

O {(a0,g x 1w, x Dl{a,q,w,) € H; fu] = 1} U
(ap,q x 1,w,q % 2)|(a,q,wv,r) € H;|v| > 1;0 < |w| —|v| <1} U
(ag,q X 2,v,7 x 1)|(a,q,wv,r) € Hy|v| > 1;0 < |w| — |v] <1} U
(a,q X 1,a9,7 x q)|(a,q,w,r) € H; |w| =1} U
(a,q x 1,apa9,7 X q)|(a,q,w,r) € H;|w| > 1} U
(ap,q X p,w,r x 1)|(a,p,w,r) € Hy|w| =1} U
(0,4 % pywp x Dl{a.p,wo,r) € H o] > 150 < o] — Jo] < 1.
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VETA 8. 0 redukcii diZky pravidiel. Pre kaZdy DGSM[R=x] A existuje
pamdtovo redukovatelny stroj B € DGSM[R=[xz/2]].

DOKAZ. Podla konstrukcie 2. A-preklada¢ bude mazat vSetky symboly do-
plnené o dolny index 0, ¢m sa dlzka slova skrati maximalne o polovicu. Teda
okrem poslednej irovne, ale ta je najviac k-krat vicsia ako predosla (obdobne ako
pre dosledok 2). Preto asymptoticka dlzka ostéva zachovana. 0

VETA 9. L(DGSM) je podmnozinou GSPACE(f) prdve vtedy, ak L(DGSM[R=2])
je podmnozinou GSPACE(f).

DOKAz. Kazdy DGSM mé nejakt maximalnu dlzku pravej strany pravidiel,
teda nas stroj musi patrit do nejakej triedy DGSM|R=zx], a ak opakovane pouZzijeme

vetu o redukeii dlzky pravidiel, konkrétne [log x]-krat, potom ziskame stroj z triedy
DGSM|R=2]. O

DGSM|[S=x]

Pokial sa chceme pokiisit o stavovi redukciu, potrebujeme si najskoér zhodnotit
doterajsie vysledky. To podstatné sa dokézalo v diplomovej praci Miroslavy Ke-
mefovej [K06|. Tam ukazala, ze existuju slova:

Ling, = Sciftca#tcs . . ., kde ¢, = a"#a®F# ... #a"";

Ling, = Sa'#a®# ... Fa*#aH#a*$# .. F#Ha® 4 . FaFHa

ktoré sa daju generovat pomocou DGSM, pricom tento DGSM musi mat aspon k
stavov, a zaroven mu staci prave k stavov.

Toto na prvy pohlad znemoznuje dalsiu pracu, no na druhd stranu pre nasu
pamétovi redukciu potrebujeme DGSM s mensim poc¢tom stavov a A-prekladac,
ktory moze mat stavov, kolko chceme. Preto si vieme skonstruovat obdobné slovo:
Liny | = Sci#cs#cs ..., kde ¢ = ata®# . .. #agk_l)n#a(kfl)”,
na ktoré by malo stacit k& — 1 stavov a M-preklada¢ preklada tak, ze vSetko iba
kopiruje, okrem momentu, ked sa dostane k symbolu ay. Tam za¢ne prepisovat ag
na a. Po preéitani najblizsicho znaku # za¢ne prepisovat a*~! na a* aZ po preci-
tanie #. Opét zac¢ne vSetko kopirovat a ¢aka, pokial sa znovu nedostane k znaku
agp.

Tato uvaha teda otvara dvere k potencinélnej stavovej redukcii, no vytvorit jed-
notny postup, ako redukovat stavy, sa javi ako pomerne naro¢ny problém. Nechame
ho ako d'alsi orieSok na zamyslenie. Takto sme sa dostali k triedam, kde zacneme
kombinovat jednotlivé obmedzenia.

VETA 10. L(DGSM) je podmnozinou GSPACE(f) prdve vtedy, ked je niou aj
L(DGSM[A=4][R=2]). L(DGSM) je podmnozinou GSPACE(f) prdve vtedy, ked
je nou aj L(DGSM[A=2][R=3]).

DOKAZ. Podla predchadzajucej vety ku kazdému DGSM existuje redukovatelny
DGSM|[R=2|, po aplikécii binarizacie ziskame stroj z DGSM[A=2|[R=3] (dlzka
novych pravidiel bude 2 - 2 — 1). Po opétovnom pouziti redukcie dizky pravidiel
ziskame stroj z DGSM[A=4|[R=2]. O
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Cim sa dostéavame k otvorenym problémom:
L(DGSM) C GSPACE(f) & L(DGSM[A=3|[R=2]) C GSPACE(f);
L(DGSM) C GSPACE(f) & L(DGSM[A=2|[R=2|) C GSPACE(f).

V tejto kapitole sme si, ukazali ako velmi vieme obmedzit stroj DGSM, hlavne
na ukor stavov. A stanovili sme tri nové problémy.



KAPITOLA 7

DGSM vs. univerzalny TS

V tejto kapitole si ukadZzeme, Ze existuje univerzalny Turingov stroj, ktory dokaze
vygenerovat rovnaké slovo ako ktorykolvek DGSM TAG systém, pricom dostane
na vstup prave kod stroja DGSM prislusného k danému DGSM TAG systému.

DGSM vs SPACE(x)

Je dolezité spomentt jeden z otvorenych problémov, a to rozhodnutelnost, ¢i dané
slovo patri do GSPACE(O(1)). Ako si ukdzeme, vieme v leme 4 ¢iasto¢ne rozhod-
nut, Ze tam toto slovo patri, ¢o ale nepostacuje. Preto nasledujica veta bude
obsahovat dve alternativy.

VETA 11. Univerzédlna. Ak existuje taky Turingov stroj, ktory wie rozhod-

nut, ¢ dany DGSM je trividlny, potom existuje taky Turingov stroj U, ktory ak
dostane na vstup kid stroja DGSM C' generujiceho slovo z GSPACE(f), potom
tento Turingov stroj stroj zacne generovat to isté slovo W (A), pricom pouZije pamdat
velkosti O(f).
Ak neexistuje Turingov stroj, ktory vie rozhodnit, ¢i dany DGSM je trividlny, po-
tom existuje taky Turingov stroj U, ktory ak dostane na vstup kod stroja DGSM
C' generugiceho slovo z GSPACE(f), potom tento Turingov stroj stroj zacne ge-
nerovat to isté slovo W(A), pricom pouzije pamdit velkosti vicsej z hodnét O(f)
a O(logn).

Skor ako sa pustime do dokazu tejto vety, bude lepsie, ak si dokazeme dve
Ciastocné tvrdenia:

LEMA 4. Existuje Turingov stroj, ktory ked dostane na vstup kod trividlneho
DGSM A, potom wvie ¢iastocne rozhodnit, Ze ide o trividlny DGSM a ndsledne vie
generovat slovo W(A) v konsStantnej pamdti.

DOKAZ. Z definicie vieme, Ze na generovanie W(A) nam staci konStantna
pamét resp. kone¢ny automat. Takyto DGSM generuje periodické slovo [HKIL94].
Co znamen4, Ze existuji slova u a v také, ze W(A) = wvovow ... Takze DGSM
bude mat po chvili v paméti uz iba nieco ako vvv...vw, kde w je nejaky prefix
slova v (presnejsie je v'w, kde w < v). V momente ako DGSM A precita slovo
u, pozrieme sa na to, v akom stave sa nachadza a aky tsek posledného slova v
mame v paméti. Tu méame maximalne | ) , | - |v] réznych moznosti, ale po ich
vycCerpani nastane situécia, ked DGSM A bude v stave, v ktorom uZ bol a zaroven
na konci vystupnej pasky bude rovnaky prefix slova v. Jediné, ¢o sa moze zmenit,
je pocet podslov v v pamaéti. Po dalsej takejto iteracii sa pamét stroja A zmeni
zas o rovnaky pocet podslov v a kedze ich pocet nemoze klesat (vid konstrukcia
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pravidiel stroja DGSM), je zrejmé, ze DGSM A sa zac¢ne cyklit. Toto vie Turingov
stroj lahko odsledovat a odhalit. Postupne simuluje DGSM A a pre kazdy vy-
generovany prefix slova W (A), vyskasa vSetky moznosti, ako tento prefix zapisat
pomocou slov u a v tak, aby nastalo zacyklenie stroja DGSM A. Ak nenajde,
jednoducho pouzije dlhsi prefix slova W(A). Ak najde zacyklenie, potom moézeme
prestat simulovat stroj DGSM a miesto toho budeme na vystup uz len zapisovat
slova v, kedZe nas DGSM A, uz ni¢ iné robit nemoze.

O

LEMA 5. Existuje Turingov stroj U, ktory ked dostane na vstup kod netrividgl-
neho DGSM A generujici slovo W(A) z GSPACE(f) a f > Q(log), potom wvie
generovat slovo W(A) v pamdti O(f).

DOKAZ. Nech C je DGSM taky, ze W(C) € GSPACE(f), teda existuje pris-
lusny Turingov stroj A, ktory vygeneruje kazdy prefix v < W(C'), pricom pouzije
pamét velkosti f(|v|). Kod tohto stroja je voéi generovanému slovu konStantny.
Tento kod si ozna¢ime ako w4. Ako vstup stroja bude kod stroja DGSM C' (w¢).
2-O(f) je prislusny pocet pamétovych miest na simuléciu dvoch Turingovych stro-
jov (vid konstrukcia UTS z [F04]). 3 -log (|v]) bude paméit, kde si ulozime dlzku
slova v, ako aj poziciu, z ktorej by mal DGSM ¢itat, ak by chcel generovat nieco na
poziciu v 4+ 1. Cize cielom je skonstruovat Turingov stroj generujuci slovo W (A),
pricom bude potrebovat pamét velkosti 3+ |we|+2- |wa|+3-log (Jv])+2-O(f(|v])).
Co je ekvivalentné k O(f(|v])). Samotny stroj U bude generovat slovo W (A) nasle-
dovne:

1. Nakopiruje si wy do pamate. Dokonca sa da stroj rozsirit o kontrolu, kde sa
preveri, ¢i je slovo wy korektne zadany DGSM.

2. Vygeneruje si kod takého deterministického Turingovho stroja, ktory vzdy vy-
generuje iba pociatocny symbol pre vystupnu pasku v stroji A a nésledne sa za-
sekne. Tento stroj si oznacime ako kontrolny.

3. Nastavi si pocitadlo pre dlzku vygenerovaného slova na hodnotu 1 a poéitadlo
pre poziciu ¢itacej hlavy na hodnotu 0.

4. Vygeneruje ,nasledujuci* kod deterministického Turingovho stroja (prechadza
véetky binarne kody od 0% po 1%, kde k je na zaciatku dizka kodu stroja, ktory sme
si oznadili ako kontrolny, teda konstanta, neskor sa tato hodnota bude zviacsovat),
taktiez musi overit, ¢i ide o deterministicky Turingov stroj. Tento stroj si oznac¢ime
ako kandidata.

5. Stroj U bude postupne simulovat oba stroje (kontrolny aj kandidata) tak, ze si
kontroluje, ¢o by chceli zapisovat a porovnava ich vystupy po jednom znaku. Ak
zapiSe jeden, ¢aka aZ zapiSe aj druhy atd. Neustédle porovnava, ¢i generujui to isteé.
Zéroven si paméta stavovy symbol, ktory by DGSM A ¢ital, ak by ¢itacie hlavy
¢itali posledny vygenerovany znak. Teda ak oba stroje zapisu ten isty symbol, po-
tom si eSte odsleduje, aky bude nasledovny stavovy symbol a prepise nim predosly.
6. Ak sa dostanu az na poziciu ¢itacej hlavy (vid pocitadlo pre jej poziciu), potom
si do paméte ulozi celu dvojicu z tejto pozicie, ktora by mal DGSM A c¢itat a dalej
uz stavovy symbol sledovat nepotrebuje.
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7. U pokrac¢uje v simulovani oboch Turingovych strojov, az vygeneruja tolko sym-
bolov, Ze sa dostant na miesto, kde by mala byt zapisovacia hlava DGSM A (vid
pocitadlo dlzky vygenerovaného prefixu).

8. Teraz U porovna to, ¢o by zapisal kandidat s tym, ¢o by zapisal DGSM A
z Citanej dvojice symbolov a ak sa to zhoduje, kandidat vie vygenerovat o nieco
dlhsie slovo ako ten kontrolny. 7 kandidata sa stane kontrolér, inkrementuji sa
pozicie Citacej aj zapisovacej hlavy a pokracujeme od bodu 5.

Toto bol len zékladny scenar. Vsetko ostatné, ¢o sa moze stat (pokazit):

- Kandidat nebude generovat na konci to isté, ¢o hovoria pravidla DGSM,
potom ideme na bod 4 a hladdme nového lepsieho kandidata.

- Pocas vypoc¢tu nebude kandidat generovat to isté, ¢o kontrolor, resp. sa
zasekne alebo presiahne vyhradent pamét. Toto je novinka, ktora doteraz
nebola spomenuté. U musi evidovat pamét, ktort moze kandidat pouzivat.
Pre nas to bude ale ta istd hodnota, ktora vymedzuje maximélnu velkost
kodu pre kandidata/kontrolora (k). Teda ho to vrati na bod ¢. 4.

- Poslednym problémom je, ze ak U vygeneruje vSetky pripustné kody pre
kandidatov a ani jeden nebude postacovat, potom je to spravny ¢as na
inkrementovanie hodnoty k, spolu s tym U restartuje pocitadlo vygenero-
vanych kandidatov a pokracuje od bodu 4.

Cely dokaz je zalozeny na tom, ze U nikdy nezisti, ¢i je kandidat skutoc¢ne ten
hladany stroj, ale na druhu stranu nikdy nepouzijeme asymptoticky viac paméte,
ako by pouzil nas kandidat. Toto neplati len do momentu, nez sa vyhradené
pamétové miesto nezviacsi na velkost kodu hladaného Turingovho stroja, ale to je
konstantna hodnota, teda asymptotické ohranicenie sa tym nijak nepokazi. 0

A teraz slibeny dokaz k vete 11:

DOKAZ.

e Nech je prislusnost k triede trividAlnych DGSM rozhodnutelny problém.
Potom podla lemy 3 vieme DGSM rozdelit na dve zékladné skupiny. Tie,
pre ktoré staci konstantna pamét a tie, pre ktoré potrebujeme aspon loga-
ritmicka pamét. Pre kazda skupinu vieme prihodne pouzit prislusni lemu
(4 ab).

e Ak tento problém rozhodnutelny nie je, potom musime postupovat podla
lemy 5 a tam je spodné ohranicenie €(logn), kedze U si paméta napr.
dlzku vygenerovaného slova.

O

DOSLEDOK 4. Pre Ziadny stroj DGSM A neexistuje viacero pamdtovo optimdl-
nych Turingovych strojov generugicich slovo W (A) takiyjch, Ze funkcie popisujice
ich generativnu pamdtovu zloZitost by neboli asymptoticky rovnaké.

DOKAZ. Sporom: nech teda existuju 2 takéto stroje. Funkcie popisujuce ich
generativnu pamaéatovi zlozitost si monoténne. Konstrukciou z vety 11 vieme
vytvorit Turingov stroj taky, ktory bude mat generativnu pamétovi zlozitost vzdy
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lokalne tak efektivnu ako lokédlne efektivnejsia funkcia pre povodné stroje, ¢o ale
odporuje existencii dvoch réznych optimalnych funkcii. 0



Cast 4

Vysledky






KAPITOLA 8

Zaver

V tejto praci sme ukézali rozne moznosti dalsieho rozvoja poznatkov o pamétove;j
naroc¢nosti strojov DGSM. Této praca zaviedla novy pojem redukcie a ekvivalen-
cie, ktoré zna¢nym sposobom umoznuje ohrani¢it mnozinu strojov DGSM, ktory-
mi sa potrebujeme zaoberat pri skimani ich generativnej zlozitosti. Ako ukazku
vieme skonstruovat postupnost ohrani¢enych mnozin: DGSM[A=2||R=3]|[S=1],
DGSM|A=2]|[R=3][S=2], DGSM[A=2|[R=3|[S=3]...

Dalgim krokom je skonstruovanie postupnosti jazykov tychto mnozin a poslednym
krokom ohrani¢enie mnozin slov, pre ktoré nevieme rozhodnut, ¢ st z mnoziny
GSPACE(logn). Toto je vieobecne nerozhodnutelny problém, no vi¢sinou sa to
rozhodnut da. Ako priklad vie posluzit mohutnost mnoziny DGSM[A=2]|[R=3][S=2]
pre fixne zadani abecedu. Tato mnozina obsahuje statisice strojov DGSM, pricom
zhruba iba pre 1% generovanych slov sa neda l'ahko urcit prislusnost do mnoziny
GSPACE(logn). Jednym z povodnych cielov tejto prace bolo dokazanie vztahu:
L(DGSM[A = 2][R = 3][S = 2]) € GSPACE(logn). Kedze mnoho prac
poukazuje na zna¢nu zlozitost obdobného dokazu, tato snaha pomohla len ako
rieSenie.

Dalsim zaujimavym vysledkom je znovuotvorenie problému redukcie stavov, ktory
sa javi ako silnejsi a zaujimavejsi sposob ohrani¢ovania strojov DGSM, kedZe abece-
da aj dlzka pravej strany pravidiel sa daji redukovat vyluéne na tkor stavov.
Poslednym vysledkom tejto prace je konstrukcia univerzélneho Turingovho stro-
ja, ktory dokaze generovat Tubovolné slovo z L(DGSM) v optimalnej paméti,
okrem pripadov ked ide o trivialny DGSM. Tieto pripady v8ak podliehaju dopo-
sial nepreukazanej hypotéze o rozhodnutelnosti trivialnosti systému DGSM TAG.
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Resumé

Tato diplomova préaca sa zaoberd nekoneénymi slovami generovanymi pomo-
cou systému DGSM TAG. Poukazuje na niektoré zatial nespracované vlastnosti
a moznosti ich pouzitia, rozsirenia a dalsieho rozvoja. Prva ¢ast vymaédzuje oblast
problematiky a popisuje dosiahnuté aj otvorené problémy, na ktoré tato praca nad-
vizuje. Druhé cast ukazuje pouzitie niektorych konstrukcii a ich mozné vyuzitie.
Poukazuje hlavne na spojenie tychto konstrukcii a tedrie grafov. V tretej casti sa
venujeme obmedzenej mnozine nekone¢nych slov, pre ktoré popisujeme ich gene-
rativnu zlozitost. V Stvrtej Casti sa dostavame k tomu najpodstatnejsiemu z tejto
prace:

e Redukovanie uvazovanej mnoziny strojov DGSM.
e Redukovanie problému na jediny Turingov stroj.

V zavere prace je ukdzané pouzitie predoslych vysledkov, dalSie smerovanie a rozvoj
prace.



