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Abstrakt

ZIKA, Martin: Decyklaéné mnoziny na Cayleyho grafoch. [Diplomové praca] / Martin
Zika. - Univerzita Komenského v Bratislave. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky;
Katedra informatiky. - Skolitel: doc. RNDr. Rastislav Kralovi¢, PhD. Bratislava: FMFI
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V grafe G = (V, E) je mnozina V' decyklatnou mnoZinou prave vtedy, ak je
graf indukovany mnozinou vrcholov V' —V" acyklicky. Problém najdenia minimélne;
decyklacnej mnoziny je vo vSeobecnosti NP-tazky. Boli v8ak publikované polyno-
miédlne algoritmy na jej ndjdenie v $pecidlnych triedach grafov, alebo velmi blizke
ohranicenia. V tejto praci navrhneme postup, ktory urc¢i horntit hranicu mohutnosti
decykla¢nej mnoziny pre pancake grafy. Vycislime hodnoty ziskané tymto postu-

pom a porovnhame ich s vysledkami, ktoré dostaneme pomocou greedy algoritmu.
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Kapitola 1

Uvod a motivacia

Definicia 1.1 Majme jednoduchy graf G = (V, E) bez sluciek a ndsobnijch hrdn.
MnoZinu vrcholov V! C V' nazveme decyklacnou, ak indukovany podgraf na mno-
zine vrcholov V\' V' bude acyklicky. Ak |V'| je najmensia zo vSetkjch moznych, tak
V' nazveme minimdlnou decyklacnou mnoZinou grafu G a |V'| budeme oznacovat

V(G).

Problém najdenia miniméalnej decykla¢nej mnoziny vo vseobecnom grafe je NP-
tazky [8]. Doposial znamy najlepsi aproximadény algoritmus pre tento problém ma
aproxima¢ny pomer 2 [3]. Existuji polynomidlne algoritmy pre Specidlne triedy
grafov, ako st konvexné bipartitné grafy [13]|, cocomparability grafy [13], permu-
tacné grafy [12], cyklicky reducibilné grafy [18] a trivalentné cayleyho grafy [17].
Pre niektoré iné triedy, napriklad mriezky [5, 15], torusy [15], butterflies [5], hy-
perkocky [16] a star grafy [19], bola uréend horna a dolna hranica mohutnosti tejto
mnoziny.

Miniméalne decykla¢né mnoziny st objektom studia z réznych dévodov. Azda
najznamej$im je ich vyuzitie pri typickej tlohe operacného systému rozdelovaft
zdroje a pritom predchadzat deadlockom. Tento problém méZe byt vyrieSeny néj-

denim miniméalnej decykla¢nej mnoziny na grafe zavislosti. Graf zavislosti budeme
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konstruovat nasledovne. Vrcholy budi reprezentovat procesory a hrana (u, v) bude
znazornovat poziadavku procesora u na zdroje alokované procesorom v. Ak tento
graf obsahuje cyklus, tak sa vyskytol deadlock. Tento deadlock méze byt oSetreny
presunutim miniméalneho po¢tu procesorov do stavu cakatelov na zdroje, teda néj-
denim minimalnej decykla¢nej mnoziny. Zvysny graf je acyklicky a systém je bez
deadlocku [18].

My sa budeme zaoberaf $pecidlnymi triedami grafov, ktoré spadaji do skupiny
Cayleyho grafov. Ukazeme si dosiahnuté vysledky v tejto oblasti a postupy, ktoré k
nim viedli, pre hyperkocky a star grafy. Vzhladom na zloZitost spojent s ndjdenim
blizkych hranic pre tieto grafy, ako napriklad v [16], kde autor vyziva vysledky z
tedrie kédovania o binarnych kédoch maximéalnej dizky, nepredpokladame, Ze bude
rieSenie tejto otdzky pre pancake grafy trividlne. Navrhneme niekolko postupov
na konstruovanie decyklacnej mnoziny na pancake grafoch. Budeme pri tychto
postupoch uvazovat vlastnosti pancake grafov, ktoré vyplyvaju z ich Struktiry.
Konkrétne sa budeme pouzivat rozklad mnoziny vrcholov na mnoziny Vi, Vs, ...,
V.., kde kazd4 mnozina V; obsahuje vrcholy, ktoré maju na i-tej pozicii ¢islo 1.
Vy¢islime hodnoty ziskané tymito postupmi a porovname ich s vysledkami, ktoré

dostaneme pomocou greedy algoritmu.



Kapitola 2

Definicie a vlastnosti grafov

Definicia 2.1 Majme konecéni grupu G a S mnoZinu jej generdtorov. Cayleyho
graf G = CG(G,S) mozZeme definovat nasledovne. Vrcholy budi prislichat prokom
grupy G a hrany budi korespondovat akcidm generdtorov. Vrcholy u,v € V budi
spojené hranou prdve vtedy, ak existuje generdtor g € S taky, Ze ug = v. Ak je

mnozina generdatorov S uzavretd na inverzné prvky, potom je graf neorientovany.

Poznamka: Kazdéa koneéna grupa G je izomorfna s nejakou grupou permutéacii.
Preto sa budeme dalej vyjadrovat pomocou terminov permutécia, i-ty prvok per-

mutacie, inverzna permutacia a pod.

Definicia 2.2 Graf G = (V,E) je vrcholovo symetricky, ok pre kaZdi dvojicu

vrcholov u,v € V, existuje automorfizmus grafu G, ktory zobrazuje u na v.
Veta 2.3 KazZdy Cayleyho graf je vrcholovo symetricky.

V doékaze vyuzijeme inverznu permutaciu k permutacii a a pouzijeme trans-
formaciu grupy G, ktord zobrazuje Iubovolnti permutéiciu x na ba~'z. Este treba
overif, ze transformécia zachovdva hrany medzi vrcholmi. Ak boli permutécie x

a y spojené hranou, teda platilo 3g,2¢g = vy, tak budt aj permuticie ba~lz a
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ba~'y spojené hranou.! Presny dokaz a niektoré dalsie vlastnosti, ktoré platia pre

Cayleyho grafy, si spomenuté v [1].

Definicia 2.4 Definujme n-rozmerni hyperkocku Q,, = CG(Sa,, {(2i — 1,2i)[1 <
i < n}) ako neorientovany Cayleyho graf. Vrcholy budeme oznacovat permutdciamsi
2n cisel (1...2n) a hrana medzi dvoma vrcholmi bude prave vtedy, ak dostaneme
jednu permutdciu vymenou (21 — 1)-vého proku permutdcie s 2i-tym. Fromdlnejsie
povedané, nech a,b € V, ak pomocou generdtora 3g € S dostdavame ag = b, tak

medzi vrcholmi a,b je v grafe Q, hrana. Generdtory pre ), budi transpozicie

prokov (20 — 1,2i),¥(1 <7 <n).

Poznamka: Castejsie sa stretdvame s definiciou ), pomocou binarnych vektorov.
Vrcholy ozna¢ime bindrnymi ¢islami dlzky n a hrana je medzi dvoma z nich prave
vtedy, ak st odlisné len v jednom bite.

Vezmime namiesto permutéacie binérne ¢islo, ktoré vyjadruje vztah medzi (2i —
1)-vym prvkom permutécie a 2i-tym nasledovne. Ak (2i — 1)-vy prvok permutécie
je mensi ako 2i-ty V(1 < ¢ < n), tak dajme na poziciu i nulu, inak jednotku. Takto
dostaneme binarny vektor dizky n. Ak vezmeme hranu medzi dvoma vrcholmi
tvorenti pomocou generatora (2i — 1,2i), tak zmeni permutaciu len na pozicidch
(2 — 1) a 2i. Vymeni tieto prvky. Z binarneho vektora pomocou aplikovania tohto
generatora dostaneme vektor, ktori sa bude liSit prave na i-tom mieste. Defini-
cie st teda ekvivalentné a preto sa budeme dalej vyjadrovat pomocou zauzivanej

terminolégie binarnych vektorov.
Veta 2.5 Viastnosti grafu Q-
a) je n-requldrny graf

b) md 2" vrcholov a n - 2" hrdn

1z dévodu existencie toho istého g
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c¢) je vrcholovo symetricky
d) je bipartitny

Dokaz: a) Z kazdého vrchola vychadza prave n hran, ktoré ida do vrcholov
ziskanych aplikovanim niektorého z n generatorov. Preto je (), n-regularny

graf.
by Trividlny dosledok.
¢) Kazdy Cayleyho graf je vrcholovo symetricky [1].

d) Uvazujme pocet jednotiek v binarnom vektore. Hranou st spojené vzdy vr-
choly, ktoré sa lisia prave v jednej jednotke, teda maja inta paritu. Rozde-
lime vrcholy podla parity poctu jednotiek. Graf je bipartitny, lebo neexistuje

hrana medzi prvkami jednej z tychto mnozin.

Definicia 2.6 Definujmne n-rozmerny Star graf S, ako neorientovany Cayleyho
graf. Vrcholy budeme oznacovat permutdciami n cisel (1 ...n) a hrana medzi
dvoma vrcholmi bude prave vtedy, ak dostaneme jednu permutdciu vymenou pr-
vého prvku permutdcie s i-tym. Fromadalnejsie povedané, nech a,b € V', ak pomocou
generdtora 3g € S dostdvame ag = b, tak medzi vrcholmi a,b je v grafe S, hrana.

Generatory pre S, budi transpozicie prvkov (1,1),V(2 < i < n).
Veta 2.7 Viastnosti grafu S, :
a) je (n — 1)-requldrny graf

l{(n—1) .
—5 hrdn

b) md n! vrcholov a ™

¢) je vrcholovo symetricky

d) je bipartitny



KAPITOLA 2. DEFINICIE A VLASTNOSTI GRAFOV 10

Dokaz: a) 7Z kazdého vrchola vychadza prave n — 1 hran, ktoré idu do vrcholov

ziskanych aplikovanim niektorého z n — 1 generatorov. Preto je S, (n — 1)-

regularny graf.
Trivialny doésledok.
Kazdy Cayleyho graf je vrcholovo symetricky [1].

Vychadzame z toho, Ze kazdd permutéacia sa da rozdelif na transpozicie, t.j.
cykly dlzky dva. Z poétu transpozicii uréime paritu permutacie. Vieme, Ze z
vrchola v sa dostaneme do vrchola u pomocou vynasobenia jednou transpozi-
ciou. Teda zmenime paritu permutéacie. Kazda hrana meni paritu permutacie,
¢ize hrany st vzdy len medzi parnymi a neparnymi permutaciami, ¢im dosta-
vame rozdelenie podla parity permutécie vrchola. Mame teda dve mnoziny
vrcholov, ktoré st rovnako velké %' a vieme, ze neexistuje hrana v grafe .S,,,

ktora by spajala dva vrcholi z tej istej mnoziny.

Definicia 2.8 Pre n-rozmerny Pancake graf P, bude definicia podobnd ako pre

Star graf. P, sa bude lisit od S, iba mnoZinou hrdn. Hrana medzi dvoma vr-

holmi bude prdve vtedy, ak dostaneme jednu permutdciu vymenou prvych i prvkov,

[12..

(i—=1)i(e +1)...n] dostavame permutdciu [i(i —1)...21(i +1)...n].

Poznamka: Napriklad vymenou 5 prvkov v permutacii [3154276] dostavame

permutéaciu [2451376]. Preto su tieto vrcholy v grafe P; susedné.

Veta 2.9 Viastnosti grafu P,:

’ l. — ,
a) md n! vrcholov a % hrdn

b) je (n — 1)-requldrny graf

¢) je vrcholovo symetricky
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d) pre n > 3 nie je bipartitny

Dokaz je podobny ako pre S,,. Snad len doplnime, Ze v grafe P,, kde n > 3, exis-
tuje cyklus dlzky 7. Napriklad cyklus, kde pouzivame generatory, ktoré vymienaja
1 prvkov, v takomto poradi : = 2, 3,4, 3,4, 2, 4.

V nasledujtcej kapitole uvedieme doposial dosiahnuté vysledky decyklaénych

mnozin na tychto grafovych struktirach.



Kapitola 3

Zname vysledky na (),, S, a Py,
grafoch

3.1 Regularne grafy - dolna hranica

Veta 3.1 Majme r-reguldarny graf G = (V, E). Pre lubovolni decyklacni mnoZinu
V', nech cyr > 0 je pocet komponentov suvislosti acyklického podgrafu G' = (V'\
V', E) indukovaného mnoZinou vrcholov V-\ V' a §y+ pocet hran, ktoré si tvaru
e = (u,v), kde u,v € V'. Potom plati

E — / /
V(G) = min El= V] +ev +0v
v/ r—1

(3.1.1)

Dokaz: Vychadzajme z toho, ze v grafe G’ mame |V| — |V'| — ¢ hran, pretoze je to
les s ¢ komponentmi stvislosti. Dalej Vv € V/ mame v grafe ¢ maximéalne r hran
e = (u,v) takych, ze u € V'\ V'. Ak niektoré dva vrcholy z decykla¢nej mnoZiny
st v grafe G susedné, tak musime odpocitat pocet takychto dvojic, lebo sme ich

zapocitali 2-krat. Vsetkych hran v grafe G' bude

[E|<VI=IV|=c+|[V|-7 =0

12
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Z toho dostavame decykla¢nu mnozinu velkosti aspon

V(@) = V| 2

|E| —|V|4+c+4§
r—1

Konkrétne pre hyperkocky je znama dolnd hranica ziskany tymto postupom

[7]. Pre Q, je to
n-1 1

n—1

V(Qﬂ) Z 2n71 -

nl-(n—1)
2

Ked uvazujeme Star a Pancake grafy, tak |V| = nl, |E| = ,r=n—1a
pre najhorsi mozny pripad ¢ = 1 a § = 0. Z toho dostavame mohutnost decyklacne;

mnoziny aspon

3.2 Hyperkocka - horna hranica

Pre hyperkocky pozname hornti hranicu, ktora je blizka dolnej hranici.

Veta 3.2 Nech n > 2, v hyperkocke QQ,, vieme skonstruovat decyklacni mnoZinu
mohutnosti

2k—1

V(Qn) < DA m

Mnozinu kon$truujeme pomocou 4-separovatelnej mnoziny a vrcholov jednej
parity. Podrobnejsi dokaz je v [7]. PresnejSia horna hranica bola publikovana v

[16], avSsak ndm bude stacit horeuvedeny vysledok.

3.3 Star - horna hranica

Pre decykla¢nt mnozinu Star grafov pozname horni hranicu, ktory nas nabada k
podobnej konstrukcii aj u Pancake grafov, preto ho popiseme podrobnejsie. Pub-
likovany bol v [19], ale uvedieme trochu odlisnti konstrukciu, ktord bude pre néas

vyhodnejsia. Najprv si zadefinujme pojem dominujiicej mnoziny.
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Definicia 3.3 Majme jednoduchy graf G = (V, E) bez sluciek a ndsobngjch hrdn.
Mnozinu vrcholov D C V' nazveme dominujicou, ak Ve € E, e = (u,v), u € D
alebo v € D. MnoZina vrcholov D je perfektnd dominjica mnozina, ak je domi-
nugica a navyse plati, Ze Ae = (u,v) € E takd, Ze w € D a zdroven v € D. Inak
povedané, graf indukovany na perfektnej dominujucej mnoZine neobsahuje Ziadne

hrany.

Vychadzame z dekompozicie mnoziny vrcholov V' na mnoziny Vi, Vs, ..., V.
Kazd4 mnozina V; obsahuje vrcholy, ktoré maju na i-tej pozicii ¢islo 1. Takto
dostavame perfektni dominujiicu mnozinu V; a n — 1 kopii Star grafov stupna
n — 1, ktoré budu indukovanymi grafmi na mnozinach Vs, ..., V,,.

Ked zvolime v grafe indukovanom vrcholmi V,, decyklaén(i mnozinu a k nej
pridame polovicu vhodne zvolenych vrcholov z mnozin Vs, ...V, 1, tak dostavame
graf bez cyklov. Jednoduchym zdévodnenim je, ze graf S, je bipartitny, a ked
zvolime mnozinu vrcholov rovnakej parity z V5, ..., V,_1 dostavame izolované vr-
choly. Tieto vrcholy sa spoja s vrcholmi z mnoziny Vi, ¢im vznikna stromy. Vieme,
ze kazdy takyto strom moze byt spojeny s vrcholmi z mnoziny V,, prave jednou
hranou. Preto ich pripojime najviac jednou hranou k decyklovanému grafu na V,,,
takze dostavame acyklicky graf. Takto sme zostrojili decykla¢nti mnozinu pre Sy
na obrazku 3.1. Vyjadrime teraz tento postup v ¢islach.

Decykla¢nad mnozina grafu S,, sa sklada z decyklacnej mnoziny grafu S, a z
polovice vrcholov n — 2 képii grafov S,,_;.

(n—1!(n—2)
2

alebo ako je vysledok publikovany v [19]

1
V(Sn)<§<n!—(n—1)!—(n—2)!—.-.—2!>—1
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Obr. 3.1: Vyber decykla¢nej mnoziny pre Sy
3.4 Experimenty

Zatial nebola publikované ziadna horna hranica pre decykla¢ni mnozinu Pancake
grafov. Zaujimalo nas, ¢i sa redlne hodnoty blizia k dolnej hranici ako u Star grafov.
Vychadzajic z konstrukcie dolnej hranice vieme, ze vrcholy, ktoré vyberame do
decyklacnej mnoziny, by nemali byt susedné. Takto sa ndm podari vo vzorci 3.1.1
minimalizovat pocet hran medzi vrcholmi decyklacnej mnoziny dy-.

Preto sme vyskusali spustit jednoduchy greedy algoritmus, ktory funguje nasle-
Tieto kroky opakuje tolkokrat, kolko chceme vybrat vrcholov do decykla¢nej mno-
ziny. Nasledne prehladavanim do hibky otestuje, ¢ je graf na ostatnjch vrcholoch
acyklicky. Pomocou tohto algoritmu sme dosiahli mohutnosti decykla¢nych mnozin
prekvapujico blizke dolnej hranici. Presné ¢isla st uvedené v tabulke 3.1.

Len pre porovnanie sme spustili tento algoritmus na Star grafe a dostali sme
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n 5| 6 7 8

41 | 297 | 2441 | 21 550
41 | 300 | 2455 | 21 580
41 | 271 | 2017 | 16 801

greedy pre P,
greedy pre S,

BN BTN RN TN

dolna hranica

Tabulka 3.1: vysledky greedy algoritmu

v rovnakom ¢ase porovnatelné hodnoty.! Z toho vieme povedat, Ze pre vicsie n
je tento algoritmus pomerne neefektivny. I napriek tomu sme dosiahli ¢isla, rovné
dolnej hranici pre Py a Ps, teda najlepSie mozné ako pre Pancake, tak aj pre
Star graf. Ked sa lepsie pozrieme na decyklacné mnoziny pre P a Pr ziskané
tymto algoritmom, vidime, Ze neobsahuju ani polovicu zo vSetkych vrcholov. Aj
tieto vysledky nas nabadaju k blizSiemu preskiimaniu hornej hranice mohutnosti

decyklacnej mnozny na Pancake grafoch.

Inachadzajt sa tiez v tabulke 3.1



Kapitola 4

Pancake - horna hranica

V tejto kapitole sa budeme zaoberat konstrukciou decyklacnej mnoziny na Pancake
grafoch. Preformulujeme najprv problém najdenia miniméalnej decykla¢nej mno-
ziny na dudlny problém konstrukcie acyklického podgrafu maximélneho vzhladom
na pocet vrcholov. Tento pohlad ndm zjednodusi pracu a v zavere kapitoly iba pre-
pocitame vysledky na mohutnost decykla¢nej mnoziny. Dalej tu budeme uvadzat
rozne postupy pri konstrukeii acyklického podgrafu. Budeme porovnévat teoretické

vysledky s vysledkami pri redlnom spusteni tychto algoritmov.

Definicia 4.1 Majme jednoduchy graf G = (V, E) bez sluciek a ndsobnijch hrdn.
Ak je mnoZina vrcholov V' C V' decyklacnou mnozinou na grafe G, tak indukovany
graf na mnozine vrcholov V\ V' bude acyklicky. Oznacime si ho G. Ak |V'| je naj-
mensia zo vsetkych moznijch, tak G nazveme mazimdlnym acyklcikym podgrafom

grafu G. Dohodnime sa, Ze |G| = |V|—|V'| budeme oznacovat pocet vrcholov grafu

G.

Vidime, ze doplnok k decykla¢nej mnozine je pocet vrcholov acyklického pod-
grafu a naopak. Preto nebude zlozité previest mohutnost jednej mnoziny na druh.

Budeme vsak mdct prehladnejsie porovnéavat vysledky jednotlivych postupov.

17
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Este predtym, ako sa pustime do samotnej konstrukcie, preformulujme dolnt

hranicu decykla¢nej mnoziny pre Pancake grafy na hornta hranicu pre acyklicky

podgraf.
nl n—3 1
!
> 0
’V‘_2 n—2+n—2
nl n—3 1
VIi—IV'I<nl——=. —
Vi=IVisnt-5 0
nl n-—1 1
Vi—-VI<=. —
|| ’ ‘_2 n—2 n-—2
- n!  (n—1)! 1
Pl< =4 —= —2)! —3)! -
Pl < T P o gy

Pri konstrukeii acyklického podgrafu budeme vychadzat z konstrukcie, ktort
sme pouzili pre Star graf. O Star grafe sme vedeli, ze je bipartitny a ako mno-
zinu izolovanych vrcholov sme zobrali jednu particiu. Aby sme tento postup mohli
zopakovat na Pancake grafe, budeme sa zaoberat vyberom mnoziny izolovanych
vrcholov. Vieme, ze Pancake graf nie je bipartitny, preto si definujeme pojem ne-
zavislej mnoziny a uvedieme priklady konstrukcie nezéavislych mnozin na Pancake

grafoch a niektorych ich castiach.

4.1 Nezavislé mnoziny

Definicia 4.2 Nezdvisla mnoZina je podmnozina mmnoZiny vrcholov grafu G =
(V,E), V! C V taka, Ze Yv € V', Ve € E plati, ak e = (u,v), potom u & V.
Je to mnoZina nesusednych vrcholov v grafe G. Nas bude zaujimat mazimdlna ta-

kdto mnoZina vzhladom na pocet vrcholov. Dalej v texte budeme pouZivat oznacenie

1S(G) = V.

Uvazujme greedy algoritmus, ktory funguje nasledovne. Vyberie v grafe vrchol
s najmensim stupnom a ten prida do nezavislej mnoziny. Nasledne ho odstrani

z grafu a taktiez vSetkych jeho susedov. Tieto kroky opakuje pokial nie je graf
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prazdny. O nezévislej mnozine ziskanej tymto postupom mozeme vyslovif nasle-

dujtcu vetu, ktorad je dosledkom Turanovej vety.

Veta 4.3 Kazdy graf G s N wvrcholmi a M hranami obsahuje nezdvisli mnozZinu

velkosti
N2

>_ -
15(G) = 2M + N

Pozrime sa na velkost nezévislej mnoziny ziskanej pomocou tohto algoritmu v

%_1). Dostavame teda

Pancake grafe. Vrcholov je N = n! a hran M =
N? N

IS(P,) > _
SP) 2 SN o1 a1

= (n—1)! (4.1.1)

Inak povedané, pri kazdom vybere vrchola do nezavislej mnoziny odoberieme z
grafu najviac n vrcholov. Toto moézeme zopakovat najviac (n — 1)!-kréat, kym odo-
berieme vsetky vrcholy.

Pozrime sa blizsie na nezavislit mnozinu Pancake grafu P,. Rozoberme si pod-
robnejsie prvé tri kroky. Vieme, Ze v grafe P,,Vn > 2 existuje cyklus dizky 6.
Povedzme, Ze chceme odobraf 3 vrcholy z cyklu dlzky 6. Ako prvy odoberame
TubovoIny vrchol s n — 1 susedmi. Druhy krok bude odobranie vhodne zvoleného
suseda uz odobraného vrchola, teda odoberame len n— 1 vrcholov. V tretom kroku
dostavame jeden vrchol stupna n — 3, ktory nam zostal v tomto cykle.

Zhrnme si tento postup. Odobrali sme n+n —1+n —2 = 3(n — 1) vrcholov.
Ak nechame dalej pokracovat greedy algoritmus, vzdy odoberie najviac n — 1
vrcholov, lebo bude vyberat susedov uz odobranych vrcholov. Takto dostaneme

nezavisli mnozinu mohutnosti

n!

— =n-(n—2)! (4.1.2)

Niektoré konkrétne hodnoty sme pre porovnanie réznych pristupov zobrazili v

tabulke 4.1. Vo trefom stipci st vysledky ziskané spustenim greedy algoritmu.
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n vzorec 4.1.1 vzorec 4.1.2 | greedy alg.
3 2 3 3
4 6 8 10
5 24 30 46
7 720 840 1630
9 40 320 45 360 99 277
15 | 87178291 200 | 93 405 312 000 N/A

Tabulka 4.1: pocet vrcholov v nezéavislej mnozine grafu B,
4.2 Vhodny vyber nezavislej mnozZiny

Vratme sa teraz ku konstrukcii acyklického podgrafu. Uvazujme rozdelenie mno-
ziny vrcholov V' na Vi, Vs, ...V, ako v pripade Star grafu. Aj v Pancake grafe je
V1 perfektnou dominujicou mnozinou a graf indukovany mnozinou vrcholov V,, je
Pancake graf stupnia n — 1. Vezmime acyklicky podgraf skonstruovany na grafe
indukovanom mnozinou V,,. Pridajme k nemu mnozinu vrcholov V; a nezavisli
mnozinu vrcholov na grafe indukovanom vrchlomi z Vs, ...V, ;. Ukdzeme si tri
postupy pre vyber tejto nezavislej mnoziny, ktorymi dosiahneme pomerne dobré

vysledky. Tak ako v pripade Star grafu aj teraz dostavame acyklicky graf.

4.2.1 Jednoduchy postup

Spravme najprv Gplne trivialnu ivahu. Nezavisli mnozinu vrcholov na grafe indu-
kovanom vrchlomi z V3, ..., V,,_1 mozeme ziskat pomocou greedy algoritmu, ktory
sme uviedli v Gasti 4.1. Mdzeme dokonca pre n > 3 uvazovat cyklus dizky 6,
¢im dostavame lepsie ohranicenie. Konkrétne pre podgraf indukovany mnozinou

vrcholov U?:_; V; je stupen kazdého vrchola n — 1 a pocet vsetkych vrcholov je
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(n—1)!'- (n —2). Dostavame teda

(n—1!(n—2)
n—1-1

I1S(Va, .. V1) > = (n—1)!

a vyjadrime trividlne dolné ohranicenie pre acyklicky podgraf grafu P,. Este mu-

sime doplnit zaciatok rekurzie | Ps| = 5, lebo sme uvazovali n > 3.

1P| > [Pocy| + (n — DI+ (n — 1)!

n

5+2-Zi!

=3

=2-(n—1!+2-(n—2)+o((n—2)!

4.2.2 1. postup vyberu IS5(V5, ...V, 1)

Pozrime sa blizsie na Struktaru grafu P, pre n > 3. Vrcholy budeme vyberat do
nezavislej mnoziny pomocou vlastnosti $pecifickych pre Pancake grafy. Zatial sme
uvazovali iba existenciu cyklu dlzky 6. Pozrime sa teraz lepsie na §truktiru grafu
indukovaného mnozinou vrcholov V,,_;. Graf sa sklada z n — 1 komponentov, ktoré
st kopie grafov P, 5 pre n > 3. Ak by sme sa pozreli na ostatné mnoziny V;, nasli

by sme podobné vlastnosti. Vo vSeobecnosti mozeme vyslovit nasledujicu vetu.

n

Veta 4.4 Akn >4 a (—W < i < n, tak sa graf indukovany mnozinou vrcholov V;

2
skladd z ((?:11))!! komponentov suvislosti, ktoré maji Struktiru ako graf Pi_,. Dalej

mozeme povedat, Ze graf indukovany na |J,V; je rovnaky, ako zjednotenie grafov

indukovanych na jednotlivych mnozZindach V;.

Neformalne povedané, mnozina vrcholov J, V, {%W < i < n indukuje graf,
ktory mé& komponenty malé Pancake grafy P;_;. Druhé cast vety hovori o tom,
ze neexistuju hrany medzi mnozinami vrcholov V;. Vyuzijeme struktiru Pancake

grafu a budeme konstruovat nezévisli mnozinu pre Pancake grafy induktivne.
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Dokaz: Pozrime sa na lubovolni permutéciu z mnoziny V;. T4 bude mat na i-tom
mieste prvok 1. Pomocou Tubovolného generatora, ktory ndm vymeni menej ako
1 prvkov v permutacii, dostavame permutaciu taktiez z V;. Pouzitim generatora,
ktory vymieila ¢ a viac prvkov, dostneme permutaciu z mnoziny V;, kde j # 1.

Predpokladali sme 7 > (%L aby sme pri otéeni prvych (2¢ — 1) prvkov nedostali

permutaciu z tej istej mnoziny V;. Ak teda pouZijeme Tubovolny generator na per-

mutaciu z V;, kde i > (%W, dostavame bud permutéciu z V;, alebo permutéciu, kde

prvok 1 bude na mieste mensom ako {%W . Pouzitim 7 —2 generatorov, ktoré otacaju

len prvych ¢ — 1 prvkov, dostdvame Pancake graf stupma i — 1. Vzhladom na to,

(n=1)

ze vrcholov v kazdej mnozine V; je (n — 1)!, tak dostavame (i_l)!! komponentov

suvislosti, ktoré maju strukturu ako graf P;_;.
Dokaz druhej casti je jednoduchy. Predpokladali sme ¢ > (%-‘7 preto neexistuje

ziaden generator, ktorym dostaneme permutéciu z mnoziny Vj, kde j # ¢ a zaroven
N n
i> 3l

Teraz vieme, zZe graf indukovany na mnozine vrcholov |, V;, kde [%W <1 <mn,

sa sklada z malych Pancake grafov. Ak na kazdom vyberieme nezavisli mnozinu,

tak dostavame nezavisli mnozinu na celom grafe P,.

1)!
IS(Va,... V) > IS(Pi—l)'—l)

Tento postup je vsak velmi nevyhodny pre grafy P,, kde n je neparne. Do ne-
zavislej mnoziny nezahrnieme ziaden vrchol z V;, kde i = ”7“7 ktorej nevychadzaju
hrany do ziadnej z mnozin V}, j > 4. Ak sa pozrieme na struktiru grafu indukova-

ného na mnozine V;, vidime, Ze sa sklada z grafov P,_;, ktoré maji medzi sebou
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nejaké hrany. Tieto hrany st tvorené generatorom permutujicim vsetky prvky.
Kazda képia ma (i — 1)! susednych képii, lebo z kazdého vrchola vychédza hrana
do inej képie. Vytvorme graf Gy, v ktorom zoberieme za vrcholy vSetky képie gra-
fov P,_; a hrana bude medzi dvoma vrcholmi prave vtedy, ak bola v pévodnom
grafe hrana medzi niektorymi vrcholmi tychto képii. Tento graf bude bipartitny.
Ukéazeme na priklade preco.

Zoberme si n = 7 a rozdelme ¢isla 2...7 na dve rovnako velké skupiny. Bez
ujmy na vSeobecnosti zoberme napriklad skupiny 235 a 467. Permutéacie, ktoré
maju jednu skupinu ¢isel v permutacii pred ¢islom 1, buda tvorit képie grafov
P3. Z nich budt vychadzat hrany do képii grafov P, ktoré budi mat pred ¢islom
1 v permutéacii druht skupinu ¢isel. VSetky tieto képie budi tvorit jeden suvisly
komponent grafu indukovaného na mnozine vrcholov V;. Takychto komponentov
tam bude viac. Podstatné je, ze ak pre kazdy takyto komponent vytvorime graf Gy,
tak tento graf bude bipartitny. Jeho particie budia tvorit permutécie s rovnakou
mnozinou prvkov, ktoré sa nachadzaja v permutacii pred ¢islom 1.

Ak budeme vyberat nezavislé mnoziny vzdy len v tych képiadch grafov, ktoré
st v rovnakej particii, nemoze sa nam stat, Ze by sme vybrali susedné vrcholy.
K nezévislej mnozine vieme teda pridaf este polovicu vrcholov z tych, ktoré by
sme ziskali, keby neboli komponenty pospajané. Pribudne ndm teda v nezavislej

.. . , . I5(P) Contl
mnozine grafu P,, ak n je neparne, ¢len 5 G kde 1 = *5=.

Zostrojime tabulku 4.2 s hodnotami mohutnosti nezavislych mnozin pre takyto
sposob, pri¢om dosadime za [.S(FP;) hodnoty z tabulky 4.1.

Vyjadrime eSte asymptoticky, aky velky bude acyklicky podgraf ak pouzijeme
IS(P) > n- (n—2)
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nezévislda mnozina 1.5(P;) podla
n vzorca 4.1.1 vzorca 4.1.2 | greedy alg.
4 3 3 3
) 14 18 18
6 70 100 110
7 444 600 750
9 25584 31584 50 584
11 2342 880 2756 160 5175610
15 | 57424792 320 | 64 210 648 320 N/A

Tabulka 4.2: hodnoty 1.5(Va, ... V,,_1) ziskané prvym postupom

]P|>]Pn 1|+ =1+ (n—1)!

= (n—=1D!+o((n—1))

4.2.3 2. postup vyberu IS(V5,...V, 1)

Pozrime sa na iny postup, akym mozeme vyberat vrcholy do nezévislej mno-
ziny. Uvazujme vsetky permutacie, ktoré maju jeden kokrétny prvok v permu-
tacii vzdy pred prvkom 1. Oznac¢me si tento prvok X. Buda to permutacie tvaru
(a1,aq,...a,-1,1,ai11,...a,), kde X = a;,1 < j <i < n. Dve takéto permutécie
bud susedné len vtedy, ked s v tej istej mnozine V; a nachadzaju sa v tej istej
képii grafu P;,_;. Vyplyva to z toho, ze ak chceme, aby zostal prvok X na pozicii
mensej ako i, tak mozeme pouzif len tie generatory, ktoré vymieriaji menej ako
1 prvkov. Tiez moZzeme povedat, Ze v oboch permutéciach st postupnosti prvkov
@it1, - - -, 0y rovnaké.

Vyberme preto z kazdej mnoziny V; vrcholy tvaru (ay, ... a;—9,X,1,a;11,. . ., ay),
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kde X je nas pevne zvoleny prvok. Teraz vidime, Ze tychto vrcholov je tolko, kolko
je komponentov suvislosti, z ktorych budeme vyberat nezavisli mnozinu. To je v
grafe indukovanom mnozinou V; presne (n — 2)!/(i — 2)!. Ak vyberieme v kazdom
z tychto komponentov nezavisli mnozinu a s¢itame Vi,1 < ¢ < n, dostavame

s . 1
nezgvislt mnozinu na |J;—, V;

IS(Va, ... Voq) > S ((7;:22)),‘ - IS(Pi1)
n—2 ]S R
= (=2t - (z'—(l))l

Znova dosadime hodnoty z tabulky 4.1 a vytvorime tabulku 4.3.

nezavisla mnozina IS(F;) podla
n vzorca 4.1.1 vzorca 4.1.2 | greedy alg.
4 3 4 4
5 18 21 21
6 96 116 124
7 600 730 845
9 35 280 42 588 57400
11 3265 920 3889296 | 5879637
15 | 80951 270 400 | 94 048 007 040 N/A

Tabulka 4.3: hodnoty 1.S(V5,...V,_1) ziskané druhym postupom

A aj pre tento postup vyjadrime asymptoticky, aky velky bude acyklicky pod-
graf, ak pouzijeme IS(P;) > n - (n —2)!
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n—2

IS(P

1Pal > [Bya| + (n = D! + (n — 2)! - =
=1

— (- 1!

~ (14 ))
, 1—1
=2

=P +(n—D+ (n—2)!- n_2+zzi1>

.

= [Paal + (=1 (0 =2t 1+n§:@>

-2 .
2

=[P+ (n—D+n-2)![1+

7 N

[—Y

=Pl +n—D+ -1+ (n-—2 ;

x2-(n—1)!+(1+Hn_3)-(n—2)!~|—o((n—2)!)
=2-(n—=1)!+1+In(n—=3)+7) - (n—2)!+o((n—2)!)

V poslednom kroku sme dosadili za harmonické ¢islo H,,_3 znamy vysledok z

asymptotickej analyzy [9].

4.3 Zhrnutie V(P,)

Zhrnme na zaver tejto kapitoly vSetky postupy a porovnajme vysledky, ktoré sme
uviedli vyssie. Do tabulky 4.4 prepiSeme hodnoty ziskané vSetkymi postupmi a do-
plnime ju este o hodnoty, ktoré sme dostali po spusteni greedy algoritmu opisaného
v Casti 4.1 na celd mnozinu IS(Va,...V,—1).

Na presné vyjadrenie decykla¢nej mnoziny si zvolime druhy postup s hodnotou
IS(P,) > n-(n—2)!, aj ked pri porovnani s ostatnymi vysledkami vidime, Ze ani

zdaleka nedosahuje hranicu greedy algoritmu.
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n trivialne prvy postup druhy postup greedy
vzorec 4.1.2 vzorec 4.1.2 greedy

4 6 3 4 4 6

5 24 18 21 21 30

6 120 100 116 124 190

7 720 600 730 845 | 1247

9 40 320 31 584 42 588 57400 | 81406

11 3 628 800 2756 160 3889296 | 5879637

15 | 87178291 200 | 64 210 648 320 | 94 048 007 040 N/A

Tabulka 4.4: porovnanie hodndt 1.S(Va, ...V,

1) pre rozne postupy

V(P) <V(P1)+ (-1 (n—2) - ((n—l N4 (n—2)!- S%)

= V(Pn_l) + (n — 1)' .

(n—3) -

n—

(n—2)!-

7

W
S

||
I\

=nl—2-(n—1!=1+In(n—3)+7) - (n—2)!—o((n—2)!)

27

Uvedieme este jednu tabulku pre ujasnenie rozdielov, ktoré dostaneme pri po-

uziti roznych postupov. V tabulke 4.5 uvedieme dolnt hranicu, nas vysledok pre

hornt hranicu, vysledky ziskané greedy algoritmom pre vyber nezavislej mnoziny

na grafe indukovanom mnozinou vrcholov IS(V5, ...

V,_1) a v poslednom stipci

vysledky z tabulky 3.1 ziskané greedy algoritmom pre vyber decyklac¢nej mnoziny.
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dolné hranica

horné hranica

greedy pre IS

greedy pre VP,

© I O Ut

7

41

271

2017
155521
17740 801

9

60

424

3294
267942
31554 102

7

49

339
2692
224 289
N/A

7

41
297
2441
N/A
N/A

Tabulka 4.5: porovnanie hodnét V P, pre rozne postupy

28
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Z.aver

Pri Star grafoch a Hyperkockéch je dolnd hranica mohutnosti decykla¢nej mnoziny
blizka hornej. Ak sa pokisime vyjadrit tieto hodnoty asymptoticky, zistujeme, Ze
obe hranice st o nie¢o mensie ako polovica vrcholov daného grafu. To samozrejme
vyplyva z bipartitnosti grafov oboch tried grafov.

Doln4 hranica decykla¢nej mnoziny pre Pancake grafy ma taktiez mensi pocet
vrcholov ako je polovica a navy$e sme ju dosiahli v grafoch P, a Ps, i ked nie st
bipartitné. Preto sme sa rozhodli pre sktimanie tejto oblasti. Z vysledkov ziska-
nych spustenim greedy algoritmu pre hladanie decykla¢nej mnoziny sme oc¢akavali
velkost mnoziny asymptoticky bliziacu sa polovici vrcholov.

Ukazuje sa, ze postup, ktory sme pouzili na konstrukciu decykla¢nej mnoziny,
moze byt eSte zlepSeny v pripade upresnenia poc¢tu vrcholov, ktoré spadaju do
nezavislej mnoziny grafu indukovaného na mnozine U?;; V;. Na druhej strane,
ak dosadime do nasej konstrukcie vysledky, ktoré sme dosiahli spustenim greedy
algoritmu pre najdenie nezavislej mnoziny, vidime, Ze stale nedosahujeme horni

hranicu mensiu ako polovica vsetkyjch vrcholov.
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